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1 Vorwort

In der inversen Galoistheorie wird man mit folgendem Problem konfrontiert:

Sei GG eine endliche Gruppe und K ein Korper. Existiert dann dann eine end-
liche Galoiserweiterung L|K, sodass G isomorph zu Gal(L|K) ist?

Mit anderen Worten: Lésst sich eine vorgegebene Gruppe G als Galoisgruppe
iiber einem vorgegebenen Korper K realisieren?

Dabei handelt es sich um ein (noch) ungeléstes Problem in der Mathematik. Die
Antwort ist fiir den Korper der rationalen Zahlen Q, sowie auch viele andere Kor-
per unbekannt.

Als Vorbereitung werden wir uns in Kapitel 2 mit der Diskriminanten eines Po-
lynoms beschéftigen, welches sich vorallem in Kapitel 3 als niitzliches Werkzeug
erweisen wird. In Kapitel 3 befassen wir uns mit hilbertschen Korpern, die nach
dem Mathematiker David Hilbert benannt sind und von zentraler Bedeutung
in der inversen Galoistheorie. Ist K hilbertsch und eine Galoisgruppe iiber dem
Funktionenkorper K(z1,...,x,,) in m algebraisch unabhéngigen Variablen rea-
lisierbar, so auch iiber K, was wir insbesondere am Ende von Kapitel 3 sehen
werden.

In Kapitel 4 wollen wir konkret zeigen, dass der Korper Q hilbertsch ist. Dies pu-
blizierte Hilbert am Ende des 19. Jahrhunderts in Form eines Theorems, welches
heute als der Irreduzibilititssatz von Hilbert bekannt ist. Damit lassen sich Grup-
pen als Galoisgruppen iiber Q realisieren, wenn sie sich iiber Q(zy, ..., z,,) reali-
sieren lassen. In Kapitel 5 werden wir dies explizit fiir die symmetrische Gruppe
S, zeigen und abschliefend einen kleinen Ausblick dariiber geben, welche end-
lichen Gruppen iiber Q nach heutigem Kenntnisstand bereits realisiert wurden
und welche noch nicht.

Fiir diese Arbeit setzen wir die elementaren Erkenntnisse der endlichen Galois-
theorie, die in der Vorlesung , Algebra 1¢ behandelt werden, voraus und beweisen
alle Aussagen bis auf Satz 2.2 und Korollar 5.3.



2 Diskriminante

Wir befassen uns kurz mit der Diskriminate von Polynomen mit Koeffizienten aus
einem Korper K. Wie sich im darauffolgenden Kapitel herausstellen wird, ist die
Diskriminante ein fundamentales Werkzeug fiir die Realisierung von Gruppen als
Galoisgruppen. Fiir die Herleitung der Diskriminante orientieren wir uns an Teilen
des Kapitels 4.4 von [Bo| und beginnen mit der Definition eines symmetrischen
Polynoms:

Definition 2.1
Sei R ein Ring und f(z1,...,z,) € R[z1,...,2,] ein Polynom in n Variablen.
Dann heifit f symmetrisch, falls

fxr, ooy g, ) = for, . xy, Ty, X))

fir alle 4,5 € {1,...,n} mit i # j.

Bemerkung
Jede Permutation o € S,, operiert auf der Menge Rz, ..., x,| iiber die Abbildung

Yo : Rlz1, .. xn] = Rlzy, .. 2], f(2n, .., 20) = % () = f(@eq), - Tom))-

Offensichtlich ist ein Polynom f € R[xy,...,z,] genau dann symmetrisch, falls
~v-(f) = f ist fiir alle Transpositionen 7 € S,,. Da die symmetrische Gruppe durch
alle Transpositionen erzeugt wird, ist insbesondere f genau dann symmetrisch,
wenn f invariant unter allen Permutationen ist, das heiit v, (f) = f fiir alle
o€eSs,.

Beispiel
Fiir 0 < j < nsind die elementarsymmetrischen Polynome s, ..., s, € R[x1,. .., T,]

mit
si(xy, ... my) = Z Hxl

IC{1,..n} i€l
[11=3

symmetrisch. Es sind
So = ]-7
S1=%1+ ...+ Ty
So = X1Xo + 13+ ... +Tp_ 1Ty
Sp, =T1°..."Tp
die elementarsymmetrischen Polynome im Ring Rz, ..., z,].

Um die Diskriminante eines Polynoms definieren zu kénnen, benotigen wir noch
den Hauptsatz iiber symmetrische Polynome:



Satz 2.2 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und R|[ty, ..., t,] der zugehorige Polynom-
ring in n Variablen.

(i) Sei Rty,...,t,)°* :={f € R[t1,...,t,] | f ist symmetrisch} die Menge der

symmetrischen Polynome in Rl[ty,...,t,]. Dann ist R[t1,...,t,]* ein Unter-
ring, der sowohl R als auch sy, ..., s, enthélt.
(i) Sei R[si,...,s,] der durch R und {sq,...,s,} erzeugte Unterring, also das

Bild des Einsetzungshomomorphismus

77777 sn} : R[tl, .. ,tn] — R[tl, c. ,tn], tl = S;.
Dann ist R[t1,...,t,)° = R[s1,. .., ]
(iii) Die Elemente sy, ..., s, sind algebraisch unabhéngig tiber R.

Beweis vgl. [Bo|, Kapitel 4.4, Satz 1, Seite 168-170. ]

Wir betrachten nun den speziellen Fall R = Z und das Polynom

A=t —t)? € Zlty, . .. 1),

1<J

Man sieht, dass A ein symmetrisches Polynom ist. Mit Satz 2.2 (ii) und (iii) folgt

A =A(S1,...,8,) € Z[s1,...,8,], da wir Zl[sq,...,s,| als Polynomring in den n
Variablen si, ..., s, betrachten kénnen und dementsprechend auch das Polynom
A.

Definition 2.3
Sei R ein Integritétsbereich und A € Z[sy, ..., s,] wie oben gewéhlt. Zudem sei
f=a"+c 2" ' 4+ ... + ¢, ein normiertes Polynom mit Koeffizienten in R. Dann
heif3t

A= A(—c1,co, ..., (—1)"cy)

die Diskriminante von f. Hierbei fassen wir A = A(sy,...,s,) als Polynom in
S1,...,8, auf und setzen (—1)’¢; fiir s; ein.
Bemerkung

Fiir das Polynom

Fle) = [[le—t) = S (~1is;? € Zftr, ..., t,][o] 1)
i=1 =0
ist A € Z[sy,...,s,| die Diskriminante von F.

Seien R und f wie in Definition 2.3 gewé&hlt. Seien und a4, ..., a, die Nullstel-
len von f in einem algebraischen Abschluss des Quotientenkorpers von R und



definiere den zugrundeliegenden Ring R = Rlay, ..., a,]. Wir betrachten den
Einsetzungshomomorphismus

(p/IZ[tl,...,tn] —>R, t; — a;,

welcher den kanonischen Ringhomomorphismus ¢ : Z — R, n — n - 1 fortsetzt.
Wenden wir ¢’ auf die Koeffizienten von F' (im Zeichen ¢'(F)) an, so ist ¢/(F) =
f. Beachten wir zusétzlich noch (1), erhalten wir

c; = (—1)s;(as, ... an). (2)
Nach den obigen Erkenntnissen folgt direkt, dass Ay = ¢'(A) ist. Mit (2) folgt,
dass ¢’ sich zu einer wohldefinierten Abbildung
" Zs1, ... 8, = R, 85+ (=1) ¢y,

einschrankt. Dann gilt ¢"(A) = Ay, sodass Ay € R ist.
Fiir das normierte Polynom 1 € R[zy, ..., z,] folgt A; = 1, da leere Produkte per
Konvention den Wert 1 haben.

Proposition 2.4

Sei R ein Integrititsbereich und f = 2" 4+ ;2" ' + ...+ ¢, € R[z] ein normiertes
Polynom mit Diskriminante A;. Schreiben wir f =[], (z — a;) als Produkt von
Linearfaktoren in R (siche obige Bemerkung), so ist

Ay = ](a: —ay)*.
1<j

Beweis (vgl [Bol, Kapitel 4.4, Bemerkung 3)
Sei )
(p/ : Z[tl,,tn] — R, t; — a;

wie zuvor gegeben. Dann ist, wie wir gesehen haben, ¢'(F) = f und damit
¢'(A) = Ay. Daraus ergibt sich dann

Ap= @'(H(ti —t;)%) = H(@'(ti) —(t))? = H(ai — a;)?

was zu zeigen war. O

Beispiel
Wir wollen beispielhaft die Diskriminante fiir Polynome der Form f(z) = z? +
px + q € Q[x] bestimmen. Sind a; und ay die Nullstellen von f im algebraischen

Abschluss Q, so ist
f@)=(z—a)) - (z —ay) = 2> — (a1 + az)z + aias.

Also ist p = —(a; + a2) = —s1(ay,a2) und ¢ = ajay = sy(ay, az). Nach obiger
Proposition ist die Diskriminante von f gegeben durch

Af = (al — a,2)2 e (al + a2)2 — 40,1(12 = p2 - 4(]
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Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir zwei Korollare, die wir im néchs-
ten Abschnitt fiir den Beweis eines zentralen Lemmas bendtigen. Wir erhalten
folgendes Separabilitéatskriterium:

Korollar 2.5
Sei f € K|z] ein normiertes Polynom mit Diskriminante A;. Dann gilt

f ist separabel & Ay #0

Beweis Jedes separable Polynom besitzt nur einfache Nullstellen in einem al-
gebraischen Abschluss. Andersrum kann die Diskriminante nur gleich Null sein,
wenn f mehrfache Nullstellen besitzt. O]

Korollar 2.6
Seien f und A; wie zuvor in 2.5. Wir schreiben f(x) = 2"+c12" '+. . .+¢,. Zudem

n—1
sel w : K — K’ ein Korperhomomorphismus und w(f) = 2" + Y w(c;)z" 7 €
=0
K'[z]. Dann ist Ayp) = w(Ay).
Beweis Weil w ein Ringhomomorphismus ist, folgt
Ay = A(=w(cr), ..., (=1)"w(c,)) = w(A(=c1, ..., (=1)"cn)) = w(Ay),

was diesen Beweis und den kurzen Abschnitt iiber Diskriminanten abschlief3t. [



3 Realisierung von Galoisgruppen

3.1 Hilbertsche Korper

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit sogenannten hilbertschen Kérpern ausein-
andersetzen, welche von zentraler Bedeutung fiir die Realisierung von vorgegeben
Gruppen als Galoisgruppen sind. Dabei werden wir uns an die Darstellung des
Kapitels 1.1 von [V&] orientieren.

Wir beschéftigen uns kurz mit der Betrachtungsweise von Polynomringen in meh-
reren Variablen iiber einem Korper K. Ist K[zy,...,x,] der Polynomring in n
Variablen und ist 1 <7 < n fest gewéhlt, so ist

Ri = K[ZEh...,l‘i_l,J]i+17...,l’n] QK[xl,...,xn]

ein Unterring. Der R;-lineare Einsetzungshomomorphismus R;[z;] — K{z1, ..., ],
der x; auf x; abbildet, ist offenbar bijektiv. Damit erhalten wir die iibliche Iden-
tifikation K|xy,..., %1, Tit1, ..., Tp)[xi] = Klz1,. .., x,]. Falls wir im folgenden
ein Polynom f € K|[zy,...,x,] ausschlieBlich als Polynom in der Variablen z;
betrachten wollen, schreiben wir f € Kl[z1,...,2; 1, Ziy1,. .., Z,][2;]. Diese Be-
trachtungsweise stellt eine Grundlage fiir den weiteren Verlauf der Arbeit dar.

Definition 3.1

Ein Korper K heifit hilbertsch, falls fiir jedes irreduzible Polynom f(z,y) € K|z, y]
unendlich viele b € K existieren, sodass f(b,y) =: fo(y) € K|[y| irreduzibel ist.
Wir nennen f,(y) das spezialisierte Polynom von f beziiglich b.

Bemerkung

Aus der Definition eines hilbertschen Korpers folgt direkt, dass endliche Kérper
nicht hilbertsch sein kénnen.

Ebenso kénnen algebraisch abgeschlossene Korper nicht hilbertsch sein. Fiir einen
algebraisch abgeschlossenen Kérper K betrachte man das Polynom f(x) = y? +
x € K[x,y]. Wir fassen nach obiger Bemerkung f als Polynom in der Variablen
y mit Koeffizienten im Ring K|[z] auf. Dieses ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium, angewendet auf das Primideal (x). Allerdings ist fiir alle b € K
das spezialisierte Polynom f,(y) = y? + b nicht irreduzibel, da K algebraisch
abgeschlossen ist.

Proposition 3.2

Sei R ein Integritédtsbereich, K sein Quotientenkorper und sei zudem L|K eine
separable Korpererweiterung mit [L : K] = n. Dann existiert ein o € L, sodass
L = Kla] und p, € R[z], wobei wir mit j, das Minimalpolynom von « bzgl. K
bezeichnen.

Beweis (vgl. [CZ], Proposition 2)

Da L|K eine endliche und separable Korpererweiterung von Grad [L : K| = n ist,
liefert der Satz vom primitiven Element die Existenz eines Elements § € L mit
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L = K|[f]. Nun gilt es zu zeigen, dass ein weiteres Element o € L existiert mit
K[f] = K[a] und p, € R[z]. Sei pg = 2" + ap_12™ ' + ... + ap € K|[z] das Mi-
nimalpolynom von f iiber K. Da K = Quot(R) ist, konnen wir die Koeffizienten
ag, - - . , ay_1 schreiben als

S

n—1

bo
= .-, 0p1 =
Co Cn—1

Qo

mit geeigneten by, ...,b, 1 € R und co,...,c,1 € R\{0}. Nun definiere ¢ :=
Co ... cn1 € R\{0}. Dann ist offensichtlich ¢- pg € R[X]. AuBerdem setzen wir
a := c-  und sehen, dass K|o] = K|[f] ist, weil ¢ € K\{0} eine Einheit ist. Dann
erhalten wir fiir das Polynom po(z) :=c"-ap+c" a1z + ...+ c-a, 12" + 2",
dass pq(a) = 0 ist, weil

fal@) = pra(c- B)
=c"ap+c" "t ay-cBA . e an1(cB) 4 (eB)"
(a0 +arf+ ..+ an 17+ )
=" pp(B)
0.

Da p, normiert ist vom Grad n = [L : K] = [K[f] : K| = [K|o] : K] folgt, dass
o das Minimalpolynom von « iiber K mit u, € R|x], was zu zeigen war. O

Bevor wir zum zentralen Lemma dieses Abschnittes kommen, moéchten wir noch
folgendes festhalten:

Lemma 3.3
Sei R ein Integritétsbereich mit K = Quot(R) und f, h € R[x], wobei f normiert
ist. Existiert ein ¢ € K[z| mit fg = h, so ist g € Rx].

Beweis (vgl. [V6], Lemma 1.5)
Wir schreiben zunéchst

n m l n+m
f= Zaia:i, g= Zbixi und h = Zcixi = Z( Z ab))z" = fg
i=0 i=0 i=0 k=0 i+j=k

mit a;,¢; € R und b; € K fiir alle 7. Da f normiert ist, folgt fiir den Hochstkoef-
fizienten von h
R>c¢=cpim=ay- by = bn,

weil f insbesondere normiert ist. Betrachtet man nun den zweithochsten Koeffi-
zienten von h, so erhalt man
R> Cn+m—1 = bmflan + bmanfl = bmfl + bmanfl
und daraus
bm—l = Cntm—-1 — bman—l € R7

da ¢uym—1,bma,—1 € R sind. Fiithrt man dieses Schema induktiv fort, so kann
man Cyym_o,--.,Co bestimmen und sieht, dass diese ebenfalls in R liegen. O
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Wir kommen nun zum zentralen Lemma dieses Abschnitts, welches bei der Rea-
lisierung von Gruppen als Galoisgruppen von grundlegender Bedeutung ist.

Lemma 3.4

Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit [L : K| = n und Galoisgruppe
Gal(L|K), R ein Unterring von K mit K = Quot(R). Wir wahlen ein primitives
Element L = K[a] mit p, € R[t] wie in Proposition 3.2. Aulerdem sei A C L
endlich mit o € A und invariant unter Gal(L|K), d.h.

VB € AVo € Gal(L|K) : o(B) € A.

Zu guter Letzt sei R[A| der Unterring von L, erzeugt durch R und A.
Dann existiert ein u € R, sodass fiir jeden Korper K’ und jeden Ringhomomor-
phismus w : R — K’ mit w(u) # 0 folgende Eigenschaften gelten:

(i) Es existiert eine endliche Korpererweiterung L'| K’, sodass w zu einem Ring-
homomorphimus @ : R[A] — L’ fortgesetzt werden kann.

(ii) L' ist eine endliche Galoiserweiterung von K’ und wird durch &(«) erzeugt,
das heifit es gilt L' = K'(@(«)). Sel w(pa) =: p,, das Polynom, dass durch
Anwendung von w auf die Koeffizienten von p, € R[X] entsteht. Dann ist
pl (0(a)) = 0 fiir alle Fortsetzungen @ von w und es gilt

[L': K'| =[L: K] =n <, ist irreduzibel iiber K'[X].

(iii) Nun sei p, irreduzibel. Dann existiert fiir jede Fortsetzung @ von w ein
eindeutiger Isomorphismus Gal(L|K) — Gal(L'|K"), (¢ — ¢'), sodass

w(o(s)) = o'(@(s))
fir alle o € Gal(L|K) und s € R[A] gilt.

Beweis (vgl. [CZ] Lemma 2 und [V6] Lemma 1.5)

Da der Beweis viele Behauptungen aufweist, werden wir diesen in einzelne Schrit-
te unterteilen und anschliefend die Behauptungen des Lemmas zeigen.
1.8chritt: Im ersten Schritt wollen wir v € R konstruieren. Nach Voraussetzung
ist L|K eine endliche Galoiserweiterung, sodass ji, separabel ist. Somit besitzt p,
keine doppelten Nullstellen in einem algebraischen Abschluss und es gilt A, # 0
in R. Mit Korollar 2.6 erhalten wir fir das Polynom w(u,) =: p, die Diskrimi-
nante Ay = w(A,,). Wihlen wir nun einen Homomorphismus w : R — K’ mit
0 # w(Au,) = Ay, so ist p;, separabel nach Korollar 2.5. Das werden wir weiter
unten brauchen. Sei nun ¢, : K[z] — K(«a), f — f(«) der surjektive Einset-
zungshomomorphismus. Dann existiert fir alle y € A C L = K(a) ein Polynom
gy € Klz] mit y = g,(a). Da K der Quotientenkorper von R ist, finden wir ein
d, € R\{0}, sodass d,g, € R|x] ist. Definieren wir

d:=[]d, € R\{0} mnd u:=d-A,, € R\{0},

yeA



so erhalten wir dg, € R[z] fiir alle y € A.

2. Schritt: Wir betrachten die Ringerweiterung R := R[u~'] von R in K, wobei
wir u # 0 verwenden. Nach der universellen Eigenschaft von Lokalisierungen
setzt sich der Ringhomomorphismus w : R — K’ wegen w(u) # 0 zu einem
Ringhomomorphismus w; : B — K’ fort. Beachte auch, dass A, ein Teiler
von fi, in R ist. Aus w(u) # 0 folgt daher auch w(A,,) # 0, sodass p, wie oben
erwihnt separabel ist. Beachte schlieBlich, dass auch d in R invertierbar ist wegen
d'=u"'A,, €R.

3. Schritt: Wir zeigen, dass R[A] = R|a] ist, wobei die Inklusion ,2* trivial ist,

da a € A. Fiir die Inklusion ,C“ sei y € A und g,(x) = Y a;2* € K|[z] wie in
i=0
Schritt 1 gewahlt. Dann ist

dy = dg,(a) = Z da;a’ = Z(H d.)(dya;)a" € Rla],
i=0 =0 z€A
27y

weil dya;,d, € R nach Wahl von d, im ersten Schritt des Beweises. AuBerdem
ist R[] C Rlal, sodass wir fiir y € A folgern konnen, dass y = d—'dy € R[a]
ist. Insgesamt erhalten wir A C R[a] und damit folglich R[A] C Rla], was die
Mengengleichheit zeigt. Nun konnen wir die Behauptungen (i)-(iii) zeigen.
(1): Wir beginnen mit der Konstruktion der Korpererweiterung L' von K’ und
wihlen dafiir einen irreduziblen Faktor ¢’ von !, in K'[z]. Dann definieren wir
den Korper L' := K'[z]/(¢'), der nach Konstruktion eine endliche Korpererweite-
rung von K’ ist.
Im Folgenden konstruieren wir eine Abbildung y : R[A] — K'[z]/(¢'). Wir be-
trachten den surjektiven Einsetzungshomomorphismus

¢ : R[z] = Rla], f(z)— f(a)

und behaupten ker(¢) = (p). Die Inklusion ” O 7 ist trivial, da p, das Minimal-
polynom von « ist. Fiir die andere Inklusion ” C ” wiihlen wir ein h € R[z] C K|[z]
mit h(a) = 0. Nach Definition des Minimalpolynoms existiert ein g € K|x], so-
dass h = gue. Nach Lemma 3.3 ist dann g € R[x], sodass insgesamt h € (1)
folgt, was wiederum die Mengengleichheit zeigt. Wir teilen den Kern heraus und
erhalten den induzierten Isomorphismus

¢ : Rlz]/(pa) = Rla], [+ (1) = fla).
Sei nun w : R — K’ ein fest gewéhlter Ringhomomorphimus mit w(u) # 0.
Dann konnen wir nach Schritt 2 w nach w; : R — K’ fortsetzen und wy lasst
sich wiederum koeffizientenweise zu einem Ringhomomorphismus & : R[z] —
K'lz], f = w(f) fortsetzen, sodass wi (i) = p, gilt. Ist 7 : K'[z] — K'[z]|/(ul)
die kanonische Restklassenabbildung, so induziert w; einen wohldefinierten Ho-
momorphismus

U Rlz]/(pa) = K'[x]/ (), [+ (1a) = (mown)(f) = wr(f) + (ka)-

Sei nun

7 K'x]/ () — K'[2]/(9), f+ (uy) = f+ ().
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Dann ist 7 wohldefiniert, weil ¢’ ein Teiler von g, ist. Ist nun

X =@ oW Rla]/(na) = K'lz]/(g), (f + (1a) = wi(f) + (') = Town(f)),

s0 ist & 1= y 0 ¢! die gesuchte Abbildung von R[a] = R[A] nach L. Nun gilt es
zu zeigen, dass w unser vorgegebenes w fortsetzt. Sei dazu r € R gegeben. Dann
ist

w(r) = (xo ¢~ )(r)

= x(r + (1a))
Touw(r)

= W

Unter der Inklusion K’ — K'[z]/(¢'), B — B+ (¢'), ist das einfach w(r), wie
behauptet. Abschliefend setzen wir

W =

&>

R[A]

und erhalten die gesuchte Fortsetzung von w, die in (i) gefordert war.

(i1): Wir zeigen, dass L' = K'(@w(a)) und L'|K" eine Galoiserweiterung ist. Zu-
néchst folgt aus der Bijektivitdat von ¢

&71(60 =+ (Ha)-

Wir erhalten unmittelbar
w(a) = (xo o ) (@) = x(z + (a)) = (Fow1)(z) = 7(x) = 2+ (¢).
Nach Kontruktion von Korpererweiterungen ist
L' = K'lz]/(¢") = K'(z + (¢) = K'(@(a)),

sodass L von @w(«) erzeugt wird. Nun gilt es zu zeigen, dass L’ eine Galoiserwei-
terung von K’ ist. Da pl, und somit auch ¢’ separabel ist, reicht es zu zeigen,
dass L' eine normale Korpererweiterung von K’ ist. Seien dafiir aq, ..., a, die
n paarweise verschiedenen Nullstellen von p, mit o; := « fiir ein fest gewéhltes
i€ {l,...,n}. Schreiben wir Gal(L|K) = {01, ...,0,}, dann existiert, weil L|K
galoissch ist mit L = Ko/, fiir alle a; genau ein 0; € Gal(L|K) mit 0;(a) = «;.
Weil a € A und A invariant unter der Galoisgruppe ist, miissen alle Nullstellen
in A enthalten sein. Somit ist dann &(«;) € L' fiir alle 1 < j < n. Schreiben
Wir g = 2" + 12" '+ ...+ cp1x + ¢, mit ¢, ...c, € R, so ist offensichtlich
O(fta) = pl, und @(a;) eine Nullstelle von g, fiir alle j, da

fo(@(ay)) = @ () (@(ay))
= 2" + @) (@)t + . 4 Den)@(ey) + D(cn)
O™ + (o))" T+ enia + )

(Ha(a;))
(0) = 0.

—

Il
&

Il
&
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Also muss g, in L' vollstdndig in Linearfaktoren zerfallen, sodass L’ ein endlicher
Zerfallungskorper von g, iiber K ist und die Behauptung ist gezeigt. Es gilt noch
die Aquivalenz zu zeigen.

Fiir die Hinrichtung sei [L' : K’| = [L : K] = n. Dann ist L’ eine n-dimensionale
Korpererweiterung von K’, sodass das Polynom ¢’ Grad n besitzen muss. Da ¢’
das Polynom i, teilt,erhalten wir ¢’ = !, und somit die Irreduzibilitiat von p,.
Fiir die Riickrichtung nutzt man, dass !, irreduzibel ist. Daraus folgt direkt
¢ = p!, und somit [L': K'] = n.

(111): Sei !, irreduzibel und @ eine fest gewéhlte Fortsetzung von w. Dann ist nach
(i) L' = K'[z]/(p,) eine Galoiserweiterung von K’ vom Grad n. Nun besitzt p,,
wie zuvor gesehen, die paarweise verschiedenen Nullstellen w(a;) =: o), € L' fiir
alle 1 < j < n, was aus der Separabilitdt und der Irreduzibilitédt von pl, folgt.
Schreiben wir Gal(L'|K") = {071, ... 0}, so existiert fiur alle 1 < j < n genau ein
o € Gal(L'|K') mit 0}(a’) = aj, wobei o/ := o} = @(a;) = &(a). Wir definieren
die bijektive Abbildung

¢ : Gal(L|K) — Gal(L'|K"), (o; — 0}),

und zeigen, dass ¢ ein [somorphismus ist. Dafiir zeigen wir zunéchst, dass fiir alle

s € R[A] und fiir alle o; € Gal(L|K) die Gleichung
w(0i(s)) = o3(@(s)) (3)
erfiillt ist. Wegen R[A] = R[a] reicht es die Behauptung fiir alle Elemente aus R
und das Element « zu {iberpriifen. Fiir r € R C K gilt
W(oi(r)) = w(r) = (xo ¢ )(r) = x(@ + (1a)) = (F o wn)(r) = wi(r) + (g),

weil ¢’ = pl, ist und somit 7 die Identitét ist. AuBerdem ist wy(r) € K’, woraus
wir

wi(r) + (o) = oi(wi(r) + (1)) = oi(@(r))
folgern konnen. Fiir a haben wir

w(oi(a)) = w(ai) = a; = oi(a) = oi(@(a)),

also insgesamt die Behauptung fiir Elemente aus R[a]. Da R[A] C Rla], gilt die
Behauptung insbesondere fiir @. Um zu zeigen, das ¢ ein Gruppenhomomorphis-
mus ist, bemerken wir o;(«) € A fiir 1 < i < n und wenden (3) folgendermafien
an:



Dies schlie3t den Beweis ab. O

Konvention:
Fiir den Rest dieser Arbeit setzen wir voraus, dass alle betrachteten Koérper Cha-
rakteristik 0 besitzen.

Erinnerung
Sei f =" ja;z" € R[z] und R ein faktorieller Ring. Dann nennen wir f primativ,
falls ggT(ap, . .., a,) = 1ist. Insbesondere sind normierte Polynome stets primitiv.

Lemma 3.5
Sei f € K[z1,...,2,] und 1 <4 < n. Dann sind dquivalent:

(i) f ist irreduzibel in Klzq, ..., z,]

(i) f ist irreduzibel und primitiv in (K[xy, ..., 21, Tiz1 .- ., Tp)) 2]
Insbesodere ist f genau dann irreduzibel in K|xy, ..., 21, Tir1 .. ., T,)[2;], wenn
f irreduzibel in K(xy,..., %1, Tip1 ..., xy)[x;] ist.

Beweis (vgl. [V6], Lemma 1.4)

Wir definieren R := K[z1,...,2%i—1,Tiy1 .-, Tn).

"=": Sei f irreduzibel in K|z, ..., z,]. Nehmen wir an, dass f reduzibel in R[z;]
ist, so wiirde es eine Zerlegung f = gh in R[z;] geben, sodass g und h keine
Einheiten sind. Das bedeutet g oder h haben positiven Grad als Polynom in z;
oder sind Elemente aus R\R*. In beiden Fillen ist g oder h keine Einheit in

K[zy,...,z,], im Widerspruch zur Irreduzibilitét von f.

"< Sel f o= ZT:O aj(T1, ... L1, Tiga, - - - ,xn)mg € R|[z;] irreduzibel und pri-
mitiv, sodass ggT(ag,...,a,) = 1 ist. Falls wir dann f = gh schreiben in
K[zq,...,2,], so muss g oder h ein Element aus R sein. Wire dies nicht so,

wéren g und h keine Einheiten in R[z;], aber dann wére f nicht irreduzibel in
Rlz;]. Wir kénnen also ohne Einschrinkung annehmen, dass g € R ist. Da f nach
Voraussetzung primitiv ist, muss g eine Einheit in R sein, also ein Element aus
K, was wiederum die Irreduzibilitét in Kz, ..., z,| zeigt. Die letzte Behauptung
folgt direkt aus dem Lemma von Gauf. [

Lemma 3.6

Sei K ein Korper und f(z,y) € K[z][y| ein separables Polynom, welches wir als
Polynom in K (z)[y] auffassen, wobei K (x) = Quot(K[z]). Dann ist f,(y) € K[y]
separabel fiir alle bis auf endlich viele b € K.

Beweis (vgl. [V6], Lemma 1.6)

Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass f als Polynom in der Variablen
y normiert ist, da wir sonst f durch a,(z)"'- f (an"’zx)) ersetzen, wobei a,(x) der
Hochstkoeffizient von f ist. AuBler an den endlich vielen Nullstellen von a,(x) &n-

dert das die Separabilitéit von f,(y) nicht. Nach Korollar 2.5 ist die Diskriminante
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A¢(z) € Klx] ein von 0 verschiedenes Polynom. Schreiben wir

n n

flay) = ai(x)y’ € K[z]ly) und fi(y) =Y ai(b)y' € Ky,

i=0 i=0
dann folgt aus der Definition der Diskriminante von f, dass
A, = A((=1)a;(b)) = A((=1)a;(2))(b) = As(b).

Aus Af(z) € Klx] folgt, dass As(z) nur endlich viele Nullstellen in K besitzt.
Somit ist Ay, = Af(b) # 0, falls b € K keine Nullstelle von Ay(z) ist, sodass

fo(y) fiir alle b € K, die keine Nullstellen der Diskriminate sind, separabel ist.
]

Definition 3.7

Sei K ein Korper und G eine endliche Gruppe. Wir sagen, dass sich G als Galois-
gruppe iiber K realisieren lisst, falls eine Galoiserweiterung L|K existiert, sodass
G = Gal(L|K) ist.

Beziiglich der Fragestellung, ob endliche Gruppen als Galoisgrruppen realisiert
werden konnen, konnen wir nun folgende Aussage fiir hilbertsche Korper treffen:

Satz 3.8
Sei K hilbertsch und E|K(z) eine endliche Galoiserweiterung mit [E : K(z)] =
n > 1. Sei € E gewéhlt mit £ = K(z)[o] und po(z,y) € Klz|[y] (vgl. Propo-
sition 3.2). Dann ist L := K[y]/(tas(y)) eine endliche Galoiserweiterung von K
fir unendlich viele b € K,wobel fin5(y) := ta(b,y). Zudem existiert ein Isomor-
phismus

Gal(L|K) = Gal(E|K (x)).

Insbesondere lasst sich eine endliche Gruppe G als Galoisgruppe iiber K realisie-
ren, wenn sie sich als Galoisgruppe iiber K (z) realisieren lasst.

Beweis (vgl. [CZ], Theorem 1)

Sei A die Nullstellenmenge des Polynoms p,(z,y) € K(x)[y] in einem geeigneten
algebraischen Abschluss. Dann gilt A C L, weil E|K(x) normal ist, und die Null-
stellen des Minimalpolynoms werden von Gal(E|K (x)) permutiert. Trivialerweise
ist auch o € A, weil i, das Minimalpolynom von « ist. Sei

vy Kyl = K, (g~ g(b)),

der Einsetzungshomomorphismus beziiglich b € K und A, (z) € K[z] die Dis-
kriminante von pu,. Dann ist, wie wir im Beweis von Lemma 3.6 gesehen haben,

Po(Apa (1) = Ay (b) = Ay, # 0

fiir alle bis auf endlich viele b € K, da u, separabel ist. In der Notation des Be-
weises von Lemma 3.4 ist auch d € K[z]\{0} ein von Null verschiedenes Polynom.

13



Wegen u = d - A, kénnen wir durch Ausschluss der endlich vielen Nullstellen
von d und A, sogar ¢p(u) = u(b) # 0 annehmen. Nach Lemma 3.4(i) lésst
sich der Ringhomomorphismus ¢, : K[z] — K zu einem Ringhomomorphismus
¢y, « K[z][A] — L fortsetzen. Mit Lemma 3.4(ii) ist L eine Galoiserweiterung von
K, wenn ¢, (pt(2,y)) = pap(y) irreduzibel ist, was wiederum gegeben ist fiir un-
endlich viele b € K, da K hilbertsch ist. Entfernen wir die b € K, fiir die j145(y)
reduzibel ist, so ist nach Lemma 3.4(iii)

Gal(L|K) = Gal(E|K (z)).
O

Fiir die folgende Proposition wéhlen wir uns vorab einen hilbertschen Koérper
K und eine endliche Galoiserweiterung E|K(x), die wir nach Proposition 3.2
schreiben als ' = K (z)[a] mit Minimalpolynom u, € K|z][y|.

Proposition 3.9

Sei L|K eine endliche Korpererweiterung mit L(z) C E und h € Llz|[y] irreduzi-
bel, sodass sdmtliche Nullstellen in E liegen. Fiir alle bis auf endlich viele b € K
gilt dann: Ist g, () irreduzibel in K[y], so ist hy(y) irreduzibel in L[y].

Beweis (vgl [CZ]. Proposition 3)

Da char(K) = 0 ist, finden wir nach dem Satz vom primitiven Element § € L
mit L = K[f]. Um den Beweis iibersichtlicher zu gestalten, unterteilen wir ihn in
drei Schritte.

Schritt 1: Sei pg € K(x)[y] das Minimalpolynom von £ iiber K (z). Wir definieren
die Menge A C E, bestehend aus den Nullstellen von den Minimalpolynomen g,
und pu5, sowie den Nullstellen von h, die wir 34, ..., 3,, nennen. Nun ist klar, dass
A invariant unter Gal(E|K (x)) ist, weil alle konjugierten Elemente ebenfalls in A
liegen. Da h irreduzibel ist iiber L[z][y], ist h auch separabel, denn char(L(z)) = 0.
Mit Lemma 3.6 ist auch h; separabel fiir alle bis auf endlich viele b € K. Wir
entfernen an dieser Stelle diese endlich vielen b, um sicher zu stellen, dass h,
paarweise verschiedene Nullstellen besitzt. Sei nun wie im Beweis zuvor

oy K[z] > K

der Einsetzungshomomorphismus beziiglich . Dann ist, wie wir gesehen haben,
op(u) = u(b) # 0 fiir alle bis auf endlich viele b € K, sodass wir ohne Einschrin-
kung ¢p(u) # 0 annehmen koénnen. Wir fixieren nun ein solches b. Dann existiert
nach Lemma 3.4 eine Galoiserweiterung E’ von K, sowie eine Fortsetzung von

©p, etwa
Gy K[z][A] — E.

Weil 5 € A ist, folgt offensichtlich L C Kz][A], sodass die Einschrankung

Gol, L — @y(L) = L

ein Isomorphismus ist. Wir identifizieren L mit L iiber diesen Isomorphismus und
betrachten E’ als Korpererweiterung von L. Wegen L[z] = K(5)[z] C K[A][x] =
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K|z|[A] kann L[x] als Teilmenge von K|x][A] betrachtet werden. Wir schrei-
ben h(z,y) = > ;" hi(z)y’ und sehen, dass die Koeffizienten von h € L{z][y]
i | enthalten sind. Sei

xo - K[A][x]ly] = E'[y]

die koeffizientenweise definierte Erweiterung der Abbildung ¢,. Im Folgenden
mochten wir das Polynom y,(h) ndher untersuchen und insbesondere seine Null-
stellen. Es gilt xu(h) = hy in L[y] = Lly] C E'[y]. Die paarweise verschie-
denen Nullstellen (1,...,3,, von h sind in A enthalten und damit ihre Bilder
&u(51), -+, op(Bm) in E'. Schreiben wir

h(z,y) = hm(x)(y = B1) - ...+ (v — Bm) € K[A][z][y],

SO ist
xs(h(z,y)) = hy(y) = him (D) (y — B1) - ... - (y — B,,) € E'ly],

wobei (3 1= ¢,(8;) fiir jedes j € {1,...,m} ist. Daraus folgt nun, dass hy, in £’
in Linearfaktoren zerféllt.

Schritt 2: ITm zweiten Schritt zeigen wir, dass Gal(E’|L) die Nullstellen von h,
transitiv permutiert. Nach Voraussetzung ist h € L[z|[y] irreduzibel, und nach
Lemma 3.5 insbesondere iiber L(x)[y] irreduzibel. Nun ist F|K (z) galoissch mit
Zwischenkorper L(x), sodass E|L(z) galoissch ist. Auflerdem sind die Nullstellen
von h in E enthalten. Folglich muss der Zerfillungskérper des Polynoms A iiber
L(z), den wir an dieser Stelle als £ nennen, in F enthalten sein. Insbesondere
ist F|L(z) eine Galoiserweiterung und es folgt, dass Gal(E|L(x)) die Nullstellen
von h transitiv permutiert. Weil F|E algebraisch ist, kann jedes o € Gal(E|L(x))
fortgesetzt werden zu einem Homomorphismus ¢ € Gal(E|L(z)). Daraus kénnen
wir schlieBen, dass auch Gal(E|L(z)) die Nullstellen von h transitiv permutiert.
Nun ist K hilbertsch und E eine endliche Galoiserweiterung iiber K (x) mit primi-
tivem Erzeuger a und Minimalpolynom g, gewihlt wie in Proposition 3.2. Nach
Satz 3.8 und dem Beweis von Lemma 3.4 konnen wir E' = K{y|/(ta ) wihlen,
und es gibt einen Gruppenisomorphismus

¢ : Gal(E|K(z)) = Gal(F'|K)

fir alle b € K, fiir die pap(y) irreduzibel ist. Da K hilbertsch ist, existieren
unendlich viele solcher b. Wir zeigen nun, dass ¢(Gal(E|L(z))) =Gal(E’'|L) die
Nullstellen f1,..., 3, von h transitiv permutiert. Wie wir gesehen haben, per-
mutiert Gal(E|L(z)) die Nullstellen von h transitiv, sodass fiir zwei fest gewéhlte
Nullstellen 3;, ; € E mit i # j ein 0 € Gal(E|L(z)) existiert, sodass o(5;) = f;
gilt. Wenn o’ = (o) der zu o korrespondierende Automorphismus ist, erhalten
wir erneut mit Lemma 3.4(iii)

o' () = o' (&u(Bi)) = Gu(a(Bi)) = wu(B;) = B;,

was unsere Behauptung zeigt.
Schritt 3: Im letzten Schritt wollen wir zeigen, dass hy, irreduzibel in L]y] ist. Wére
hy nicht irreduzibel, so wiirde eine Zerlegung in nichttriviale Faktoren existieren,
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und Gal(E’'|L) wiirde die Nullstellen der nichttrivialen Faktoren von h; jeweils
einzeln permutieren. Dann kénnte die Operation auf den Nullstellen von h;, aber
nicht transitiv sein. Folglich ist Ay irreduzibel. O]

Proposition 3.10

Sei F|K (z) eine endliche Galoiserweiterung und o € E gewéhlt mit F = K (z)[a]
und p, € Klz][y] (siehe Proposition 3.2). Dann existieren endlich viele irreduzible
Polynome py(z,y),...,pe(x,y) € K[z|[y] mit deg(p;) > 1 fiir alle 1 <4 < k und
unendlich viele b € K, sodass folgende Behauptung erfiillt ist:

Haben alle spezialisierten Polynome py(b,y),...,pr(b,y) € K[y keine Nullstelle
in K, so ist das spezialisierte Polynom i, 4(y) irreduzibel in K[y].

Beweis (vgl. [V6], Proposition 1.7(iii))

Schritt 1: Wir beginnen mit der Konstruktion der endlich vielen irreduziblen
Polynome pi(x,y),...,pr(z,y) € Klz]ly]. Nach Lemma 3.5 ist pu, irreduzibel
iiber K (x)[y| und das Teilprodukt

H(y — i)
iel

kann nicht in K (x)[y] liegen, wenn I eine echte, nichtleere Teilmenge von {1, ... ,n}
ist. Wéhlen wir eine feste Teilmenge I C {1,...,n}, so folgt durch Ausmultipli-
zieren, dass das Teilprodukt mindestens einen Koeffizienten d; haben muss mit
d; ¢ K(z). Wenn A die Nullstellenmenge von g, ist, so ist offensichtlich d; eine
Linearkombination aus Elementen aus der Menge A. Da alle a; algebraisch iiber
K(x) sind, muss d; ebenfalls algebraisch tiber K (x) sein, was wiederum die Exis-
tenz eines irreduziblen Polynoms p; € K(z)[y] mit p;(x,d;) = 0 und deg(pr) > 1
liefert. Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Proposition 3.2 kon-
nen wir ohne Einschrankung annehmen, dass p; € K{z|[y| ist. Beachte, dass nur
endlich viele solcher Polynome p; existieren kénnen.

Schritt 2: Im Folgenden priifen wir die Existenz der unendlich vielen b € K und
zeigen die Behauptung. Da p, irreduzibel iiber K|x][y] ist mit char(K(z)) = 0,
existieren nach Lemma 3.6 unendlich viele b € K, sodass p, separabel ist. Es
gilt vp(A,,) = A, (b) # 0 fiur alle bis auf endlich viele b € K, wobei ¢, der
Einsetzungshomomorphismus beziiglich b ist. Sei nun b dementsprechend gewéhlt
und A die Nullstellenmenge von p,. Nach Lemma 3.4 existiert eine Galoiserwei-
terung L|K und eine Fortsetzung ¢, : K[z|[A] — L von ¢y. Ist «; eine Nullstelle
VOL [la, SO ist Pp(ay) =: o eine Nullstelle von ¢y (fte) = tap. Wir konnen g, p in
Lly| schreiben als

n

pas(y) = [[(v = a}).

i=1
Wir nehmen an, dass (i, reduzibel in Ky] ist, das heifit es existieren nicht
konstante Polynome f, g € K[y] mit up, = fg in K[y|. Dann existiert eine echte,
nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}, sodass

F=1]w—al)

el
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geschrieben werden kann in K|y], wobei K ein algebraischer Abschluss von K
ist. Betrachten wir fiir die gewéhlte Teilmenge I das Teilprodukt von u,, etwa
[Lic;(y—0v), folgt mit Schritt 1 die Existenz eines Koeffizienten d; mit d; ¢ K (x).
Allerdings ist d; € K[z][A], sodass ¢ := @y(d;) ein Koeffizient von f ist und nach
Annahme in K liegt. Aulerdem gilt nach Schritt 1 p;(x,d;) = 0 und daher

0= @b(pl(l‘, dl)) = pl(b’ @b(df)) = p[(b, C)v

was einen Widerspruch darstellt, weil ¢ € K eine Nullstelle von p; ist. Da unsere
Annahme falsch war, muss ft, 5 irreduzibel sein.

]

Aus unseren Voriiberlegungen ergibt sich ingesamt:

Satz 3.11
Fiir einen Korper K sind dquivalent:

(i) K ist hilbertsch.

(ii) Fur jede endliche Korpererweiterung L|K und jede endliche Familie von
irreduziblen Polynomen hy, ..., h; € Llz|[y] existieren unendlich viele b €
K, sodass h;;(y) := hi(b,y) € L]y| irreduzibel ist fiir 1 <i < k.

(iii) Fiir jede endliche Familie pi(z,y),...,p;(z,y) € K[z]|[y] von irreduziblen
Polynomen mit deg(p;) > 1 existieren unendlich viele b € K, sodass die
spezialisierten Polynome p(b,y),...,p;(b,y) € K|y] keine Nullstellen in K
besitzen.

Beweis (vgl. [V6], Korollar 1.8)

(i)=(ii): Sei K hilbertsch, L| K eine endliche Kérpererweiterung und {h, ..., hy}
eine endliche Menge von irreduziblen Polynomen aus L[z][y]. Nach Lemma 3.5
sind alle Polynome aus der obigen Menge ebenfalls irreduzibel tiber L(x)[y]. Wir

definieren .
he=]]h
i=1

und betrachten einen Zerfillungskorper M von h in L(z). Da L|K endlich ist, ist
L(x)|K(z) ebenfalls endlich und mit dem Gradsatz erhalten wir, dass M|K(z)
endlich ist. Nun sei F eine normale Hiille von M tiber K (z). Mit Proposition 3.2
konnen wir « € E wihlen mit F = K(z)[a] und p, € Klz][y]. Nun enthilt £
die Nullstellen von h, also die Nullstellen von jedem h;, und es gilt offensichtlich
L(z) C E. Proposition 3.9, angewendet auf jedes h; mit 1 < ¢ < k, liefert die
Existenz von unendlich vielen b € K, sodass h;,(y) irreduzibel ist, wobei wir
verwenden, dass K hilbertsch ist. Somit sind alle h;;(y) gleichzeitig irreduzibel
fiir unendlich viele b € K.

(ii)=(ii1): Wir setzen L = K und k = j, dann folgt die Behauptung.

(11i)=(1): Sei f(z,y) € K|x][y] irreduzibel und E|K(x) der Zerfallungskorper
von f. Dann ist E|K(x) endlich Galois, da f wegen char(K(z)) = 0 separabel
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ist. Wir wihlen einen Erzeuger £ = K (x)[a] mit p, € K|z|[y] (vgl. Proposition
3.2). Voraussetzung (iii) zusammen mit Lemma 3.4 und Proposition 3.10 zeigt,
dass es unendlich viele b € K gibt, sodass ji,, irreduzibel ist und dass dann
L := Kly]/(pap)| K endlich Galois ist mit Gal(E|K(x)) = Gal(L|K). Wie in
Proposition 3.9 folgt aus der Transitivitat der Operation von Gal(F|K (z)) auf der
Nullstellenmenge von f(z,y) auch die Transitivitdt der Operation von Gal(L|K)
auf der Nullstellenmenge von f,(y). Wie dort impliziert das die Irreduzibilitidt von

fo(y). 0

Als unmittelbare Folgerung des Satzes ergibt sich noch folgendes Korollar:

Korollar 3.12
Sei K hilbertsch und L|K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist L hilbertsch.

Beweis
Die Bedingung in Satz 3.11(ii) ist invariant unter endlichen Kérpererweiterungen.
O

18



3.2 Kronecker-Spezialisierung

In diesem Abschnitt schauen wir uns die sogenannte Kronecker-Spezialisierung an,

die wir im néchsten Abschnitt benttigen werden und orientieren uns an Kapitel
3 von [CZ].

Definition 3.13
Sei K ein Korper und d, k € Z ganze Zahlen mit d > 2 und k£ > 2. Dann heifit
der Homomorphismus von K-Algebren

Sq: Klxy,...,x] = Kz, yl, (f(z1, ..., 2) = f(z,9,9%, ...,ydkﬂ))
eine d-Kronecker Spezialisierung.

Notation
Sei f € K[zy,...,2,] = K[z1,...,%i1,Tis1, .-, 2y)[x;]. Dann definieren wir

dega, (f)

als den Grad von f in der Variablen x;.

Proposition 3.14
Sei K ein Kérper und k > 2 gewdhlt. Wir definieren die Mengen

Wy = {f € K[z,y] | deg,(f) < d*'}.

Dann induziert die d-Kronecker-Spezialisierung aus obiger Definition eine Bijek-
tion

Saly, : Vi — Wa.

Beweis (vgl. [CZ], Proposition 4)
Schritt 1: Zunédchst untersuchen wir normierte Monome in Vy. Sei f € V; ein
Monom, etwa f = z7" - ... 23* mit ay,...,a; € Nund o; < d fiir alle 2 <i < k.
Wir setzen f in Sy ein und erhalten

Sa(f) = o - yeatasdtetard™ ¢ iy 4

mit g +azd+ ...+ d*? < (d—1)-(1+d+...+d*?)=d"1 -1 <d" ' Es
folgt Sa(f) € Wa, sodass die Abbildung fiir Monome wohldefiniert ist.
Schritt 2: Wir zeigen, dass Sd‘v normierte Monome aus Vj bijektiv auf normierte
Monome aus W, abbildet. Fiir die Injektivitat sei g € V; ein normiertes Monom,
etwa g = ffl Ce xf’“ mit fy, ..., 0, € Nund §; < d fiir alle 2 < ¢ < k. Dann ist
ebenfalls

Sd(g) — bt _y52+53d+...+ﬁkdk_2 e W,

nach Schritt 1. Falls Sy(f) = Sa(g) gilt, so folgt

B1 ., BatBadt..+Brdi "2 _ 2. astasd+..+apdi—2

r -y ) ’
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das heif}t
By =aq und By + Bad + ... + Bpd* 2 = ay + asd + ... + oy d" 2

Da 0 < «;,8; < d fiir alle 2 < ¢ < k, handelt es sich auf beiden Seiten der
Gleichung um zwei d-adische Darstellungen beziiglich der Basis {1,...,d"* 2}.
Die Darstellung beziiglich dieser Art von Basen ist eindeutig, also folgt o; = ;
fiir alle 7. Insgesamt erhalten wir f = g und somit die Injektivitat fiir Monome
in V. Jede Zahl in der Menge {1,...,d*"* — 1} l#sst sich durch eine Darstellung
ay + asd + ... + o d*2 mit 0 < o; < d realisieren. Daraus folgt direkt die
Surjektivitit und damit die Bijektivitdt von Monomen in Vy; auf Monome in W,.
Schritt 3: Sy ist ein Homomorphismus von K-Algebren und insbesondere K-
linear. Die oben betrachteten Monome bilden K-Basen von V; beziehungsweise
Wy. Es folgt, dass Sy|,, : Vg — Wy ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist.

[

v,

Bemerkung
Da Sy ein Einsetzungshomomorphismus ist, folgt fiir f, g € V; mit fg € Vj

Sa(fg) = Sa(f)Sa(g).
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3.3 Endlich erzeugte Erweiterungen von Hilbertschen Kor-
pern

In diesem Abschnitt orientieren wir uns Abschnitt 1.1.3 aus [V6]. Ist K hilbertsch,
so existieren per Definition fiir alle irreduziblen Polynome f € K|x,y] unendlich
viele b € K, sodass f, stets irreduzibel in K[y] bleibt. Wir wollen uns als erstes mit
der Frage auseinandersetzen, ob diese Eigenschaft auch fiir Polynome mit mehr
als zwei Variablen {iber einem hilbertschen Korper erhalten bleibt. Tatséchlich ist
dies so, was wir im folgenden Satz zeigen und sehen werden:

Satz 3.15

Sei K ein hilbertscher Kérper und f € K|z, ..., x| irreduzibel. Dann existieren
unendlich viele b € K, sodass f(b,xo,...,2x) =: fo(z2,...,x1) € Klxg,..., 2]
irreduzibel ist.

Beweis (vgl [CZ], Theorem 4)

Schritt 1: Zuerst fassen wir unser irreduzibles Polynom f € Kl[zy,..., x| als
Element in Kxi][xs, ...,z auf, das heift f ldsst sich als endliche Summe von
Monomen der Form a(z1)z5? - ... - 23* schreiben mit a(x;) # 0. Jeder von Null
verschiedene Koeffizient a(zy) von f € K[xq][xo, ..., xx] besitzt nur endlich viele
Nullstellen in K. Insgesamt ist die Vereinigung der Nullstellenmengen der Koeffi-
zienten von f in Klxi|[z, ..., x| endlich und wir betrachten ab jetzt b € K, die
nicht in dieser Vereinigung enthalten sind.

Schritt 2: Betrachte nun f wie zu Beginn als Polynom in Klz1,...,z;] und sei
d € 7 so gewéhlt, dass deg,,(f) < d fir alle i € {1,...,k} gilt. Dann ist f € V;
und wir betrachten die zugehorige d-Kronecker-Spezialisierung Sy(f). Nun fassen
wir unser Polynom Sy(f) € K|z, y] nach geeigneter Umsortierung der einzelnen
Monome als Polynom in der Variablen y mit Koeffizienten in K[z] auf und finden
eine eindeutige Primfaktorzerlegung von S,(f) in K[z|[y]. Beachte, dass K[x][y]
nach dem Lemma von Gaufl faktoriell ist. Das bedeutet, dass wir irreduzible Po-
lynome gy (z,v), ..., gn(z,y) € K[z|[y] und ein g(z) € K|z] finden mit

n

Sa(F)(w,y) = g(z) - [ [ 9:(x ).

i=1

Nach Satz 3.11(ii) finden wir unendlich viele b € K, sodass g;(b, y) irreduzibel ist
fir alle 1 < i < n. Falls Nullstellen von g(x) in diesen unendlich vielen b € K
enthalten sein sollten, konnen wir diese entfernen und erhalten weiterhin eine
unendliche Menge von Elementen aus K, fiir die alle g;(b, y) irreduzibel sind, da
g(z) nur endlich viele Nullstellen in K besitzt. Insgesamt erhalten wir dann

n

Sa(f)(b,y) = g(b) [ ] 9:(b. ).

i=1

Wir nehmen an, dass f(b, xs, ..., x) reduzibel ist, sodass nicht konstante Poly-
nome u,v € K|xg,..., x| existieren mit f, = uv. Wir kénnen f,, u sowie v als
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Elemente in K|[zy,..., x| betrachten. Dann sind u,v € V3 mit wv = f;, € Vj,
sodass

Sa(u)Sa(v) = Sa(uv) = Sa(fy) = g(b ng (b,y)

folgt. Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegungen existiert eine Partition

{A,B} von {1,...,n} und o, f € K mit a5 = g(b) und

Sa(u) = a ][ gi(b,y) und Sa(v) = B] ] 9:(b, ).

€A i1€B

Die Mengen A und B koénnen nicht leer sein, weil u und v nicht konstante Poly-
nome sind nach Annahme. An dieser Stelle setzen wir auch

U(z,y) == [ gi(x. ) und V(z,y) = [ [ gilz.v)

€A i€B

U und V sind als Teilprodukte von Sy(f) offensichtlich in der Menge W; ent-
halten, sodass wir nach der Bijektivitat der Abbildung in Proposition 3.14 nicht
konstante Polynome @, 0 € Vj finden mit S;(2) = U und S,(0) = V. Anschliefend
beobachten wir

Sd<ﬁb) = Sd(ﬂ)(ba y) = U(b7 y) = ng(ba y) = a715d<u> = Sd(ailu%
icA
wobei in der letzten Gleichung die K-Linearitdt von S; verwendet wird. Aus der
Injektivitdt folgt nun, dass 4, = a~'u gilt und mit einer analogen Rechnung
erhilt man o, = S~ 'v. Daraus erhalten wir

w0y = a7 uw = (af) tuw = g(b)"ruw = g(b) ' f(b,xa, . .., k).

Nun zeigen wir, dass v ¢ V; ist. Wir nehmen an, dass a0 € Vj ist. Beachten wir,
dass das Polynom g(x) € K|[z] ebenfalls in der Menge W, enthalten ist, so gilt
fiir das Polynom g(x;) € Vy, dass Sy(g(x1)) = g(x). Insgesamt ist dann guv € V;
und wir erhalten

Sa(g(z1)uv) = Sa(g(x1))Sa(@)Sa(v) = gUV = Sa(f).

Aus der Injektivitat folgt erneut f = guv, was einen Widerspruch darstellt, weil
@, 0 keine konstanten Polynome in K[z, ..., zg] sind und f nicht irreduzibel wé-
re. Es folgt av ¢ V; und daher 4,0, ¢ V.
3. Schritt: Nun betrachten wir unser Polynom f erneut als Element im Poly-
nomring K[z:|[za, ..., zg], wobei f als Summe von Monomen der Form a(zy)z5? -
- z* geschrieben werden kann. Weil 40 nicht in der Menge V; enthalten ist,
miissen ¢ € {2,...,k} und mindestens ein Monom von f existieren, sodass a; > d
und a(z;) # 0 gilt. Nun ist aber w0, = g(b)~'f, € V;. Damit hier kein Wi-
derspruch entsteht, muss jedes Monom a(b)x5? - ... - xi* von f, mit a; > d fiir
ein i € {2,...,k} verschwinden, weil f;, sonst nicht in V; enthalten sein wiirde.
Das bedeutet, dass b eine Nullstelle der Koeffizienten a(z;) dieser Monome ist.
Jedoch haben wir diese im ersten Schritt des Beweises ausgeschlossen. Folglich
ist fp irreduzibel fiir alle b € K, die nicht Nullstellen der Koeffizienten von f in
K[xq][xo, ..., zx] sind. O
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Abschlieend kommen wir nach unserer ganzen Vorarbeit nun zwei Hauptsétzen
fiir hilbertsche Korper. Zum einen erhélt man folgendes Resultat:

Satz 3.16
Sei K hilbertsch und L|K eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Dann ist L
hilbertsch.

Beweis (vgl [V©], Korollar 1.11)
Schritt 1: Im ersten Schritt betrachten wir eine rein transzendente Korpererwei-

terung L := K(z1,...,x,) iiber K. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen,
dass die transzendenten Elemente x4, ..., z,, eine maximale, algebraisch unabhén-
gige Familie bilden. Wir setzen D := KJzy,..., x| und wahlen ein irreduzibles

f(z,y) € L[z,y]. Hier konnen wir ebenfalls ohne Einschrankung annehmen, dass
f € Diz,y] ist und betrachten anschlieend f als Element in L(z)[y]. Mit Lemma
3.5 folgt, dass f irreduzibel in L(z)[y] ist. AuBerdem ist

L(z)(y) = K(x1,...,20)(x)(y) 2 K(z1,...,Zm, T, 1),

und mit Lemma 3.5 ist f auch irreduzibel in Klxy,..., 2y, z,y], wenn wir es
als Element in diesem Polynomring auffassen. Nach Umsortierung der Variablen
existieren mit Satz 3.16 unendlich viele b € K, sodass f(x1,...,Zm,b,y) = fp
irreduzibel in K[zy,...,2n,y] = Klz1,...,2m][y] = Dly] ist. Insbesondere ist
dann f, dann auch irreduzibel in L[y] nach Lemma 3.5, was wiederum zeigt, dass
L hilbertsch ist.
Schritt 2: Nun betrachten wir eine beliebige, endlich erzeugte Korpererweiterung
L iiber K. Aufgrund der Existenz von Transzendentbasen existiert ein Zwischen-
korper K C L' C L, sodass L'| K endlich erzeugt und rein transzendent und L|L’
endlich ist. Nach Schritt 1 ist L’ hilbertsch und nach Korollar 3.12 ist L hilbertsch.
O

Das folgende Hauptresultat dieser Arbeit wird insbesondere in Kapitel 5, in dem
wir die symmetrische Gruppe als Galoisgruppe realisieren wollen, von grofler Be-
deutung sein. Mit unserer Vorarbeit kénnen wir nun Satz 3.8 verallgemeinern und
erhalten:

Satz 3.17
Sei K hilbertsch, m € N und F eine Galoiserweiterung von K (x1, ..., Z,,), wobei
X1, ..., %, algebraisch unabhéngig {iber K sind. Dann existiert eine Galoiserwei-

terung L|K mit
Gal(E|K(x1,...,xy)) = Gal(L|K).

Insbesondere lésst sich eine endliche Gruppe G als Galoisgruppe iiber K realisie-
ren, wenn sie als Galoisgruppe iiber K(zy,...,x,,) realisiert werden kann.

Beweis (vgl. [CZ], Theorem 6)
Wir fiihren eine Induktion nach m durch. Der Fall m = 1 wurde in Satz 3.8
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bewiesen. Wir nehmen also an, dass die Aussage fiir ein m € N gelten wiirde.
Nun gilt
Kz, .. Tme1) 2 K(x1, .0 ) (Tna1)

und K(xy,...,x,) ist nach Satz 3.17 hilbertsch. Nach Satz 3.8 existiert eine
Galoiserweiterung E'|K (x1, ..., x,,) mit

Gal(E|K(x1,...,Tme1)) = Gal(E'|K (21, ..., Tm)).
Nach Induktionsvorraussetzung existiert eine Galoiserweiterung L|K mit
Gal(E'|K (x1,...,2m)) = Gal(L|K).
Fiigt man beides zusammen, erhélt man
Gal(E|K(z1,...,Zms1)) = Gal(L|K),

was den Induktionsschritt abschlief3t.
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4 Der Irreduzibilitiatssatz von Hilbert

In diesem Abschnitt mochten wir das Haupttheorem dieser Bachelorarbeit, den
Irreduzibilitditssatz von Hilbert, beweisen, welches wir schon im Vorwort kennen-
gelernt haben. Dafiir werden wir uns die zweite, dquivalente Bedingung eines
hilbertschen Kérpers von Nutzen machen, die man in Satz 3.11(iii) wiederfindet.
Wir miissen also fiir jede Familie von irreduziblen Polynomen fi, ..., f. € Q[x,y]
mit deg, (f;) > 1 fiir alle 1 <4 < r, die wir als Polynome in Q[z][y] aufgefas-
sen, iiberpriifen, ob unendlich viele b € Q existieren, sodass die entsprechenden
spezialisierten Polynome f,, ..., f;» € Q[y| keine Nullstellen in Q besitzen. Wir
orientieren uns erneut an [Vo], allerdings an Kapitel 1.2.1 bis Kapitel 1.2.3. Wir
beschéftigen uns zuerst mit der sogenannten Analytizitdt von Nullstellen.

Satz 4.1

Sei f(x,y) € Clz,y] mit deg,(f) > 1. Sei ¢y € C so gewahlt, dass f(co,y) €
Cly] separabel ist. Dann existiert eine Umgebung U(cy) von ¢y und holomorphe
Funktionen WUy,..., V¥, : U — C, sodass fiir alle ¢ € U(cy) das Polynom f(c,y)
die n paarweise verschiedenen Nullstellen Wy (c), ..., ¥, (c) besitzt.

Beweis (vgl. [V6], Theorem 1.18)

Sind 74, ...,7, die paarweise verschiedenen Nullstellen von f,,, so miissen die
holomorphen Funktionen, die wir im Anschluss konstruieren werden, paarweise
verschieden sein, da f,, separabel ist. Somit geniigt es fiir eine fest gewdhlte Null-
stelle v := ~; die entsprechende holomorphe Funktion zu konstruieren.

1. Schritt: Wir nehmen an, dass ¢p = v = 0 gilt. Fiir die holomorphe Funktion
U : U(0) - C muss also U(0) = 0 und f(¢,V(¢)) = 0 fiir alle t € U(0) gel-
ten. Da holomorphe Funktionen analytisch sind, finden wir eine Potenzreihe mit

Koeffizienten in C, etwa
o.0]

() =) at'

i=0
die in jedem Punkt v € U(0) um den Entwicklungspunkt 0 gegen W(u) konver-
giert. Aus f(0,0) = 0 folgt, dass f von der Form

f(x,y) = ax + by + Terme hoherer Ordnung

sein muss. Hierbei ist zu beachten, dass b = (0f/0y)(0,0) # 0 ist, weil 0 eine
einfache Nullstelle von f(0,y) ist. Durch Multiplikation von f mit b~! kénnen wir
ohne Einschrinkung annehmen, dass b = 1 gilt. Wir definieren das Polynom

g(l’,y) =Yy - f(l',y)

g besitzt keinen konstanten Term und ebenfalls keinen Term der Form ay. Au-
Berdem gilt fiir jedes t € U

g(t,W(t)) = W(t) — f(£, (1)) = ¥(D). (4)
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Schreiben wir nun unser Polynom g(z,y) in der Form

g(x,y)z Z avwzxvlyw

0<vi<m

0<va<n
so konnen wir mit Hilfe von (4) die Koeffizienten von W(#) rekursiv bestimmen,
indem wir g(t,U(¢)) als formale Potenzreihe um den Punkt O entwickeln. Da
U(0) = 0 ist, miissen wir also

gt T(E) = Yt (O ait))? = ait’ = U(t) (5)
(())§<U1§<m =1 i=1

l6sen. Beachte, dass agg = agy = 0 gilt. Wir zeigen per Induktion nach ¢ > 1,
das Polynome h; = h;(zoo, - - -, Twyw,) € ZLlZoo, - - ., Tuyw,) €xistieren, sodass a; =
hi(ago, - - - 5 Gyywy) gilt, wobei vy, vy > 0 und v + vy < ¢ erfiillt sind. Zudem sind die
Koeffizienten von h; nicht-negativ und h; ist insbesondere ein Polynom in endlich
vielen Variablen fiir alle i.

Fiir den Induktionsanfang ¢« = 1 suchen wir auf der linken Seite der Gleichung
(5) den Koeffizienten fiir t'. Aus ap = 0 folgt, dass der niedrigste Term von
(32, ait’)” vom Grad v, fiir vy > 0 ist. Damit folgt, dass v; + v2 < 1 gelten
muss, sodass nur die Félle [v; = 0 und vy = 1] oder [v; = 1 und vy = 0] in Frage
kommen. Im ersten Fall erhalten wir den Koeffizienten agia; = 0, da ag; = 0 ist.
Im zweiten Fall erhalten wir den Koeffizienten aq. Insgesamt folgt a; = a9 und
man kann hq(xg, To1, T10) = T10 € Z[xeo, To1, T10] definieren. Nun nehmen wir
an, dass die Aussage fiir ein ¢ € N gelte, das heifit fiir alle 1 < j < i existie-
ren Polynome h; € Z[xg, ..., Ty, v, ,] mit nicht-negativen Koeffizienten, sodass
aj = hj(ago, ..., Qv ju,,;) und vy ; + v ; < j erfiillt sind.

Fiir den Koeffizienten a;,; betrachten wir erneut die linke Seite der Gleichung (5).
Beachte nun, dass fiir fest gewéhlte v1, vy € N im Ausdruck a,,,t"* - (> 50, a;t’)*
der Term mit minimalem Grad genau Grad v, + v besitzt, da ag = 0 gilt. So-
mit gilt v; + vy < i+ 1, wenn wir auf der linken Seite von (5) den Koeffizienten
von ¢! bestimmen wollen. Ebenso kann der Koeffizient a,,; nicht als Koeffizient
von t**! auf der linken Seite der Gleichung auftauchen, da ag, = 0 ist. Es folgt,
dass a;1 als Summe von Elementen der Form a,,al' - ... - a) mit gecigneten
m,n,ji,...,J; € N geschrieben werden kann, wobei m +n < ¢+ 1 immer er-
fiillt sein muss. Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir jeden Koeffizienten
aj mit 1 < j < i ein Polynom h; € Z[xgo, . .., T, ju,,;| Mit v1; +vo; < j und
aj = hj(aco, ..., Qv ju,,;). Wir fassen die Polynome hi,...,h; als Polynome in
Lo, - - ., Ty, auf. Fir jeden Summanden amna]f . a{" von a;yq definiere
nun das entsprechende Polynom k7 - ... bl € Zlxgo, . .., Toyw,] und by als
die Summe dieser Polynome. Nach Konstruktion ist h;y1(ago, - - -, Gyyey) = Git1-
Jedes h; besitzt nur nicht-negative Koeffizienten, sodass h;;; ebenso ein Polynom
mit nicht-negativen Koeffizienten in Z ist, was diese Induktion abschlieft und die
rekursive Darstellung der Koeffizienten von W(t) zeigt.

Nun gilt es noch zu zeigen, dass V(¢) einen positiven Konvergenzradius besitzt.
Sei C' eine positive Konstante mit |a,,,,| < C fiur alle (v1,v9) € {0,...,m} x

26



{0,...,n}. Dann definieren wir die rationale Funktion

?](Zf,u) = C(—l —u+ m)

Losen wir die Gleichung u = §(¢,u) nach u in Abhéngigkeit von ¢, erhalten wir

1 VACHCt—C +t—1) + (1 —1)?
ult) =5yttt t—1 )
1 VACLHCt—C +t— 1)+ (1 —t)?
“2<t>:2(c+1)( - t—1 )

Es folgt u1(0) = 0 und uz(0) = 2, wenn wir eine geeignete Umgebung fiir die
Wurzelfunktion wéhlen, sodass V=1 gilt. Dementsprechend ist u; eine holo-
morphe Funktion, definiert in einer offenen Umgebung U(0) um den Punkt 0, die
zugleich

ui(t) = g(t, ur (1)) (6)

erfilllt. Fiir |[t| < 1 und |u| < 1 erhalten wir nach der geometrischen Reihe

g(t,u) =C(=1 —u+

L
(1—=6)(1 —w)

=C(-1—u+ (D _t"-O_u")

=C(—1—u+ Ztkuh),
k=0
h=0

weil beide Reihen absolut konvergieren und nach der Cauchy-Produktformel mit-
einander multipliziert werden diirfen. Wir schreiben u;(t) = Yo, bt mit geeig-
neten Koeffizienten aus C. Aus (6) folgt, dass g und u; dieselbe formale Gleichung
erfiillen wie g und W. Wir kénnen also zur Darstellung des Koeffizienten b; dassel-
be Polynom h; wihlen. Da C' nicht-negativ ist und alle Koeffizienten von g gleich
C' sind, folgt b; = h;(C,...,C). Nun besitzen alle Polynome h; nicht-negative
Koeffizienten, sodass fiir v; + vy < ¢ nach der Dreiecksungleichung

‘Cli’ = ‘hi(aoo, . 7&v102)| S hi(‘aoo‘, ey ‘CZUIUQD S hl<C, .. ,C) = bz

gilt. Da u; als holomorphe Funktion in U(0) absolut konvergiert, folgt aus dem
Majorantenkriterium die absolute Konvergenz von W in U(0).

Schritt 2: Im allgemeinen Fall ersetze f(x,y) durch f(z + co,y + 7), wobei 7
eine Nullstelle von f(cg,y) ist. Betrachte hierfiir die entsprechende Funktion W :
U(0) — C aus Schritt 1 und ersetze sie durch

U:U(0)+co— C, U(z+co) := V() + 7.
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Bemerkung

In diesem Beweis wurden die holomorphen Funktionen algebraisch konstruiert.
Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kann man diesen Satz folgender-
maflen unmittelbar folgern: Wir wéhlen f € Clz,y] und ¢y € C so, dass das
spezialisierte Polynom f(co,y) = f.,(y) € C[y] separabel ist. Dann besitzt f., nur
einfache Nullstellen in C, und fiir jede Nullstelle v gilt

Ofeo, \ _ Of
By (v) = 8_y

da f., separabel ist. Somit kann man den Satz iiber implizite Funktionen fiir holo-
morphe Funktionen anwenden und es existieren offene Umgebungen U (¢y), U'(7y) C
C um ¢ und 7 und eine holomorphe Abbildung ¥ : U — U’ mit ¥(¢y) = 7 und
fle,¥(c)) =0 fiir alle c € U.

(co,7) # 0,

Definition 4.2
Sei M C N. M heifit karg, wenn eine reelle Zahl k € (0,1) existiert, sodass

IMN{l,...,n} <n®

fiir alle bis auf endlich viele n € N gilt.

Proposition 4.3
Seien M, M, ..., M, C N.

(i) Ist M eine endliche Teilmenge von N, so ist M karg.

(ii) Sind M, ..., M, karg, so ist auch |J M, karg.
i=1
Beweis  (i): Sei M := {my,...,m,} C N endlich und N := (max M)?. Dann
gilt [M| < N2 und aus der Monotonie der Wurzelfunktion folgt die Be-
hauptung fiir N — oo.

(ii): Sind My, ..., M, karg, so existiert fiir jedes 1 < i < n ein k; € (0,1) und
ein n; € N, sodass |[M; N {1,..., N} < N% gilt fiir alle N > n;. Zusétzlich
existiert ein € > 0, sodass 1 — k; > ¢ ist fiir alle 7. Setzen wir n := max n;,
so gilt fiir alle N > 71 o

IMO{L,. N = [ Mn{1,. . N < D IMind{L, .. e} < ) DN
=1 =1 =1

Ist Kk := max f;, und N grofl genug gewihlt, sodass n < N¢, so folgt weiter

ZN“i <n-N¥< N¢. N¥ = Nt%,

=1

Fiir k' := €+ k < 1 folgt die Behauptung.
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Satz 4.4 .
Sei iy € Z und ¢(t) = >_ a;t" eine Laurent-Reihe mit Koeffizienten in C, die in

i=i
einer punktierten, offenen Umgebung U(0)\{0} C C um den Punkt 0 konvergiert.
Sei

1
B(¢) :={beN| b € U(0) und ¢(1/b) € Z} C N.
Dann ist B karg, sofern ¢ kein Laurant-Polynom ist.

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir:

Lemma 4.5

Sei m € Ny, to < t1 < ... < t,, reelle Zahlen und f i [to,tm] — R eine m-mal
differenzierbare Funktion mlt m-ter Ableitung f™. Zusitzlich definieren wir
1 t "

ty e
Vi = det( , )= H(tz t;)
: i>j
1 tn tm
und .
I to' i f(to)
t " t
W, = det( ' ft) )
1oty oot b f(tm)

Dann existiert ein u € (to, t,,), sodass

Wn £ (w)
V.,  ml

Beweis (vgl. [CZ], Lemma 4)

Sei g : [to, tm] — R eine m-mal differenzierbare Funktion mit g(t;) = f(¢;) fiir alle
0 <i < m.Dannist (9—f)(t;) = (9—f)(tiz1) = O0fiiralle 0 < i < m—1. Nach dem
Satz von Rolle, angewendet auf jedes Teilintervall (tl-, tir1) mit ¢ € {0,...,m—1},
existiert a; € (t1,t;41) mit (g — f)(a;) = 0, also g ( ) = fW(a;). Wir erhalten
m Punkte ag < a; < ... < @y mit gM(a;) = fP(a,) fiir alle i. Wir wenden
den Satz von Rolle erneut auf die Teilintervalle (a;, a;11) an und erhalten m — 1
Punkte by < ... < by_p mit g@(b;) = f@(b;) fiir alle 0 < i < m — 2. Nach m-
maligem Anwenden erhalten wir einen Punkt u € (tg,t,,) mit g™ (u) = ™ (u).
Betrachte das lineare Gleichungssystem

1 1 o' agp f(to)

1 (A a | f(t)

1 t, | \an, F(tm)
—A
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Weil t; # t; ist fiir @ # j, gilt det(A) = Vi, = [[,o;(ti — t;) # 0, sodass das
Gleichungssystem eine eindeutige Losung besitzt. Setzen wir g(t) :== > 7" a;t’, so
ist ¢ das eindeutig bestimmte Polynom von Grad kleiner gleich m mit g(¢;) = f(¢;)
fir alle 0 < i < m. Wie wir zuvor gesechen haben existiert ein u € (g, ,,) mit

fr(u) = ¢ (u) = m! - a,,, woraus

f(u)

m!

Ay, =

folgt. Nach der Cramerschen Regel, angewendet auf die letzte Spalte der Matrix
A, folgt

was zu zeigen war. O

Beweis von Satz 4.4 (vgl. [V6], Theorem 1.21)
Sei ¢(t) eine Laurent-Reihe wie in Satz 4.4 gegeben. Zusétzlich nehmen wir an,
dass ¢(t) kein Laurent-Polynom ist.
Ist B(¢) endlich, so ist B(¢) nach Proposition 4.3(i) automatisch karg, sodass wir
ohne Einschrankung annehmen, dass B(¢) eine unendliche Teilmenge von N ist.
Schritt 1: (vgl. [JLY], Seite 71, Zeile 2-4)
Wir behaupten, dass die Koeffizienten a; von ¢(t) reell sind.
Beweis: Angenommen ¢(t) sei nicht reell, dann existiert ein minimales j € Z
mit a; ¢ R. Da B(¢) eine unendliche Teilmenge von N ist, finden wir eine Folge
(bn)nen C B(¢) mit b, — oo fiir n — oco. Dann gilt aber

1

0 =Im(¢(—)-b,) = Im(a; +ajpap—+...) = Im(a;) # 0,

was einen Widerspruch darstellt, da die Nullfolge natiirlich gegen 0 konvergiert.
Es folgt, dass

oo

X(s) = 6(2) = 3 s~
i=ig
eine reellwertige Funktion fiir hinreichend grofie s € R ist (sodass 1/s € U(0)).
Schritt 2: Wir behaupten folgende Aussage: Fs existiert ein A > 0 und m, S € N,
sodass fir alle sq...,sm € Z mit x(50),---,X(Sm) € Z und S < sog < ... < Sy
gilt, dass
Sm — S = s(’)\.

Beweis: Sei m > 1y gewahlt. Dann hat die m-te Ableitung
V() = 3 ds

nur noch Terme mit negativen Exponenten, das heifit n > 0. Da ¢ kein Laurent-
Polynom ist, kénnen wir d,, # 0 annehmen. Dann gilt

1
S"-X(m)(s) :dn+dn+1g+... — d, fiir s — oo,

30



und aufgrund der Dreiecksungleichung existiert ein .S > 0 mit
0 < |s"x™(s)| < |2d,,|

fir alle s > S. Wihlen wir sq,...,s,, wie in der Behauptung vorgegeben, so
existiert nach Lemma 4.5 ein Element u € (sg, s,,,) mit

Vi, x ™ (u)
m! ’

Weil s; # s; und x(So), ..., x(Sm) € Z sind, ist W, € Z\{0}, also |W,,| > 1.
Daraus ergibt sich V,,, > 1/|x(™ (u)| und wir erhalten

Wy =

1 1 1

(m+1)(m+2)

(8m — S0) 2 > (si—s5) =Vin > > u" > S0
[ ] = R S 2
beziehungsweise
2n
Sm i 80 Z (l )(m+1)2(m+2) Sém+1)(m+2) .
Durch Vergréfierung von S diirfen wir ohne Einschrénkung (2|clln|>1/n > (1):
annehmen. Fiir A := m gilt dann

(P =)

und die Behauptung folgt.

Schritt 3: Sei A > 0 gegeben und b; < by < ... eine unendliche Folge von na-
tiirlichen Zahlen, sodass b;y; — b; > b;\ ist fiir alle 7+ € N. Dann ist die Menge
B := {by, s, ...} karg.

Beweis: Fiir jede natiirliche Zahl N € N definieren wir

N :=|{be B|VN<b< N} <o

und schreiben {b € B | VN < b < N} = {bg,bp11, ..., brynr—1}. Dann folgt aus
der Monotonie der Funktion (-)*

N'—2
A
(N = DVN" < > by,
m=0
N'—2

< Z (bktmt1 — bkt =

m=0
= bryn—1 — bx
<bpyn—1 <N

beziehungsweise

N —1< N2,

Daraus folgt nun, dass

IBN{l,....N}|<VN+N <VN+N"241<N"
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fiir N > 1, sofern x hinreichend nah an 1 ist. Somit folgt die Behauptung.
Schritt 4: Nun zeigen wir, dass B(¢) C N karg ist.

Beweis: Zuerst eliminieren wir alle b € B(¢) mit b < S, wobei S wie in Schritt
2 gewihlt ist. Bei dieser Teilmenge von B(¢) handelt es sich um eine endliche
Teilmenge, welche wiederum nach Proposition 4.3 karg ist. Auflerdem bewirkt
Schritt 2, dass wir die verbleibenden Elemente aus B(¢) nach geeigneter Sortie-
rung als Vereinigung von m Teilmengen schreiben kénnen, die alle nach Schritt 3
karg sind. Da alle Teilmengen, die wir hier betrachtet haben, karg sind, folgt mit
Proposition 4.3(ii), dass auch B(¢) karg sein muss. O

Lemma 4.6
Sei p(z,y) € Q[z][y] ein Polynom in der Variablen y, irreduzibel tiber Q(z) mit
deg(p) =: r > 1. Dann gilt fiir alle bis auf endlich viele zy € Z:

(a) Es existiert ein € > 0 und holomorphe Funktionen W, (¢),..., ¥, (¢), sodass
Uy(t),...,V,.(t) die Nullstellen des Polynoms P(zo+t,y) € Q[y] sind. Dabei
sind die holomorphen Funktion W, (¢) fir komplexe Zahlen ¢t € C mit |¢| < €
definiert.

(b) Ist W;(t) eine rationale Funktion (mit komplexen Koeffizienten) fiir ein i €
{1,...,7}, so existieren nur endlich viele ¢ € Q mit ¥;(¢q) € Q.

(¢) Sei B(p,xo) :={b € N | p(zo+ §,¢) = 0 fiir ein ¢ € Q}. Dann ist B(p, zo)
karg.

Beweis (vgl. [V6], Lemma 1.22)

Zunéchst folgt aus der Irreduzibilitdt von p(z,y) tber Q(x)[y] die Separabilitét,
weil Q(z) perfekt ist. Nach Lemma 3.6 gilt fiir fast alle ¢ € Z,dass p(zo,y) se-
parabel in Q[y] ist. Betrachte im Folgenden ein solches zq € Z.

Die Behauptung (a) ist eine direkte Folgerung aus Satz 4.1.

Fiir (b) wéhlen wir zunéchst ein ¢ € {1,...,r}, sodass U,(¢) eine rationale Funk-
tion ist und setzen ¥ := W,. Dann ist nach (a) p(zo + ¢, V(¢)) = 0 fiir alle ¢
mit [t| < e. Da p(xo + t,¥(¢)) eine rationale Funktion in ¢ ist, ergibt sich dar-
aus unmittelbar p(xo + x, U(z)) = 0 in C(x), wobei z transzendent iiber C ist.
Da p(z + zo,y) € Q(z)[y] ungleich Null ist, ist ¥(x) algebraisch iiber Q(z), und
ebenso iiber Q(z), weil Q(z)|Q(x) algebraisch ist. Aber Q(x) ist algebraisch ab-
geeschlossen in C(z) (vgl. [V], Lemma 1.1(ii)), sodass ¥(z) € Q(z) sein muss.
Sei nun ¢ € Gal(Q|Q). Schreiben wir () = f(x)/g(z), wobei f(x), g(x) € Q(x)
sind und g(x) # 0 gilt, so definieren wir ¥ := o(f)/o(9) € Q(z). Dann ist
U7(q) = ¥(q) fir alle ¢ € Q mit ¥(q) € Q. Nehmen wir an, dass es unendlich
viele solcher ¢ € Q gibt, so folgt nach dem Identitatssatz fiir holomorphe Funk-
tionen, dass W7 = WU sein muss. Da o beliebig gewéhlt wurde, folgt die Gleichheit
fiir alle o € Gal(Q|Q), woraus ¥ € Q(z) folgt. Dann ist aber p(z, ¥(x —x¢)) = 0,
was der Irreduzibilitét von p(z,y) tiber Q(z) widerspricht, weil der Grad von p
groffer als 1 ist. Also muss die Anzahl der oben betrachteten ¢ € QQ endlich sein,
und die Behauptung in (b) ist gezeigt.

Nun kommen wir zu (c¢). Wir konnen wegen Proposition 4.3(i) erneut ohne Ein-
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schrankung annehmen, das B(p,z9) C N eine unendliche Teilmenge ist. Nach
Multiplikation mit einem geeigneten Element a € QQ konnen wir ebenfalls ohne
Einschrankung annehmen, dass p(z,y) € Z[z][y] ist. Also finden wir fiir p(z, y)

eine Darstellung
=0

wobei p;(z) € Z[z] fir alle 1 < i < r und p,.(z) # 0. Fiir die rationale Funktion
p(zo + %, y) existiert ein hinreichend grofies R > 0, sodass

2%p(z0 + Zx pi(xo —|— )y’ € Zlz][y]

i=0 E/—’
:3Pi(x)

ist. Insbesondere ist p/.(z) # 0 in Z[x]. Wir definieren

r—1

Pxy) =y + > pi(@)p(x) "y € Zlz][y).

i=0
Wiihle b € B(p, o) und ein zugehériges ¢ € Q mit p(zg + §,¢) = 0. Dann ist

r—1

P (b, p(b)e) = (p(b)e)" + Y P, (b) - (D) (b))’

=0
r—1
=p,(0) - (PL(b)” + > pi(b)e
=0

1
= pi(b) - b plag + 56 =0.

Weil p/(b, y) € Z[y] normiert ist, muss pl.(b)c ganz iiber Z sein. Jedoch ist pl.(b)c €
Q und somit ein Element aus Z, da Z ganzabgeschlossen ist.

Nehmen wir nun an, dass || < ¢ ist, so existiert nach (a) ein ¢ € {1,...,r} und
eine holomorphe Funktion W;(¢) mit ¢ = ¥;(3), sodass insbesondere p,.(b)¥;(3) €
7 gilt.

Fir 0 < |[t| < e und 1 < i < r setzen wir nun ¢;(t) := p.(t71)¥,(¢). Fiir
b € B(p,zo) mit |§| < e existiert also ein ¢ mit 1 < ¢ < r, sodass ¢;(;) =
h(b)¥;(3) € Z ist. Da nur endlich viele b € N existieren, sodass |3| > ¢ ist, gilt

B(p,zg) C U B(¢s),

wobei die Mengen B(¢;) wie Satz 4.4 definiert sind. Wir unterscheiden nun zwei
Falle:

(1) Ist ¢; eine rationale Funktion, so ist B(¢;) nach (b) endlich und somit
insbesondere karg nach Proposition 4.3(i).
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(2) Ist ¢; keine rationale Funktion, so kann ¢; insbesondere kein Laurent-
Polynom sein. Somit ist B(¢;) karg nach Satz 4.4. Mit Proposition 4.3(ii)
folgt, dass die endliche Vereinigung der Mengen B(¢;) ebenfalls karg sein
muss.

Insgesamt folgt die Behauptung in (c).
[l

Nun haben wir alle Hilfsmittel bewiesen, um das Hauptresultat dieser Bachelor-
arbeit beweisen zu kénnen:

Der Irreduzibilitidtssatz von Hilbert 4.7
Der Korper Q ist hilbertsch.

Beweis (vgl. [V©], Theorem 1.23)

Sei pi(z,y),...,p(z,y) € (Q[z])[y] eine endliche Familie von irreduziblen Poly-
nomen mit deg(p;) > 1 fiir alle 1 < ¢ < r. Nach Lemma 4.6 existieren unendlich
viele € Z, sodass die Behauptungen (a) - (c) auf p;(z,y) zutreffen fiir alle
1 <i<r. Seixy€ Z so gewihlt, dass Lemma 4.6 fiir alle pi(x,y),...,p.(x,y)
erfiillt ist. Sei C' die Menge aller b € N, sodass keines der spezialisierten Polynome
pj(zo + %, y) eine Nullstelle in Q besitzt. Zudem definiere B := N\C'. Dann ist
nach Lemma 4.6(iii) und Proposition 4.3(ii)

B = O B(pi, xo)

=1

karg in N. Daraus folgt unmittelbar, dass C' unendlich sein muss. Wire C' endlich,
so wire fiir n > max C stets |[BN{1,...,n}| =n — |C|. Gibe es k € (0,1) mit
n—|C| < n* fiir fast alle n, so wére die Funktion n — n — n” beschrinkt. Wegen
k > 0 gilt aber lim,,_,,o n™" = 0, und es wiirde sich
0= lim n "(n—n"") = lim (n'™" — 1)
n—oo n—oo

ergeben, im Widerspruch zu x < 1. Aus Satz 3.11 folgt, dass Q hilbertsch ist.
O
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5 Endliche Gruppen als Galoisgruppen

Fiir den Koérper Q wissen wir nun, dass sich eine endliche Gruppe insbesondere
als Galoisgruppe iiber QQ realisieren lédsst, wenn sie sich als Galoisgruppe iiber
Q(x1,...,x,) realisieren ldasst. Als Anwendung geben wir an dieser Stelle ein
paar Beispiele.

5.1 Die Symmetrische Gruppe

Als wichtiges Beispiel mochten wir die symmetrische Gruppe S, fiir n € N als
Galoisgruppe iiber QQ realisieren.

Korollar 5.1

Ist n € N und K|Q eine endlich erzeugte Korpererweiterung, so kann S,, als Ga-
loisgruppe iiber K realisiert werden. Insbesondere lisst sich .5, als Galoisgruppe
iiber Q realisieren.

Beweis (vgl. [V6], Beispiel 1.17)
Da @ hilbertsch ist, folgt mit Satz 3.17, dass K hilbertsch ist. Betrachte fiir

K die endlich erzeugte Korpererweiterung K(zy,...,x,), wobei z1, ...z, alge-
braisch unabhéngige Variablen iiber K sind. Sind si,...,s, die elementarsym-
metrischen Polynome in Klzy,...,x,], so ist K(s1,...,s,) ein Unterkorper von

K(zy,...,x,). Betrachte das Polynom

fly)=y" — sy sy L+ (=1)" sy + (=1)"sp, € K(81,...,50)]y].

Nach Gleichung (1) in Kapitel 2 ist

ein Produkt von Linearfaktoren in K (xy, ..., z,). Somit ist die Kérpererweiterung
K(xy1,...,2,)|K(s1,...,5,) galoissch, weil sie der Zerfallungskorper von f ist.
Sei o € S,,. Dann operiert S,, auf der Menge {z1,...,z,} via

0(x;) == @) fiir alle i € {1,...,n}.
Insbesondere operiert jedes o € S,, dann auf K(xy,...,x,) iber die Abbildung
0t K(x1,.. ., 2n) = K(x1,..., ), f(21,...,2,) = 0(f) == f(@oq), -, Togm))-

Offensichtlich sind dies Korperautomorphismen mit g0i| K(spoin) = 1K (sy,....5n)
fir alle 1 < ¢ < n, was aus der Bemerkung nach Definition 2.1 folgt. Diese
bilden eine Untergruppe H von Gal(K (z1,...,2,)|K(s1,...,S,)), sodass wir den
Fixkérper F'# betrachten kénnen. Wegen der Bemerkung nach Definition 2.1 sind
51,...,8, € F und es folgt

(K (21,...,2,): F¥) = |H| =|S,| = nl.
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Auf der anderen Seite ist aber K(xy,...,z,) der Zerfallungskorper von f iiber
K(s1,...,$,) und insbesondere gilt

[K(x1,...,2,) : K(s1,...,8,)] <nl.

Weil FH ein Zwischenkorper ist, folgt F = K(sy,...,s,) und damit
Gal(K(xy,...,2,)|K(s1,...,5,)) = Sy.

Da nun K(si,...,s,) eine endlich erzeugte Korpererweiterung von K ist, folgt
mit Satz 3.18, dass sich S,, auch als Galoisgruppe iiber K realisieren lasst. Setzen
wir K = Q, so kann .S,, insbesondere als Galoisgruppe iiber Q realisiert werden.

m

Bemerkung

Der Beweis von Korollar 5.1 funktioniert ebenso fiir einen beliebigen hilbertschen
Korper. Somit lédsst sich die symmetrische Gruppe als Galoisgruppe iiber jedem
hilbertschen Korper realisieren!

Aus Korollar 5.1 folgert man unmittelbar das folgende Korollar:

Korollar 5.2
Ist G eine endliche Gruppe, so existiert eine endliche Korpererweiterung k|Q,
sodass G als Galoisgruppe iiber k realisiert werden kann.

Beweis Da G endlich ist, existiert ein n € N und ein injektiver Gruppenhomo-
morphismus

G— S,

sodass G als Untergruppe von S, aufgefasst werden kann. Nach Korollar 5.1
existiert eine Galoiserweiterung K|Q mit Gal(K|Q) = S,,. Setze nun k := K©.
Dann folgt aus der Galoistheorie, dass

Gal(K|k) = Gal(K|K%) =~ G.

Bemerkung

Es gibt auch elementare Verfahren, um 5,, als Galoisgruppe iiber Q zu realisie-
ren. Ist K|Q galoissch mit Galoisgruppe G := Gal(K|Q), so existiert, wie wir im
vorherigen Beweis gesehen haben, ein geeignetes n € N und ein injektiver Grup-
penhomomorphismus ¢, sodass G als Untergruppe von .S,, aufgefasst werden kann.
Wir wenden das Theorem vom primitiven Element an und schreiben K = Qo]
fiir ein geeignetes a € K. Sind oy, ..., o, die Nullstellen des Minimalpolynoms
von « iiber Q, so operiert die Galoisgruppe auf der Menge {ay, ..., a,}. Die Ope-
ration ist transitiv, das heiit fiir alle oy, o; existiert ein 0 € G mit o(w) = «;.
Das Bild der Galoisgruppe unter ¢ ist eine transitive Untergruppe von S,. Um
Sy als Galoisgruppe iiber QQ zu realisieren, gehen wir folgendermaflen vor:
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(1) Wir wihlen ein normiertes irreduzibles Polynom f; € Fy[z] vom Grad n.

(2) Seien gy, ..., € Fs[z] normiert, irreduzibel und paarweise koprim, wo-
bei der Grad von g; gleich 2 und die Grade von gs, ..., g, ungerade sind.
Anschlielend wéhlen wir fo := gy -...- g, € F3x].

(3) Sei f3 € F5[x] ein normiertes Polynom vom Grad n, dass in F;[z] geschrieben
werden kann als f3 = x - g, wobei ¢ irreduzibel vom Grad n — 1 ist.

Wiéhle nun ein normiertes Polynom f(x) € Z[x] mit

f(x) = fi(x) (mod 2)
= fo(x) (mod 3)
= f3(z) (mod 5).

Wiihlt man normierte Lifts f; € Z[z] der f;, so kann zum Beispiel
fi=—15fi +10f, + 65 € Z[x]

gewihlt werden. Nach (1) ist f(x) insbesondere irreduzibel iiber Z[z| und damit
irreduzibel iiber Q[z] nach dem Lemma von Gaufl. Dadurch operiert die Galois-
gruppe transitiv auf der Menge der n paarweise verschiedenen Nullstellen von f.
Um die Eigenschaften (2) und (3) auszunutzen, machen wir uns Korollar 41 aus
[Du] in Kapitel 14.8 zunutze:

Korollar 5.3
(vgl. [DF], Sec. 14.8, Corollary 41) )
Sei p prim, f(x) € Z[z] mit pt Ay und f(z) := f(x) mod p. Ist

fla)y=g" ... g*
die Zerlegung von f(z) in F,[x], so enthilt die Galoisgruppe des Zerfillungskor-
pers von f(z) iiber Q eine Permutation o € S,, mit Zyklentyp (ny,ng, ..., ng).

Wenden wir nun dieses Korollar auf das Polynom f und die Primzahlen p = 3
und p = 5 an, so sehen wir, dass die Galoisgruppe von f eine Transposition 7;; an
den Stellen 4, j und eine Permutation ¢ mit Zyklentyp (1,n — 1) enthalten muss.
Hierfiir ist zu beachten, dass nach Konstruktion von f die Primzahlen 2, 3 und 5
die Diskriminante von f nicht teilen kénnen. Ferner ist 7;; eine ungerade Potenz
des Zyklentyps von fy, wobei wir verwenden, dass der Grad von ¢; gleich 2 und
die Grade von gs, ..., g, ungerade sind.

Nun gilt es noch zu zeigen, dass eine transitive Untergruppe von S, die eine
Transposition und einen (n — 1)-Zyklus enthélt, schon ganz S, ist. Einen Beweis
fiir diese Aussage findet man in zum Beispiel in [We|, Lemma A.3.2, Seite 201:
Beweis der Aussage: Wir nennen die transitive Untergruppe H und nennen 7;; die
Transposition an den Stellen ¢ # 7, die in H enthalten sein soll. Wir kénnen nach
geeigneter Umsortierung ohne Einschrinkung annehmen, dass der (n — 1)-Zyklus

37



von der Form ¢ = (2...n) ist. Weil H transitiv ist, existiert ¢ € H mit o(i) = 1.
Daraus folgt

(o707 (1) = o(7(1)) = 0(j) =t k,
wobel k > 2 ist, weil ¢ # j und o(i) = 1 gelten. Nun ist 7;; eine Transposition,
sodass die Konjugation o7;;0 =" =: 7 ebenfalls eine Transposition ist. Nach obiger
Rechnung sieht man, dass 7 = (1k) in H enthalten ist, weil o und 7;; in H enthal-
ten sind. Wegen cire™* = (1¢/(k)) € H und k > 2 ist {(12),(13),...,(1n)} =: H’
eine Teilmenge von H. Aber H' erzeugt die gesamte Gruppe S,,, was aus

-1 o
Tk T Tk = Tk

folgt, und die Behauptung ist gezeigt.
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5.2 Weitere Gruppen

Es stellt sich die Frage, welche weiteren endlichen Gruppen als Galoisgruppen
iiber Q realisiert wurden, welche endlich erzeugte Korpererweiterung von Q ver-
wendet und welche Polynome dafiir betrachtet wurden. Wie sich zeigen wird,
sind einige Realisierungen von endlichen Gruppen noch nicht bekannt. Eine gute
Ubersicht iiber bisherige Erkenntnisse liefern die Artikel [MZ] und [RR], sowie
die Einfiithrung in [JLY], an denen wir uns hier hauptséchlich orientieren werden.
Bevor wir den Korper Q betrachen, werden wir zunédchst den Fall des endlichen
Korpers F, mit Charakteristik p untersuchen. Fiir alle n € N existiert (bis auf
Isomorphie) genau ein Korper F,» der Charakteristik p mit genau p™ Elementen,
sodass
[Fpr : Fyl =n

ist. Insbesondere ist die Korpererweiterung F,.|F, zyklisch mit Galoisgruppe
Gal(Fpn|F,) = Z/nZ,

die erzeugt wird durch den Frobenius-Automorphismus. Somit sind alle endlichen
zyklischen Gruppen iiber dem Korper [F,, als Galoisgruppen realisierbar: Um eine
zyklische Gruppe der Ordnung n iiber [, zu realisieren, betrachtet man einfach
den Zerféllungskorper des Polynoms f(x) = 27" — x € F,[x] iiber F,.

Nun mochten wir den Korper Q untersuchen. Wir beginnen mit der Realisie-
rung abelscher Gruppen und betrachten dazu das Kreisteilungspolynom &,, fiir
ein n € N. Es ist bekannt, dass ®,, das Minimalpolynom jeder primitiven n-ten
Einheitswurzel ¢, ist, und dass Q[(,]|Q Galois ist mit Galoisgruppe (Z/nZ)*. Ist
nun G eine endliche abeslche Gruppe, so existieren natiirliche Zahlen nq, ..., n,
mit

i=1

Nach Dirichlets Satz von der arithmetischen Progression existieren paarweise ver-
schiedene Primzahlen py,...,p, mit n; | (p; — 1) fir 1 <i <r. Firn:=[[_, p
ldsst sich also G als Quotient

(Z/nZ)* = H(Z/piZ)X = HZ/(pZ- -1z |[z/mzZ=¢G

i=1
auffassen. Der Hauptsatz der Galoistheorie liefert daher:

Theorem 1 (vgl. [MM1], Part 1 (The Rigidity Method), Theorem 5.1)

Jede endliche abelsche Gruppe G kann als Galoisgruppe iiber Q realisiert werden.

Dabei kann G als Galoisgruppe eines Unterkorpers von Q[(,| realisiert werden,
wobei (,, eine n-te primitive Einheitswurzel und n € N geeignet gewéhlt sind.

Mit diesem Theorem lassen sich insbesondere alle endlichen, zyklischen Grup-
pen als Galoisgruppen iiber Q realisieren.
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Nachdem der Mathematiker D. Hilbert am Ende des 19. Jahrhunderts seinen
Irreduzibilitéitssatz publiziert hatte, lieferte er 1892 Konstruktionen, mit Hilfe
derer er die symmetrische Gruppe S, (siehe Kapitel 5.1), sowie die alternierende
Gruppe A,, (vgl. [MZ], Theorem 1.2) als Galoisgruppen iiber Q realisieren konnte.
Einen Beweis fiir die alternierende Gruppe findet man ebenfalls in [Br|. Laut der
Autoren der Quelle [MZ] konnte Im Jahr 1930 der Mathematiker I. Schur die ers-
ten expliziten Polynome fiir die Realisierung der alternierenden Gruppe angeben.
Fiir die alternierende Gruppe betrachtet man den Funktionenkorper Q(z) und
das Polynom
(1) = "+ % ,n ungerade

(T PRV

,n gerade.

Vergleiche hierzu [JLY], Corollary 3.3.12, Seite 78. Im Jahr 1937 wurden p-
Gruppen mit p > 2 durch die Mathematiker A. Scholz und H. Reichardt realisiert:

Theorem 2, verdffentlicht 1937 (vgl. [Sc| und [Re]):
Ist p prim und ungerade, so kann jede endliche p-Gruppe als Galoisgruppe iiber
Q realisiert werden.

Es konnen auch allgemeiner auflésbare Gruppen als Galoisgruppen realisiert wer-
den. Dies wurde vom russischen Mathematiker I. Shafarevich behauptet und voll-
stéandig im Jahr 1989 bewiesen:

Theorem 3, korrigiert und bewiesen im Jahr 1989 (vgl. [JLY], Theorem 0.2.3)
Sei GG eine endliche auflosbare Gruppe. Dann kann G als Galoisgruppe iiber Q
realisiert werden.

Einen Beweis fiir Theorem 3 findet man unter anderem in [NSW], Chapter IX.
Im Jahre 2008 konnte der Mathematiker J. Sonn konkrete Polynome fiir nicht-
zyklische, endliche, auflésbare Gruppen angeben:

Theorem 4, verdffentlicht 2008 (vgl. [So|, Theorem 2.2)

[...] [J]ede nicht-zyklische, endliche, auflsbare Gruppe ist fiir ein Polynom f €
Q[z] als Galoisgruppe iiber Q realisierbar, falls f keine Nullstelle in Q aber eine
Nullstelle in @, besitzt fiir alle Primzahlen p.

Nach heutigem Kenntnisstand konnten bislang nicht alle nicht-auflésbaren Grup-
pen iiber Q realisiert werden. Es konnten zum Beispiel, wie wir oben gesehen
haben, die nicht-auflésbaren Gruppen A, und S, fiir n > 5 realisiert werden.
Auch konnte die Diedergruppe D,, fiir gewisse n € N als Galoisgruppe iiber Q
iiber realisiert werden, siche dazu zum Beispiel [MM1], S. 502-514. Auf diesen
Seiten findet man eine tabellarische Darstellung der Realisierung von gewissen
endlichen Gruppen als Galoisgruppen iiber Q, bei der zur Realisierung ein Poly-
nom vom Grad kleiner gleich 15 genutzt werden kann. Eine allgemeine Aussage
iiber Diedergruppen D,, bleibt bisher aus.
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Abschliefend mochten wir uns noch mit der Realisierung endlicher, einfacher
Gruppen beschéftigen. Der Mathematiker Shih konnte im Jahr 1974 die pro-
jektiven Gruppen PSL(2,p) fir einige ungerade Primzahlen realisieren, jedoch
ebenfalls ohne konkrete Konstruktion von Polynomen (vgl. [JLY], Theorem 0.2.5
(a)). Diese wurden spéter von den Mathematikern Malle und Matzat iiber Q(t)
konstruiert (vgl. [MM2], Satz 1 Seite 553). Ebenso konnten 25 der 26 einfachen,
sporadischen Gruppen als Galoisgruppen iiber QQ realisiert werden, darunter vier
der fiinf Mathieu-Gruppen (Mjq, Mis, Mos und Myy) (vel. [JLY], Theorem 0.2.6)
und die sogenannte Monstergruppe (vgl. [0.2.7], Seite 4, oder [Th]).

Die Realisierung der fehlenden Mathieu-Gruppe M3 sowie die Realisierung einfa-
cher Lie-Gruppen sind iiber (Q nach heutigem Kenntnisstand noch nicht bekannt.

Mit Methoden, die im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt wurden, kénnen
noch andere Aussagen getroffen werden. So konnte zum Beispiel in Kapitel 2 aus
[V6] gezeigt werden, dass sich jede endliche Gruppe als Galoisgruppe tiber C(z)
realisieren lassen kann. Dies wurde in Riemanns Fxistenzsatz festgehalten, wel-
chen man in [V6] in Theorem 2.13 und Remark 2.14(a) nachlesen kann.
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