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Einleitung

In dieser Bachelorarbeit arbeiten wir auf einen der zentralen Sétze der Dimensionstheorie von
Ringen und Moduln hin, den Krull’schen Hohensatz. Unsere Darstellung orientiert sich im We-
sentlichen an den entsprechenden Kapiteln des Buches [Mat06] von Hideyuki Matsumura.
Urspriinglich war die als "Krull’scher Hauptidealsatz" bekannte Aussage nur ein Spezialfall und
wurde erst spéter in allgemeinerer Form bewiesen. Der Krull’sche Hohensatz besagt, dass die
Hohe ht(p) eines minimalen Primteilers p iiber einem beliebigen Ideal I durch die Anzahl der
Erzeuger von I beschrinkt ist. Auf dem Weg dorthin fithren wir einige Konzepte und Definitio-
nen ein, die wir hierfiir benotigen: Zunichst betrachten wir graduierte und artinsche Ringe sowie
Moduln und einige ihrer Eigenschaften, die wir im weiteren Verlauf verwenden werden. Dabei
ist der Begriff "noethersch" sehr relevant, zumal die Idee eines artinschen Ringes eng daran an-
gelehnt ist. Darauf aufbauend kénnen wir mithilfe der Filtrierung den sogenannten assoziierten
graduierten Ring definieren, wodurch wir uns auch erstmalig dem Gebiet der Topologie anné-
hern. Uber Lingen von Moduln definieren wir anschlieRend Hilbert-Reihe und -Polynom sowie
auch Hilbert- und Samuel-Funktionen in den Kapiteln 3 und 4. Wir werden die Verflechtungen
dieser untersuchen und auf deren Grundlage zwei neue Dimensionsbegriffe fiir Moduln einfiihren,
um schlieflich in Kapitel 5 iiber einige topologische Sachverhalte in der algebraischen Geome-
trie zu sehen, dass diese unter bestimmten Eigenschaften mit der Krulldimension fiir Moduln
iibereinstimmen. Hierbei sei auf den Beginn der Vorlesung "Algebraische Geometrie I" von Prof.
Kohlhaase verwiesen. Mit diesem Resultat werden wir das Hauptresultat, den Krull’schen Hohen-
satz, beweisen. Zuletzt werden wir uns in Kapitel 6 noch mit einigen Folgerungen und Beispielen,
die wir dadurch erhalten, auseinandersetzen.

Zunichst erarbeiten wir einige Definitionen und niitzliche Aussagen, die wir im weiteren
Verlauf bendtigen werden.



Kapitel 1

Grundlagen

Wie in der kommutativen Algebra {iblich wollen wir im Folgenden von einem kommutativen Ring
mit Eins R ausgehen. Bei der Behandlung der folgenden Grundlagen orientieren wir uns an den
Werken [Mat06], [AM69] und [Eis94]. Der Begriff eines noetherschen Ringes bzw. Moduls spielt in
der kommutativen Algebra eine erhebliche Rolle. Es ist sinnvoll, eine eng verwandte Eigenschaft
eines Ringes oder Moduls {iber die so genannte absteigende Kettenbedingung (decreasing chain
condition, d.c.c.) einzufiihren:

Definition 1.1 (artinsch)
Seien R ein Ring und ein M ein R-Modul.

(i) Erfiillt ein R-Modul M die folgende Eigenschaft (d.c.c.), so heifst er artinsch: Jede abstei-
gende Kette von Untermoduln M; O My O ... von M wird stationér, d.h. es existiert ein
no € N, sodass M,,, = M, +. fiir alle ¢ € N (d.c.c.) gilt.

(ii) Ist R als R-Modul artinsch, so nennt man den Ring R artinsch.

Bemerkung. Analog wie bei der Definition von "noethersch" ist (i) dquivalent dazu, dass jede
nichtleere Menge von Untermoduln des Moduls M ein bzgl. der Inklusion C minimales Element
besitzt.

Beispiel 1.2 (i) Jeder Korper K ist artinsch und noethersch, da K nur zwei Ideale, das Null-
und das Einsideal, besitzt.

(ii) Z/nZ ist fiir alle n € N artinsch, da der Ring nur endlich viele Ideale besitzt. Auch in
diesem Fall ist der Ring noethersch; in Proposition 1.15 werden wir sehen, dass dies immer
der Fall ist.

(iii) Z ist ein noetherscher Ring, aber nicht artinsch. Betrachtet man nimlich die echt abstei-
gende Kette von Idealen (I,,),en mit I,, = 2™ - Z, so wird diese nie stationér.

Dariiber hinaus werden wir den Annihilator eines Moduls M bendtigen.

Definition 1.3 (Annihilator)
Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Dann heift Anng(M) := {r € R|rM = 0} C R der
Annihilator (oder auch: Annulator) des Moduls M.

Bemerkung. Man erkennt die Ahnlichkeit zum Begriff des Torsionsuntermoduls (jedoch als Teil-
menge des Moduls); beim Annihilator werden die Nullteiler jedoch nicht per se ausgeschlossen.
Auf triviale Art und Weise gilt 0 € Anng(M) und der Annihilator ist ein Ideal von R.



Spater werden wir den Annihilator fiir die Krulldimension eines Moduls bené6tigen, wobei wir
beachten, dass er eine Teilmenge des Ringes und nicht des Moduls ist. Die eben genannte Krull-
dimension eines Ringes definiert man iiber die Hohen von Primidealen. Dabei ist das Primideal,
dessen Hohe man betrachtet, das maximale Element in der Primidealkette. Dies kann man auch
umkehren. Wir erinnern daran, dass die Inklusionen in Primidealketten per Definition echt sind.

Definition 1.4 (Kohdhe)
coht(p) = sup{r € N|po C ... C p, mit p = pg ist eine Primidealkette} € N U {oo} heift die
Kohohe des Primideals p.

Proposition 1.5
Sei p C R ein Primideal. Dann gilt:

coht(p) + ht(p) < dim(R)

Beweis. Angenommen, coht(p) + ht(p) > dim(R). Dann existieren Primidealketten p = p, C

. Cprund qo0 € ... € qs = p, sodass coht(p) + ht(p) = r + s > dim(R). Dann ist aber
qdo € ... € qs € p1 € ... € p, eine Primidealkette in R der Linge r + s, wodurch wir einen
Widerspruch erhalten. O

Es ist bekannt, dass ein noetherscher Ring nur endlich viele minimale Primideale besitzt
(vgl. [Eis94], Thm. 3.1 mit M=R). Diese Minimalititsaussage werden wir fiir den Beweis des
Krull’schen Hohensatzes bendtigen. Zur Vereinfachung spéterer Notation definieren wir:

Definition 1.6 (minimaler Primteiler)
Ein Primideal p € Spec(R) heifft minimaler Primteiler vom Ideal 7 C R, falls I C p und falls
p := p/I ein minimales Primideal vom Restklassenring R/ ist.

Beispiel 1.7
Wir betrachten Z und das Ideal 6Z von Z. Dann ist 2Z ein minimaler Primteiler von 67Z, denn:

e 27 ist ein maximales Ideal von Z, insbesondere ein Primideal, das 6Z enthilt

e Es ist (Z/6Z)/(Z/2Z) = 7./3Z, d.h. 2Z ist ein Primideal. Es gibt kein weiteres Primideal
in Z/6Z, das in 27 enthalten ist.

Ahnlich wie in der Gruppentheorie existiert auch das Konzept der Einfachheit fiir Moduln:

Definition 1.8 (einfach)
Ein R-Modul M heift einfach, falls M # 0 gilt und falls er nur die trivialen Untermoduln besitzt,
ndmlich den Nullmodul und sich selbst.

Bemerkung. Nun ist es offensichtlich, dass ein einfacher Modul artinsch und noethersch ist.
Auflerdem besitzt jeder lokale Ring (R, m) bis auf Isomorphie genau einen einfachen Modul und
zwar den Restklassenkdrper R/m:

Beweis. R/m ist als Restklassenkorper trivialerweise einfach.
Angenommen, M sei ein weiterer einfacher R-Modul. Dann ist M = R -m fiir alle m € M \ {0}.
Betrachte nun den Annihilator von M in R, Anng(M). Uber die Abbildung r+ Anng(M) +— r-m
fir jedes m € M \ {0} gilt die Isomorphie R/Anng(M) = M, da die Abbildung wohldefiniert,
linear und bijektiv ist. Damit ist auch R/Anng(M) einfach. Wegen 0 # M = R/Anng(M) ist
der Annihilator von M in R ein echtes Ideal in R. Damit gilt Anngr(M) C m. Liegt hier eine
echte Inklusion vor, so wire m/Anng(M) C R/Anng(M) ein echter, von Null verschiedener,
Untermodul von M (bis auf Isomorphie) und wir erhalten einen Widerspruch zur Einfachheit.
Insbesondere ist M isomorph zum Restklassenkdrper R/m.

O



Einfache Moduln benétigt man fiir die so genannte Kompositions- oder Zerlequngsreihe eines
Moduls:

Definition 1.9

Fiir einen R-Modul M heifit eine Kette von Untermoduln M = My 2 M; 2 ... D M, =0
Kompositionsreihe von M, falls jedes M;/M;; einfach ist. Dann heifit » die Linge der Kompo-
sitionsreihe.

Satz 1.10 (Linge eines Moduls)
Seien n € N und M, My, ..., M, R-Moduln.

(i) Ezistiert eine Kompositionsreihe wie in Definition 1.9, so ist deren Linge r eindeutig und
wird mit (M) als Linge des Moduls M bezeichnet.

(ii) Ist 0 - My — My — ... — M, — 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln und hat jedes
M; endliche Linge, so gilt > (—1)"1(M;) = 0. Insbesondere gilt bei einer kanonischen
kurzen exakten Sequenz mit 0 - N — M — M/N — 0 folgende Additivitdt:

I(M/N) + I(N) = I(M).

(iii) Ein Modul M hat genaw dann endliche Linge, wenn er sowohl artinsch als auch noethersch
15t.

Beweis. (i) vgl. [Eis94], Thm. 2.13.

(ii) Wir betrachten nun den Spezialfall einer kurzen exakten Sequenz. Den allgemeinen Fall
beweist man, indem man die exakte Sequenz in kurze exakte Sequenzen aufspaltet (vgl.
[Ash03], Thm. 5.2.3). Sei also oBdA 0 - N — M — M/N — 0 eine kurze exakte Sequenz
und N = Ny 2 ... 2 Ny =0 bzw. M/N = N} 2> ... D N/ = 0 Kompositionsreihen von
N bzw. M/N. Bezeichnet m : M — M/N die Restklassenabbildung und M; := 7m~(N}),
soist 0 = Ny C .. T N =M C .. C Mj= M eine Zerlegungsreihe von M, denn
M; /M, = N{/N/,, ist einfach. Nach (ii) gilt daher [(M) = s+t = [(N) + I(M/N).

(iii) Angenommen, M habe endliche Lange, d.h. es existiert eine Kompositionsreihe. Dann ist
M nach (i) artinsch und noethersch; jede auf- bzw. absteigende Kette ist hochstens so lang
wie eine gegebene Kompositionsreihe. Umgekehrt sei M artinsch und noethersch, dann
ist bereits jede Folge von Untermoduln stationir, also existiert insbesondere eine endliche
Kompositionsreihe.

O

Bemerkunyg. e Die Linge ist nur im endlichen Fall wohldefiniert; ohne Existenz setzen wir
I(M) = co. In Beispiel 1.2 (iii) haben wir einen noetherschen Modul unendlicher Linge
gesehen.

e Jeder endlich erzeugte R-Modul M ist Quotient eines endlich erzeugten freien Moduls R"™.
Ist R artinsch, so auch R™ und M nach Satz 1.10 (ii). Insbesondere hat M endliche Linge.

Beispiel 1.11
Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann hat R/m™ stets endliche Lénge. Es gilt sogar

I(R/m™) = I(R/m) + I(m/m?) + .. + [(m"~/m™).

Beachte, dass jedes m* /m**+1 fiir k € {0,...,n—1} ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem
Restklassenkdrper R/m ist, da R noethersch und alle Ideale m* daher endlich erzeugt sind. Die R-
Untermoduln von m* /m*+! entsprechen dessen Untervektorriiumen und somit gilt I(m* /m*+1) =
dimp jm (mF /mb L),



Definition 1.12
Ein Ring R heiftt semilokal, falls er nur endlich viele maximale Ideale besitzt.

Beispiel 1.13 (i) Jeder lokale Ring ist offensichtlich auch semilokal.

(ii) Sei K ein Korper und K[t] dessen Polynomring. (¢) und (¢ — 1) sind zwei maximale Ideale
von K[t], da K[t]/(t) = K und ¢ — 1 irreduzibel in K[t] ist, d.h. K[t]/(t — 1) ist ein Korper.
Betrachten wir nun das Ideal I := (¢(¢ — 1)), so ist der Ring K|[t]/I semilokal mit zwei
maximalen Idealen (¢)/I und (¢t — 1)/I, denn

Kt]/I = K|t]/(t) x K[t]/(t — 1) nach chinesischem Restsatz
=2 K x K.

Lemma 1.14
Sei R semilokal mit paarweise verschiedenen mazimalen Primidealen my,...,m,.. Dann gilt

Jac(R) = h m; = ﬁmi.
i=1

i=1

Beweis. Sei i # j fiir ¢,j € r. Dann gilt wegen der Maximalitdt m; + m; = R und des Weiteren
m; Nm; = (ml —&-mj)(ml ﬂmj) - m;m; Cm; nm;.

Induktiv folgt die Behauptung. O

Proposition 1.15
Jeder artinsche Ring R ist noethersch.

Beweis. Zur besseren Ubersichtlichkeit unterteilen wir den Beweis in fiinf Schritte.

1. Schritt: Jeder artinsche Integritétsbereich R ist ein Korper.

Sei r € R\ {0}. Wir betrachten die absteigende Kette von Idealen (r) 2 (r?) D ... von R. Diese
muss stationdr werden, d.h. ar™*! = arr® = r” fiir ein @ € R. Damit ist » aber bereits eine
Einheit und R ist damit ein K&rper.

2. Schritt: Jedes Primideal p vom artinschen Ring R ist ein maximales Ideal, da R/p mit dem
1. Schritt nicht nur ein Integritétsbereich, sondern sogar ein Korper ist (artinsch iibertrégt sich
auf den Faktorring).

3. Schritt: R besitzt nur endlich viele maximale Ideale. Waren my, ms, ... namlich unendlich viele
paarweise verschiedene maximale Ideale von R, so wire m; 2 m; Nmg 2 ... eine unendlich

~

lange echt absteigende Kette von Idealen; nach dem Chinesischen Restsatz gilt R/ (), m; =
17, R/m; fiir alle n € N. Wire die Kette stationr, so wiirde [/, R/m; = [[/"]' R/m, gelten,
d.h. R/m, 1 = 0 - sie wird also nicht stationér. Solch eine unendliche absteigende Kette kann
im artinschen Ring R jedoch nicht existieren.

4. Schritt: Betrachte das Jacobson-Radikal I := Jac(R) = ();_;m; von R. Dann ist I D I? D
.. eine absteigende Folge von Idealen, d.h. es existiert ein n € N, sodass I" = I""L. Setze
J:={x € R|zI" = 0}. Wir wollen J = R zeigen. Angenommen, J # R, so wihle ein von J
verschiedenes minimales Ideal J’ mit J C J' (mdglich, da R artinsch). Fiir z € J'\ J beliebig
gilt dann J' = J + Rz aufgrund der Minmalitit von J'. Nach dem Lemma von Nakayama
gilt dann J' # J + Iz, aber mit Minimalitit J = J + Ix und somit Iz C J. Daraus folgt
xI"t = 2I[" C JI™ = 0 per Definition von J. Da wir I = I"*! fiir n € N angenommen
haben, gilt also auch zI™ = 0, sodass x bereits in J liegen muss und J = R der ganze Ring ist.



5. Schritt: Nach dem 3. Schritt ist R semilokal. Nach Lemma 1.14 entspricht das Jacobson-
Radikal damit dem Produkt der endlich vielen maximalen Primideale, my,...,m,, von R. Be-
trachte nun die absteigende Folge von Idealen R D m; 2D mymg 2 ... 2 Jac(R) =1 2 Imy 2
Imimy 2 ... 2 I? D ... 2 I" = 0. Fiir zwei beliebige aufeinanderfolgende Elemente der Folge M
und Mm; gilt, dass M/Mm; ein Vektorraum iiber dem Restklassenkoérper R/m; ist. Da R ar-
tinsch ist, sind diese endlich-dimensional. Iterativ ist also auch die Linge des Moduls als Summe
der Dimensionen nach Satz 1.10 (iii) endlich. O

Bemerkung. Fiir jeden artinschen Ring R gilt dim(R) = 0, da jedes Primideal nach dem 2.
Schritt des Beweises bereits maximal ist.

Eine weitere wichtige Konstruktion ist die des Trdgers eines Moduls.
Definition 1.16
Sei M ein R-Modul. Dann heifit supp(M) := {p € Spec(R) | M, # 0} C Spec(R) Trager des
Moduls M.

Der Trager eines Moduls ist eine Teilmenge des Primspektrums von R. Mithilfe von Lokalisie-
rungen eines R-Moduls an den Primidealen des zugrundeliegenden Ringes - also einer so genann-
ten lokalen Eigenschaft - lassen sich diesen Primidealen Eigenschaften zuordnen. In Anbetracht
dessen ist diese Definition des Trégers durchaus vergleichbar mit der "Nichtnullstellenmenge"
aus anderen Teilgebieten der Mathematik wie der Topologie. Auch wir wollen den Trager mit
der Topologie in Verbindung bringen:

Definition 1.17 (Zariski-Topologie)

Seien R ein Ring und I C R ein Ideal von R. In der so genannten Zariski- Topologie betrachten
wir fiir Ideale deren "Nullstellenmengen" V(I) := {p € Spec(R)|I C p}. Deren Komplemente
sind dabei die offenen Mengen der Topologie und die Mengen V (I) sind abgeschlossen.

Bemerkung. Dass die Menge {V(I)|I C R Ideal} tatséchlich den Axiomen der abgeschlossenen
Mengen einer Topologie geniigt, zeigen wir hier nicht noch einmal.

Hier kommt das Konzept des Annihilators wieder ins Spiel, denn tatsichlich sind dessen
Nullstellenmenge V(Anng(M)) und der Triger des Moduls M eng miteinander verbunden:

Satz 1.18
Seien R ein Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul, Anng(M) der Annhilator von M in R und
supp(M) der Triger von M. Dann gilt:

(i) V(Anng(M)) = supp(M)
(i) Ist 0 - M' — M — M" — 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln, so gilt

supp(M) = supp(M") U supp(M").

Beweis. (i) Wir zeigen direkt die Gleichheit der Mengen und verwenden hierfiir die Definitio-
nen und eine wichtige Eigenschaft von Lokalisierungen:

p € supp(M) < M, #0
& Annr(M)N (R\p) =0, denn MS™'=0&3sc S:sM =0
& Anngp(M) C p

Daraus folgt: supp(M) = V(Anng(M)).



(i) Da der Lokalisierungs-Ringhomomorphismus R — R, flach ist, erhalten wir aus der gege-
benen exakten Sequenz fiir p € Spec(R) eine kurze exakte Sequenz

0— M B, B my o

Es ist My =0« M, = 0= M,/, denn:

7= 0=1m(0) = ker(fr) = M!g
0 = im(f2) = ker(0) = M}
PV 0=1im(f1) = ker(fa) = M,

Damit ist supp(M) = supp(M') U supp(M").



Kapitel] 2

Graduierte Ringe und Moduln

Definition 2.1 (G-graduiert)
Sei G ein Monoid.

(i) Ein (G-)graduierter Ring ist ein Ring R mit einer Darstellung als direkte Summe abelscher
Gruppen R = @, Ri, sodass R;R; C R;y; gilt fiir alle i, j € G.

(ii) Uber einem graduierten Ring R heikt M ein graduierter R-Modul, wenn sich M zerlegen
lasst als direkte Summe von abelschen Gruppen M = @, _, M;, sodass R;M; C M;; gilt
fiir alle 4,7 € G.

(iii) Ein Element x € M eines graduierten R-Moduls heifft homogen, wenn z € M, fiir ein i € G
gilt. In diesem Fall heiftt ¢ der Grad von .

Bemerkung. Allgemeiner kann man x € M eindeutig schreiben als x = ), x; mit z; € M;
und z; = 0 fiir fast alle ¢ € I. Daher kénnen wir z; als den homogenen Teil von z vom Grad
bezeichnen.

Definition 2.2 (graduierter Untermodul)

Sei M ein graduierter Modul iiber einem graduierten Ring R. Ein Untermodul N C M heifit ein
graduierter (auch: homogener) Untermodul von M, wenn er von homogenen Elementen erzeugt
wird.

Proposition 2.3
Seien R ein G-graduierter Ring, M ein graduierter R-Modul und N C M ein Untermodul von
M. Dann sind dquivalent:

(i) N ist ein graduierter Untermodul

(i1) Fir alle x € N und fir alle i € G ist auch der homogene Teil x; von x ein Element von
N.

(iii) N =3 eq(N N M)

Beweis. (i) = (ii): Seien (m;);e; homogene Erzeuger von N mit m; € M;;).

Aus N = spang((m;)icr) 3 z folgt © = Y, ;rWm; fiir gewisse 7)) € R und daher z; =
D jiliy=i ry)mi € N fiir alle i € G.

(it) = (iii): Wir konnen M = @, M; und x = 3, x; mit x; € N N M; schreiben. Die andere
Inklusion ist klar.

10



(iii) = (i): N = ,c(N N M;). Dann wird N von den homogenen Elementen |J,. (N N M;)
erzeugt, ist also ein graduierter Untermodul. O

Bemerkung. In Proposition 2.3 (iii) ist die Summenzerlegung sogar direkt, da dies fir M =
®i€G Ml gllt

Lemma 2.4

Fiir einen graduierten Untermodul von M = @iec M; setze N;:= M; " N. Dann wird M/N =
D,cqc Mi/N; zu einem graduierten R-Modul.

Beweis. Offensichtlich ist M/N ein R-Modul. Fiir die Graduiertheit beachte

M/N = (@ Ml)/(@ N;) nach Proposition 2.3 (iii)
i€G i€G
i€G
Dieser Isomorphismus ist gegeben durch (z;);ec+N — (z;+ N;)icc. Die Skalarmultiplikation
auf M/N mit einem Element r; € R; entspricht darunter der Abbildung (z; + N;)icq — (rjz; +

Nitj)ieq- Folglich macht die gegebene Zerlegung M /N zu einem graduierten R-Modul.
O

Bemerkung. Wir stellen fest, dass Ry C R ein Unterring von R ist. Da jedes M; ein R-Modul
ist, ist jeder solche Modul iiber die Inklusion Ry — R auch ein Ry-Modul.

Meistens benutzt man den Begriff eines graduierten Rings, wenn man G = N betrachtet. In
diesem Fall setzen wir Rt := " .| R,. Dann ist R" ein Ideal von R mit R/R"™ = Ry.

Beispiel 2.5 (Graduierte Ringe) (i) Jeder Ring ist auf triviale Weise graduiert: Man setze hier-
fir Ry = R und R,, =0 fiir n > 1.

(ii) Der Polynomring R = Ry[X7, ..., X,,] wird zu einem N-graduierten Ring, indem man den
Grad des Monoms X{" - ... X2 als totalen Grad ) ., «; definiert.

(iii) R = Ro[X1, ..., Xp] wird zum N"-graduierten Ring mit dem Grad («q,...,a,) des obigen
Monoms.

Definition 2.6

Eine Filtrierung eines Ringes R ist eine absteigende Kette R = Iy O I; O ... von Idealen,
sodass Il C Inym gilt; der assoziierte graduierte Ring wird als gr(R) = @,,cy 97n (1) mit
grn(R) = I, /I, fiir n > 0 definiert. Die Multiplikation wird definiert vermoge (z + In41) - (y+
Imi1) =2y + Ingmyr fir z € I, und y € I,,,.

Bemerkung. Wie der Name bereits andeutet, wird gr(R) zu einem graduierten Ring, denn:
(i) grn(R) ist eine abelsche Gruppe

(11) grn(R) 'ng(R) g grn-l—m(R) via ($+In+1)'(y+1m+l) = Ty +In+m+1 € In+m/In+m+la

EIn+'r7L
da per Definition I,,I,,, C I, 4, gilt.

Die Filtrierung I; D Iy D ... definiert eine (lineare) Topologie auf R. Eine Menge U C R heifst
dabei offen, wenn es fiir alle x € U ein n € N gibt mit x + I, C U.

11



=:B,

—
Sei R ein Ring, I ein Ideal und B = P, 5 I" /1" der graduierte Ring, der mit der Fil-
trierung I O 1 2 D ... von R assoziiert ist. Ein Element von B,, kann als Linearkombination von
Produkten von n Elementen von B = I/I? ausgedriickt werden:

Beweis. Es sind By = I/T? = {i+I?|li € I} und B,, = I" /1" = {377 [T}y ijn + 1" ijh €
I, m € N}, wobei [Tp_; ik + 1" =T1h_, (ijk + I?) mit i + I* € By. O
Dariiber hinaus wird B iiber By = R/I von Elementen von B; erzeugt. Ist [ = >_._; Rz; und
¢ das Bild von z; in By = I/I2, so gilt B "< gri(R) = (R/D)[(&)ies).

icJ

Beweis. Aus I = Y, Ra; folgt By = I/I* = %, ,(R/I) - &. Wir haben gesehen, dass alle
r € B, eine endliche Summe von Produkten von n Elementen in I/I? sind. B wird also bereits
iiber dem Unterring By = R/I von (§;)ics erzeugt. Daraus folgt B = (R/I)[(&:)ics] und dann
ist B auch ein Quotient des Polynomrings (R/I)[(t;):c.s] iber den surjektiven Einsetzungshomo-
morphismus ¢ : (R/I)[(t:)ics] = im(p) = (R/I)[(&)ies] mit ; — &, i € J. O

Theorem 2.7
Ein N-graduierter Ring R = @, .y Ry ist genau dann noethersch, wenn Ry noethersch ist und
R ein endlich erzeugter Ring tiber Ry ist.

”

Beweis. 7 <7 folgt aus dem Hilbert’schen Basissatz.

7 = ”: Sei R noethersch. Wegen Ry = R/R™ und der Tatsache, dass Quotientenmoduln eines
noetherschen Moduls noethersch sind, ist auch Ry noethersch.

Da R noethersch und RT ein homogenes Ideal von R ist, wird Rt von endlich vielen homogenen
Elementen z1, ..., z, erzeugt.

Wir wollen nun R = Rg[z1, ..., ] zeigen. Tatsdchlich reicht es, R, C Rg[x1, ..., z,] zu zeigen.
Sei dazu d; der Grad von z;. Es gilt

R, =x1Rp_gq, + ... + 2 Rp—q, (NB: R ist graduiert). (2.1)

Das liegt daran, dass wir y € R, wie folgt schreiben konnen: y = >/_, z;f; mit f; € R.
Sei fi = >.;5¢fij die homogene Zerlegung von f; dann gilt y = y, = i1 Zifitn—a;) und
tatsichlich >, > itn—a, Tifij = 0. Per Induktion nach n > 1 folgt R, C Ro[z1, ..., 2,] fiir alle
n € N. Offensichtlich ist auch

Ry C Ro[x1, ..., 2] und @Rn C Ro[z1, ..., xq].

n>0

Mit Graduiertheit erhalten wir folglich R = Ry[z1, ..., x| wie gefordert. O
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Kapitel 3

Die Hilbert-Funktion

Die folgenden Kapitel 3 und 4 orientieren sich eng an [Mat06], §13. Sei nun R = @,,~, R»
ein noetherscher graduierter Ring; ist dann M = €,,~, M,, ein endlich erzeugter graduierter
R-Modul, so ist jedes M, als Rg-Modul endlich erzeugt. Ist M = R, so folgt dies direkt aus
(2.1) aus dem obigen Beweis (endlich erzeugt). Im allgemeinen Fall wird M von einer endlichen
Anzahl homogener Elemente w; € M erzeugt: M = Rw; + ... + Rw,.. Sei nun ¢; der Grad von w;.
Dann ist M,, = Ry—c,w1 + ... + Rp—e,wy (R; = 0 fiir ¢ < 0) und die Behauptung folgt aus dem
Fall M = R. Ist Ry artinsch, so nach Proposition 1.15 auch noethersch und es gilt I[(M,,) < oo
nach Satz 1.10 (iii). Hierfiir benétigen wir die Aussage aus der Bemerkung nach Satz 1.10, dass
endlich erzeugte Moduln {iber artinschen Ringen artinsche Moduln sind.

Definition 3.1
In der obigen Situation definieren wir die Hilbert-Reihe P(M,t) = Y2 I(M,)t" € Z[t].

Theorem 3.2

Sei R = @,,~, Rn ein noetherscher graduierter Ring, Ry artinsch und M ein endlich erzeugter
graduierter R-Modul. Ferner sei wie in Theorem 2.7 R = Ro|x1, ..., x,] mit z; vom Grad d; und
P(M,t) wie oben. Dann ist die Hilbert-Reihe eine rationale Funktion in t und kann geschrieben
werden als

ft)

S T )

(3.1)

wobei f € Z[t].

Beweis. Wir wollen das Theorem per Induktion nach r > 0 beweisen.

r=0: R = Ry artinsch und damit noethersch. Fiir n grof genug (M = @, -, M,, aber endlich
erzeugt!) ist M,, = 0. Daraus folgt, dass die Hilbert-Reihe sogar ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten ist, da {(0) = 0. Mit dem leeren Produkt im Nenner folgt die Behauptung.
r—1—=7r:py.: M — M, mw— x, -m,ist R-linear. Die Linearitit beziiglich R, gilt ebenso fiir
die Einschrankungen p' : M,, — My+q, m — , - m.

Schreibe K, := ker(ul'), Lntq, := coker(ul) = Mptq,/im(ul), so erhalten wir die kanonische
exakte Sequenz

0% Ky S Mpy™ Myyg ™ Luva, 20, (3.2)

13



wobei 7" die Restklassenabbildung ist.
Setze nun K := @, ., K, und L :=,,~, Ln+d,- Dann ist K = ker(u,) ein R-Untermodul von
M. Es ist - -

@zm m(pr) = M und

n>0
@Ln+dr = @(Mn—O-d /im(pt)) @Mn+d /@Zm py) = M/x. M
n>0 n>0 n>0 n>0

Da M endlich erzeugt ist, sind auch K und L endlich erzeugt. Aufierdem gelten:
e 1. K = 0 (offensichtlich z,ker(u,.) = 0)
ez, L=0(0€Ll:z l=x.(m+im(u)) =x-m+im(u.)=0).
Daher fassen wir K und L als R/x,R-Moduln auf. Wegen R/xR = Ry[x1, ..., r—1] konnen wir

die Induktionsvoraussetzung auf P(K,t) und P(L,t) anwenden; dabei benutzen wir die Formel
aus Satz 1.10 (ii):
WKy) = (M) + U(Mpta,) = ULpga,) =0 |- "+
= Z(Kn)tﬂ+dr — Z(M )tn+dr + l( td, )tn+d _ l( n+dr)tn+dr —0.

Aufsummiert {iber n

tdr Z Z(K — ¢dr Z l tn + Zl n+d thrd ZZ n+d tn_,_dr -0

=t P(K,t) —t% P(M, t) + P(M, t) —P(L,t)=0
= (1 —t")P(M,t) = P(L,t) — t P(K,t)
fi(®) TR 10
[ (@ —td)  TL (1 —t)
filt) =t fo(t)
[T (1 —t%)

Der Zahler ist ein ganzzahliges Polynom; nennt man dieses f(t), so folgt das Theorem. O

X1 —t4)P(M, 1) =

= P(M,t) =

Viele Informationen {iber die Werte von [(M,,) kénnen wir aus dem obigen Theorem erhalten.
Der Fall d; = ... = d, = 1 ist dabei einfach; dann wird ndmlich R von Elementen vom Grad 1
iiber Ry erzeugt und P(M,t) = f(t)- (1 —1¢)~"

Ist f(¢) durch (1 —t) teilbar, so konnen wir kiirzen und P in folgende Form bringen:
P(M,t) = f(t)(1 —t)~¢ mit f € Z[t], d >0 und f(1) # 0 fiir d > 0.
Gilt dies, so schreibe d = d(M). Wegen (1 —t)~* = 1+t + t? + ... erhalten wir

(1—t)—d:§:<d2ﬁ;1>t”: (3.3)

n=0

Beweis. In Z[t] gilt (1 —t)(1+t+t>+...) = 1; dies beweist in der Induktion nach d > 1 auch
den Induktionsanfang.

14



dsd41:(1—)"D = (1 —¢)~d1 -~ &y

d+n— )tn Ztn

n>0 ( n>0
EZ: ;(dﬂ;l))t
2

@+@n

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus der folgenden zweiten Induktion:

2 ()-8

n=20:klar
n+1 .
k+j—1 k+n k+n E+n+1
1: = =
mmnen 3 (0) = (007) < G0 - (0)
O
Ist f(t) = >0 a;t?, so gilt:
d+n-—1 d+n-—2 d+n—s—1
M,) = s s : .
(My,) ao( d-1 >—|—a1( d_1 >—|— +a( J_1 )denn (3.4)

Wir wissen P(M,t) = >_I(M,)t" und P(M,t) = f(t)(1 — ¢)~¢ mit f € Z[t],d > 0 und

f(1) £0 fir d > 0.
Esist (1—¢)~% = 320°  (“4"71)¢" wie wir oben gesehen haben und deshalb

Z: FOa -t (Z (d;" >t” Zaztz

Mit, Koeffizientenvergleich erhilt man
n . n .
d+i—1 ji=n—i d+(n—j)—1
l M,) = n—i = j -
(M) iz_:()(d—l)a ;( d—1 aﬂ

Wir beachten, dass die Binomialkoeffizienten oder die a; fiir i > s wegfallen, d.h. wir erhalten
(3.4).

15



Schreibe die rechte Seite von (3.4) im Fall n > s+ 1 — d um als Polynom in n:

d+n—1 d+n—2 d+n—s—1
awol g_q )Tal 49 )F-Fal 4

~ (d4+n-1) (d+n—2)! (d+n—s—1)!
B o e R o T cr T P 1T Cogup |
_(n+1)-..-(d+n—1) n—s+1)-..-(d+n—s—1)
= (d—l)! -ap+ ...+ (d—l)! “ Qg
— ﬁ[ao(nd*1 +.) 4 Fant 4 )], dan>s+1—d
(ag+arHax+ ... tas) 4
=0 (d _21>! ndt 4 .
= (dfili)!nd_l + .. ) ©(n)

= o(t) = (dfili)!tdl + Terme niederen Grades

m m-(m—1)-...-(m—d+2) _.
Wegen (d—l) @1 ir m > 0 folgt

Korollar 3.3

Ist dy = ... =d, =1 und d = d(M) wie oben, so ezistiert ein eindeutig bestimmtes Polynom
©rm(t) vom Grad d — 1 mit rationalen Koeffizienten, sodass I(M,,) = pap(n) firn > s+1—d
gilt. Dabei ist s der Grad des Polynoms (1 —t)*P(M,1).

Beweis. di = ... =d, = 1 und d := d(M) (wobei d angibt, wie viele der Erzeuger vom Grad 1
sind).

2 = f0a -0

& J(t) = POML1)(1L - 1)

P(M,t) =

Sei nun s der Grad von f und ¢(n) wie oben. Es ist

d+n—-1 d -2 d+n—-—s—1
z<Mn>:a0( o )+( o )++( o )

G ) = ona(n) (3.5)

Dieses Polynom hat, wie wir gesehen haben, rationale Koeffizienten, ist vom Grad d — 1 und
erfiillt die erforderte Gleichung. Die Eindeutigkeit folgt aus der Vorgabe unendlich vieler Werte
iiber dem Korper Q. O

Definition 3.4

Das Polynom ¢ heifst das Hilbert-Polynom des graduierten Moduls M. Die numerische Funk-
tion I(M,,) heifst Hilbert-Funktion von M; mit dem Grad der Hilbert-Funktion bezeichnen wir
den Grad des zugehorigen Hilbert-Polynoms.
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Bemerkung. Fiir allgemeine dy, ..., d, ist es nicht notwendigerweise der Fall, dass [(M,,) durch
ein Polynom dargestellt werden kann.

Beispiel 3.5 (i) R = Rylto,...,t,] der gewdhnliche Polynomring iiber Ry, die Anzahl der Mo-

(iii)

nome vom Grad n ist ("!"). AuRerdem ist {(R,) = I(Ro) - ("!") und daher P(R,t) =

Sso ()t = (1—)="1. Das ergibt f(t) =1, s = 0 und d = d(R) = r+1. Aus Korol-

lar 3.3 folgt pr(t) = l(%(’)(t+r)~...~(t+ 1), denn dies ist ein Polynom vom Grad r = d—1 mit
rationalen Koeffizienten und ppr(n) = {(Ro) (") = I(R,) firallen > 0> s+1—d = —r.

K Korper, F(tg,...,t,) ein homogenes Polynom vom Grad s; setze des Weiteren R =
Klto, ...sty)/(F(to, ..., ;). Zunéichst ist I(R,) = ("!") — ("7") nach Satz 1.10 (ii) fiir

T

alle n > 0, wenn ("_:M) = 0 gesetzt wird, sofern n < s. Daraus ergibt sich P(R,t) =

Sz () = Sz () = (1 )74 (1)) = It e
und f(t) =1+t + ... +t571, sofern s # 0 in K vorausgesetzt wird. Es folgt d(R) = r >t

und nach Korollar 3.3 gilt pg(t) = (“I7) — (*7°%") = =5t + .., denn dies ist ein

r r - (r=1)!
Polynom vom Grad r — 1 = d(R) — 1 mit rationalen Koeffizienten und pg(n) = I(R,,) fir
allen>s>s—r.

K Korper, R = K[ty,...,t;]/p = K[, ..., & ] mit einem homogenen Primideal p und & =
x; +p. Sei t der Transzendenzgrad von Quot(R) iiber K und nehme an, dass &3, ..., & alge-

braisch unabhéngig {iber K sind. Dann gibt es (":‘_tzl) Monome vom Grad n in &, ..., & und

diese sind linear unabhéngig iiber K, sodass I[(R,) > ("j_tfl) Setzen wir S := K[t1, ..., t],
so gilt also wr(n) > ¢g(n) fiir alle hinreichend grofen n € N. Nach einem Argument, auf das

wir in Theorem 4.2 eingehen werden, folgt daraus d(R) = deg(vr) +1 > deg(ps) + 1 Dy

Wir werden im Beweis von Theorem 6.3 zu diesem Beispiel zuriickkehren. In der Tat 1&sst
sich sogar zeigen, dass d = t; dies werden wir nicht genauer betrachten.

In Beispiel (ii) ist der Zéhler im Hochstkoeffizienten von ¢r gleich dem Grad des Polynoms
F; dies gilt auch in allgemeinen Féllen (vgl. [Mat06], S. 96).
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Kapitel 4

Die Samuel-Funktion

Wir begeben uns nun auf die Spuren von Krulls "Dimensionstheorie in Stellenringen" [Kru38]
(wobei hier mit Stellenringen lokale Ringe gemeint sind); dort hat er mithilfe der Konstruktion
von gry(R), einen allgemeinen lokalen noetherschen Ring mit der Idealtheorie in einem Poly-
nomring tiber einem Korper verbunden. Wird namlich m von r Elementen erzeugt, so ist grm(R)
von der Form Klti,...,t.]/I, wobei K = R/m der Restklassenkorper und I ein homogenes Ideal
ist.
Die Hilbert-Funktion dieses graduierten Ringes wurde erstmals von P. Samuel (1951) verwendet,
als er die Multiplizitdt des Ringes R untersucht hat. Diese ist eng mit der Samuel-Funktion ver-
bunden, die wir im Folgenden untersuchen werden. Auf die Multiplizitit gehen wir dabei nicht
ein, es sei aber auf §15 in [Mat06] verwiesen.

Allgemeiner setzen wir im gesamten Kapitel voraus, dass R ein semilokaler noetherscher Ring
ist.
Definition 4.1
Sei R ein semilokaler noetherscher Ring und m := Jac(R) das Jacobson-Radikal von R. Ist I
ein Ideal von R, sodass fiir ein v > 0 gilt, dass m” C I C m gilt, so bezeichnen wir I als ein
definierendes Ideal.

In diesem Fall stimmen die so genannte [-adische und m-adische Topologie iiberein. Oder
anders gesagt: Ein definierendes Ideal definiert also die m-adische Topologie:

Beweis. Sei U I-adisch offen und v € U. Dann ist u+ I"M C U fiir geeignetes n € N und damit
auch v +m""M C u+ I"M C U. Damit ist U auch m-adisch offen.

Sei umgekehrt U m-adisch offen und v € U. Dann gilt uw +m™M C U fiir geeignetes n € N und
damit u + I"M C u +m™M C U. Damit ist auch U I-adisch offen. O

Wir nehmen weiterhin an, dass R ein semilokaler noetherscher Ring ist und fixieren ein

definierendes Ideal I.
=:M;,
—_——

Sei nun M ein endlich erzeugter R-Modul. Setzen wir gri(M) = @, -, I"M/I" M, so ist
grr(M) in natiirlicher Art und Weise ein graduierter Modul iiber gr;(R) = @,,5o I" /1", indem
man die Addition und Skalarmultiplikation komponentenweise bzw. wie vorher (vgl. Definition
2.6) definiert. Graduiertheit zeigt man iiber die Relation RyM; C M4 ;:
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Beweis. Sei also xy € Iy, i; € I,mj € M. Setze © = xj, + I**! € Ry, und m = i;m; € M;. Dann
ist

x-m = (z + ") (i;m; + JEARSYS! Def. wigm; + [RHHINL € RN TR
denn zyi; € I*7 wegen Graduiertheit, d.h. xxi;m; € I¥TI M. L

Setzen wir nun R":=gr;(R) und M’ := gr;(M). Dann ist R, = R/I als Quotient des artin-
schen Ringes R/m” ebenfalls artinsch. Dass R/m" artinsch ist, sieht man wie im 5. Schritt des
Beweises von Proposition 1.15: R/m" ist ndmlich noch immer semilokal und das Jacobson-Radikal
ist m/m” und daher nilpotent. Dass in der dortigen Notation M/Mm,; endlich-dimensional ist,
liegt daran, dass wir R schon als noethersch vorausgesetzt haben.

Sei nun I = Y_, x;R (R ist noethersch) und & = z; + I* € I/I?. Aus dem Beweis vor
Theorem 2.7 folgt dann, dass R’ = R{[¢1, ..., &) baw. gri(R) = (R/I)[&1, ..., & gilt.
Ist auferdem M = "7 | Rw; (da M endlich erzeugt) und w; das Bild von w; unter der kanoni-
schen Abbildung in M := M/IM, so ist gr;(M) =M =>"_| R'w;.

Beweis. Sei i € I" und m € M, sodass im + I""*M € M/ . Schreiben wir m = ijl TjW;, SO
gilt

im+ "M =Y irjw; + IMM

j=1
= Z(zr + 1" € ZR w;
j=1 j=1
Daraus folgt die Behauptung. O

Dabei beachten wir, dass [(M]) = [(I"M/I"T1M); hierbei steht auf der linken Seite die
Linge von M/ als R{-Modul und rechts als R-Modul. Diese Werte sind endlich, denn M, und
I"M/I™1 M sind endlich erzeugte Moduln iiber dem artinschen Ring Ry.

Per Induktion zeigt man dann:

il(M{) = I(M/I""'M)
=0
n=0:1(M))=1I°M/IM)=1(M/IM)

n— n+1: Angenommen, es gelte Z I(M]) = I(M/I"TM).

=0
n+1
Z (M) 4 I(M/T M) 4 UMy y) = UMM + 11 M/ T2 M),
1=0

Betrachte nun die exakte Sequenz
0— "M/ M S MM L M/ M - 0,

wobei f(m + I"*2) := m + I"*1M die Restklassenabbildung ist. Aus der Exaktheit der Se-
quenz folgt (M /I M) + [(I"T M /T2 M) = [(M /12 M) nach Satz 1.10 (ii), sodass unsere
Induktion abgeschlossen ist.
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Setze nun ! ,(n) = {(M/I" "1 M) und X% (n) =: xa(n) nennen wir die Samuel-Funktion des
R-Moduls M.
Wie oben gesehen ist M’ = gr;(M) ein endlich erzeugter graduierter Modul iiber R’ = gr;(R),
wobei R, = R/I artinsch ist. Wir konnen auf diese Situation also die Ergebnisse iiber Hilbert-
Funktionen aus Kapitel 3 anwenden. Mithilfe von > o (d:i_ll) = (dzn) und der Formel (3.5)
erhalten wir:

i = 10020 =ao (5 ) (T (TR )

Da die Koeffizienten a; ganzzahlig sind mit ag + ... + as = f(1) # 0, erhalten wir fiir n > s ein
Polynom in n vom Grad d mit rationalen Koeffizienten.

Der Grad d des Polynoms hiangt nur von M ab und ist unabhingig von I: In der Tat, seien
I, J definierende Ideale. Dann existieren per Definition m,p € N, sodass m™ C I C m und
mP C J C m. Daraus folgt, dass m™? C I, J C m gilt. Dann gelten auch die Inklusionen I? C J
und J™ C I. Wegen I? C J und J™ C I gilt

I(M/IPPP M) = I(M/(IP)* T M) > I(M/J" T M)
und [(M/J™" M) = I(M/(J™)" M) > (M /1" M).
Es folgen die Ungleichungen: x%,(pn +p — 1) > x1;(n) und xi,(mn +m — 1) > x4,;(n).

o~ o~

2
>

Im Beweis des nun folgenden Theorems werden wir sehen, dass dadurch bereits die Polynome
x4, und x7, vom selben Grad sein miissen. Der Grad d = d(M) hingt daher nur vom Modul M
selbst ab.

Theorem 4.2

Seien R ein noetherscher semilokaler Ring, 0 — M’ AN VAEL Y VN 0 eine exakte Sequenz end-
lich erzeugter R-Moduln. Dann ist d(M) = max {d(M"),d(M")}. Ist I ein beliebiges definierendes
Ideal von R, so haben X%, - X, und x;, denselben Hichstkoeffizienten.

Im Beweis des Theorems werden wir ohne Beweis das Lemma von Artin-Rees benutzen (vgl.
[Mat06], Thm. 8.5, insb. Beweis auf S. 59),

Lemma 4.3 (Artin-Rees)
Seien R noethersch, I C R ein Ideal, M ein endlich erzeugter R-Modul und M' C M ein Unter-
modul von M. Dann existiert c € N, sodass fiir alle n > c gilt:

(I"M) N M’ = I"=(I°M N M) (4.2)
Beweis vom Theorem 4.2. Wir konnen M" = M /M’ annehmen. Es gilt
MM P (v (MY = M (M 4 1M,
Hierfiir definiert man die zueinander inversen Abbildungen
p: (M/MY/IT"(M/M') — M/(M' +1"M),(m+ M) +I"(M/M") — m+ (M +I"M)
v M/(M' +I"M) — (M/M")/T"(M/M"),m+ (M'+I"M) — (m+ M)+ I"(M/M").
Dann gilt
I(M/I"M) = I(M/(M' + I"M)) + I(M' + I"M)/I" M) nach Satz 1.10 (ii)
=I(M/(M'+1"M)) + I(M'/(M' N I"M)) nach Isomorphiesitzen
— UM /I M) 4+ UM /(M AT M),
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Setze nun ¢(n) = I(M'/(M' N I"*1M)), sodass folgt:

xa (1) = xar(n) + ¢ (n). (4.3)

Wir setzen ¢ := xp — xm € Q[t]. Wegen xav(n), p(n) > 0 fiir alle n zeigt das weiter unten
stehende Argument, dass die Hochstkoeffizienten von y s+ und ¢ nicht negativ sind. Darus folgt
d(M) = deg(xnr) = deg(xn + ) = max {deg(xn), deg(p)} = max {d(M"), deg()}-

Nach dem Lemma von Artin-Rees existiert ein ¢ > 0, sodass fiir alle n > ¢ gilt:

In+1M/ g In+1M ) M/ — In—c-‘rl(ICM N M/) g In—c+1M/
und damit per Definition x4, (n) > ¢(n) > x4, (n — ¢)

Nun wollen wir die Gleichheit der Grade und der Hochstkoeffizienten der Polynome zeigen.

Sei k := maz {d = d(M"), deg(p)}. Schreibe xar(t) = Y0, a;t’ und @(t) = S 59 bt

Dann ist 7X”;L’k,(n) > % > 7XM'7A(LZ%).

Fiir alle Summanden a;n’ bzw. b;n’ von ya; bzw. ¢ gilt, dass a;ﬁj "2 0 und ”;L—Zﬁ "0, falls
1< k.

Angenommen, k = deg(yp) > d. Dann gilt X%k(”) — 0 und “"éf) — by. Dann erhalten wir aber
aus xa(n) > ¢(n) einen Widerspruch. Analog fiihrt die Annahme k = d > deg(y) zu einem
Widerspruch, wobei p(n) > x4, (n — ¢) fiir alle n > 0 verwendet wird. Es folgt d = deg(y).
Andererseits stimmen auch die Hochstkoeflizienten mit demselben Argument iiberein (fir ax # by
erhalten wir wieder einen Widerspruch).

Insgesamt gilt also mit (4.3) d(M) = max {d(M'),d(M")} und dass x pr —x s und xas denselben
Hochstkoeffizient besitzen. O

Wir definieren nun ein weiteres Maf fiir die ,Grofse” des Moduls M: Die so genannte Chevalley-
Dimension driickt aus, wie weit ein Modul davon entfernt ist, endliche Lénge zu haben.

Definition 4.4 (Chevalley-Dimension)

Sei R ein semilokaler noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Setze 6(M)
als kleinste natiirliche Zahl n, sodass z1,...,z, € m = Jac(R) existieren, fir die [(M/x1M +
.xn M) < o0o. Ist bereits die Lange des Moduls (M) < oo, so setze 6(M) = 0.

Bemerkung. Ist I ein beliebiges definierendes Ideal von R, so gilt I(M/IM) < oo (wie wir auch
im obigen Beweis gesehen haben) und folglich

§(M) < minimale Erzeugerzahl jedes definierenden Ideals von R.

Fir M = R hat man sogar Gleichheit:

Lemma 4.5
Sei R ein semilokaler noetherscher Ring mit Jacobson-Radikal m. Dann gilt 6(R) = min{r €
N|3zq, ...,z € m: (21,...,2,) ist ein definierendes Ideal von R}.

Beweis. Ist (z1,...,2,) ein definierendes Ideal, so hat wie gesehen R/(z1, ..., z,) endliche Linge.
Es folgt 6(R) < r, sodass 0(R) kleiner gleich dem obigen Minimum ist. Fiir die umgekehrte
Ungleichung seien z1,...,25r) € m, sodass R/(x1,...,25r)) endliche Lénge hat. Setze I :=
(21,...,25(R)). Dann ist R/I ein semilokaler artinscher Ring (vgl. Satz 1.10 (iii)) mit Jacobson-
Radikal m/I =: m. Da die Folge m 2 m? D ... stationiir wird, folgt aus dem Lemma von Nakayama
m¥ = 0 fiir ein v > 0, d.h. m¥ C I. Daher ist I ein definierendes Ideal und 6(R) grofer gleich
dem obigen Minimum. O

21



Kapitel 5

Der Krull’sche Hohensatz

Nun werden wir den Hauptsatz der Dimensionstheorie beweisen, aus dem der Krull’sche Hohen-
satz, auf den wir in dieser Bachelorarbeit hinarbeiten, folgen wird.

Bevor wir jedoch dazu kommen, werden wir nun einige Begriffe der Topologie, die wir im
ersten Kapitel diskutiert haben, benutzen und zwei weitere einfiihren.

Definition 5.1
Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(i) (X, 7) heift irreduzibel, wenn X nicht leer ist und nicht die Vereinigung echter, abgeschlos-
sener Mengen ist, d.h. gilt X = Y; U Y, mit abgeschlossenen Mengen Y; und Y3, so gilt
bereits X = Y7 oder X = Y5.

(i) dim(X) := sup{n € N| es existiert eine Kette abgeschlossener, irreduzibler Teilmengen
Yo € ... €Y, in X der Lange n} heifit die (Krull-)Dimension des topologischen Raumes
X.

Bemerkung. Die Teilmengen Y; von X in (ii) werden mit der von X induzierten Topologie
versehen und werden dadurch zu topologischen Rdumen, wodurch wir sie erst dann gemé&f (i)
als irreduzibel bezeichnen kénnen.

Lemma 5.2

Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und 0 — M’ — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz
von R-Moduln.

Dann ist dim(M) = max{dim(M"), dim(M")}, wobei dim(M) := dim(R/Annr(M)) die Krull-
dimension des Ringes R/Anng(M) ist.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis des Lemmas in fiinf Schritte zur besseren Ubersichtlichkeit.
1. Schritt: Zeige zunichst Spec(R/Anng(M)) = supp(M).

Wir fassen Spec(R/Anng(M)) als Teilmenge von Spec(R) auf, denn die Restklassenabbildung
m: R — R/Anng(M) induziert eine injektive Abbildung Spec(R/Anngr(M)) — Spec(R), deren
Bild {p € Spec(R)|Anng(M) C p} ist. Daraus folgt:

Spec(R/Anng(M)) = {p € Spec(R)|Anng(M) C p}
= {p € Spec(R)|Anng(M) N (R\p) = 0}
= {p € Spec(R)|M, # 0}, denn MS™ ' =0« 3s€ S:sM =0
= supp(M).
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2. Schritt: Wir benutzen die Eigenschaften der Zariski-Topologie und beobachten dabei, dass
supp(M) = V(Anng(M)) nach Satz 1.18 (i) ist. Damit ist auch V(Anng(M)) = supp(M)
abgeschlossen.

3. Schritt: Aus dem Hilbert’schen Nullstellensatz folgt, dass p — V' (p) eine inklusionsumkehrende
Bijektion zwischen den Primidealen von R und den irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von
Spec(R) ist. Daraus folgt:

dim(R/Anng(M)) = dim(Spec(R/Anng(M))) “* L™ dim(supp(M)).

Man beachte bei der ersten Gleichheit, dass links eine Krulldimension eines Ringes und rechts
eines topologischen Raumes steht.

4. Schritt: Nach Satz 1.18 (ii) gilt supp(M) = supp(M') U supp(M"). Mit dem 2. Schritt ist
also supp(M) = supp(M') U supp(M") die Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen in
Spec(R). Ist nun Yy € ... C Y, eine Kette irreduzibler, abgeschlossener Teilmengen von supp(M),
so erhélt man die Zerlegung

Yo, = (Yo N supp(M')) U (Y, N supp(M"))

in abgeschlossene Teilmengen. Nun ist aber Y;, per Definition irreduzibel.
Daraus folgt, dass

Y, C supp(M') oder Y,, C supp(M"),

d.h. Y, liegt bereits in einem der beiden Triger. Dann liegt aber auch die gesamte Kette in
supp(M') oder supp(M").

Umgekehrt kann solch eine Kette von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von supp(M’)
bzw. supp(M") auch als solche in supp(M) aufgefasst werden, denn die Teilmengen sind auch in
supp(M) abgeschlossen (supp(M'), supp(M") C Spec(R)). Zusammen erhalten wir

dim(supp(M)) = max{dim(supp(M")), dim(supp(M"))}. (5.1)

5. Schritt: Zuletzt kénnen wir nun die Aussage des Lemmas beweisen und beachten, dass wir
hier verschiedene Dimensionsbegriffe benutzen.

dim(M) " dim(R/Anng (M) 5L

LSkt az{dim(supp(M")), dim (supp(M"'))}
S aa{dim(R/Ann g (M), dim(R/Anng(M"))}

Def. maz{dim(M"),dim(M")}

dim(supp(M))

Theorem 5.3 (Hauptsatz der Dimensionstheorie)
Seien R ein semilokaler, noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt

dim(M) = d(M) = §(M). (5.2)

Beweis. 1. Schritt: Zeige d(M) > dim(M).
Zunichst wissen wir, dass d(M) und 6(M) endlich sind, denn:

e d(M) < o0, da d(M) nach Korollar 3.3 der Grad eines Polynoms ist.
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e §(M) < oo nach der Bemerkung im Anschluss an Definition 4.4.

Per Induktion nach d(R) zeigen wir zunichst, dass d(R) > dim(R) gilt. Setze m = Jac(R) fiir
das Jacobson-Radikal von R.

d(R) = 0: [(R/m") konstant fiir n >> 0, fiir diese n ist m" = m"*! und damit gilt nach Lemma
von Nakayama m™ = 0. Daher ist jedes Primideal von R maximal, sodass jede Primidealkette
Lénge 0 hat. Daher ist dim(R) = 0.

Sei nun d(R) > 0. Wir nehmen zusétzlich dim(R) > 0 an, sonst sind wir fertig.

Es existiert daher eine Primidealkette pg € ... < p;. Sei © € p1 \ po und B := R/(po + zR).

=

Wende Theorem 4.2 auf die folgende exakte Sequenz an:

0 —R/po — R/po — R/(po + zR) — 0,

T+ Po— _Tr +Po
Zro

wobei die linke Abbildung injektiv ist wegen = ¢ po und da po prim ist. Nach Theorem 4.2 gilt
d(B) < d(R/po). Dariiber hinaus haben aber xr/,, — X5 und xpg/p, denselben Hochstkoeffizien-

4.2

ten. Das ist nur moglich, falls d(B) = deg(xB) < deg(xr/p,) = d(R/po) < d(R). Fiir die letzte
Ungleichung wende wieder 4.2 auf die exakte Sequenz 0 — py — R — R/po — 0 an. Induktiv
gilt dann

dim(B) < d(B) < d(R) — 1.

In B erhalten wir mit dem Bild von p; C ... C p; eine Primidealkette der Lénge ! — 1 und
damit die Ungleichung | — 1 < dim(B) < d(R) — 1. Daraus folgt [ < d(R). Da dies fiir alle
Primidealketten gilt, folgt dim(R) < d(R) und die Induktion ist abgeschlossen.

Betrachten wir nun einen beliebigen endlich erzeugten R-Modul M. In Thm. 6.4 in [Mat06] sehen
wir, dass eine aufsteigende Folge von Untermoduln von M

0C My C...C M, =M existiert mit M;/M,_1 = R/p; fir p; € Spec(R). (5.3)

Aus dem vorherigen Lemma wissen wir, dass fiir eine exakte Sequenz 0 - M’ — M — M" — 0
gilt, dass

dim(M) = mazx{dim(M"), dim(M")}.
Zusammen mit Theorem 4.2 erhalten wir aus dem oben Gezeigten:
d(M) = max{d(R/p;)} > mazx{dim(R/p;)} = dim(M).

2. Schritt: Zeige §(M) > d(M).

Fiir (M) = 0 gilt {(M) < oo, sodass xar(n) beschrankt ist. Daraus folgt, dass d(M) = 0 ist.
Angenommen, §(M) = s > 0. Wahle z1, ...,x5 € m, sodass {(M/x1M+...+x,M) < oo und setze
M; .= M/x1M + ... + ;M. Dann ist offenbar 6(M;) = 6(M) — i fir 1 <i < s. Andererseits ist
wie im Beweis von Theorem 4.2

I(My /o™ My) = I(M /(21 M +m"™M))
(M/w™) = 1M/ (m"M:z) )
N
={zeM|z;zCm" M}

> I(M/m™ M) — (M /m™ ' M)
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Da xnr(t) —xar(t—1) ein Polynom vom Grad d(M) —1 ist, folgt daraus nach demselben Limesar-
gument wie im Beweis von 4.2, dass d(M;) = deg(xar,) = deg(xar(t) — xm(t — 1)) = d(M) — 1.
Tterativ erhalten wir d(M;) > d(M) — s. Wegen §(M,) = 0 folgt dann auch d(M,) = 0 und damit
s> d(M).

3. Schritt: Zeige dim(M) > §(M) per Induktion nach dim(M).

Angenommen, dim(M) = 0: Dann ist auch dim(R/Anng(M)) = dim(supp(M)) = 0. Folglich ist
jedes Primideal in supp(M) maximal. Mit der Aussage (5.3) existieren Primideale p; € Spec(R),
sodass M;/M;_1 = R/p; fiir eine aufsteigende Folge von Untermoduln 0 C M, C ... C M, = M.
Ohne genauer auf die Eigenschaften von assoziierten Primidealen einzugehen, sieht man in Thm.
6.5 in [Mat06], dass diese Primideale p; assoziierte Primideale sind, die insbesondere in supp(M)
liegen. Mit der Additivitét der Linge von Moduln gilt also:

(M) =) I(M;/M;_y)

-

i=1

I(R/p;) (man beachte, dass die R/p; Korper und als Moduln einfach sind)

I
.MQ

=1

l=¢g<

-

1

(3

Offensichtlich ist dann auch §(M) < oo.

Sei nun dim(M) > 0. Da der Ring R noethersch ist, ist auch R/Anng(M) noethersch. Daher
existieren nur endlich viele minimale Primideale iiber Anng(M), d.h. Primideale von R, die
minimal sind unter allen Primidealen, welche Anngr(M) enthalten. Es seien pi, ..., p; diejenigen
unter ihnen mit dim(M) = coht(p;). Hierbei verwenden wir dim(M) = dim(R/Anng(M)) =
sup {coht(p)|p € Min(R/Anng(M))}. Es gilt daher per Definition coht(p;) = dim(M) > 0 fiir
1 <4 < t. Daher kann p; nicht maximal sein, enthélt also nicht das Jacobson-Radikal m: R/m
ist ein semilokaler noetherscher Ring mit Jac(R/m) = 0. Wie im Beweis von 1.15 (5. Schritt) ist
R/m von endlicher Linge, also artinsch. Aus dem dortigen 2. Schritt folgt, dass jedes Primideal
von R/m maximal ist, und damit V(m) = Max(R). Nach Prop. 1.11 (i) in [AM69] kénnen wir
ein 1 € m\ Ule p; wihlen und setzen M; := M/x1 M. Wegen xz1M; = 0 folgt supp(M;) C
supp(M)\{p1, ..., p: } und daher dim(My) < sup {coht(p) |p € supp(M)\{p1,...,p:}} < dim(M).
Folglich kénnen wir auf M; die Induktionsvoraussetzung anwenden, sodass 6(My) < dim(My)
gilt. Es gilt aber offenkundig §(M) < 6(M7) + 1, also auch §(M) < dim(My)+1 < dim(M). O

Nun kommen wir zu unserem Hauptziel, dem Beweis des Krull’schen H6hensatzes.

Theorem 5.4 (Krull’scher Hohensatz)
Seien R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal, etwa I = (ai,...,a,) und p € Spec(R) ein
minimaler Primteiler von I (vgl. Definition 1.6). Dann gilt ht(p) <.

Beweis. Es ist Spec(R,) = {q € Spec(R) |q C p}.

Wir betrachten die Komposition der Homomorphismen R — R, — R,/IR,, die die injektive
Abbildung Spec(R,/IR,) — Spec(R) induziert. Das Bild dieser Abbildung ist {q € Spec(R) |

I CqCyp}.pe Min(R/I), d.h. p ist minimal unter Primidealen, die I enthalten. Deswegen
besteht Spec(R,/IR,) aus nur einem Element, ndmlich pR,/IR,.

Aus dem allgemeinen Hilbert’schen Nullstellensatz folgt, dass pR,, /I R, das Nilradikal von R, /IR,
ist. Auflerdem ist pR, /IR, endlich erzeugt (R noethersch und Lokalisierungen sowie Quotienten
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von noetherschen Ringen sind noethersch). Daher

dn e N\{0} : 0= (pRp/IRy)" = (pRy)"/(IRy)"
Wegen (IR,)" C IR, gilt
(pRp)" C IR,

Folglich ist R, /IR, ein Quotient von R,/(pR,)™ und hat damit endliche Lange. Wir erhalten:
ht(p) = dim(R,) = §(R,) < r. O

Der Krull’sche Hohensatz wird in der Literatur teilweise auch verallgemeinerter Hauptideal-
satz von Krull genannt. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass Wolfgang Krull diese Eigenschaft
zunichst im Fall » = 1 bewiesen hatte und folglich Hauptideale behandelt hat. Erst spiter wur-
de der Satz in groferer Allgemeinheit gezeigt. Dennoch verblieb der Name Krull mit diesem
Satz verbunden, auch wenn streng genommen diese Version auch weiteren Mathematikern zu
verdanken ist.
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Kapitel 6

Anwendungen und Beispiele

6.1 Folgerungen aus dem Krull’schen Hohensatz

Theorem 6.1
Sei p C R ein Primideal eines noetherschen Ringes R mit ht(p) = r. Dann gilt:

(i) p ist minimaler Primteiler fir ein Ideal I = (a1, ..., a,).

(ii) Sind by, ...,bs € p, so gilt ht(p/(b1,..,bs)) > r — s.
(i1i) Sind ay,...,a, wie in (i), so gilt ht(p/(a1,...,a;)) =r —i fir allei € r.
Beweis. vgl. [Mat06], Thm. 13.6.

Theorem 6.2
Sei R =@,,~, Ry noethersch graduiert.

(i) Ist I C R homogen, p ein Primteiler von I, so ist p ebenfalls homogen.

(ii) Ist p ein homogenes Primideal von R mit hi(p) = r, so existiert eine Kette von homogenen

Primidealen py S ... € p,. = p der Linge r.

Beweis. (i) Wir konnen p schreiben als Anng({z}) := {r € R|ra = 0} fiir ein geeignetes
x € R/I. Das ist einfach die Definition eines Primteilers (vgl. [Mat06], S. 38). Sei a € p
beliebig und seien x = z¢ +... + 2, und a = ag + a1 + ... + a4 die Zerlegungen in homogene

Terme. Wegen ax = 0 gelten

apgxroy = 0 apr1 + a1xg = 0
apxrs + a1x1 + asxg = 0 etc.

Daraus folgt dann

a%xl =0 agxg =0
r+1 o
ag x, =0

r+1

Wir erhalten somit a;™" € p und wegen der Primidealeigenschaft auch direkt ag € p. Daher
gilt auch a; + ... + a4 € p und wie oben ergibt dies a; € p. Iterativ erhalten wir, dass alle

homogenen Terme von a in p liegen, sodass p ein homogenes Ideal ist.
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(ii) Seipg C ... € p, = p eine Primidealkette der Lénge r. Dann ist pg ein minimaler Primteiler
von (0) und damit nach (i) ein homogenes Ideal. Daher kénnen wir R durch R/p, ersetzen
und annehmen, dass R oBdA ein Integritdtsbereich ist.

Wiéhlen wir nun ein von Null verschiedenes homogenes Element b; € p; nach Theorem 6.1
(ii) gilt ht(p/b1R) > r — 1. Andererseits gilt natiirlich ht(p/byR) < ht(p) = r. Gleichheit
kann aber nicht gelten. Durch Liften einer Primidealkette qo € ... € p/biR = §, unter
der Restklassenabbildung R — R/bjR wiirde man die Primidealkette qo € ... € p = g,
erhalten. Wegen 0 C bR C qo und da 0 € Spec(R) wiirde dies zum Widerspruch ht(p) >
r + 1 fithren. Es folgt: » — 1 < ht(p/b1R) < r, also ht(p/byR) = r. Daher existiert ein
minimaler Primteiler q von by R, sodass ht(p/q) = r — 1 gilt. Da q # (0), hat das homogene
Primideal q Hohe 1. Wenden wir die Induktionsvoraussetzung nach r auf p/q an, so existiert
eine Primidealkette ¢ = pg € ... € p.—1 = p (sogar von homogenen Primidealen). Fiigen
wir dass Nullideal hinzu (immer noch ein Primideal), so erhalten wir wie gewiinscht eine
Primidealkette der Linge 7.

O

Theorem 6.3
Sei K ein Kérper, R = K|, ...,&] graduiert und von Elementen vom Grad 1 erzeugt. Setze
M = Z:Zl &R, A= Ry die Lokalisierung von R an M und m = M - A.

(i) Ist x die Samuel-Funktion des lokalen Rings A und ¢ die Hilbert- Funktion vom graduierten
Ring R, so gilt p(n) = x(n) — x(n — 1) fiir alle hinreichend groffen n € N.

(ii) dim(R) = ht(M) = dim(A) = deg(g) + 1.
(11i) grm(A) = R als graduierte Ringe.
Beweis. M ist ein maximales Ideal von R, sodass m™/m"*tt = Mn"/M"+l =~ R, . Daher gilt

x(n) — x(n — 1) = I(m*/m"*) = [(R,) = o(n) fiir hinreichend grofes n nach Korollar 3.3

(damit folgt (1)) und ebenso dim(A) 2 d(A) = deg(x) = 1+ deg(yp), wobei die letzte Gleichung
wie im Beweis von 5.3 folgt. Wegen A = Ry gilt dim(A) = ht(M). Daher miissen wir nur noch
zeigen, dass dim(R) = ht(M) gilt.

Nehmen wir an, dass R ein Integritétsbereich ist, sodass aus Beispiel 3.5 (iii) und Thm. 5.6 in
[Mat06] folgt, dass

1+ deg(p) = d(R) > trdeg(Quot(R)|K) = dim(R) > ht(M).

Zusammen folgt ht(M) = dim(A) = 1 + deg(p) und dim(R) = ht(M).

Fiir allgemeine R seien pi,...,p; die minimalen Primideale von R. Nach Theorem 6.2 sind all
diese auch homogen und jedes R/p; ist ein graduierter Ring. Nach eventueller Umnummerierung
ist dim(R) = dim(R/p1) und mit obigem Resultat

dim(R) = dim(R/p1) = ht(M/p1) < ht(M) < dim(R).

Wie in (ii) gefordert folgt dim(R) = ht(M).
Es gilt R, € M"™ C m" mit m"/m"*! = R,,. Bilden wir also ein Element x € R,, in m"/m"*!
ab, so wird ein bijektiver Ringhomomorphismus R — gry(A) induziert, der (iii) erfiillt. O

Theorem 6.4
Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann gilt dim(R) = dim(grm(R)).

Beweis. Sei ¢ das Hilbert-Polynom des assoziierten graduierten Ringes gry, (R). Nach Korollar 3.3
und Theorem 5.3 gilt dim(R) = 14+deg(p) und dies ist nach Theorem 6.3 gleich dim(gry,(R)). O
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Theorem 6.5
Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist dim(R[t]) = dim(R) + 1.

Bevor wir diese Aussage beweisen kénnen, bendtigen wir einige Vorarbeit.

Lemma 6.6
Sei R ein beliebiger Ring.

(i) Sind p1 C p2 Primideale von R[t] mit py "R =p2 N R =:p, so gilt py = pR[t].

(ii) Seien I C R ein Ideal und I C p ein Primideal von R. Sei J := IR[t] und q = pR[t]. Ist p
ein minimales Primideal iber I, so ist ¢ minimal dber J.

(iii) Seien R noethersch und p C R ein Primideal von R und q = pR[t]. Dann ist ht(p) = ht(q)

Beweis. (i) Sei i € {1,2}. Wir definieren p; := p;/pR[t]. p1 und p> sind Primideale von
(R/p)[t] = R[t]/p[t], denn

(R[t)/pR[t])/pi = (R[t]/pR[t])/ (pi/pR[t]) = R[t]/p;

ist ein Integritétsbereich. Mit der echten Inklusion p; C po gilt dann auch die folgende
Inklusion

(R/p)[t]/p1 = (R/p)/p1 2 (R/p)/p2 = (R/p)[t] /P2

Sei x € R mit x + pR[t] € p; = p;/pR[t]. Dann ist € (RN p;)/pR[t] = p/pR[t] = 0. Sei
nun S := (R/p) \ {0} C (R/p). Dann ist (R/p)[t]S~! = (R/p)S~1[t] = Quot(R/p)[t] ein
Hauptidealring. Der kanonische Ringhomomorphismus (R/p) — (R/p)S~! induziert die
injektive Abbildung Spec((R/p)S~1) — Spec(R/p) mit Bild {q € Spec(R/p)|qN S = 0}.
Mit dieser injektiven Abbildung folgt aus p; N (R/p) = p2 N (R/p) =0, dass 0 = p;. S~ C
p2S~! und damit p; = 0 gilt. Wir erhalten 0 = p; = p; /pR[t] und damit p; = pR[t].

(ii) Esist R[t]/pR[t] = (R/p)[t] ein Integritatsbereich. Modulo des Ideals I kénnen wir I = 0
annehmen. Angenommen, ¢q; C ¢ C R[t]. Dann ist q; "R C qN R =pR[t]N R =p. Wegen
Minimalitét gilt q; N R = p. Dann wére nach (i) g1 = pR[t] = q und wir erhalten einen
Widerspruch.

(iii) Sei ht(p) = n. Nach Theorem 6.1 (i) existiert ein Ideal I C R, das von n Elementen
erzeugt wird, sodass p ein minimales Primideal ist, das I enth&lt. Dann ist ¢ minimal {iber
J =TI R[t] wie in (ii). Aber J wird iiber R[t] von n Elementen erzeugt, also gilt nach
dem Krull’schen Hohensatz ebenfalls ht(q) < ht(p). Umgekehrt gilt fiir eine Primidealkette

po S ... T pp=p C Rmit q; = p;R[t] auch q0 C ... € q,, = q und damit ht(q) > hit(p).
O

Beweis von Theorem 6.5. Sei pg € ... C p, eine Primidealkette in R. Ist q,, = p,R[t], so gilt
ht(q,) = ht(p,) nach Lemma 6.6 (iii). Aber wir konnen die Primidealkette in R[¢] verldngern,
indem wir q,+1 = (q,t) setzen. Daraus folgt bereits dim(R[t]) > dim(R) + 1.

Betrachten wir nun die Primidealkette qo € ... € ¢y, in R[¢] und setzen p; = RN q,. Wir kdnnen
annehmen, dass nicht alle p; verschieden sind (sonst dim(R) > dim(R]t]) > dim(R][t]) — 1). Sei
j =mazx{t € {0,....,n — 1} |p; = pi+1}. Nach Lemma 6.6 (i) ist dann q; = p;R[t] und nach (iii)
ist dann

hi(pj) = ht(q;) = j.
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Aber nach Wahl von j gilt

P =pj+1 S ... Cpn

und damit ht(p;) +n —j—1 < dim(R). Mit der obigen Abschétzung gilt dann n — 1 < dim(R)
und damit dim(R[t]) < 1+ dim(R). O

Korollar 6.7
Ist R noethersch, so gilt dim(R[t1,...,tn]) = n + dim(R).

Beweis. Folgt per Induktion nach n aus Theorem 6.5. O

Bemerkung. Sei K ein Korper. Dass dim(K[t1,...,t,]) = dim(K) +n = n gilt, wissen wir aus
dem Noether’schen Normalisierungssatz. Nun haben wir es im allgemeineren Fall gesehen.

Proposition 6.8
Sei (R, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann gilt dim(R) < dim g/ (m/m?). Insbesondere hat
R endliche Krulldimension.

Beweis nach [Bos13]. Da R noethersch ist, ist m endlich erzeugt und damit gilt dim g/, (m/m?) <
oo als (R/m)-Vektorraum. Wahlen wir geeignete ay, ..., a, € m und deren Bilder als (R/m)-Basis
von m/m?, so folgt aus dem Lemma von Nakayama, dass die a; das maximale Ideal m erzeugen.
Dann gilt auch dim(R) = ht(m) < r = dimp/m(m/m?) nach Theorem 5.4. O

Proposition 6.9
Ist R noethersch und a € R kein Nullteiler, so hat jedes minimale Primideal p iber (a) Hohe 1.

Beweis. Aus dem Hauptidealsatz von Krull folgt, dass ht(p) < 1. Nehmen wir ht(p) = dim(R,) =
0 an. Dann ist p ein minimales Primideal von R und besteht daher aus Nullteilern (vgl. [Eis94],
Thm. 3.1). Das steht im Widerspruch zu a € p. O

Proposition 6.10
Sei (R, m) noethersch lokal. Sei x € m kein Nullteiler. Dann ist dim(R/xR) = dim(R) — 1.

Beweis. Setze r := dim(R/xR) 2 d(R/zR). Seien z1,...,x, € R Elemente, die auf Erzeuger
eines definierenden Ideals in R/xR abgebildet werden (vgl. Lemma 4.5). Dann ist (z, 21, ..., 2,)
wegen x € m ein definierendes Ideal in R. Dadurch folgt dim(R) = min{Anzahl Erzeuger eines
definierenden Ideals} < r + 1, wobei die erste Gleichung wiederum aus Lemma 4.5 folgt.

Andererseits ist = in keinem minimalen Primideal von R enthalten, da es kein Nullteiler ist.
Somit kann man jede Primidealkette in R/xR um mindestens ein Primideal, das z enthélt,
verldngern. O

Korollar 6.11

Sei (R, m) ein lokaler noetherscher Ring. Sei d := dim(R) und x1,...,xs € m eine requldre Folge,
d.h. fir 1 <i <s ist x; kein Nullteiler in R/(x1,...,x;—1). Dann gilt dim(R/(x1,....,x;)) =d —1
fir1<i<s.

Beweis. folgt per Induktion aus obiger Proposition 6.10. O

Lemma 6.12
Sei R = K[t1,...,t,]. Dann ist dim(R) = n.
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Beweis. ti,...,t, ist eine reguldre Folge, denn ¢; ist kein Nullteiler in Kt1,...,t,]/(t1, .., ti—1) =
Kti,...,tn]. Aus Korollar 6.11 folgt dim(K[t1,....tn]) = dim(K[t1,....tx]/(t1, v tn)) + 0
dim(K) +n =n. O

Korollar 6.13
Seien R noethersch, I C R ein Ideal. Wir definieren die Hiohe eines beliebigen Ideals ht(I) :=
min {ht(p)| I C p Primideal}. Dann gilt ht(I) < oo.

Beweis. haben wir im Beweis vom Krull’schen Hohensatz gesehen. O

6.2 Beispiele zum Krull’schen Hohensatz

Beispiel 6.14 (dafiir, dass der Krull’sche Hohensatz ohne einen noetherschen Grundring i.A.
nicht gilt)

Beispiel nach einer Idee von [use].

Seien K ein Kérper und R = K[X, XY, XY? .]= K+ X - K[X,Y] und I = (X).

Sei p ein minimales Primideal von R mit X € p. Dann ist auch (XY™)? = X(XY?™) € p.
Dann gilt auch (X, XY, XY?2, ...) C p, da p ein Primideal ist. Aber wegen R/(X, XY, XY?2, ...) =
K ist (X, XY, XY?2, ...) auch maximal und damit gilt p = (X, XY, XY?2...).

Damit haben wir eine Primidealkette 0 C (XY, XY?2,...) C p der Liinge 2, da R/(XY, XY?2,...)
K[X] ein Hauptidealring, insb. ein Integrititsbereich ist. Damit gilt

IR

ht(p) > 2 > [{X}|

und der Krull’sche Hohensatz (bzw. der Spezialfall, der Hauptidealsatz) geht schief. Dies liegt
daran, dass R kein noetherscher Ring ist: Die Folge der Ideale (XY) C (XY, XY?) C ... wird
nimlich nicht stationér.

Beispiel 6.15

Sei X = V(2% +y* — 1) C Spec(R[z,y]) der Einheitskreis, R = R[z,y]/I der Koordinatenring
mit [ = (22 + 32 — 1) prim. Dann ist

dim(X) = dim(R) = dim(R[z, y]) — ht(z* + y* — 1)
=2—-1=1.

Um diese Gleichungen einzusehen, argumentiert man wie folgt:

o dim(X) = dim(R) als Gleichheit der Dimension des topologischen Raums X (wobei X C
Spec(R) Teilmenge des topologischen Raums von Spec(R) mit der Zariski-Topologie ist)
und der Krulldimension des Ringes R. Dies gilt iiber die Bijektion zwischen Spec(R/I) und
V(I), die vom kanonischen Restklassenhomomorphismus R — R/I induziert wird. Hier sei
auf die Vorlesung Algebraische Geometrie I von Prof. Kohlhaase verwiesen (Kor. 1.2.16
oder alternativ [Mat06], Ex. 4.4.).

o dim(R[z,y]) = dim(R) + 2 = 2 (Bem. nach Korollar 6.7), da R ein Korper ist und damit
nur das Eins- und das Nullprimideal besitzt.

e In R ist das Polynom (2% +y* — 1) = y> + (z + 1)(z — 1) prim, denn: Mit dem Eisenstein-
kriterium und dem Primideal (z — 1) C R[z][y] ist das Polynom (22 + y* — 1) irreduzibel
und damit prim in R[z][y] = Rz, y].

e Das von dem Polynom erzeugte (minimale) Primideal hat Hohe 1 nach Proposition 6.9.
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e Man kann zeigen, dass in R[tq, ..., t,] alle maximalen Primidealketten dieselbe Lénge haben
und diese Konstanz erhalten bleibt, wenn man den Ring modulo ein Primideal betrachtet
(vgl. [Gat14], Prop. 11.9 (ii)).

Beispiel 6.16
dim(Z]z]) = 2.

Beweis. Ein Hauptidealring, der kein Korper ist, hat Krulldimension 1, da dort jedes von 0
verschiedene Primideal bereits maximal ist. Mit Theorem 6.5 und Z Hauptidealring folgt die
Aussage. O

Beispiel 6.17 (zur Dimensionsformel fiir Polynomringe nach [Sei54])

Die Voraussetzung in Theorem 6.5, dass der Ring R noethersch ist, ist notwendig. Ohne dies ist
die Gleichung dim(R[t]) = dim(R) + 1 nicht zwangsldufig richtig. Tatséchlich gilt ndmlich im
Allgemeinen nur die Ungleichung

dim(R) + 1 < dim(R[t]) <2-dim(R) +1

und die Krulldimension des Polynomrings iiber R kann jeden dieser Werte annehmen.

Ein Beispiel (nach einer Idee von [Sla]) ldsst sich wie folgt konstruieren:

Sei K ein Korper, s transzendent iiber K und A := {f € K(s)[Y]|f(0) € K}. Dann besteht
Spec(A) = {(0),p} nur aus zwei Elementen und besitzt ein von 0 verschiedenes Primideal p =
{f € K(s)[Y]] f(0) =0} mit A/p = K: Beachte zunichst, dass jedes f € K(s)[Y] mit f(0) =0
geschrieben werden kann als f = y™u mit n > 0 und u(0) # 0. Dann ist v € K(s)[Y]* (Theorie
der formalen Potenzreihen) und daher auch f = y"u~' € K(s)[Y]. Wegen n > 0 gilt sogar
f(0) =0 e K C K(s) und daher f, f € A. Nun sein 0 # q € Spec(A) beliebig. Wihle 0 # f € q
fest und sei g € p beliebig. Schreibe f = y™u, g = y™v wie oben. Dann gilt

gn-‘rl — y(n-l-l)m,un—i-l _ ynu yn(7n—1)+mu—1,vn+1 c fA g q

€A

und daher g € q, da q prim. Es folgt p C q und damit Gleichheit p = g, da p maximal ist. Folglich
gilt dim(A) = 1.

Nun konstruieren wir eine Primidealkette der Linge 3 in A[t] und betrachten hierfiir ¢ : Aft] —
K(s)[Y], pt) — p(s). im(p) C K(s)[Y] ist ein Integritdtsbereich, sodass ker(y) ein Primideal
ist. Aber es gilt Yt — Ys € ker(¢), obwohl Y ¢ ker(y), d.h. 0 # ker(p) C p[t]. Auferdem
ist A[t]/p[t] =2 (A/p)[t] = K][t] ein Integritdtsbereich, aber kein Korper, d.h. es existiert ein
maximales Ideal von A[t] mit p[t] C m Daher gilt

(0)  ker(p) S plt] G m

und wie gewiinscht dim(A[t]) = 3 # dim(A) + 1.
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