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1 Einleitung

In der vorliegenden Bachelorarbeit geht es darum, mithilfe von algebraischen Zahlkorpern einen ,,gu-
ten Code mit einem moglichst kleinen Alphabet zu erzeugen. ,,Gut* bedeutet hier, dass dieser Code
sowohl sinnvoll Informationen iibertragen soll, als auch Fehler erkennen soll. Wir identifizieren dies
anhand der Informationsrate und der relativen Minimaldistanz des Codes.

Um dort hinzugelangen, fassen wir zunéchst die ndtigen Grundlagen der Codierungstheorie und der al-
gebraischen Zahlentheorie zusammen, um uns anschliefend an eine erste Konstruktion zu wagen. Dort
stellen wir fest, dass size(z) = ||z|| fir uns keine geeignete Definition der Grofe eines Elements
ist, da wir nachfolgende zwei Eigenschaften an unsere Grofle eines Elements fordern. Zum einen, dass
size(a — b) klein ist, wenn auch size(a) und size(b) klein ist, zum anderem, dass size(f) sehr klein
sein soll, falls f # 0 in vielen Idealen Iy, ..., I, enthalten ist, wobei eine Nachricht m € R durch
Enc(m) = (m/I,...,m/I,) codiert wird. Mithilfe der Bewertungstheorie bei Zahlkérpern finden
wir eine geeignete Definition fiir die GroBe eines Elements: size(z) == Y1, |2|q, + Y11 2¢/[[q,4-
Mithilfe dieser machen wir uns an die Konstruktion eines Zahlkodrpercodes Cx und berechnen fiir die-
sen in Abhéngigkeit seiner Parameter die Minimaldistanz und Informationsrate. Anschliefend machen
wir einen Exkurs in die Klassenkorpertheorie. Von dort benotigen wir spezielle Klassenkorpertiirme, die
unsere konkreten Familien von guten Zahlkorpercodes erzeugen. Deren Existenzen sind dann zum Ab-
schluss unsere beiden Haupttheoreme der Arbeit. Wir erzeugen zunichst die Familie von asymptotisch
guten Zahlkorpercodes iiber dem Alphabet Fog. Das Ziel fiir unser zweites Theorem ist es, die Grofe des
Alphabets von 29 zu verringern. Dies gelingt uns, indem wir keine linearen Codes mehr betrachten und
eine weitere Familie von asymptotisch guten Codes erzeugen, aber diesmal tiber F17 und 19, was uns
zu einer Alphabetgrofie von 19 bringt.

Wir beziehen uns dabei hauptsdchlich auf das Paper [GurOOa] ,,Constructions of Codes from Number
Fields* von Venkatesan Guruswami, veroffentlicht im Electronic Colloquium on Computational Com-
plexity, Report No. 2 (2001) und dessen Korrektur von 2003.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die notwendigen Grundlagen der Codierungstheorie und der algebraischen
Zahlentheorie zusammengetragen, wobei wir im Laufe dieser Arbeit immer wieder auf Teile davon zu-
riickkommen werden und entsprechend verweisen. Dabei stiitzt sich das Unterkapitel der Codierungs-
theorie im Wesentlichen auf die Vorlesung ,,Codierungstheorie” von Herrn Dr. Staszewski aus dem Som-
mersemester 2017 und das Unterkapitel der algebraischen Zahlentheorie auf das Buch ,,Algebraische
Zahlentheorie* von Herrn Jiirgen Neukirch [Neu92] und auf die Vorlesung ,,Algebraische Zahlentheorie

I von Herrn Professor Kohlhaase aus dem Sommersemester 2014.

2.1 Codierungstheorie

Die Codierungstheorie befasst sich mit dem Generieren von fehlererkennenden und -korrigierenden Co-
des. Hierbei wird eine bereits bestehende digitale Nachricht ,,codiert”, indem zusitzliche Informationen
zur urspriinglichen Nachricht hinzugefiigt werden. Diese sogenannten Kontrollstellen sollen spéter dabei
helfen, Ubertragungsfehler zu erkennen oder sogar zu korrigieren. Oft ist das Ziel, fiir eine bestimmte An-
wendung einen optimalen Code zu erzeugen. Dieser soll dann die notige Anzahl an Fehlern korrigieren
bzw. erkennen, aber im Gegenzug auch nicht zu viele Kontrollstellen haben, da diese das Datenvolumen
der Nachricht vergroBern. Es geht also darum, mit den gegebenen Bedingungen den jeweils effizientesten
Code zu finden.

Dies veranschaulichen wir nachfolgend an drei simplen Beispielen, doch zunéchst definieren wir, was

wir unter einem Code verstehen.

Definition 2.1

Sei F' eine endliche Menge mit |F| = g und fir n € Nsei F" = {(uy,...,upn) | u1,...,un € F}.
Ferner sei F'* := UJ2  F™". Dann versteht man unter einem Code iiber dem Alphabet F' eine Teilmenge
C # () von F* und bezeichnet C als g-niren Code. Ist |C| = 1, so heiBt C trivial. Sollte C C F™ gelten,

nennen wir C einen Blockcode der Linge n.

Beispiel 2.2

Betrachte hierfiir die Nachrichtenmenge {00, 01,10, 11}. Sollte man nun - ohne zu codieren - eine der
Nachrichten verschicken und es taucht durch sogenanntes Rauschen (zum Beispiel durch Interferenzen,
einem Kratzer auf einer CD oder anderen Ubertragungsfehlern) genau ein Fehler auf, dann wird der

Empfinger nicht bemerken, dass ein Fehler aufgetreten ist.

1. Sei C; der bindre Code der Linge 3, der an die urspriingliche Nachricht die Anzahl (modulo 2) der

vorhandenen Einsen anhéngt. Also
Enc(00) = 000, Enc(01) = 011, Enc(10) = 101, Enc(11) = 110,

wobei Enc(m) eine Nachricht m auf ein Codewort ¢ € C codiert.

2. Sei Cy der bindre Code der Linge 6, der die urspriingliche Nachricht dreimal wiederholt. Also

Enc(00) = 000000, Enc(01) = 010101, Enc(10) = 101010, Enc(11) = 111111.



3. Sei Cs der bindre Code der Linge 5, der an die urspriingliche Nachricht die Anzahl (modulo 2) der

vorhandenen Einsen anhéngt und anschlieend die urspriingliche Nachricht einmal wiederholt. Also

Enc(00) = 00000, Enc(01) = 01101, Enc(10) = 10110, Enc(11) = 11011.

Der Code C; ist ein Beispiel fiir einen fehlererkennenden Code, da die Summe {iber die Ziffern modulo
2 Null ergibt. Sollte hier genau ein Fehler auftreten, kann der Empfinger erkennen, dass eine Stelle des
Codeworts nicht richtig sein kann und zum Beispiel die Nachricht erneut anfordern. Der Code Cs ist ein
Code bei dem der Empfanger diesen Fehler nicht nur erkennen, sondern auch eigenstiandig korrigieren
kann. Der Code C3 soll hier veranschaulichen, dass es anschlieBend auch um Effizienz geht, denn dieser

Code kann das Gleiche wie Co, bendtigt aber nur 5-Bit anstatt 6-Bit zur Dateniibertragung.

Das Verhiltnis zwischen Informations- und Kontrollstellen eines Codes wird durch die Informationsrate

gegeben.

Definition 2.3

Sei C ein ¢-nédrer Code der Lénge n. Dann definiert die Anzahl der iibertragenen Informationsstellen im
Verhiltnis zur Lange der Worter die Informationsrate R = log, (1) des Codes C.

n

Nachfolgend mochten wir betrachten, wie erhaltene gegebenenfalls fehlerhafte Nachrichten sinnvoll de-
codiert werden konnen. Dies geschieht im Normalfall mit der Maximum-Likelihood-Decodierung. Um
diese genauer zu beschreiben, bendtigen wir jedoch noch einen Abstandsbegriff fiir zwei Codeworte
u,v € F".

Definition 2.4

Sei F' ein Alphabet, n € N und seien v = (uq,...,uy),v = (v1,...,v,) € F™. Dann heibt d(u,v) :=
{i € {1,...,n} | w; # v;}| die Hamming-Distanz zwischen v und v.

Sei weiterhin r € Ny. Dann definiert B, (u) := {v € F" | d(u,v) < r} eine Kugel vom Radius 7 um
den Mittelpunkt » in F. Dabei gilt fiir || > 1, dass | B, (u)| = 1 genau dann, wenn r = 0 ist.

Satz 2.5
Sei F' ein Alphabet und n € N. Dann definiert die Hamming-Distanz auf F™ eine Metrik, d.h. fiir alle
u,v,w € F"™ gilt:

i) d(u,v) > 0und d(u,v) =0 <= u=r,

ii) d(u,v) =d(v,u),

i) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Ist (F, +) eine abelsche Gruppe, so ist die Hamming-Distanz translationsinvariant, also
) du+w,v+w) = d(u,v).

Beweis: Die Teile i) und ii) folgen direkt aus der Definition der Hamming-Distanz. Mithilfe der Inter-

pretation, dass d(u, v) die kleinste Anzahl von Koordinatendnderungen ist, folgen Teil iii) und iv).  [J



Lemma 2.6
Sei F' ein q-ndres Alphabet und r € Ny. Dann hat fiir jedes Element u € F" die Kugel B,.(u) genau

Z; 0 ( )(q — 1)7 Elemente.

Beweis: Das Lemma folgt aus der Gleichungskette

Br(u) = {v e F" | d(u,v) <r}| = ZI{UGF"Id(uv)—J}I Z(?)(q—l)j,

Jj=0 7=0

wobei die letzte Gleichung mithilfe der Kombinatorik folgendermafen zu erkliren ist. Es gibt ( ) Mog-
lichkeiten genau j beliebige Stellen des Codewortes auszuwihlen, welche dann jeweils (¢ — 1) Moglich-

keiten haben sich von den Stellen des Codewortes u zu unterscheiden. O]

Definition 2.7

Sei C C F™ ein g-ndrer Blockcode iiber F'. Fir ¢ € C und v € F" sei P(v|c) die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, dass v empfangen wird, falls ¢ gesendet wird. Eine Maximum-Likelihood-Decodierung
decodiert die empfangene Nachricht v nun zu einem Codewort c beziehungsweise dessen Nachricht, fiir

welches P(v|c) = maxyee P(v|d) gilt.

Also wird eine fehlerhafte Nachricht immer auf das Codewort zuriickgefiihrt, welches mit hochster Wahr-
scheinlichkeit das urspriingliche Codewort war.

In der Praxis sind die meisten Kanile symmetrisch, das bedeutet zum einen, dass fiir alle Buchstaben
die Wahrscheinlickeit gleich grof ist, richtig iibermittelt zu werden, also P(c1|c1) = P(cz|co) fiir alle
¢1,c2 € C und zum anderen, dass fiir alle Fehler die Wahrscheinlichkeit gleich groB ist, also P(v|c) =
P(ulc) fiir alle u, v, c € F™ mit u # ¢ # v. Zusitzlich zur Symmetrie des Kanals nehmen wir weiterhin
an, dass die Wahrscheinlichkeit p fiir die Verfilschung eines Symbols a € F' kleiner als % ist. Diese
Annahme ist realistisch, da anderenfalls der Kanal zu schlecht fiir eine sinnvolle Ubertragung wire.

Somit wird jedes a € F' mit Wahrscheinlichkeit 1 — p > % richtig ibertragen.

Satz 2.8
In diesem Fall verlangt die Maximum-Likelihood-Decodierung eine Decodierung zum néichstgelegenem

Codewort, d.h. zum Codewort mit minimalem Hammingabstand zum empfangenem Wort.

Beweis: Betrachte fiir ein festes v € F™ und beliebiges ¢’ € C mit d(v, ¢) = [ die Wahrscheinlichkeit

Plld) = (2 0 =p)" = (g0 =)

Mit obigen Ungleichungen fiir p und 1 — p gilt 25 "1 < % "1 g = 1. Mithilfe dieser
= () -p) = ((q,l)}'ﬁ)l(l — p)" mit
wachsendem [ monoton fallend ist. Demnach gilt P(v|c) = maxycc P(v|c’) genau fiir die Codeworte

a—
Ungleichung erkennen wir, dass die Funktion f(I)

¢ € C, fiir die d(v, ¢) = mingec d(v, ) gilt. O

Korollar 2.9
Ist Bi(c) N By(c') = 0 fiir alle ¢, ¢’ € C mit ¢ # ¢, so werden mit der Maximum-Likelihood-Decodierung
bis zu l Fehler korrigiert.



Diese Erkenntnis fiihrt uns zu folgender wichtigen Definition.

Definition 2.10
Sei C C F™ ein g-ndrer Blockcode der Lange n iiber F.

i) C heiBt t-fehlererkennend, falls B;(c) N C = {c} fiir alle ¢ € C.
ii) C heiBt e-fehlerkorrigierend, falls Be(c) N Be(c) = 0 fiir alle ¢, ¢’ € C mit ¢ # .

iii) Ist |C| > 1, dann nennen wir d(C) := min{d(c,c) | ¢,¢’ € C mit ¢ # ¢’} die Minimaldistanz von

C.
iv) Ist d(C) = d und |C| = M, so nennen wir C einen (n, M, d),- Code iiber F'.

Satz 2.11
Sei C ein Blockcode mit Minimaldistanz d(C) = d und t,e € N.

i) Falls d >t + 1, so ist C t-fehlererkennend.
ii) Falls d > 2e + 1, so ist C e-fehlerkorrigierend.

Beweis: Sei fiir den ersten Teil ¢ € C und v € By(c), dann gilt fiir die Hamming-Distanz d(v,c¢) <
t < d— 1. Somit muss v = c oder v ¢ C gelten und es folgt B;(c) N C = {c}. Fiir den zweiten Teil
sei zusitzlich ¢ € C mit ¢ # ¢, somit gilt 2e + 1 < d < d(c,c’). Nun folgt mit der Annahme, dass
v € Be(c) N Be(c') existiert und mit Satz 2.5 iii), dass d(c, ¢’) < d(c,v) +d(v, ") < 2e. Dies fithrt zum
Widerspruch und somit ist B.(c) N Be(c') = 0. O

2.2 Algebraische Zahlentheorie

Zunachst erinnern wir an die Definitionen eines algebraischen Zahlkorpers und seines Ganzheitsrings
Ok.

Definition 2.12

i) Als (algebraischen) Zahlkorper K bezeichnet man eine endliche Korpererweiterung des Korpers Q

der rationalen Zahlen.

ii) Ein Element z € K heifit ganz iiber Z, falls x eine Nullstelle eines normierten Polynoms f € Z]t]

ist. Der ganze Abschluss von Z in K sind alle Elemente « € K, die ganz iiber Z sind.

iii) Ist K ein Zahlkorper, so heifit der ganze Abschluss von Z in K Ganzheitsring von K und wird als
Ok C K notiert.

Zahlkorper sind als endliche Korpererweiterungen algebraisch. Auflerdem lésst sich ein Zahlkorper K
mit einem Korpererweiterungsgrad [K : Q] = m nach dem Satz vom primitiven Element schreiben als

K = Q(«), wobei « eine Nullstelle eines irreduziblen Polynoms vom Grad m iiber Q ist.

AnschlieBend wiederholen wir einige weitere wichtige Grundlagen iiber den Ganzheitsring O und

dessen (Prim-)Ideale.



Satz 2.13
i) Der Ganzheitsring O eines Zahlkdrpers K ist ein Dedekindring der Krulldimension Eins, d.h. er
ist ein ganzabgeschlossener, noetherscher Integritditsring, der kein Korper ist und in dem jedes von

Null verschiedene Primideal 3 von O maximal ist.

ii) Jedes von (0) verschiedene Ideal I C O kann bis auf Reihenfolge eindeutig als endliches Produkt

von Primidealen dargestellt werden.

Bemerkung 2.14

Ein Primideal 3 ist genau dann in I enthalten, wenn B in der Primidealzerlegung von I vorkommit.

Beweis: Fiir einen Beweis von i) sei auf Satz 8.1 auf Seite 47 des [Neu92] verwiesen, wobei o = 7Z
ein Dedekindring ist. Teil ii) ist ebenfalls mit Beweis im [Neu92] auf Seite 19ff. unter Theorem 3.3 zu
finden. L]

Definition 2.15

Sei L|K eine endliche Korpererweiterung von Zahlkorpern. Mit Satz 2.13ii) konnen wir ein Primide-
al aus O in Oy, faktorisieren als p = P - P52 - ... - P& mit P; # P, fir ¢ # j. Wir nennen
PB1,Bo, . .., Py, die iber p liegenden Primideale in O, und die Zahl e¢; = e(*B;|p) den Verzweigungsin-
dex des Primideals 3; iiber p. Den Korpererweiterungsgrad f; = f(B;|p) = [OL/Bi : Ox /p| nennen
wir Tréagheitsgrad von *J3; iiber p.

Ein Primideal ‘33; heiflit verzweigt liber p, falls e; > 1, ansonsten ist es unverzweigt. Das Primideal p
heilit verzweigt, wenn es ein e; > 1 gibt, ansonsten ist p unverzweigt. Man sagt, ein Primideal p aus O

ist voll zerlegt, falls jedes e; = f; = 1 fiir alle 4.

Satz 2.16

Die Zahlen e; und f; aus Definition 2.15 geniigen der fundamentalen Gleichung oy eifi = m, wobei
m der Grad der Korpererweiterung von L iiber K ist. Die Zahlen e;, f; sind in Korpertiirmen multipli-
kativ, d.h. fiir einen Kérperturm von endlichen Kiorpererweiterungen M|L|K|Q, ihren Ganzheitsringen
Owu, Or, Ok und einem Primideal 3 in Oy mitp = PN Op und q =P N O = pN Ok, s.d. Blplg
iibereinanderliegen, gilt, dass e(B|q) = e(Blp)e(pla) und f(Bla) = f(Blp)f (pla)-

Beweis: Ein Beweis der fundamentalen Gleichung )" ; e; f; = m ist zu finden in Satz 8.2 auf den Sei-
ten 48f. in [Neu92]. Die Multiplikativitit der Tragheitsgrade entspricht dem Gradsatz bei Korpererweite-
rungen. Betrachte nun mithilfe von Satz 2.13ii) g0z = p{*-...-p& -p® und pOrr = PP - P B,
da hier p = P N O, folgt mit der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung, dass p; € P N O, fiir
i = 1,...,n. Daher konnen wir festhalten, dass *J3 nicht iiber py,...,p, liegt und beim Betrachten
von qOn = [ [} (IT7%, ‘B’;ju)ei SO, (O <) folgern, dass 9 im linken Faktor nicht auf-
tritt, weswegen e(B|q) = €’ - e = e(*Plp)e(p|q) gilt. Dabei haben wir benutzt, dass fiir zwei Ideale I, .J
eines kommutativen Ringes I.J = J1 gilt. O

Nachfolgend definieren wir eine Normfunktion fiir Ideale und Elemente von Ok

Definition 2.17
i) Die Norm eines von Null verschiedenen Ideals I C O ist definiert als ||I]| :== |Og/I|, d.h. als die
Michtigkeit von O /1.



ii) Die Norm eines von Null verschiedenen Elementes = € Of ist definiert als ||z|| := ||(z)]|, d.h. als

die Norm des von z erzeugten Ideals. Wir definieren ||0]| := 0.

Sei p € Z eine Primzahl. Da jedes iiber p liegende Primideal p; maximal ist, ist O /p; als endliche
Korpererweiterung von Z/(p) selbst ein endlicher Korper und hat nach Definition 2.15 einen Erweite-

rungsgrad von f; und somit eine Michtigkeit von p/i. Also gilt fiir ein Primideal p das iiber p € Z liegt,
dass [l = p/019).

Definition 2.18
Seien I, J von Null verschiedene Ideale aus O, dann sagen wir J teilt I genau dann, wenn I C J, und

notieren dies als J|I.

Satz 2.19
i) Sei I ein von Null verschiedenes Ideal aus O und 0 # x € 1. Dann gilt ||I|| teilt ||z||.

ii) Fiir zwei von Null verschiedene Ideale I und J aus Ok gilt || - J|| = || I|| - || J||-

Beweis: Betrachte fiir i) zundchst die surjektive Abbildung 7: O — O /I mit r — [r]. Nun folgt mit

der universellen Eigenschaft der Faktorgruppe, dass ein Homomorphismus
¢: G:=0k/(x) = G = Og/I mit [r] = [r]

existiert, da (z) C ker(m) = I. Die Abbildung ¢ ist offensichtlich surjektiv. Weiterhin gilt mithilfe

~

des Homomorphiesatzes die Isomorphie G/ ker(¢) = im(¢) = G’, was insbesondere bedeutet, dass

|G'| = |G/ ker(9)| = Sk, Daraus folgt |G| = ||I]| teilt |G| = |lz]. Fiir den Beweis von ii) sei auf
Satz 6.1 auf Seite 37 des [Neu92] verwiesen. OJ

3 Grundidee der Konstruktion algebraischer Codes

In diesem Kapitel betrachten wir das Grundprinzip der Konstruktion von algebraischen-fehlerkorri-
gierenden Codes. Dazu gehoren beispielsweise folgende bekannte Codes: Hamming-Code, Reed-Muller-
Code, Reed-Solomon-Code, Simplex Codes, Algebraisch-Geometrische Codes und die Chinese-Re-
mainder Codes.

Grundsitzlich wird ein algebraischer-fehlerkorrigierender Code auf einem zugrunde liegenden (Inte-
gritits-) Ring R definiert, dessen Elemente » € R eine gewisse ,,GroBe“ haben, welche wir als size(r)

notieren. Dies betrachten wir am Beispiel des Reed-Solomon-Codes.

Definition 3.1
Sei [F, der endliche Korper mit ¢ = p" Elementen mit p prim und m, k € N. Seien uy,...,u, € [F,

paarweise verschieden und fest. Dann ist
C={(ar,...,an) €FY | a; = f(uwi), i=1,...,n, firein f € Fy[z] mit deg(f) < k}

ein Reed-Solomon-Code RS(g, k,n) der Linge n fiir Nachrichten der Grofe k tiber F, mit den Werte-

tupeln aller Polynome aus IF,[z] mit Grad kleiner k an den gewihlten Stiitzstellen.



Hier ist der zugrunde liegende Ring der Polynomring IF, [ X] und die ,,GroBe* eines Elements f aus F,[X]
gleich dem Grad von f, also size(f) = deg(f) mit f € F,[X]. Ahnlich ist es beim Chinese Remainder
Code (kurz CRT-Code vgl. dazu [GurO0Ob]), hier ist der zugrundeliegende Ring Z und size(z) mit z € Z
ist die Betragsfunktion. Allgemein gilt, die Nachrichten eines Codes sind all diejenigen Elemente des
Rings R, die eine maximale Grofe A haben.

Eine Codierung der Nachricht m € R ist gegeben durch eine Abbildung
m+— Enc(m) = (m/I,...,m/I,)

wobei I; mit 1 < ¢ < n verschiedene Primideale von R sind. So konnen wir in einem Spezialfall des
Reed-Solomon-Codes RS(q, ¢ — 1,n) (Definition 3.1) zum Beispiel R = F,[X] und I; = (X — u;) fiir
1 <4 < n setzen. Wobei uq, . .., u, verschiedene Elemente von F, sind.

Fiir die Konstruktion eines Codes sind fiir uns zwei Eigenschaften von besonderem Interesse, zum einen
die Informationsrate des Codes (Definition 2.3) und zum anderem seine Minimaldistanz (Definition
2.10iii)). Dabei werden wir feststellen, dass fiir unsere size(-)-Funktion die Erfiillung der nachfolgenden
zwei Eigenschaften essentiell ist, um das entsprechende Resultat zur Informationsrate und Minimaldi-
stanz aus Satz 4.29 herzuleiten.

1. Mita,b € Rist size(a—b) immer dann ,klein“, wenn sowohl size(a) als auch size(b) ,.klein“ ist.

2. Falls f # Omit f € Rin ,vielen* Idealen I, I, ..., I, enthalten ist, ist size( f) nicht zu ,,klein*.

4 Konstruktion von Codes mit algebraischen Zahlkorpern

Im vorangehendem Kapitel haben wir gesehen wie algebraische Codes iiber Ringen konstruiert werden.
Dort bendtigen wir zusitzlich zu einem Ring R noch eine geeignete ,,Grofle fiir Elemente dieses Rings.
In diesem Kapitel werden wir algebraische Codes iiber einem Zahlkdrper K beziehungsweise seinem
Ganzheitsring O konstruieren und dazu zunéchst eine geeignete size(-)-Funktion fiir Elemente aus K

definieren.

4.1 Definition der ,,GroBle‘ eines Elements

Mit dem Wissen aus Kapitel 3 und den Grundlagen aus Kapitel 2 wiirde es sich anbieten, die ,,GroBe* ei-
nes Elements z € Oy als size(z) := ||z|| zu definieren. Dies wiirde tatsdchlich unsere zweite geforderte
Eigenschaft aus Kapitel 3 an die size(-)-Funktion erfiillen. Eigenschaft 1 wird allerdings nicht erfiillt,

dies verdeutlichen wir am nachfolgendem Beispiel.

Beispiel 4.1

Sei K = Q(a), wobei a € R eine Nullstelle von 22 + Dz 4 1 mit D € Z~5. Sei # € R die andere
Nullstelle, also gilt v>+Dz+1 = (z—a)(z—3). Wegen 1 = [|1|| = ||aB|| = ||a||-||B]| mit ||]|,||8]] €
Z (daa, 8 € Og) gilt ||a|| = ||8]| = 1. AuBerdem gilt D +2 = ||D 4 2|| = ||a — 1]| - ||8 — 1||. Da
D + 2 beliebig groB werden kann, kann ||oc — 1|| oder || — 1| beliebig groB werden. Also widerspricht
eines der Paare (o, o — 1) oder (3, 3 — 1) Eigenschaft 1.



Daher werden wir uns in diesem Unterkapitel hauptsidchlich damit beschiftigen, eine besser geeignete

size(-)-Funktion zu finden. Dazu machen wir uns die Bewertungstheorie von Zahlkorpern zunutze.

4.1.1 Bewertung eines Zahlkorpers

Definition 4.2
Eine Bewertung (spiter auch Stelle (eng. place)) oder auch Absolutbetrag eines Korpers K ist eine
Funktion | - | : K — R, fiir die fiir z,y € K gilt

i) |x| > Ound |z| = 0 genau dann, wenn = = 0,
i) |zy| = |z[[y[ und
iii) |z —y| < [z] + [yl
Von nun an schliefien wir stets aus, dass | - | die triviale Bewertung (|x| = 1 fiir alle x # 0) von K ist.

Definition 4.3
Zwei Bewertungen | - |1 und | - |2 von K heiBen dquivalent, wenn sie die gleiche Topologie auf K

definieren.

Satz 4.4
Zwei Bewertungen | - |1 und | - |2 sind genau dann dquivalent, wenn ein s > 0 in R existiert, sodass fiir

alle v € K bereits |z|; = |z|} gilt.
Beweis: Fiir den Beweis sei auf Satz 3.3 auf den Seiten 121f. des [Neu92] verwiesen. O

Definition 4.5

Eine Stelle von K ist eine Aquivalenzklasse von Bewertungen von K.

Definition 4.6
Eine Bewertung | - | heifit nicht-archimedisch, wenn |n| fiir alle n € N beschrinkt ist, sonst heit sie

archimedisch.

Satz 4.7

Eine Bewertung | - | ist genau dann nicht-archimedisch, wenn sie der verschdrften Dreiecksungleichung
|z 4+ y| < max{lz], |y[}

geniigt.
Beweis: Fiir den Beweis sei auf Satz 3.6 auf den Seiten 123f. des [Neu92] verwiesen. ]

Beispiel 4.8

1. Der gewohnliche Absolutbetrag auf QQ ist eine archimedische Bewertung.

2. Sei p eine Primzahl und sei vy, (a/b) die hochste p-Potenz die a /b € Q teilt, genauer sei vy (a/b) =
n—mfira=p"z € Zund b = p™z’ € Z mit ggt(p,z) = 1 = ggt(p, z’). Dann ist die fiir die
Zahlentheorie wichtige Bewertung |z|, = p~r(*) eine nicht-archimedische Bewertung auf Q.



3. Sei h(z) = f(z)/9(x) € Q(X) mit f(z),g9(x) € Q(X) und sei deg(h) = deg(f) — deg(yg),
dann ist die Bewertung || = ed°2(") auf dem Korper der ganzrationalen Funktionen Q(X) iiber

Q ebenfalls nicht-archimedisch.

4.1.2 Unendliche Stellen

Betrachten wir zunichst eine Korpererweiterung K |Q mit Grad [K : Q] = m. Dann gibt es r + 2s
verschiedene Korperhomomorphismen von K nach C die Q festhalten. Davon sind r der Einbettungen
reell, namentlich 7; : K — R mit 1 < ¢ < r und die anderen 2s Einbettungen sind als s Paare komplex
konjugierte nicht-reelle Einbettungen nach C, namentlich 0;,7; : K — Cmit 1 < j < s. Die Zahlen r
und s definieren die Signatur (r, s).

Die nachfolgende Definition gibt uns den niitzlichen Zusammenhang zwischen diesen Einbettungen und

den archimedischen Stellen.

Definition 4.9

Sei K|Q eine endliche Galoiserweiterung vom Grad m mit Signatur (7, s). Dann gilt nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie m = 7 + 2s und wir erhalten genau r + s unendliche Stellen, welche wir mit
qi, - - -, qr+s bezeichnen. Die 7 unendlichen Stellen q1, . . ., q, entsprechen den durch die r reellen Ein-
bettungen 71, . . ., 7, gegebenen archimedischen Bewertungen |z|q, := |7;(x)| mit 1 < ¢ < 7 und die s
unendlichen Stellen q,41, ..., qr4+s entsprechen den durch die s Paare von komplex konjugierten Ein-
bettungen o, 7; gegebenen archimedischen Bewertungen |z|q, ., := |oj(z)[? mit 1 < j < s.

Bemerkung 4.10

Die Normierung iiber das Quadrat |o(z)|? ist eine wichtige Konvention. Allerdings erfiillt diese Abbil-

dung nicht mehr Bedingung iii) in Definiton 4.2. Da wir mit der Wurzel arbeiten werden, spielt das aber
keine Rolle.

4.1.3 ,,GroBe* eines Elements

Als Nichstes folgt unsere neue Definition von size(x) fiir Elemente = eines Zahlkorpers K. Diese erfiillt
dann Eigenschaft 1 im Gegensatz zu unserer anfinglichen ,Definition von size(z) = ||z||, was wir im

anschliefendem Lemma zeigen werden.

Definition 4.11

Sei K ein Zahlkorper der Signatur (7, s). Dann sei die ,,GroBe* eines Elements x € K definiert als

r S
size(x) = Z |z|q, + Z 2\/@
i=1 i=1

Lemma 4.12
Sei K ein Zahlkorper mit Signatur (r, s) und seien a,b € Og. Dann gilt size(a—b) < size(a)+size(b).

Beweis: Fiir den Beweis benotigen wir fiir die dritte Zeile der abschlieBenden Ungleichungskette, dass
V0alg, +10lq. < v/lalg; + v/]blq;- Dazu betrachte man die Ungleichung

(\/ ’a|qi + |b|CIi)2 = |a|q¢ + ‘b’qz < ‘a|qi + 2\/ |a‘qi \/ |b|q2 + |b|q7, = (\/ |a‘qi + \/ |b|q¢)2-
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Nun gilt mit der Definition von size(-) aus 4.11, der Dreiecksungleichung aus Definition 4.2iii) und
obiger Ungleichung

size(a —b) = Z la — blg, + Z QM
i=1 i=1

T

< Z(|a|q¢ + [blg,) + 22\/ |alq,,; + [blg, .

i=1 i=1
T S

<3 (lala, + bla) + D20/ lla, . + /Ibla,)
i=1 i=1
T T S S

= Z |alq, + Z 1b]q, + Z 2\/ lalq,,; + Z 2\/ 10lg, 1
=1 =1 =1 =1
T S T S

= Z lalq, + Z 2\/ lalq, . + Z 1blq, + Z 24/ 1blg,,
i=1 i=1 i=1 i=1

= size(a) + size(b). O

Nachfolgende Proposition und anschlieBendes Lemma geben uns den Zusammenhang zwischen unserer
,,Grofie” und der Norm eines Elements und weiterhin eine von size(-) abhingige obere Schranke fiir

l]]-

Proposition 4.13
Sei K ein Zahlkirper mit der Signatur (r, s) und sei x € O. Dann gilt

r+8

2| = H ’w‘qi’
i=1

mit den archimedischen Stellen | - |q, von oben fiir1 <i <r + s.

Beweis: Mithilfe des 1. Kapitels §6 auf Seite 36f. des [Neu92] konnen wir folgern, dass unsere Absolut-
norm ||z|| gleich dem Betrag der Norm der Erweiterung K|Q ist, also ||z|| = [Ng|g(z)| fir alle » € K.
Fiir diese gilt nach Satz 2.6 auf Seite 9f. des [Neu92], dass Ng|g = ], 7(x), wobei m genau unsere
(r + 2s) verschiedenen Einbettungen vom Beginn dieses Kapitels durchliduft. Diese definieren exakt die

archimedischen Stellen | - |,. O

Lemma 4.14
Sei K ein Zahlkorper mit der Signatur (r, s) und sei x € Og. Dann gilt ||z|| < (%]\;[(QC))M mit M =
T+ 2s.

Beweis: Fiir den Beweis nutzen wir die Ungleichung des arithmetischen und geometrischen Mittels,
nach der das geometrische Mittel kleiner oder gleich dem arithmetischem Mittel ist. Diese kann ein-
schlieBlich eines Beweises in [Cau21] auf Seite 457ff. nachgelesen werden.

Zunichst betrachten wir mithilfe von Proposition 4.13

T S

T S S
ol =TT 1#los T 1#lav = T 1#lac TT o/ #lavce TT /b
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1
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anschlieBend konnen wir die M -te Wurzel ziehen und zum arithmetischem Mittel abschitzen

Tl = (Mnm 1 W)

< Yic 1 ®le + 20 VI lgs 2 Vg size()

- M M

Daraus folgt schlieBlich ||z|| < (%ﬂ;}x))M . O

Mit diesem Lemma und Lemma 4.12, konnen wir anschlieBend etwas iiber die Grofle des Abstands

zweier Elemente aus O folgern.

Korollar 4.15
Sei K ein Zahlkérper vom Grad [K : Q] = M, B € Rund a,b € Ok mit size(a) < B und size(b) <
B. Dann gilt ||a — b|| < (%)M.

Beweis: Es gilt mit Lemma 4.12, dass size(a — b) < size(a) + size(b) < 2B und mit Lemma 4.14

folgt ||a — b < (S2EA=bIM < (2B\M O

4.1.4 Verschiebung der ,,Grofe

Wir haben nun alle Grundlagen zur Konstruktion unseres Codes zusammengetragen, benotigen allerdings
spiter aus technischen Griinden noch einen zusétzlichen Verschiebungsparameter 3, der die GroBe size(-)
verschiebt. Diesen fithren wir der Vollstidndigkeit halber bereits jetzt ein. Aus dem Unterkapitel 4.4 zur

Informationsrate des Codes geht hervor, warum wir diesen benotigen.

Definition 4.16
Sei K ein Zahlkorper der Signatur (7, s) und sei 3 € R” x C® also 3 = (z1, ..., 2r4+s) der Verschiebungs-

parameter mit z; € Rfiir1 <¢ <rund z,4; € Cfiir 1 < j < s. Seien weiterhin wie in Kapitel 4.1.2 7;
(@) . = |
Ti(x) = z

und o; die Kérperhomomorphismen, d1e Q festhalten, und x € O . Dann definiere a,
fiir 1 <i <, 08" = |oj(x) — 245

sizey(x) = Z agm) + Z 2 bg-m).

Diese Definition von size;(-) ist unserer vorherigen Definition also sehr dhnlich, trotzdem miissen wir

im nédchstem Lemma priifen, dass das Ergebnis aus Korollar 4.15 auch fiir diese Verschiebung gilt.

Lemma 4.17
Sei K ein Zahlkirper vom Grad [K : Q] = r + 2s = M mit Signatur (r,s), sei 3 € R" x C*, B € R
und a,b € Ok mit size;(a) < B und size;(b) < B. Dann gilt |la — b|| < (32)M.

Beweis: Zu Beginn zeigen wir, dass aus size;(a) < B und size;(b) < B folgt, dass size(a — b) <

2B gilt. Dazu folgen wir der Beweisstruktur von Lemma 4.12 und nutzen weiterhin aus, dass unsere

12



Einbettungen 7; und o; linear sind, somit gilt

size(a — b) Z la — blg, + 22\/ —blg, .,

S
:Z|7‘i(a—b) — 2 + 7 +22|ai(a—b) — Zpyi + Zrgi]
' i=1

=Z\(Ti(a)—zz') (ri(b) — |+22\ oi(a) = zryi) = (0i(b) — 2r4i)|

<Y (Inila) = zi| + |7(b) — 2) +Z (2loi(a) = zpil + 2]03(b) — 2z44])

i=1

=Zln — Zil +22laz — 244l +Z|n-(b) — 2zl + ) 2003(b) — 2zl
=1 i=1
D ICARD I OEED SRS wVC
i=1 =1 i=1 i=1

= sizes(a) + size; ().

Es folgt size(a—b) < size;(a)+size;(b) < 2B und wir konnen Lemma 4.14 nutzen, um die gewiinschte

Aussage zu erhalten. O

4.2 NF-Code-Konstruktion

Nun sind wir bei der Konstruktion unseres Zahlkorper-Codes angekommen, hierfiir sei K ein Zahlkor-
per vom Grad [K : Q] = M mit der Signatur (r, s). Ein Zahlkorpercode, kurz NF-Code (Numberfield-
Code), basiert auf dem Zahlkorper K und hat die Parameter (n, p1, . .., pn; B; 3), wobei n die Blocklidnge
des Codes ist, p1, . .., p, unterschiedliche von Null verschiedene Primideale von O sind, B eine posi-
tive reelle Zahl ist und 3 der Verschiebungsparamter aus R” x C? ist. Die i-te Position eines Codewortes
aus C ist definiert iiber einem Alphabet der Grofie ||p;|| mit 1 < ¢ < n, daher nehmen wir 0.B.d.A. an,

dass ||p1]| < -+ <||pnl||. Wir definieren nun formal unseren Zahlkorpercode.

Definition 4.18

Der Zahlkorpercode C = Cx mit obigen Parametern (n, p1, ..., p,; B;3) und einem Zahlkorper K ist
wie folgt definert. Die Nachrichtenmenge von C ist {m € Ok | size;(m) < B} und die Kodierungs-
funktion ist gegeben durch Enc(m) = (m/p1,...,m/py).

Bemerkung 4.19
Wir gehen stets davon aus, dass unser Zahlkorpercode Cy nicht trivial ist, d.h., dass es mindestens zwei

unterschiedliche Codeworte my und myo gibt. Daraus folgt mit Lemma 4.17, dass B > M /2.

In den néchsten beiden Unterkapiteln betrachten wir die Distanz und die Informationsrate des NF-Codes
diese gehoren zu den beiden wichtigsten Eigenschaften eines Codes und sollten daher gesondert betrach-

ten werden.
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4.3 Minimaldistanz des NF-Codes

Lemma 4.20

Sei C = Ck ein NF-Code mit dem Zahlkorper K des Grads [K : Q] = M und den Parametern
(Mp1,. .-, Ppn; Bi3). Istt € Nmit 1 < t < nund [[i_; |pill > (BB)M, dann gilt, dass die Mini-
maldistanz d(C) von C mindestens (n — t + 1) betrdigt. Insbesondere gilt

Mlog%

d(C) >n— ——° M
©) =n =Tl

falls mindestens ein solches t existiert.

Beweis: Wir betrachten zunichst zwei Codeworter Enc(my) und Enc(mg), die in ¢ Stellen iiberein-
stimmen, seien diese Stellen 1 < 4y < ip < -+ < 4y < n. Damit folgt fiir diese Stellen 7;, dass
m1 = my mod p;; und daher m1 —ma € p;; und I == (my —mg) C p;; fiiralle 1 < j < ¢. Folg-
lich tauchen nach Bemerkung 2.14 alle p;; in der Primidealzerlegung von I auf und, da diese paarweise
verschieden sind, teilt auch de@ Produkt J = szl i das Ideal I. Dies impliziert wieder nach Be-
merkung ﬂ, dass I C J und demnach auch m; — mo € J = H§:1 Pij. Also wird nach Satz 2
||m1 — mal| von || ]_[;-:1 pi;|| geteilt und ||my — mal| > || H§:1 pi;||. Nach Korollar 4.15 gilt aber auch,
dass [[m; — ma|| < (%)M und infolgedessen

9B t t
(M)M > [my —mall > T oo, = T Ivall-
j=1 i=1

Die Eigenschaft [T'_, ||p;|| > (%)M fithrt dies nun zum Widerspruch und es folgt, dass die Codewdrter
hochstens in (£ — 1) Stellen iibereinstimmen und wir demzufolge eine Minimaldistanz von mindestens
(n —t + 1) haben.

Nun wihlen wir 1 < ¢ < n minimal mit der Eigenschaft, dass [[}_, |lp:|| > (35)M
t > 1. Dann gilt

, insbesondere ist

t t—1
2B\ u

il > (=) = ills

ITibit > (™ =TT b

wobei wir die rechte Ungleichung wie folgt ergénzen

t—1
2B _ 2B
G = Il = el = Mlos(7) = (¢ = 1)log|pa]
M Pl M
M log (22
M >t—1
log [[p1]]
M log (228
_ M <n—t+1.
log [[pa|
Dabei ist log ||p1|| > 0, da Ok /p1 ein Korper ist und daher ||p;|| > 1. Folglich gilt d(C) > n —t+1 >
Mlog%
n — —r2f-. 0
log [[p1 ]
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4.4 Informationsrate des NF-Codes

Um in diesem Unterkapitel die Informationsrate des NF-Codes zu berechnen, benotigen wir zunéchst
eine untere Schranke fiir die Anzahl der Elemente = aus O mit der Grole size;(x) < B. Dafiir verwen-
den wir die Diskriminante eines Zahlkorpers, die Definition eines Gitters, dessen Volumenberechnung

und wie angekiindigt unseren Verschiebungsparamter 3.

Definition 4.21
Sei K ein Zahlkorper vom Grad [K : Q] = M mit M Einbettungen (1, ...,y : K — C. Dann definiere

i) die Diskriminante disc(ay, . .., @) eines M-Tupels von Elementen vy, . . ., apy € O als Quadrat
der Determinante der M x M Matrix mit (;(cy;) als (¢, j)-ter Eintrag,

ii) die Diskriminante Dy := Dp|g von K als disc(f1, ..., Bx), wobei B1,. .., By eine beliebige
Ganzheitsbasis von O iiber Z ist und

1
iii) die Wurzeldiskriminante von K als rdx = |Dg | .

Bemerkung 4.22

Hier benutzen wir die Tatsache, dass Oy ein freier Z-Modul vom Rang M ist (vgl. dazu Satz 2.10 auf
Seite 13 des [Neu92]). Die Wahl der Ganzheitsbasis spielt fiir Dy deswegen keine Rolle, denn eine
Ubergangsmatrix T zwischen zwei Ganzheitsbasen hiitte wie ihre Inverse die Determinante +1. Daraus

folgt, dass das von allen disc(P1 . . ., Bar) erzeugte Ideal dem Hauptideal (D) entspricht.

Lemma 4.23
Fiir einen Korperturm K C L C M von Zahlkorpern gilt

Dy = DL|K[M:L] N(Dagn)ll-

Beweis: Fiir den Beweis sei auf Korollar 2.10 auf Seite 213 des [Neu92] verwiesen. Hier verwenden wir
auflerdem das Zusammenspiel der verschiedenen Normbegriffe aus §6 ,,Die Klassenzahl* auf den Seiten
36f. des [Neu92]. L]

Definition 4.24

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Dann heifit A C V Gitter, wenn es von der Form A =
Zvy + - - - + Zvy, ist mit vy, . . ., vy, linear unabhingige Vektoren von V. Dabei heiflt die Menge F' =
{z1v1 + -+ + Ty | & € R,0 < x; < 1} Grundmasche oder auch fundamentales Parallelogramm
von A. Ein Gitter heifit vollstindig, wenn m = n gilt, was gleichbedeutend damit ist, dass samtliche

Verschiebungen der Grundmasche F'um A € A den Vektorraum V iiberdecken.

Definition 4.25
Das Volumen des fundamentalen Parallelogramms F' eines vollstéindigen Gitters iiber einem n-dimen-
sionalen R-Vektorraum ist definiert als Vol(F') := | det(A)|, wobei A = (a;),) die Ubergangsmatrix der

Standardbasis e, . .., e, hinzu vy, ..., vy ist, also mit v; = > ;| a;xek.

Weiterhin werden wir fiir den Beweis der nachfolgenden Proposition zwei Volumina berechnen, wobei

uns folgende Lemmata helfen.
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Lemma 4.26
Die Abbildung p: K — R"™2% mit

a— (t(a),...,7r(a),Re(o1()), Im(o1(x)),...,Re(os(cv)), Im(os(x))),

wobei Ty, ...Tr, 01 ...0die bekannten Einbettungen von K sind, bildet Oy auf ein vollstindiges Gitter

ab mit n = r + 2s. Dessen fundamentales Parallelogramm F' hat dann ein Volumen von Vol(F') =
5 VI(Dx)l-

Beweis: Fiir den Beweis sei auf Theorem 36 auf Seite 94 des [Marl8] verwiesen. O

Lemma 4.27

Sei U eine Teilmenge von R™25 mit

S
U= {(@1, - @rg2s) ||l oot e+ D02 /0200y 22, <1},

i=1
. r+2s
Dann gilt Vol(U) = 2T(§)Sm.
Beweis: Fiir den Beweis sei auf die Seiten 98f. des [Marl8] verwiesen. O
Proposition 4.28

Sei K ein Zahlkorper vom Grad [K : Q| = M mit der Signatur (r, s), der Diskriminante D und einem
B € R<q. Dann gibt es ein 3 € R" x C®, sodass

27 s BM

M!\/|Dg[

Beweis: Zuniichst benotigen wir die Abbildung p: K — R aus Lemma 4.26 mit

H{z € Ok | size;(x) < B}| >

a— (t(a),...,7(a),Re(o1(a)), Im(o1 (), ...,Re(os()), Im(os(x))).

Des Weiteren betrachten wir nun die Bilder von Ox und S = {z € Ok | size(x) < B} unter dieser
Abbildung. Nach Lemma 4.26 wird O auf ein vollstindiges Gitter A abgebildet, dessen fundamentales
Parallelogramm F dann das Volumen Vol(F) = 27%/| D] hat.

Das Bild von S liegt in der Menge U C R gegeben durch

S
U={(x1,...xnm) | |x1| + -+ |zs| + 22\/x%+2i_1 +22,,, < B}.

=1

Betrachte dazu p(«) mit v € S

pla) = (m1(a),...,7(a),Re(o1(a)), Im(o1(v)), . .., Re(0s(a)), Im(0s(x))) = (x1,...,201).
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AnschlieBend erhilt man durch Einsetzen

r

mi(@)| 4+ |re(@)|+ ) 2v/Re(0i(a))? + Im(oy(@)? = ) [mi(@)|+ ) 2v/|oi(a)? = size(a),
=1 i=1

i=1

was mit size(a) < B fiir « € S zeigt, dass das Bild von S in U liegt. Nachfolgend berechnen wir

us

2
Elemente in S. Ganz #dhnlich wie in Theorem 2.1 und dessen Beweis

noch das Volumen von U. Dazu nutzen wir Lemma 4.27 und erhalten Vol(U) = 2" ( )SBWA,{. Somit gibt
.1 Vol(U) __ orpspM i
es ungefihr Vol(F) — Mﬁi\/@

von [Len86] ist dies nur der Fall, wenn der Fehlerterm nicht dominant ist. Um dieses Problem zu 16sen,

nimmt man den Durchschnitt aller Verschiebungen von U um y € R” x C* ~ RM_ Nachfolgend ist ¥
die charakteristische Funktion von U. Dann gilt

/ \(y+U)ﬁA!dy:/ > x(@—y)dy =
yeF yeerA

=Y [ =[xy
zEA yex—F yGRM

— Vol(U) = Vol(U) / ldy—

Vol(U)
Y,
yeF VOl(F)

dabei diirfen mithilfe des Satzes der monotonen Konvergenz Reihe und Integral vertauscht werden, denn
wenn man die Reihe als Folge von Partialsummen auffasst, ist diese monoton steigend. Dieser Satz ist
inklusive eines Beweises zu finden auf Seite 54 des [Forll]. Des Weiteren nutzen wir fiir die vierte

Umformung aus, dass A vollstindig ist und somit RM die disjunkte Vereinigung von z — F mit z € A

ist.
Demnach gibt es also ein 3 ==y € F C RM ~ R" x C%, sodass |(y + U) N p(Ok)| > gﬂgg =
or s BM

O

M!\/|Dkl|

Der nachfolgende Satz soll noch einmal die Parameter Informationsrate und Minimaldistanz des kon-
struierten NF-Codes zusammentragen. Sofern nicht anders angegeben, sind alle Logarithmen zur Basis
2.

Satz 4.29
Sei K ein Zahlkorper vom Grad [K : Q| = M mit der Signatur (r,s) und sei C = Cx der NF-Code
mit den Parametern (n,p1,...,pn; B;3) mit [|[p1|| < -+ < ||pn|| und B, sodass 1 < t < n existiert mit

[Tiy Ipill > (2B/M)M. Dann existiert eine Verschiebung 3 € R” x C?, sodass fiir die Informationsrate
R(C) von C gilt

S log(2"7* BM) — log M! —log \/| D]

- nlog [[pn|| '

R(C)

Nach Lemma 4.20 erfiillt die Minimaldistanz d(C) von C, dass d(C) > d'(C) = n — %ﬁﬂm.
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Insbesondere gilt dann

(n—d'(C))log ||p1]| + slog(m/4) + M loge — M log \/rdx — log(3M)

R(C) >

nlog [|pn |
S (n —d(C))log||p1]| + slog(m/4) + Mloge — M log\/rdx — log(3M)
- nlog [|pn | '

Beweis: Fiir die erste Abschitzung von R(C) betrachten wir die Definition der Informationsrate, nach
der gilt R(C) = 2l

kennen wir eine Abschatzung fiir die Machtigkeit von C. Des Weiteren wissen wir aus der Konstruktion

wobei ¢ die Michtigkeit des genutzten Alphabets ist. Aus Proposition 4.28

unseres Codes, dass unsere Alphabetgroe durch ||p,|| beschrinkt ist. Daher konnen wir mithilfe eines

Basiswechsels zu log, wie folgt abschitzen

log,(IC) _ log(lcl) _ _los([C)

R(C) = =
©) n nlog(q) ~ nlog([pal)
1 (’ 2T sBIM |)
83 /ioa " log(27m* BM) —log M! — log /] Dk]|
nlog({[pxll) nlog [[pn| .

Fiir die weitere Abschitzung von R(C) bendtigen wir zunichst eine Abschitzung fiir M. Dafiir nutzen
wir eine Modifizierung der Stirling Approximation, M! < /27 MM t3e~M eﬁ, welche auch fiir klei-
ne M > 1 gilt und mit Beweis in [Rob55] auf den Seiten 26ff. zu finden ist. Weiterhin schétzen wir sie
wie folgt ab

M M
M < V2rMMtieMenn < v2rV/M ( YMetz = \/2mes VM(—)M < 3M(—)M.
e
Betrachte nun

log(2"m* BM) —log M! — log /| D|

R(C) >
) 08 [
N log(2M BM) + (log Zv) — log(3M (M)M) — M log \/| Dy |77
nlog [|pn|
_ Mlog(2B) + slog(7) — log(3M) — M log M + M loge — M log v/rdx
nlog [|pn |
_ M log(28) + slog(Z) — log(3M) + M loge — M log v/rdg
nlog ||pn||
(n —d'(C))log |p1|| + slog(F) —log(3M) + M loge — M log /rdx
nlog [|pn |
420 (n —d(C))log||p1|| + slog(%) —log(3M) + M loge — Mlog\/rdx
- nlog [pn|
was unsere gewiinschte Abschitzung gibt. 0

Damit haben wir in diesem Kapitel unseren NF-Code sowohl konstruiert als auch auf seine wichtigsten
Eigenschaften, sprich der Minimaldistanz und Informationsrate, untersucht und im letztem Satz noch

einmal zusammengefasst.
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S Konstruktion eines asymptotisch guten Codes

In diesem Kapitel wollen wir einen Schritt weiter gehen und besonders gute NF-Codes bzw. sogar Fa-
milien von asymptotisch guten Codes konstruieren. Dazu betrachten wir das Ergebnis aus Satz 4.29,
welches besagt, dass die Informationsrate eines NF-Codes grof3 ist, falls die Wurzeldiskriminante des
Zahlkorpers K klein ist. Weiterhin gilt, dass wir fiir einen Code der Blockldnge n iiber einem Alphabet
mit maximaler Grofe g einen Ganzheitsring O benétigen, der n Primideale der Norm maximal ¢ hat.
Insbesondere brauchen wir eine Familie von Zahlkorpern {K), }, sodass K, eine kleine Wurzeldiskri-
minante, bestmoglich sogar eine Konstante ¢ als Schranke fiir alle K, und Q([K,, : Q]) Primideale der
Norm maximal ¢ hat, wobei €(m) die Anzahl der Primfaktoren von m angibt. Fiir die Konstruktion
solcher Familien machen wir uns die Klassenkorpertheorie zunutze, denn mit der Existenz von unend-
lichen Hilbert’schen Klassenkdrpertiirmen fiir Zahlkorper konnen wir Sequenzen von Zahlkorpern mit
beschriankter Wurzeldiskriminante konstruieren. Hierzu wiederholen wir im nachfolgendem Unterkapi-
tel einige Ergebnisse aus der Klassenkorpertheorie. Doch zunéchst definieren wir was eine Familie von

asymptotisch guten NF-Codes ist.

Definition 5.1
Die relative Minimaldistanz eines Codes der Blocklinge n und der Minimaldistanz d ist durch dessen

Quotienten % gegeben.

Definition 5.2
Eine Familie von NF-Codes {C; };>0 mit den Informationsraten R(C;) und den relativen Minimaldistan-
zen Z—i heiBt asymptotisch gut, falls lim inf R(C;) > 0 und lim inf % > 0, wobei die Blocklinge n; — oo

konvergiert.

5.1 Klassenkorper

Definition 5.3

Eine endliche Korpererweiterung von Zahlkorpern K iiber k heif3t
i) unverzweigt, falls kein Primideal von O}, verzweigt ist;
ii) abelsch, falls K|k galois mit abelscher Galoisgruppe ist;
iii) p-Erweiterung, falls K|k galois und [K : k| eine Potenz von p ist.

Lemma 5.4
Ein Primideal p von K ist genau dann verzweigt in L, wenn p|(Dy ). Insbesondere ist die Erweiterung

L|K genau dann unverzweigt, wenn die Diskriminante D Lk = list.
Beweis: Die Aussage findet sich in Korollar 2.12 auf Seite 213 des [Neu92]. O

Definition 5.5
Sei k ein Zahlkorper und p eine Primzahl. Dann heifit die maximale unverzweigte abelsche Erweite-
rung k' von k Hilbert’scher Klassenkorper (oder Klassenkorper). Ein p-Hilbert-Klassenkorper (oder

p-Klassenkorper) ist die maximale p-Erweiterung von k die in k' enthalten ist.
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Definition 5.6

Sei k ein Zahlkorper und p eine Primzahl. Dann ist der Hilbert’sche Klassenkorperturm (oder Klassen-
korperturm) von k eine Sequenz von Korpern kg = k; k1 = k! der Klassenkorper von k; k; = (ki,l)l
der Klassenkorper von k;_1 fiir i > 2. Die Sequenz bzw. der Turm endet bei j, falls £; sich selbst als
Klassenkorper hat und somit k£; = kj; 1 gilt. Man spricht von einem unendlichen Turm, falls er nicht
abbricht. Der p-Hilbert-Klassenkorperturm (oder p-Klassenkorperturm) von k ist durch wiederholtes
Nutzen von p-Klassenkorpern analog zum Klassenkorperturm definiert.

5.2 Klassenkorpertiirme mit voll zerlegten Primidealen

Wie bereits erwéhnt ist fiir uns die wichtigste Eigenschaft von Klassenkorpertiirmen, dass die Unver-
zweigtheit der Erweiterungen dafiir sorgt, dass die Wurzeldiskriminante rd(k;) den gesamten Weg des
Turms unverédndert bleibt. Um so durch die unendlichen Klassenkdrpertiirme unsere unendlichen Fami-
lien von guten NF-Codes zu erhalten, benotigen wir einen unendlichen Turm von Zahlkorpern, welche
verschiedene Primideale von kleiner Norm haben. Dies ist moglich, wenn K einen unendlichen Klas-
senkorperturm hat, indem ,,spezielle” Primideale von K von kleiner Norm sind und auf dem Weg des

Turms voll zerlegt werden.

Definition 5.7
Sei k ein Zahlkorper, T eine Menge von Primidealen aus Ok und p eine Primzahl. Dann heifit die
maximale, unverzweigte, abelsche p-Erweiterung von k, in welcher jedes Primideal aus 7" voll zerlegt

ist, T-zerlegender p-Klassenkorper von k und wird als k:;;F notiert.

Definition 5.8

Sei k ein Zahlkorper, T’ eine Menge von Primidealen aus O und p eine Primzahl. Dann heifit die
nachfolgende Sequenz von Kérpern T-zerlegender p-Klassenkorperturm von k, kg = k; ky = k,‘g der T-
zerlegende p-Klassenkorper von k; k; = (ki_l)gi’l der T;_1-zerlegende p-Klassenkorper von k;_; fiir
1 > 2, wobei T; die Menge der iiber 1" liegenden Primideale in k; ist. Wir sagen, dass k einen unendlichen

T-zerlegenden p-Klassenkorperturm hat, falls der Turm nicht abbricht, d.h. k; # k; 1 furalle 7 € N.

Unser nichstes Ziel besteht darin einen passenden Zahlkorper K zu finden, der eine ,kleine* Wurzeldis-
kriminante, eine Menge T’ von Primidealen von kleiner Norm in K und einen unendlichen 7'-zerlegenden

p-Klassenkorperturm hat.

5.3 Konstruktion eines passenden Zahlkorpers

Die Konstruktionsidee fiir einen Zahlkdrper K, der einen unendlichen Klassenkérperturm besitzt, ent-
nehmen wir der Golod-Safarevi¢ Theorie [Ga64], welche eine hinreichende Bedingung fiir die Unend-
lichkeit eines p-Klassenkorperturms basierend auf einem Zahlkorper K gibt. Wir werden fiir unsere Zwe-
cke nur einen Spezialfall fiir quadratische Korpererweiterungen nutzen, die unendliche 2-Klassenkorper-

tirme besitzen.

Proposition 5.9
Seien P = {p1,...,ps} und Q = {qi,...,q,} disjunkte Mengen von Primidealen von Z. Sei weiterhin

K eine quadratische Erweiterung iiber Q, die genau bei den Primidealen aus () verzweigt ist. Sei T die
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Menge von Primidealen aus Ok, die iiber den Primidealen aus P liegen und setze |T| = t. Zusdtzlich
nehmen wir an, dass v > 3+t — s + 24/2 +t. Dann hat K einen unendlichen T'-zerlegenden 2-

Klassenkorperturm.
Beweis: Fiir den Beweis dieses Spezialfalls siehe Korollar 9.2 auf Seite 69 des [Tsf00]. O]

Die Vermutung an dieser Stelle ist, dass durch die Nutzung verschiedener Werte viele asymptotisch gute
NF-Codekonstruktionen entstehen, was genau das Ziel dieser Arbeit ist. Aus diesem Grund werden wir
nachfolgend versuchen, konkrete asymptotisch gute Codes iiber einem sinnvollem Alphabet zu konstru-

ieren.

5.4 Konkrete Codekonstruktion

Fiir unsere erste konkrete Codekonstruktion benttigen wir noch folgende Lemmata und Sétze aus dem

[Neu92] und der Vorlesung zur algebraischen Zahlentheorie aus dem Sommersemester 2014.

Lemma 5.10

Sei K = Q(v/d) mit d € Z quadratfrei. Setzen wir § = \/d, falls d = 2 mod 4 oder d = 3 mod 4,
bzw. § = (1 +Vd), fallsd =1 mod 4. Dann ist (1, 0) eine Ganzheitsbasis von K = Q(v/d) und der
Zahlkorper K hat die Diskriminante 4d, falls d = 2 mod 4 oder d = 3 mod 4, bzw. die Diskriminante
d, fallsd =1 mod 4.

Beweis: Fiir z = a+bv/dmita,b € Qund b # 0 ist das Minimalpolynom von z iiber Q gegeben durch
pe(t) = (t — (a4 bVd)(t — (a — bV/d)) = t? — 2at + a® — db?, sodass § ganz iiber Z ist, da

t2—t+15% d=1 mod 4
ps(t) =<t —d d=2 mod 4
t2 —d d=3 mod 4

in Z[t]. Daher gilt O D Z + §Z. Ist umgekehrt = € K ganz iiber Z, so gilt nach dem Lemma von Gauf}
() € Z[t] und daher 2a € Z und a? — b*d € Z. Somit ist auch d - (2b)? = 4(db? — a?) + (2a)? € Z.
Daraus folgt 2b € Z, da d quadratfrei. Ist nun a ¢ Z, so muss auch 2b ungerade sein. Andernfalls gilt
b € Z und mit a?> — b*d € Z auch a® € Z, ein Widerspruch zu a ¢ Z. Ist umgekehrt b ¢ Z, also
2b = 1+ 2m mit m € Z, so muss auch 2a ungerade sein. Anderenfalls gilt a € Z und man erhilt
0 = 4(db® — a?) = d(2b)? = d(1 + 2m)? = d mod 4 im Widerspruch dazu, dass d quadratfrei ist.
Dabher ist entweder a, b € Z und damit z = a + bVd € 7.+ 67 oder 2a = 1+ 2n und 2b = 1+ 2m. Dies
kann nur der Fall sein, wenn d = 1 mod 4, denn a? — b%d = 3% + n + n? — d(m +m?) € Z und mit
n+n? —d(m+m?) € Z folgt, dass %d € Zund daher d = 1 mod 4. Dann gilt auch z = a + bv/d =
L g L82m /g = p—m+ 3(1+Vd+2mvVd+2m) = (n—m) + (1 +2m) (1 + Vd) € Z+ 6Z.
Folglich ist O = Z[J].

Sei 7 der nichttriviale Galoisautomorphismus von Q[v/d] iiber Q mit a 4+ bv/d — a — bv/d. Wir erhalten

mit
B id(1) id(5)
DK—(det<T(1) 7(5)>)2,
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dass Dg = (—Vd—V/d)? = 4d, fallsd =2 mod 4 bzw. fallsd =3 mod 4 und D = ((1+/d)—
1(1-Vd)?=d, fallsd =1 mod 4. O

Definition 5.11
Fiir eine ganze Zahl a € Z und eine Primzahl p € Z bezeichne (%) als das Legendre-Symbol mit

1 fallsa 20 modpund3Iz €Z:2>=a mod p
a
<p>: —1 fallsa#0 modpundVr € Z:2?>#a mod p
0 fallsa =0 mod p,

also 1, wenn @ ein quadratischer Rest modulo p ist, —1 wenn a ein nicht-quadratischer Rest modulo p ist

und 0 wenn a Vielfaches von p ist.

Satz 5.12
Fiir quadratfreies a und ggT(p,2a) = 1 gilt
a

<> =1 <= pistvoll zerlegt in Q(V/d)
p

Beweis: Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf Satz 8.5 und dessen vorrangehenden Beweis auf den
Seiten 52f. des [Neu92] verwiesen. O

5.4.1 Erhalt einer Familie von asymptotisch guten Codes

Im folgenden Lemma werden wir fiir das konkrete Beispiel K = Q(/—4849845) zeigen, dass ein

T-zerlegender 2-Klassenkorperturm existiert.

Lemma 5.13
Seid=3-5-7-11-13-17-19 = 4849845 und K = Q(v/—d). Dann gilt:

i) rdx = VA4d =~ 4404, 4727
ii) Ok hat eine Menge 'I" mit 2 Primidealen der Norm 29.
iii) K hat einen unendlichen T'-zerlegenden 2-Klassenkdrperturm.

Beweis: Betrachten wir fiir Teil 1) zundchst —d = —4849845 = —1212461 -4 — 1 = 3 mod 4 somit
folgt mithilfe von Lemma 5.10 bereits Dg = —4d also rd = \/W = VA4d ~ 4404, 4727.

Fiir Teil ii) nutzen wir Lemma 5.12. Hierfiir halten wir fest, dass —d = —3-5-7-11-13-17-19
quadratfrei ist und dass ggT(29; —2d) = 1. Durch Nutzung des Euler-Kriteriums (vgl. Seite 53 des
[Neu92]) konnen wir zeigen, dass das Legendre-Symbol (%) =1, denn (—4849845)'* = (—167236 -
20 — 1) = (-1) =1 mod 29. Somit folgt mit Lemma 5.12, dass (29) = p1pe mit p1 # po gilt,
welche Primideale nach Definition 2.17 die Norm ||p1|| = ||p2|| = 29 haben. Sei T" := {p1, p2}.

Der Beweis fiir Teil iii) nutzt Lemma 5.4, um die verzweigten Primideale in Q(v/—d)|Q zu bestimmen.
Diese sind demnach genau die Primideale Q = {2,3,5,7,11,13,17,19} aus Z, die | Dg| = 4d teilen.
Mit diesem Wissen konnen wir nun Proposition 5.9 auf P = {29}, Q = {2,3,5,7,11,13,17,19},
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T = {p1,p2} und K = Q(+/—d) anwenden. Des Weiteren erfiillen dann » = 8,s = 1 und ¢t = 2 die
erforderliche Ungleichung r > 3 4+ ¢ — s 4+ 24/2 4 ¢ und somit auch iii). O

Nun mochten wir mit diesem Wissen eine ganze Familie von asymptotisch guten Zahlkorper-Codes ge-
nerieren. Dazu betrachten wir Ky = K aus Lemma 5.13 und sei Ky C K; C K> C ... sein unendlicher
T-zerlegender 2-Klassenkorperturm, wobei jedes K, einen Code C,, erzeugen wird. Nachfolgend wer-
den wir fiir ein festes n einen solchen Code C,, konstruieren. Sei dazu [K,, : Q] = M, da K, in unserem
Fall vollstindig komplex ist, ist seine Signatur (0, %) Nach Lemma 5.13 wird das Primideal 29 in der
Erweiterung von K, iiber Q voll zerlegt und daher hat O M Primi@e der Norm 29, diese nennen
wir p1, ..., par. Sei nun C,, der NF-Code mit den Parametern (M;p1,...,pas; B;3) mit B = ¢oM fiir
eine geeignete Konstante ¢y und 3 € CM/2 der Verschiebungsparameter aus 4.29. Damit Satz 4.29 an-
wendbar ist, muss ein ¢ existieren mit 1 < ¢ < M und [['_, ||p:]| = 29° > (2B/M)M = (2¢o)™. Wir
konnen 0 < ¢p < 14,5 unabhéngig von n wihlen, denn ¢ = M erfiillt fiir solches ¢y die notwendige
Ungleichung.

Nun bestimmen wir sowohl die Minimaldistanz als auch die Informationsrate der Codes aus der Familie
{C }n>0 mithilfe von Satz 4.29. So ist die Minimaldistanz

() > M — M log(2¢y)

> og(20) d'(Cn) ey

und fiir die Informationsrate gilt

(M —d'(Cn)) log||p1|| + slog(m/4) + M loge — M log +/rdk, — log(3M)

R(Cy) >

nlog|lpu|
(M —d'(Cy)) log(29) + Ylog(m/4) + Mloge — M log \/rdk, — log(3M)
B M log(29)
1 d'(Cy) N Mlog(y/m/4) + Mloge — Mlog \/rdg,  log(3M)
B M M log(29) M log(29)
G, log(5 /7)) log(3M)
N M log(29) M log(29)
L, d(C) s MEn)  log(3M)

M log(29)  Mlog(29)

Durch Einsetzen von

1 [Kn:K]
rd, = | D, |Fn@ 222 | Dy | I8l = rdge & 4404, 4727

erhalten wir fiir groBe M, wodurch — 13;%52?249)) kleiner als der Rundungsfehler von 1 — 101%;2(72,5)5 ) ist,
d'(C,) log(27,55) log(3M) d'(Cyp)
R(C,) > 1— — . — > 0,015 — .
(Ca) 2 M log(29) M log(29) M
Wegen rdg, = rdg und % =1- lﬁ) gg(écé’)) haben wir fiir die Informationsrate und die relative
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Minimaldistanz nur von ¢y abhingige untere Schranken gefunden, von denen wir zeigen, dass sie grof3er
als 0 sind. Wir erhalten hier daher asymptotisch gute Codes, falls 0 < % < 0,015. Um das zu
gewihrleisten, ist hier das letzte Ziel, cg so zu bestimmen, dass beide Ungleichungen erfiillt sind. Dazu
betrachten wir Gleichung (1), nach der zum einen 0,015 > 1 — log(Zc0) log(co) > log (29985 /2),

log(29)
was fiir cg > 13,79 gilt, und zum anderen 0 < % =1- lﬁ)gg(écé’)) < log(cg) < log(29/2) +—

co < 14, 5. Somit erhalten wir fiir 13, 79 < ¢g < 14, 5 asymptotisch gute NF-Codes iiber einem Alphabet
der Grofe 29 mit einer relativen Minimaldistanz § mit 0 < § < 0, 015.

Hier war unser Ziel, die Alphabetgroe minimal zu halten. Mit deutlich groleren Alphabeten hitten
wir auch eine deutlich gréere Minimaldistanz erreichen kdnnen, wir hitten sogar beliebig nah an die
Singleton-Schranke kommen kdnnen.

Dies beweist eines der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit.

Theorem 5.14

Es existieren Familien von asymptotisch guten Zahlkorpercodes. Insbesondere existieren solche Codes
iiber Fgg.

Beweis: Siehe oben. O

5.4.2 Erhalt einer Familie von asymptotisch guten Codes mit kleinerem Alphabet

Da es unser Ziel ist, die GroBe des Alphabets niedrig zu halten, werden wir unser Augenmerk in diesem
Abschnitt darauf wenden, eine Familie von asymptotisch guten Codes mit einer kleineren Alphabetgrofie
als 29 zu konstruieren. Es zeigt sich, dass dies schwierig wird, falls wir unsere Herangehensweise nicht
dndern. Es scheint ndmlich so, als briuchten wir fiir die Anwendung von Proposition 5.9, sprich die
Existenz eines unendlichen T-zerlegenden 2-Klassenkorperturms, eine Verzweigung an mindestens acht
Stellen. Das fiihrt uns zu einer gewissen Minimalgro3e der Diskriminante und l4dsst somit keine kleinere
Primzahl als 29 fiir Lemma 5.13 ii) zu. Wir werden spiter kurz darauf eingehen, dass es eine andere Be-
weismethode gibt, um eine Alphabetgroe von 17 zu ermoglichen, diese bleibt uns mit unserem Wissen
aber vorenthalten. Allerdings konnen wir mit einer kleinen Anderung bereits eine AlphabetgroBe von 19
erreichen. NF-Codes miissen nicht zwangsweise linear sein, was fiir uns bedeutet, dass wir uns nicht auf
Primideale aus Ok beschrinken miissen, die nur iiber einer Primzahl liegen. Wir nutzen im Folgenden

zwei Primzahlen, genauer die Primzahlen 17 und 19.

Lemma 5.15
Seid=3-5-7-11-13-23-29-37-41 = 15192762585 und K = Q(v/—d). Dann gilt:

i) rdg = V4d ~ 246515, 72
ii) Ok hat eine Menge 'T" mit 4 Primidealen, zwei der Norm 17 und zwei der Norm 19.
iii) K hat einen unendlichen T-zerlegenden 2-Klassenkorperturm.

Beweis: Dieser Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 5.13. Wir nutzen fiir Teil i) Lemma

5.10 mit —d = —15192762585 = —3798190646 - 4 — 1 = 3 mod 4. Fiir Teil ii) zeigen wir, dass

—d

beide Legendre-Symbole (I—;l) = (79) = 1, wodurch mit Lemma 5.12 und Definition 2.17 folgt, dass es
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P1, P2, q3, qa gibt mit [[p1[| = [[p2f| = 17 und [|3]| = [lqal| = 19, dann sei T == {p1, p2, 43, 4a}. Teil iii)
ergibt sich mit Proposition 5.9, da die notige Abschitzung r > 3+t — s+ 2v/2 +tmitr = 10,5 = 2
und ¢ = 4 erfiillt ist. 0

Das fiihrt uns zum zweiten Hauptsatz unserer Arbeit.

Theorem 5.16
Es existieren asymptotisch gute Zahlkorpercodes iiber einem Alphabet der Grofie 19.

Beweis: Dieser Beweis basiert erneut auf der Konstruktion einer Familie von NF-Codes und ist somit
dhnlich zum Beweis von Theorem 5.14.

Sei Ko = K C K; C Ky C ... ein unendlicher T-zerlegender 2-Klassenkorperturm aus Lemma
5.15. Jedes dieser K,, erzeugt einen Code C,,. Fiir die Konstruktion von C,, halten wir n fest. Sei da-
zu [K,, : Q] = M. Da K, vollstindig komplex ist, ist seine Signatur (0, %) Nach Lemma 5.15 sind
die Primideale 17 und 19 in der Erweiterung von K, iiber QQ voll zerlegt, daher hat Ox M Primidea-
le p1,...ppr der Norm 17 und M Primideale qi, ..., qas der Norm 19. Sei nun C,, der NF-Code mit
den Parametern (N;p1,...,Ppar,0q1-..,q0; Bs3) mit N = 2M, B = ¢oM fiir eine geeignete Kon-
stante ¢g und 3 € CM/2 der Verschiebungsparameter aus Satz 4.29. Dabei existiert mindestens ein ¢ mit
TTiy Ipill > 2@B/M)M = (2¢0)M, falls 0 < ¢o < (17-19)/2 = 161, 5. Wir bemerken wieder, dass cg
unabhingig von n gewihlt werden kann.

Nachfolgend bestimmen wir erneut unter Verwendung von Satz 4.29 sowohl die Minimaldistanz als auch

die Informationsrate der Codes C,,. So ergibt sich fiir die Minimaldistanz
=d'(Ch). (2)

Des Weiteren gilt fiir die Informationsrate

(N —d'(Cp))log |lp1|| + slog(m/4) + Mloge — M log /rdk, — log(3M)

i) = N0 ]|
_(2M - d'(Cp))log(17) + Mlog(m/4) + Mloge — M log \/rdk, — log(3M)
N 2M log(19)
B (1 B d’(Cn)) log(17) N Mlog(y/7/4) + Mloge — Mlog\/rdk,  log(3M)
B 2M ) log(19) 2M log(19) 2M log(19)
_ < . d’(Cn)> log(17) g(5 /7)) log(3aM)
2M ) log(19) 21og(19) 2M log(19)
(
(

() log(1T) _ los(? ) log(3M)
N log(19) 21og(19) 2M log(19)

log(3M)

20 log(19) €geN 0 geht, erhalten wir durch Einsetzen von rdg, = rdx =

Da fiir groe M der Term —
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246515, 72

d'(Cn)\ log(17)  log(206,11) log(3M)
R(Ca) = (1'_ oM )]og(lQ) 2log(19)  2Mlog(19)

~ log(17) _ log(206,11) log(3M)
~ log(19) 21og(17) 2M log(19)
log(17) d’ (C )
> 1-— —0,941 ),
log(19) ( 2M
wobei wir im letztem Schritt erneut den Rundungsfehler abschitzen (vgl. Rechnung in Kapitel 5.4.1)
Die Codes sind demnach asymptotisch gut, falls déﬁ/[) > % >0und 1 — d;(]?/?)
d'(

T) < 1-0,941 = 0,059, denn auch hier hingen die unteren Schranken der Informationsrate und
der relativen Minimaldistanz nicht mehr von n ab. Wir miissen also 0 < ¢y < 161,5 so bestimmen,
dass 0 < dlg\f[") < 0,059 gilt. Dazu betrachten wir die Gleichung (), nach der zum einen 0,059 >
2—- 1ﬁ)gg((2f?°)) <= log(cy) > log(17%941/2) gilt, woraus wir die Bedingung ¢y > 122, 26 erhalten, und
zum anderen 0 < (C”) =2 lﬁ)gg(ac%) <= log(cp) < log(17%/2) <= co < 144,5. Somit erhalten
wir fiir die cg mit 122, 26 < ¢p < 144, 5 asymptotisch gute NF-Codes iiber einem Alphabet der Gro3e

19 und einer relativen Minimaldistanz von § mit 0 < § < 0, 059. O

Wie bereits erwihnt wiirde auch die Moglichkeit bestehen, zu zeigen, dass es sogar asymptotisch gute
NF-Codes der Alphabet Grofie 17 gibt. Dafiir wiirde man in der Konstruktion auf jegliche Ideale anderer
Norm als 17 verzichten. Dies ist mit unserer Konstruktionsidee nicht zu verwirklichen. Hierzu miissten
wir wissen, wie man archimedische Stellen zum codieren nutzt. Gleichzeitig mochten wir erwéhnen, dass
der zugrunde liegende Koérper K := Q(v/—3-5-7-11-13- 23 - 29) ist, welcher einen unendlichen 2-

Klassenkorperturm hat, in dem das Primideal 17 den Weg hinauf voll zerlegt wird.
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