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Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Erarbeitung einiger Struktursidtze von Moduln iiber Dedekin-
dringen.

Der erste Teil stiitzt sich grofitenteils auf das Vorlesungsskript zur Zahlentheorie I Winterse-
mester 2019/20 an der Universitdt Duisburg-Essen, gehalten von Herrn Prof. Dr. Kohlhaase
und die vorige Version des Skripts.

Der zweite Teil basiert auf dem Artikel ,,Projective Modules Over Dedekind Domains® von
Michelis Kosters, zu finden unter:
https://www.math.leidenuniv.nl/"edix/tag_2009/michiel_3.pdf

Es wird im Folgenden angenommen, dass der Leser mit der linearen Algebra vertraut ist,
sowie mit den Grundziigen der Galoistheorie und der kommutativen Algebra.

Konventionen, Notationen:

e Alle Ringe werden als kommutativ mit Eins angenommen.

e Mit (z) bzw. (z1,...,x,) bzw. (M) bezeichnen wir die von z bzw. von z,. .., z, bzw. von
M erzeugte Unterstruktur in der entsprechenden Oberstruktur. Diese wird manchmal mit
angegeben, insbesondere immer dann, wenn z.B. innerhalb von Ringerweiterungen Mehr-
deutigkeiten bestehen konnen. Die Beziehung Unterstruktur/Struktur ist z.B. Ideal/Ring,
Untermodul/Modul, Untervektorraum/Vektorraum u.s.w....

e Fiir ein ganzes Element x in einer Ringerweiterung wird eine normierte Gleichung, dessen
Nullstelle x ist, manchmal als eine ,,ganze Gleichung von x* bezeichnet.

e Unter einer , Ringerweiterung S| R von endlichem Typ* verstehen wir eine Erweiterung der
Form S = Rlsy, ..., s,], fiir endlich viele s; € S.

e Ein R-Modul heift fir uns noethersch, wenn alle (R-)Untermoduln endlich erzeugt sind.
Aquivalente Bedingungen schlage man in [AK] (16.11) (Noetherian Modules) nach.

Die beiden Teile der Arbeit sind einzeln nummeriert. Falls wir in Teil IT auf einen Satz aus
dem ersten Teil verweisen, tun wir dies mit entsprechendem Zusatz.

Zu allen Behauptungen, die nicht im Hauptteil bewiesen werden wird eine Referenz zu einem
Standardwerk angegeben. Ohne Referenz sind nur der Chinesische Restsatz, das Lemma von
Zorn und die Eigenschaften einer Vandermonde Matrix angegeben.


 https://www.math.leidenuniv.nl/~edix/tag_2009/michiel_3.pdf 

Teil I
Allgemeine Theorie von Dedekindringen

1 Ganze Ringerweiterungen

Wir fangen mit der Vorbereitung einiger Grundlagen an, auf die wir uns im weiteren Ver-
lauf stiitzen werden. Fiir eine Ringerweiterung S|R bezeichnen wir mit Ag(R) den ganzen

Abschluss von R in S.

Proposition 1.1
Fiir eine Ringerweiterung S|R sind dquivalent:

(i) S|R ist endlich, d.h. S ist als R-Modul endlich erzeugt.
(ii) S|R ist ganz und von endlichem Typ.
(iii) Es existieren ganze Elemente sq,...,s, € S sodass S = R[s1,..., Sy

Beweis
(i) = (it) : Sei S|R endlich, s € S beliebig und us : S — S,z — sx. Der Satz von Cayley-
Hamilton (siehe [AK] (10.1) (Cayley-Hamilton Theorem)) besagt dann, dass

X(t) =t" 4+ a,_1t" P+ +ag € R[]

existiert, so, dass x(ps) = 0 € Endg(S). Durch Einsetzen von 1 in den Endomorphismus
X(us), kriegen eine ganze Gleichung von s, also s € Ag(R). Damit ist S|R ganz. Aulerdem
ist jede endliche Ringerweiterung natiirlich von endlichem Typ.

(i7) = (¢ii) : Dieser Zusammenhang folgt unmittelbar.

(17i) = (i) : Seien nun so, ..., s, € S so gewdhlt, dass S = R|[so, ..., S,). Wir zeigen nun per
Induktion iiber n, dass S|R endlich ist.

Fiir n = 1 haben wir S = R[s] und s ist ganz iiber R. Es gibt also ay, ..., a, € R, sodass

sS4 a,s"+ ... +ag=0.

Es gilt offensichtlich s"™! € spang{1, s, s%, ..., s"}. Wir behaupten nun, dass

s"t € spang{l,s,...,s"} und zeigen dies durch eine weitere Induktion nach m.
Den Induktionsanfang fiir m=1 haben wir soeben gesehen.
Laut der Induktionsvoraussetzung fiir m gibt es Elemente by, ..., b, € R, sodass

T
s = E b;s’
i=0

Nach Multiplikation mit s erhalten wir mit der Induktionsvoraussetzung

r—1
g mtl — Z bjs’ T +b,s"T € spanp{l,s,...,s"},
=0
was die Induktion nach m abschlieit. Soweit bekommen wir S = R|[s] = spang{1l,s,...,s"},

was den Induktionsanfang nach n beendet.



Sei nun S = R[sq, ..., Sn, Sn+1] = R'[Sny1] mit R’ := R[sg,...,S,], wobei R’ nach unserer
Induktionsvoraussetzung nach n endlich iiber R ist. Nun ist s,,; ganz iiber R C R’ also
auch tiber R'. Nach unserem Induktionsanfang ist S|R’ endlich. Aus der Transitivitdt von

Endlichkeit folgt nun, dass S|R endlich ist. O
Satz 1.2

Sei S|R eine Ringerweiterung. Dann ist Ag(R) ein Unterring von S, der R enthélt.

Beweis

Fiir r € R ist mit p,.(t) := t — r ein normiertes Polynom mit Nullstelle r schnell gefunden,
d.h. R C Ag(R).

Fiir s,t € Ag(R) betrachten wir R[s,t]. Die Ringerweiterung R[s,t]|R ist nach Propositi-
on 1.1 ganz. Per Definition ist nun R[s,t] eine Teilmenge von Ag(R). Dies zeigt, dass die
Verkniipfungen s £¢,s -t Ag(R) von beliebigen Elementen s,¢ in Ag(R) liegen. O

Satz 1.3
Seien T'|S, S|R Ringerweiterungen. Es sind dquivalent:

(i) T|R ganz
(ii) 7S und S|R ganz

Beweis
(1) = (di): Dieser Zusammenhang ist trivial.
(17) = (i): Sei « € T. Da x ganz iiber S ist, gibt es sq,...,S,—1 € 5, sodass

2" 4 sy . 450 =0.

Dies impliziert, dass x ganz iiber R|[sy, .., S,] ist. Nach Proposition 1.1 ist die Ringerweiterung
Rlso, ..., Sn_1, ]| R[S0, - - -, Sp_1] endlich. Nun sind s, ..., s, ganz iiber R, das heift, dass
auch R[sg,...,s,—1]|R endlich ist und deshalb ist auch R[sy,...,sp_1,z]|R endlich. Wieder
nach Proposition 1.1 haben wir € Ar(R) und da z beliebig war ist der Beweis vollendet.

[]

Definition 1.4
Ein Integritéitsbereich R mit Quotientenkorper K heifit ganzabgeschlossen, falls R = Ax(R)
gilt.

Lemma 1.5
Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist R auch ganzabgeschlossen.

Beweis

Sei k € K := Quot(R) ganz iiber R und
n—1
K"+ rikt =0
i=0

eine ganze Gleichung von k. Wir nehmen eine Darstellung § von k, sodass a,b teilerfremd
sind und b # 0. Wenn man die obige Gleichung mit ™ multipliziert erhdlt man:

n—1 n—1
a" + g rib"'a' =0 & a" = E —rb""a’
=0 =0



Da nun auf der rechten Seite der Gleichung in jedem Summanden mindestens ein b vorkommt,
ist jeder Primfaktor von b auch einer von a. Da a und b per Annahme keine gemeinsamen
Primfaktoren haben, muss b also eine Einheit in R sein. O]



2 Dedekindringe und Idealklassengruppen

Wir kommen zu der dieser Arbeit namensgebenden Klasse von Ringen, ndmlich zu Dedekin-
dringen.

Definition 2.1
Ein Integritatsbereich R heifit ein Dedekindring, falls gilt:

(i) R ist noethersch.
(ii) R ist ganzabgeschlossen.
(iii) dim(R) < 1, wobei damit die Krulldimension gemeint ist.

Beispiele 2.2

Erste Beispiele fiir Dedekindringe sind Hauptidealringe und damit auch Korper. Haupt-
idealringe sind offensichtlich noethersch und auflerdem ist dort jedes von Null verschiedene
Primideal maximal, sodass sie Krulldimension kleiner gleich 1 haben. Mit Lemma 1.5 sind
sie als faktorielle Ringe also auch Dedekindringe.

Bevor wir zu einigen Eigenschaften und einer Reihe von weiteren Beispielen kommen, erar-
beiten wir uns im Folgenden eine wichtige Charakterisierung von Dedekindringen, die wir
im Korollar 2.10 festhalten. Vorher benotigen wir noch etwas Terminologie.

Definition 2.3

Sei R ein Integritétsbereich mit Quotientenkorper K. Ein R-Untermodul a # {0} von K
heiflt gebrochenes Ideal von R, wenn ein ¢ € R\ {0} existiert, mit ¢-a C R.

Falls betont werden soll, dass ein gebrochenes Ideal tatséchlich in R liegt, wird es im folgenden
als ganzes Ideal bezeichnet.

Satz 2.4
Sei R ein Integritatsbereich mit Quotientenkorper K und a # {0} ein R-Untermodul von K.

(i) Falls a als R-Modul endlich erzeugt ist, so ist a ein gebrochenes Ideal.
(ii) Falls a ein gebrochenes Ideal ist und R noethersch, so ist a als R-Modul endlich erzeugt.

Beweis

(7) Seien oo o die R-Erzeuger von a. Mit ¢ := sy - ... - s, haben wir bereits c¢-a C R.

(71) Sei ¢ € R\{O}nmit ¢-a C R. Da R noethersch ist, ist ca endlich erzeugt, d.h.
c-a=spang{by,..., by} fiir gewisse by, ..., b, € ca.

Nun gilt aber auch a = ((c- a)) = spang{%,..., 2=} Dies beendet den Beweis. O



Definition 2.5

(i) Sei R ein Integritédtsbereich und K := Quot(R). Die Menge der gebrochenen Ideale
von R wird mit I bezeichnet.

(ii) Fiir a,b € Iy definieren wir das Produkt der gebrochenen Ideale als

a-b:=spang{a-b|acabeb} CK.

(iii) Fiir a € I definieren wir den R-Untermodul a™! von K durch a™! := {z € K|z-a C R}.

Satz 2.6
Sei R ein Integritétsbereich, I die zugehorige Menge der gebrochenen Ideale.

(i) Fiir a,b € Iy ist auch a- b € Ig. Die Multiplikation - auf I ist assoziativ und kommu-
tativ.

(i) Es gilt R-a=a=a- R fir alle a € [5.

(iii) a~!ist ein gebrochenes Ideal, d.h. a=! € T. Es gilt auch a™' - a C R,
1

Falls ein b € [z mit b - a = R existiert, so gilt stets b =a™".
Die Multiplikation der gebrochenen Ideale aus Definition 2.5(ii) ist nach (i) eine kommutative
Verkniipfung auf Ir, macht nach (ii) Ig also zu einem kommutativen Monoid mit neutralem
Element R. Falls das in Definition 2.5(iii) definierte und nach (iii) eindeutige bestimmte
Ideal a~! fiir alle a € Iy existiert, wird Iy also zu einer kommutativen Gruppe. Wir sehen
im néchsten Satz, was es bedeutet, dass [z eine Gruppe ist.

Beweis

(1) Seien fiir die Abgeschlossenheit a,b € Iz und ¢,d € R\ {0} so gewihlt, dass ¢-a C R
und d - b C R. Da R nullteilerfrei ist, ist ¢d von Null verschieden und wir haben dann fiir
alle a € a, b € b (cd) - (ab) = (ca) - (db) € R. Daraus folgt (¢d) - (a-b) C Rund a-b € Ix.
Fiir ein weiteres n € I und beliebige n € n gilt (ab)n = a(bn), also gilt auch (a-b)-n = a-(b-n)
und - ist damit assoziativ. Es gilt weiterhin

a-b=spang{ab|acabeb}={(r-a)b|re Racabeb}={ab|acabecb}.
——

ca

Fiir beliebige a € a,b € b gilt, dass ab = ba ist, da die Multiplikation innerhalb eines Kérpers
geschieht. Also ist a-b = b - a und - daher kommutativ.
(77) Dieser Zusammenhang gilt per Definition eines gebrochenen Ideals als R-Modul.
(#4i) Da a # 0, existiert 0 # d = ¢ € a. Es gilt d - a™' C R per Definition von a~'. Dann
ist sd =a € R\ {0} mit (sd)-a!=s-(d-a"') C R. AuBerdem existiert ¢ € R\ {0} mit
c-a C R, sodass also ¢ € a=!\ {0} und damit a=! # 0. Dies zeigt a~! € I. In der Definition
von a~ ! ist bereits a=! - a C R verankert.
Sei nun b € Iz mit b-a = R. Fiir beliebige a € a, b€ b gilt a-b € R, also b € a~! und damit
b C a~!. Es gilt nun

R=b-aCa'l-aCR.

Dies impliziert a™! -a = R und daher aucha ' =R-a ' =b-a-al=b-R=0b. O



Satz 2.7
Sei R ein Integritatsbereich. Falls Iz eine Gruppe ist, so ist R ein Dedekindring.

Beweis

Wir nehmen im Folgenden an, dass R kein Korper ist, weil sonst nichts zu zeigen ist.

Sei a € I ein ganzes Ideal (Definition 2.3). Wegen a - a~! = R existieren ay,...,a, € a,
n

bi,...,b, € a”t mit > a;-b; = 1. Fiir beliebiges x € a ist
i=1

n

x—x-l—x~iai-bi—2(x~bi)~ai.
i=1

i=1

Fiir alle i = 1,...,n haben wir b; - * € R und somit a = spang{ay,...,a,}. Dies zeigt, dass
R noethersch ist.

Fiir z € Ag(R) ist n := R[z]| € Iz nach Proposition 1.1 und Satz 2.4(i), da es ganz und von
endlichem Typ und damit endlich erzeugt iiber R ist. Wegen x - n C R|x] = n folgt

r-R=z-n-n!'Cn.-n!CR,

sodass x in R liegt. Daher ist R ganzabgeschlossen.

Sei p ein von Null verschiedenes Primideal von R. Dann ist p in einem maximalen Ideal m
enthalten (vgl. [AM] Corollary 1.4.). Angenommen, dieses Ideal enthélt p echt, also p C m.
Wir definieren nun b := p-m~!. Aus p C m erhalten wir

das heifit, dass b ein ganzes Ideal ist.

Es ist b € p, weil anderenfalls aus b = p - m~! C p durch Multiplikation mit m - p~! die
Inklusion R C m folgen wiirde, was im Widerspruch zur Maximalitdt von m stiinde. Mit
der Tatsache b € p wihlen wir abschlieBend x € b\ p, ¥y € m \ p und erhalten zy € p, da
Ty €b-m=p-m ! -m=p, was der Primidealeigenschaft von p widerspricht. Ein solches m
kann also nicht existieren, womit p bereits maximal ist. O]

Die Umkehrung von Satz 2.7 gilt auch. Dies beweisen wir in Satz 2.9. Vorher brauchen wir
noch ein Hilfslemma.

Lemma 2.8

Sei R noethersch und a C R ein Ideal. Dann existieren Primideale py, ..., p, mit der Eigen-
schaft, dass py-...-p, Ca.

Beweis

Sei N die Menge der Ideale, fiir die obige Aussage nicht gilt. Wir nehmen an, dass N # ()
gilt. Dann ist N induktiv geordnet, weil eine aufsteigende Kette von Idealen stets stationér
wird, da R per Annahme noethersch ist (sieche [AK] (16.11) (Noetherian Modules)). Nach
dem Lemma von Zorn besitzt N also ein maximales Element n. Dieses n ist nicht prim, da
es sonst selber n C n erfiillt und auch nicht R, weil sonst p C n fiir ein beliebiges Primideal
p gilt. Es existieren also by,by € R\ n mit by - by € n. Wir definieren nun fir ¢ = 1,2 die
Ideale b; := (n+b;R). Aufgrund der Maximalitéit von nin N haben wir by, by ¢ N und somit
existieren Primideale p1,...,pn,q1,-- ., @y mit p1-...-p, Cbyund gy - ... - g C bo.



Weiterhin gilt by - by C n, denn fiir beliebige (z1 + b1y1) € by, (x2 + baysz) € by mit z1, 29 €1
und vy, Y2 € R haben wir

(1 + b1yr) - (T2 + baya) = x122 + bayowy + bi1y1xe + Y1y2b1be € 1.

Daher ist auch
plpnqlqmgblbggn,

was einen Widerspruch zu n € N bildet. Somit ist N leer und die Aussage ist bewiesen. [

Satz 2.9

Falls ein Ring R ein Dedekindring ist, dann ist Iz eine Gruppe.

Zudem ist [z die freie, abelsche Gruppe iiber der Menge der von Null verschiedenen Primidea-
le von R. Mit anderen Worten hat jedes gebrochene Ideal a von R eine eindeutige Darstellung

a= [I p™ mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen n, € Z, von denen nur endlich
0#peSpec R
viele ungleich Null sind.

Diese Darstellung wird auch als Primfaktorzerlegung bezeichnet. Die Primideale mit Ex-
ponent 0 werden in der Notation haufig weggelassen.

Beweis

Wir unterteilen diesen Beweis in fiinf Schritte.

Schritt 1: Fiir a,p € Iz mit p € Spec(R)\{0} gilt stets a # ap~*

Wir unterscheiden in diesem Schritt zwei Félle.

Fall 1: Sei zunichst a = R, wir zeigen hierfiir: p~' € R = a.

Wir wihlen @ € p\ {0} und N > r > 1 minimal mit der Eigenschaft, dass Primideale
P1, ..., P, von R existieren mit p;-...-p, C aR (s. Lemma 2.8). Insbesondere gilt nach dieser
Wahl p; - ... - p,. C p. Wir behaupten, dass ein 2 € N existiert mit 1 < i <r, sodass p; = p.

Angenommen die Behauptung gilt nicht, d.h. p; # p fiir alle i € {1,...,r}. Da R ein De-
dekindring und kein Korper ist, haben wir insbesondere dim R = 1 und Primideale ungleich
Null kénnen sich nicht enthalten, was bedeutet, dass p; \ p # 0 fir allei = 1,...,r. Fir
alle 7 € {1,...,r} wihlen wir nun beliebige z; € p; \ p und sehen, dass dann einerseits
X=Xy ... T €P1-... P, Cpist, andererseits = als Produkt von Elementen, von denen
keines in p liegt, wegen der Primidealeigenschaft von p nicht in p liegen kann. Die getroffene
Annahme ist aufgrund dieses Widerspruchs also falsch.

Da r minimal gew#hlt ist, haben wir (][] p;) € aR d.h. (] p;) \ aR # 0. Wir wihlen ein

j=1 j=1i
J#i J#i

b € []p; mit b ¢ aR. Wir betonen dass 2 ¢ R und bp = bp; C [] p; € aR gelten. Dies

=1 j=1
J#£i

impliziert —p C R, also 2 € p7!'\ R. p~! ist also keine Teilmenge von R.

Fall 2: Sei a € [z nun beheblg Wir nehmen an, dass a = ap~!

Die Multiplikation mit jedem Element 2 € p~! definiert dann einen R-Modulhomomorphismus

von a nach a, den wir mit u, bezeichnen. Nach Satz 2.4(ii) ist a endlich erzeugt Der Satz

von Cayley-Hamilton ([AK] (10.1)) besagt dann, dass ein x(t) = t" + Z rpth € R[t] exis-
tiert mlt Endg(a,a) 3 x(u.) = 0. Jedoch ist x(p.) aber genau die Llnksmultlphkatlon mit
"+ Z rex® € K, daher ist 2" + Z rex® = 0 in K, weil K nullteilerfrei und a # 0 ist. Dies

k=1 k=1
ist eine ganze Gleichung von einem Element z € a in K, also ist x € Ag(R) = R. Da obiges

9



fiir beliebige x € p~! und zugehorige p, € Endg(a,a) gelten miisste und p~! # R bereits
gezeigt, ist auch die Annahme a = ap~! falsch.

Schritt 2: Wir zeigen nun, dass alle von Null verschiedenen ganzen Ideale von R sich als ein
Produkt von Primidealen darstellen lassen. Fiir diese ist eine Zerlegung im Sinne des Satzes
2.9 mit nicht negativen Potenzen gegeben, was in Satz 3.1 préazisiert wird.

Sei M die Menge der Ideale von R, fiir die keine solche Zerlegung existiert. Wir nehmen an,
dass M nicht leer ist. Dann ist M induktiv geordnet (siche Beweis von Lemma 2.8), enthalt
also nach dem Lemma von Zorn ein maximales Element a. Fiir a € M bedeutet dies a # R,
da R = HpGSpec R\{0} p°. Wie jedes echte Ideal ist a in einem maximalen Ideal p enthalten.
Wir haben R C p~!, denn fiir alle r € R ist rp C R. Es ist auch a = aR C ap~! und
zusammen mit Schritt 1 erhalten wir

aCap  Cpp i CR

Nach Maximalitéit von a gilt ap~! € M, also ldsst sich ap~! als ein Produkt von Primidealen
darstellen. Sei ap™' = p; - ... - p, eine solche Darstellung. Es gilt auch p = pR C pp~ 1,
wobei die Echtheit der Inklusion wieder nach Schritt 1 gilt. Nun liefert uns Satz 2.6(iii) die
Inklusion pp~! C R, womit wir aufgrund der Maximalitit von p die Gleichheit pp~! = R
erhalten. Somit ist jedes Primideal invertierbar.

Man multipliziere nun die Primzerlegung von ap~! mit p und erhalte eine Zerlegung
a=4p;-...-p,-pvon a, was im Widerspruch zu a € M steht. Daher ist M leer.

Schritt 3: Wir zeigen, dass die Menge der gebrochenen Ideale Iz eine Gruppe ist.

Seia € Ig und ¢ € R\ {0} mit ca C R. Schritt 2 liefert uns, dass ca eine Primfaktorzerlegung
besitzt, wobei jedes der Primideale, wie am Ende von Schritt 2 gezeigt, auch invertierbar ist,
ca ist somit invertierbar. Es ist klar, dass cR sowite ¢ 'R in I sind und dass ca = cR - a
gilt. Wegen (cR) - (¢c™'R) = (c- ¢"')R = R ist auch cR invertierbar und damit a.

Schritt 4: Wir zeigen die Existenz einer Primfaktorzerlegung fiir ein beliebiges a € Ig.
Jedes ganze Ideal hat laut Schritt 2 eine Primfaktorzerlegung mit nichtnegativen Potenzen
der Primideale. Im Beweis von Schritt 2 wird gezeigt, dass jedes Primideal invertierbar ist.
Da zudem fiir beliebige Gruppen G gilt

(zy) ' =yt firalle z,y € G

besitzt jedes zu einem ganzen Ideal inverse Ideal ebenfalls eine Primfaktorzerlegung, ndmlich

( H P"")fl: H p~™ fiir n, € Ny.

0#p€Spec(R) 0#p€eSpec(R)

Nun erfiillt a per Definition ca C R fiir ein ¢ € R\ {0} und besitzt ebenfalls eine Primfak-
torzerlegung, da
a = (c"(ca)) = ((cR)™)(ca) = (¢""R)(ca)

gilt und nach dem eben Aufgefiihrten ¢ 'R, als Inverse des ganzen Ideals cR, eine Zerlegung
hat.

Schritt 5: Schliellich zeigen wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Wir betrachten
oB.dA. denFallpy-...-p,=¢q1-...¢s.

Da bereits gezeigt ist, dass Ir eine Gruppe ist, kann man ndmlich die Gleichung zweier
gegebenenfalls unterschiedlicher Zerlegungen durch sukzessives Multiplizieren mit den ent-
sprechenden (eindeutigen) Inversen auf die obige Form bringen. Wir miissen zeigen, dass
r = s gilt und nach eventueller Umbenennung auch p; = q; fiir e =1,...,7r.

10



Wir zeigen dies per Induktion nach n := min{r, s}. Sei fiir den Induktionsanfang ohne Ein-
schriankung n = r = 1. Wir haben p; = q; - ... - s und im Beweis von Schritt 1 sahen wir,

S
dass ein 1 <14 < s mit q; = p existiert. Die Gruppeneigenschaft besagt, dass [[ q; = R ist.

J#i
i=1

Wir nehmen nun an das s > 2 und ohne Einschréankung 7 = 1 ist. Dann ist

R =[] q; € q2 € R und daraus folgt, dass q2 = R, was einen Widerspruch bildet und daher
j=2

s =1 und p; = q;.

Sei fiir den Induktionsschritt ohne Einschrankung n = r < s. Esist q;-...-qs = p1-...-p, C py,
also existiert wieder nach Schritt 1 ein 1 <7 < s mit q; = p;. Die Gruppeneigenschaft liefert

[19: =[] q; und die Behauptung folgt nun nach Induktionsvoraussetzung. O
=
Bemerkung

Wir benennen noch einmal eine in Schritt 1 des vorigen Satzes 2.9 gezeigte Aussage, um
darauf bequem verweisen zu kénnen:

Sei R ein Dedekindring und seien pq,...,p,,p von Null verschiedene Primideale von R.
Angenommen es gilt py - ... p, C p. Dann folgt p; = p fir ein i € {1,...,n}.

Satz 2.7 und Satz 2.9 ergeben unmittelbar das anfangs angekiindigte Resultat:

Korollar 2.10
Ein Integritatsbereich R ist genau dann ein Dedekindring, wenn die Menge der gebrochenen
Ideale I; eine Gruppe ist. n

Definition 2.11
Sei R ein Dedekindring und K := Quot(R).

(i) Hg := {Rx| x € K*}. Das ist offensichtlich eine Untergruppe von I, die sogenannte
Untergruppe der ,,gebrochenen Hauptideale® von R.

(ii) Cg :=1g/Hg heifit die Idealklassengruppe von R.

Bemerkung 2.12

R ist ein Hauptidealring genau dann, wenn |Cg| = 1.

Sei ndmlich R ein Hauptidealring und I € Iy ein gebrochenes Ideal. Mit einem

0 #y € Rfirdas yI C R gilt ist yI ein ganzes Ideal, also ein Hauptideal. Sei (z) = yI = (y)I
fiir ein z € R. Wir haben dann I = (z)(y!) = (3), day # 0 ist. Also ist I ein gebrochenes
Hauptideal und |Cg| = 1.

Falls anders herum |Cg| = 1 ist, sind insbesondere alle ganzen Ideale per Definition von
einem Element erzeugt.
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3 Weitere Eigenschaften von Dedekindringen

Satz 3.1
Sei R ein Dedekindring. I € Iy ist genau dann ein ganzes Ideal von R, wenn die in der Zer-
legung von I vorkommenden Primideale alle nicht negative Exponenten haben. Mit anderen
Worten: Es gilt [ = [[ p;" mit n;, >0 firallei=1,...,n

i=1
Beweis
Sei I = pi" -...-p mit Primidealen p; und nicht negativen Exponenten m; € N ein gebro-
chenes Ideal. Dies ist nach der Definition des Produkts ein Ideal in R.
Seien andersherum pq,...,p, C R paarweise verschiedene Primideale in R, die alle ungleich

Null sind und ny,...,n, € Z mit [[ p;" € R. Angenommen es gibt ein j mit n; < 0. Nach
i=1

Umnummerierung kénnen wir annehmen, dass nq,...,n, nicht negativ und n,,1,...,n,
T m T

negativ sind mit m < r. Die Inklusion []p!" C R liefert H p" C I p;™ nach Multipli-
=1 i=m-+1

kation mit H p; . Also gilt H p C H p, " Cp,,dam+1> 1. Nach der Bemerkung

i=m+1 = m+1
nach Satz 2.9 existiert wegen —nZ > 1fiiri=1,...,m somit ein 1 <j <m mit p; = p, im
Widerspruch zur Wahl der pq, ..., p,. O
Satz 3.2

Sei R ein Dedekindring und I ein Ideal von R mit [ # 0. Dann ist jedes Ideal im Ring R/I
ein Hauptideal.

Beweis

Wir nehmen ohne Einschrankung I # R an. Wir zeigen in 3 Schritten, dass es ausreichend
ist, die Aussage fiir den Fall I = p” fiir ein Primideal p # 0 und positives n zu beweisen.
Schritt 1: Seien p,qq, ..., qr € Spec(R) \ {0}, paarweise verschieden und n,nq,...,n, € Ny

beliebig, dann gilt: p" + H q;" = R.
Dass ,, C “ gilt ist klar. Angenommen es ist ,, € “. Dann ist diese Summe ein echtes Ideal

und damit in einem maximalen m enthalten. Wir haben dann: p™ C p™ + H q; € m. Mit der
171

Bemerkung nach Satz 2.9 ist p = m. Genauso ist auch [] q;* C p” + H q;", wonach auch
q; = m ist fiir ein 1 <4 < n. Wir erhalten p = ¢; im Widlerlspruch zur Voraussetzung.
Schritt 2: Fir I = pj* - ... p! mit paarweise verschiedenen p; € Spec(R) und n; > 1,
ie{l,...,n}ist R/I = R/p{* x ... x R/p! laut dem Chinesischen Restsatz und Schritt 1.
Schritt 3: Sind Ry, ..., R, Ringe, in denen jedes Ideal ein Hauptideal ist, so ist jedes Ideal
in R := Ry X ... x R, ein Hauptideal.

Sei I ein Ideal von R = Ry x ... X R,. Indem man das Einselement von R’ als Summe
der Standardeinheitsvektoren schreibt, sieht man I = I; x ... x I, mit Idealen I von Rj.
Zwischenbehauptung: Fiir ein Ideal J von R mit p” C J gilt J = p™ fiir ein 0 < m < n.
Falls J = R ist, ist J insbesondere als J = p° darstellbar. Sei .J also ungleich R. Sei p™ C J
mit J = q7* -...-q,q; € Spec(R) \ {0} paarweise verschieden. Die n; sind laut Satz 3.1
nicht negativ, well J C R. AuBerdem ist 0.B.d.A.ny >1,daJ# R. Ausp" C J Cqi* Cqy
folgt mit der Bemerkung nach Satz 2.9, dass p = q; ist.

Die Anzahl r der verschiedenen Ideale kann nicht echt gréfler als 1 sein, da sonst p™ C J C qq
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zur Folge hat, dass q; = p = g2, was entgegen der Annahme ist. Damit haben wir die
Zwischenbehauptung bewiesen.
Kommen wir nun zum eigentlichen Beweis von Satz 3.2 im Fall I = p™ mit n > 1.

Wihle ein ¢ € p\ p?. Das von ¢ erzeugte Ideal stellen wir dar als (¢) = [] p/*, mit paarweise
i=1
verschiedenen Primidealen p; € Spec(R) und m; > 1. Es ist (¢) C p, da ¢ ein Element von

p ist und wir haben ¢cR = p™ - [] p." gegebenenfalls nach Umbenennung mit denselben

1=
Argumenten wie zuvor. Falls m; > 1, wire (¢) C p? und somit ¢ € p?. Daraus folgern wir,

dass (¢™) = ¢™R = (cR)™ = p™ - [] p;’ mit n; = mm;.
=2

Sei jetzt J/p™ C R/p™ ein Ideal. Dann ist p” C J. Die Zwischenbehauptung zeigt J = p™
mit 1 < m < nj, und in Schritt 2 wurde gezeigt, dass p* + H p] = R fiir beliebigs

k € Nj. Insbesondere gilt dies auch fir k& = n — m. Fir beheblge Ideale a,b,¢ C R gilt
a-(b+c)=a-b+a-c Daraus folgt

PR = (0 [ [ = e R = =
=2

Es folgt unmittelbar, dass ¢, die Aquivalenzklasse von ¢™ das Ideal J/p™ in R/p" erzeugt.
O

Satz 3.3
Sei R ein Dedekindring. Es gelten:

(i) Jedes Ideal I C R wird von hochstens zwei Elementen erzeugt.
(ii) R ist faktoriell & R ist ein Hauptidealring.

Beweis

(i) Sei I C R ein Ideal ungleich Null und r € I'\ {0}. In R/(r) ist nach Satz 3.2 jedes Ideal
ein Hauptideal. Sei z € R, sodass T € R/(r) ein Erzeuger von I/(r) ist. R ist noethersch,
sodass I = spang{as,...,a,} fir geeignete ay,...,a, € I. Ein beliebiges a; € I/(r) ist ein
Vielfaches von z, also a; = 7 - t.

Auf Ebene des Rings R heifit das a; — ot € (r), d.h. a; = xt + rs fiir gewisse ¢,s € R. Die
letzte Bedingung ist insbesondere dquivalent zu: a; € (z,r) C R, was die Behauptung fiir
echte Ideale zeigt.

(77) Die Richtung ,, < “ ist klar.

,= Falls R ein faktorieller Ring ist, existiert insbesondere ein gréfiter gemeinsamer Teiler,
ggT(x,r), von zwei beliebigen Elementen z, 7 und aus (i) erhélt man unmittelbar, dass I von
ggT(z,r) erzeugt wird. I = (z,7) = (ggT(z, 7)) mit ,7 € R Erzeugern von 1. O
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4 Lokalisierungen von Dedekindringen
Wir fahren mit weiteren Eigenschaften und Beispielen von Dedekindringen fort.

Satz 4.1
Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R mit 0 ¢ S. Dann ist die Lokalisie-
rung S~ R wieder ein Dedekindring.

Beweis

Dedekindringe besitzen als Integritéitsbereiche einen Quotientenkorper. Samtliche von Null
verschiedene Lokalisierungen kénnen als Unterringe von diesem betrachtet werden, sind also
nullteilerfrei.

Sei K := Quot(R). Die Lokalisierungsabbildung ¢ : R — S™'R kann in diesem Fall als
Inklusion aufgefasst werden. Wir haben dann R C S~'R C K fiir alle von Null verschiedenen
Lokalisierungen S™'R von R.

Zeige zunichst: ST'R ist noethersch. Sei b € S7!'R ein Ideal und a := b N R. Dann ist a
ein Ideal von R. Wir behaupten, dass b = S7'a := {¢ | a € a,5 € S} gilt. Die Inklusion
S~ta C b ist unmittelbar klar. Sei umgekehrt b = ¢e€b. Danngilta=b-s€ RNb=aund
b=2%e S

Seien nun ay, . . ., a, Erzeuger von a, und b € b beliebig. Schreibe b = ¢ mit a € a und s € S.
Verwende nun die Erzeuger von a, um den Zahler mit entsprechenden Koeffizienten \; € R
darzustellen: b = M =3, %% Die Elemente 4t ... %* sind somit Erzeuger von b als
S~!R-Modul.

Fiir den Nachweis von dim(R) < 1 verweisen wir auf die Abbildung

@ :{p€Spec(R) |pNS =0} — Spec(S’lR), p—pSTIR

aus [AK]| Corollary (11.12) (2), die bijektiv und inklusionserhaltend ist. Damit und mit
dim(R) < 1 ist auch dim(S7'R) < 1.

Als letztes zeigen wir die Ganzabgeschlossenheit. Da SR C K ist und K bereits ein
Korper ist, ist K = Quot(S™'R). Sei x € K ganz iiber S'R. Per Definition existieren

2—11, e % € S7'R, sodass
ne A
R e
Sp—1 S0
gilt. Definiere s := sy - ... s,_1 € S und multipliziere vorige Gleichung mit s". Das ergibt
SAp_ IS W B Aos”
(sz)" + 0L (sz)" 4 202 (sr) 2 4+ 222 =0,
Sp—1 Sn—2 50
—— —— —~—
€R €R €R
Dann ist 7 = sz € Ag(R) = R und damit =% € S7'R. O

Es gibt folgende, lokale Charakterisierungen von Dedekindringen:

Satz 4.2
Sei R ein noetherscher Integritétsbereich. Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(i) R ist ein Dedekindring.
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(ii) Fir alle p € Spec R ist R, ein Dedekindring.

(ili) Fiir alle p € Spec R ist R, ein Hauptidealring.

iv) Fiir alle p € Spec R 0)} ist R, ein diskreter Bewertungsring.
(iv) p b gsring

Beweis

(1) = (i) : folgt sofort aus Satz 4.1.

(i1) = (1ii): R, ist als Lokalisierung eines Integritétsbereichs lokal nach [AK] Proposition
(11.14). Da dim R, < 1 ist, gilt fiir ein primes q C R, welches (0) C q C m erfiillt, dass
entweder q = (0) oder ¢ = m, mit dem maximalen Ideal m von R,. Jedes echte Ideal, insbe-
sondere auch jedes Primideal ist in einem maximalen Ideal enthalten, (siche [AM] Corollary
1.4.), in diesem Falle also stets in m. Fiir das Primspektrum heifit das Spec R, = {(0), m}.
Satz 2.9 besagt dann, dass jedes Ideal a # (0) in R, von der Form: a = m",n € Z ist,
mit Verweis auf Satz 3.1 sogar n € Ny. Falls m = (c), ein Hauptideal wére, wiirde R, ein
Hauptidealring sein. Behauptung: m ist tatséchlich ein Hauptideal.

Beweis: Zunéchst ist aufgrund der Gruppeneigenschaft von Ig , m # m?2. Wegen m? C m ist
m\m? also nichtleer. Sei ¢ € m\m?. Wie oben ist (¢) = m",n € Ny. Da ¢ keine Einheit ist,
gilt n > 0. Da ¢ € m? gilt auflerdem n < 2 und damit n=1. Es folgt (c¢) = m! = m, wie
behauptet. Wir sehen insgesamt, dass R, ein Hauptidealring ist.

(7i1) = (4i): Die Aussage gilt da jeder Hauptidealring ein Dedekindring ist.

(i1) = (iv): Sei p € Spec R\{(0)} beliebig und m das maximale Ideal von R,.

Wie oben gesehen, ist jedes gebrochene Ideal a C K von der Form a = m™ mit n € Z. Auf
K := Quot R definieren wir die Funktion vy : K — Z U {oo} wie folgt: Fiir ¢ = 0 definiere:
Vm(0) := oo. Fiir ¢ € K \ {0} schreibe (¢) = m",n € Z und definiere vy (c) als vy(c) := n.
Seien ¢y, ¢y € R, beliebig, ¢; = m™, ¢ = m™. Es gelte 0.B.d.A.: ny < ng, was gleichbedeu-
tend ist mit m™ D m"2. Daraus folgt (¢; + ¢2) C (¢1) und damit

V(€1 + €2) > V(1) = ny = min{vg(¢1), vn(c2) }-
Es gilt auch (¢1) - (¢2) = m™ ™2 und damit
Un(C1 - C2) = (N1 + ng) = vn(c1) + vm(ca).

Per Konvention gilt hierbei oo + & = 00, 00 + 00 = 00 . Dies macht vy, zu einer diskreten
Bewertung auf K. Betrachte folgende Aqivalenzen:

ceERy & (c)=m"C R, & vu(c)=n>0

Diese gelten nach Satz 3.1 und haben R, = {z € K | vn(z) > 0} zur Folge. Damit ist R, ein
diskreter Bewertungsring.

(1v) = (i): Wir teilen den Beweis in 4 Schritte auf. Sei Spec R 3 p # 0.

Schritt 1. Zeige: R, ist ein (lokaler) Hauptidealring.

Sei v eine diskrete Bewertung auf K = Quot(R) mit R, = {x € K | v(z) > 0}. Aus

v(l)=v(1-1)=v(1) +r(1)
folgt (1) = 0. Fiir beliebiges 0 # ¢ € K gilt dann
0=v(l)=vic-ct)=v(ec)+v(ch),

und damit v(¢7') = —v(c). Das bedeutet, dass R* = {r € K | v(r) = 0}.
Esist m := {x € K | v(x) > 0} ein Ideal von R,, welches trivialerweise R* = R\ m erfiillt.
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Nach [AK] Lemma (3.5) (Nonunit Criterion) ist m das eindeutige, maximale Ideal in R,,.
Sei (0) # a C R, ein beliebiges Ideal und wéhle a € a so, dass v(a) = min{v(z) | x € a}.
Es gilt a # 0, weil a # (0) und somit hat mindestens ein Element nicht die Bewertung oo.
Fiir beliebiges b € a gilt dann v(b) > v(a) und daher

b).

a a

0< w(b) — vl(a) = v(B) + (L) =
Es folgt 2 € Ry, und b = 2 ~a € R,. Da b beliebig war, ergibt sich a = Rya, und R, ist ein
Hauptidealring.

Schritt 2. Zeige: dim(R) < 1. Fiir den Fall, dass R ein Korper ist, ist dim(R) = 0. Wir nehmen
an, R sei kein Korper. Also existiert ein Primideal p ungleich Null. Dann ist die Lokalisierung
R, auch kein Korper, denn sie ist lokal mit einem maximalen Ideal p R, ungleich Null, nach
[AK] Proposition (11.14).

Seien nun p, q € Spec R\{(0)} mit p C g. Dann sind (R\q) 'p C (R\q) 'q Primideale in Ry,
die jeweils verschieden von Null sind. Wie wir nach Schritt 1 wissen, ist R, ein Hauptidealring,
der kein Korper ist, also hat R, die Krulldimension dim R = 1. Es folgt (R\q)'p = (R\q)'g.
Die Tatsache, dass die Zuordnung

¢ {p € Spec(R) | p( R\ q)} — Spec((R\a)'R),  p—pS~'R

inklusionserhaltend ist (vgl. [AK] Corollary (11.12) (2)) verrdt dann, dass auch die Ideale p
und q gleich sein miissen, was genau dim R = 1 zur Folge hat.

Schritt 3: Es gilt R= (] R, als Unterringe von K.
pESpec R

€ () Ry, mita,be R, b# 0 und definiere das Ideal a := {r € R | r-a € bR}.
peSpec R

Angenommen a C g, fiir ein q € Spec R. Schreibe 2 = § = <€ Ry, c€ R,s € R\ q.

Es folgt: a- s =0b-cund s liegt somit in a. Damit ist s € a \ q, was entgegen der Annahme

ist. Nach [AM] Corollary 1.4., gilt a = R. Insbesondere ist 1 € a und somit 1-a € bR, also

existiert ein ¢ € R sodass a =t - b. Das heif}t, dass v = § = % =t, also, dass = in R liegt.

Schritt 4: Jeder der Ringe R, ist nach Schritt 1 ein Hauptidealring, damit faktoriell und

somit auch ganzabgeschlossen. Nach Schritt 3 ist R als ein Schnitt von ganzabgeschlossenen

Ringen mit demselben Quotientenkorper ebenfalls ganzabgeschlossen.

Da R bereits per Annahme noethersch ist, ist der Beweis damit vollendet. ]

C e G
Selx—b
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5 (Ganze Abschliisse in separablen Korpererweiterungen

Satz 5.1
Sei R ein Integritédtsbereich, K := Quot(R), F|K eine endliche Korpererweiterung und
S := Ag(R), der ganze Abschluss von R in E. Es gelten:

(i) S ist ein ganzabgeschlossener Ring mit Quotientenkérper E.

(ii) Angenommen R ist ganzabgeschlossen. Fiir o € F und das Minimalpolynom p,(t) von
a liber K gilt:
[ ist ganz iiber R] < [ja € R[t]]

Beweis
1) Wir zeigen zunéchst, dass E der Quotientenkorper von S ist. Sei a € E mit Minimalpo-
g
lynom
T r T
fa(t) = 1" + == L4 2 e K1,
Sn—1 S1 So

wobei r;,8; € R,s; # 0 fir alle7 = 1,...,n — 1. Wir definieren s := sy - ... s,_1. Dieses
op.1

Element s ist in R\ {0} Prg 'S \ {0} und wir erhalten

n—1
T . .
0=5"-0=5""po(a) = n Lign—i i
s s pa(a) = (sa)™ + ; Sis (sa)
Hierbei ist )
Ti  p —ie1 . .
— 8" = s ;€ Rfiralle0<i<n-—1,
s, s TS Hsj iralle 0 <i<n
i
sodass s ganz iiber R ist, d.h. sa € S. Dies zeigt £ C Quot(S). Per Definition von S, ist
S C E eine Teilmenge von E, womit Quot(S) = {™ | m,n € S,n # 0} ein Unterring von £
ist, da F ein Korper ist. Es folgt £ = Quot(S5).
Nun zeigen wir, dass S ganzabgeschlossen ist, also Ag(S) = S. Die Ringererweiterungen
Ag(S)|S und S|R sind jeweils ganz. Das bedeutet, dass Ag(S)|R laut Satz 1.3 ebenfalls
ganz ist. Insbesondere ist jedes Element x € Ag(S) ganz iiber R und es liegt in E, per

Definition liegt es also in Ag(R). Daher haben wir
S CAE(S) CAg(R)=S.

Daraus folgt nun S = Ag(S) = Aquot(s)(5), d.h. S ist ganzabgeschlossen.
(i7) Sei a € E ganz iiber R, d.h. es existiert ein normiertes f € R[t] C K[t] mit f(«) = 0.
Das Minimalpolynom i, teilt f in K[t] per Definition von p,. Wir schreiben

n

o = [t = o) € FIH)

=1

wobei F' ein algebraischer Abschluss von K ist. Fir allei = 1,... ,n gilt f(a;) = 0in F, also
a; € Ap(R). Nach Ausmultiplizieren von []I, (¢ — ;) folgt, dass alle Koeflizienten von /i,
in Ap(R) liegen, da Ap(R) ein Ring ist. Alle Koeffizienten liegen also in Ap(R) und in K,
also Ap(R) N K = Ag(R) = R. Die umgekehrte Implikation ist klar, weil p, normiert ist.

[l
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Definition 5.2

Sei E|K eine endliche Korpererweiterung, o« € E und m, die Darstellungsmatrix der K-
linearen Abbildung (z — az : E — FE) beziiglich einer beliebigen K-Basis von E. Wir
definieren

(i) Ngx(a) := det(mq), in Worten: die Norm von «,
(ii) Trgx () := Tr(ma), in Worten: die Spur von «,

(ili) Xa(t) := Xma.e(t), in Worten: das charakteristische Polynom von «.

Beachte, dass die Wohldefiniertheit der obigen Ausdriicke aus der Transformationsformel der
linearen Algebra folgt.

Es gibt noch eine weitere niitzliche Eigenschaft vom charakteristischen Polynom:

Korollar 5.3
Seien F|K,« wie in Definition 5.2 und x(t) = a,t™ + a, 11" ' + ... + ag. Dann gilt:

an = (-1)", an1="Trgx(a) undag = Npgx(a).

Beweis
Die Charakterisierung von ay, a,_1, ap in X, (t) folgert man schnell aus [LM] Lemma 8.3. [

Satz 5.4
Sei R ganzabgeschlossen, K := Quot(R), F|K eine endliche Korpererweiterung, S := Ag(R)
und a € S. Dann gilt

Xa(t) € R[t] und Npx(a), Trgx(a) € R.

Beweis
Sei .
pa(t) =t" + e t™ 4 F e (e) R[t]
das Minimalpolynom von « iiber K. Sei d := [E : K[«a]] und (aq, ..., aq) eine K[a]-Basis von
E.(1,a,...,a™ 1) ist eine K-Basis von K|[a], sodass (a1, a1, ..., a10™ ... ag,. .., aqa™t)

eine K-Basis von FE ist, (siehe der Beweis des Gradsatzes, [BoA] Satz 2. Kapitel 3.2). Damit
kénnen wir nun die Gestalt der Darstellungsmatrix m, bestimmen.
Sei j € {1,...,d} beliebig, x eine F-Linearkombination von (a;,ajaq,...,a;a™t),

m
r = a;r1 +ajroo+ ...+ aja:mozm_l = a;] E zi0t .
i=1

Nach Multiplikation mit « erhalten wir

ar = a; - [J:loz +ot ™ rp (g — e — L — cm_lam_l)}

N J/

=a™( Umst. v. pa(a)=0)

= aj[—CcoTm + (T — C12) + 0P (T2 — o) + .o+ "N Ty — Cp1 )]
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Dies hat zur Folge, dass m, eine Blockdiagonalmatrix ist, deren sémtliche Blocke dieselbe
folgende Form haben:

0 0 0 —o
1 0 . 0 —a
010

. .0 .

0 . .01 —Cm—1

Jede solche Blockmatrix hat das charakteristische Polynom
(=D)™[t™ + i t™ 4 cp] = Epa(t).

Das charakteristische Polynom von « ist dann von der Form: y,(t) = 4(pa(t))¢ und damit
folgt aus Satz 5.1(ii) und Korollar 5.3: Ngjp(o) € R und Trgp(a) € R.
[

Definition 5.5
Sei E|K eine endliche Korpererweiterung und a = (ay,...,a,) eine K-Basis von E. Dann
heifit d(a) := det(Trpk(aa;) één) die Diskriminante von a.

1<j<n

Proposition 5.6
Sei E|K endlich separabel und a eine K-Basis von E. Dann ist d(a) # 0.

Beweis

Fiir zwei verschiedene K-Basen a = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,) von E gilt d(a) # 0
genau dann wenn d(b) # 0. Betrachte dazu die (regulire) Basiswechselmatrix C' := T? von b
nach a und die Abbildung: £ x E — K : (a,b) — Trgx(ab), die symmetrisch und K-bilinear
ist. Es gilt dann mit der Transformationsformel fiir Bilinearformen:

-----

und daher d(b) = d(C)? - d(a). Das heifit, dass sich die beiden Diskriminanten um ein von
Null verschiedenes Quadrat in K unterscheiden. Sei n := [E : K], und wihle J € E so, dass
E = K[v¥]. Aufgrund der Vorbemerkung ist es ausreichend, die Aussage fiir eine beliebige
Basis zu beweisen, was wir fiir a = (1,9,...,9""!) tun.

Sei H := Homy, (E,K) = {01,...,0,} mit 0; # 0;,i # j. Withle o € E mit Minimalpoly-
nom fi, € K[t] und definiere eine Aquivalenzrelation ~ auf H via

oi ~ 0j & oi(a) = 0j(a) (& il 1 = il )

Die Elemente von {o(a)}scp/~ sind dann die paarweise verschiedenen Galoiskonjugierten
von « in K, sodass

na(t) = I (¢t —o(a)),

o€H/~
weil die Erweiterung separabel ist. Fiir ein o € H ist die Aquivalenzklasse von o beziiglich ~
gleich {7 € Homig, (E, K) | 7],y = 0} = Homy, - (E, K). Sie besteht daher aus genau
d := [E|K|a]] Elementen, weil F|K[a] separabel ist.
Aus dem Beweis von Satz 5.4 wissen wir, dass

Xalt) = £pa()! = T (t =)' = ]t —o(a)).

oc€H/~ o€eH
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Ausmultiplizieren und Korollar 5.3 ergeben

Npix(a) = [[ o(@) md Trgx(a) =D o(a).

ccH ocH

Daraus folgt nun

d(a) = (Tepre (@ #))igl = | (D2 ou(@)on(v)) |
k=1

.3

= [(00(9)), - (or()),,| = det((ox(9"))i)".
Wir setzen 0y := o4(19), sodass 01,(9") = 03 (9)" = ¥%. Fiir [ # k ist dann auch
ﬁk = 01.;(19) 7é 01(19) = 191,

da sonst wegen F = K[U] auch oy = 0, auf ganz FE folgen wiirde. Das ergibt abschliefflend

d(a) = det((95),,)* = [ (e —0)* #0.

1<k<i<n

Satz 5.7
Sei R ein noetherscher Integrititsbereich, K := Quot(R) und E|K eine endliche separable
Korpererweiterung. Dann ist S := Ag(R) noethersch als R-Modul und damit auch als Ring.

Beweis
Wir fithren diesen Beweis in fiinf Schritten.
Schritt 1: Wahle a = (eq,...,e,), eine K-Basis von E. Da nach Satz 5.1 (i) E = Quot(5)
gilt, konnen wir nach Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner annehmen, dass alle e;
in S liegen.
Schritt 2: Setze V := spang{e;,...,e,} C S und betrachte den R-Untermodul V* von E,
definiert als

Vi ={rx e E|VyeV: :Trgk(zy) € R}.

Aus S -V C S folgt Trg k(S -V) C Trgx(S) € R nach Satz 5.4, was wiederum S C V*
impliziert.
Schritt 3: Wir betrachten nun die Abbildung

p:E— Homg(E,K), = p(x)(y) = (y— Trgx(zy)).

Aus der K-Linearitédt der Spurabbildung folgt unmittelbar, dass auch p K-linear ist. p ist
sogar ein Isomorphismus. Da dimg(FE) = n = dimg(Homg (F, K)) gilt, reicht es aus, die
Injektivitat von p zu zeigen.

Sei dafiir z € E\{0}. Da x # 0, kann man (x) zu einer K-Basis b = (21, 29, ..., x,) von £ mit
x = x ergénzen. Nach Proposition 5.6 gilt d(b) = |(Trgx (z:2;))i ;| # 0. Daraus folgt p, #
0 € Homg (E|K), da sonst die erste Spalte von (z;x;);; und somit auch die Determinante
von (x;z;);; gleich Null wére. Daher ist p injektiv und sogar ein Isomorphismus.

Schritt 4: Fiir 1 < j < nsei f; : E = K die eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung
mit f;(e;) = §;; fiir alle 1 < ¢ < n. Aufgrund der Surjektivitét der Abbildung p in Schritt 3
existiert €5 € £ mit f; = p(ef), d.h.

6ij = file:) = p(ef)(ei) = Trg(eje;)  fiir alled,j € {1,...,n}.
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Diese e7,...,e; bilden ebenfalls eine K-Basis von E. Sind namlich X\,..., A\, € K mit
> Aje;=0, so gilt fiir allei =1,...,n
j=1

0= TrE\K(O . ei) = TrE|K(Z )\]'6;f Z)\ TI"E\K 6 ez ZA 5zy = \i.
=1

Schritt 5: Da wir am Ende von Schritt 2 bereits S C V* gesehen haben, bleibt zu zeigen,
dass V* als R-Modul endlich erzeugt ist. Dann sind V* und S endlich erzeugte R-Moduln
und S ist damit noethersch.

Wir wollen nun zeigen, dass V* = spang{ej,..., e} gilt. Mit der K-Basis (e}); von E

n
kénnen wir ein beliebig gewihltes © € V* C FE schreiben als z = > Aje; mit geeigneten
=1

Ay, Ay € K. Fiir alle i € {1,...,n} haben wir Trgp(ze;) € R wegen x € V* und e¢; € V
sodass

R > Trgp(ze;) = TrE‘K(Z /\je; Z)\ Trpr(eje) = Z()\jéij) =\
=1 j=1

Es folgt « € spang{e],... e’}
Nun sei y € V mit y = _ ye; fiir geeignete y; € R. Dann liegt Trpr(ejy) in R fiir alle
i=1

j=1,...,n, denn
Trgr(ejy) Z“Z Trgr(eje) = pi € R.
i=1
Daraus folgt nun e; € V* fiir alle j € {1,...,n}, sodass insgesamt spang{e],...,e;} = V™.

]
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6 Ganze Ringererweiterungen und Zahlkorper

Satz 6.1
Sei S|R eine ganze Ringerweiterung und seien b; C by Primideale in S. Ferner seien die
Ideale a; := b; N R fiir « = 1, 2 definiert. Falls a; = ay gilt so folgt b; = bs.

Beweis
Sei 7 : S — S/b; die Quotientenabbildung. Wir nehmen an, dass b; # by gilt. Dann ist
by C by und es existiert ein Element a € by \ b;. Nach Voraussetzung ist a ganz tiber R und
damit ist auch @ := 7(a) ganz iiber S/b;. Man wende hierfiir 7 auf eine ganze Gleichung von
a an. Sei

A"+ Ap1@” 4+ Xad" =0

eine ganze Gleichung von a in S/b; mit \; € R und minimalem Grad n. Es gilt Ay # 0.
Anderenfalls wére ) B
a(@ '+ @2+ .+ M) =0

woraus a" ' 4+ \,_1a" "2 + ... \; = 0 folgen wiirde, da @ # 0 und S/b; nullteilerfrei ist. Die
Existenz der letzten Gleichung wiirde der Minimalitéit von n widersprechen, also ist Ag # 0.
Wegen der ganzen Gleichung von @ ist andererseits Ay € spang, {a} C m(by) C S/by. Da
Ao € R ist auch

/_\0 € W(bg N R) Apr- 71'(51 N R) = {0},

im Widerspruch zu Ay # 0. Also ist die urspriingliche Annahme b; # b, falsch und b, = b,
wie behauptet. O

Korollar 6.2
Sei R ein Integritétsbereich und S|R eine ganze Ringerweiterung. Dann gilt die Ungleichung
dim(S) < dim(R).

Beweis

Sei qo € q1 € ... € g, eine Primidealkette in S und p; :=q; N R, ¢ = 1,...,n. Laut dem
vorangehenden Satz sind die p; paarweise verschieden, bilden also eine Primidealkette. Dies
beweist die Aussage. m

Bemerkung

Im vorigen Korollar gilt tatsachlich auch die Gleichheit dim(S) = dim(R), die wir hier aber
nicht benotigen. Der interessierte Leser schlage den ,Going up“-Satz nach ([AM] Theorem
5.11.).

Anschliefend kénnen wir untersuchen, wie sich Dedekindringe beim Bilden ganzer Abschliisse
in separablen Erweiterungen ihrer Quotientenkorper verhalten.

Definition 6.3

(i) Ein algebraischer Zahlkorper ist eine endliche Erweiterung von Q.

(ii) Ein Ganzheitsring S ist der ganze Abschluss von Z in einem Zahlkorper E, also
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Korollar 6.4

(i) Sei R ein Dedekindring und K := Quot(R). Fiir jede endliche separable Korpererwei-
terung E|K ist S := Ag(R) ein Dedekindring,.

(ii) Jeder Ganzheitsring ist ein Dedekindring.

Beweis

(1) Die Eigenschaften ganzabgeschlossen, dim(S) < 1 und noethersch folgen jeweils unmit-
telbar aus Satz 5.1, Korollar 6.2 und Satz 5.7.

(77) Z ist ein Hauptidealring, insbesondere also ein Dedekindring, und die Aussage folgt
unmittelbar aus (i). Beachte, dass Q perfekt und damit jede endliche Erweiterung separabel
ist. O
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Teil 11
Projektive Moduln iiber Dedekindringen

1 Projektive Moduln

Wir bereiten zunéchst einige allgemeine Aussagen aus der kommutativen Algebra vor, die
wir fiir die Satze brauchen, die am Ende dieses zweiten Teils bewiesen werden.

Definition 1.1

Sei R ein Ring, N, N’ zwei beliebige R-Moduln und p : N — N’ eine beliebige R-lineare Sur-
jektion. Ein R-Modul M heifit projektiv, falls fiir jede R-lineare Abbildung f : M — N’ eine
R-lineare Abbildung g : M — N existiert, sodass f = pog. Visualisiert in einem Diagramm:

NN 50

Bemerkung 1.2
Sei durch

0 N’ N —Ls N 0 (1)

eine exakte Sequenz von R-Moduln gegeben und sei M ein R-Modul. Betrachte die folgende
Sequenz:

0 — Homp(M, N') L Homp (M, N) “ Homp (M, N") —= 0 (2)

Mit comp; meinen wir die Komposition mit f, also comp;(h) = foh, fiir h € Homp(M, N');
analog fiir comp,.

Die Sequenz (2) ist nach [AM] Proposition 2.9. ii) bereits linksexakt. M ist also genau dann
projektiv, wenn fiir beliebige exakte Sequenzen von R-Moduln der Form (1) die zugehorige
Sequenz (2) exakt ist, mit anderen Worten: wenn der Funktor Hompg(M, @) exakt ist.

Definition 1.3

Sei

0 N Lo N N 0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Falls R-lineare Abbildungen ¢ : N — N’|
~v: N”" — N existieren, sodass: ¢ o f = idys und g o v = idy», sagen wir, dass die Sequenz
zerfallt.
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Lemma 1.4
Sei eine kurze exakte Sequenz

0 N Lo N2 N 0

von R-Moduln gegeben. Es sind dquivalent:
(i) Die Sequenz zerfillt links, d.h. es gibt eine Abbildung ¢ : N — N’ mit g o f = idy.

)
(ii) Die Sequenz zerfillt rechts, d.h. es gibt eine Abbildung v : N” — N mit g oy = idy».
(iii) Es gibt einen R-Untermodul M von N mit N =im(f) & M.

(iv) Die Sequenz zerfallt.

Beweis

(1ii) = (i): Die Abbildung f : N’ — im(f) ist ein Isomorphismus. Wir definieren ¢ als die
Projektion N = im(f)@® M — im(f) verkniipft mit der Inversen von f : N’ — im(f).

(1ii) = (i1): Wegen im(f) = ker(g) schrénkt sich ¢ zu einem Isomorphismus M — N”
ein. Wir definieren 7 als den inversen Isomorphismus N” — M verkniipft mit der Inklusion
M Cim(f)@ M = N.

(i) = (i4i): Wir zeigen N = im(f) @ ker(¢) und kénnen dann M = ker(yp) sehen. Sei dazu
n € N ein beliebiges Element. Es gilt n = (n — (f o ¢)(n)) + (f o p)(n). (f o ¢)(n) liegt
sicherlich im Bild von f. Desweiteren liegt (n — (f o ¢(n)) im Kern von ¢, denn

p(n—(fop)(n)) =pn)—(pofop)(n)=wpn)—pn)=D0.
—~—

=idpy

Es folgt N = im(f) + ker(¢). Sei nun n € im(f) Nker(y). Dann existiert ein n’ € N’ mit
f(n') =nund p(n) = 0. Esist n’ = p(f(n')) = ¢(n) = 0, somit auch n = 0.

(17) = (i1i) Zeige dhnlich zum vorigen Schritt N = ker(g) @ im(y). Setze dann M := im(y)
und beachte ker(g) = im(f). Sein € N beliebig. Schreibe n als n = (n—(vog)(n))+(yog)(n).
Dieser Ausdruck liegt in ker(g) 4 im(7), denn:

g(n—(yog)(n)) =g(n)—(goyog)(n)=gn)—gn)=0

und (yog)(n) € im(y). Fir n’ € ker(g) Nim(7) ist g(n’) = 0 und n’ = y(n”) fiir ein n” € N”
also wie eben 0 = g(n') = (goy)(n") =n".

Die Bedingung (iv) ist per Definition genau (i) A (i7). Es ist bereits gezeigt, dass
(1) & (di1) < (i1) gilt, daraus folgt die gesamte Aussage. O

Lemma 1.5
Sei R ein Ring und M ein R-Modul. M ist projektiv genau dann, wenn jede kurze exakte
Sequenz der Form

0 N N’ M 0

zerfallt.
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Beweis
, = “ Sei M projektiv und 0 N N s M 0 eine kurze exakte Sequenz.
Betrachte folgendes Diagramm:

N s M—50

id
DN Jo

M

Nach Satz 1.4(ii) bedeutet die Kommutativitdat des Diagramms, dass die Sequenz zerfillt.
, < “ Sei ein Diagramm mit exakter Zeile der folgender Form gegeben:

NN 0

Is

M

Definiere S := {(x,y) € N& M| f(z) = g(y)} € N M. Als Untermodul einer direkten
Summe, besitzt S die zwei Projektionen p; : S — N und py : S — M. Da f surjektiv ist, ist
im(f) = N’ D im(g). Fiir beliebige g(m) existiert also ein n € N mit f(n) = g(m). Also ist
p2 surjektiv. Wir erhalten eine exakte Sequenz:

0 — ker(ps)© S M 0.

Per Annahme zerféllt die Sequenz. Es gibt also eine Abbildung
h: M — S mit ps o h = idj;. Ergédnze damit das letzte Diagramm zu

N—LonN o0

Wir haben f o p; = g o py. Fiir ein beliebiges s = (n,m) € S ist ndmlich

(fopi)(s) = f(n) = g(m) = (g0 p2)(s).
Dann ist p; o h : M — N genau die gesuchte Abbildung: fop;oh =gopyoh =g. O

Satz 1.6
Sei M ein R-Modul. M ist projektiv genau dann, wenn M direkter Summand eines freien
Moduls ist, d.h. wenn ein R-Modul L existiert, sodass M @ L frei ist.

Beweis

, = “ Angenommen M ist projektiv und RY) der freie R-Modul iiber I = M mit der
Standardbasis (€,,)mens. Betrachte nun die surjektive R-lineare Abbildung ¢ : R — M
mit p(en) := m. Man erhalt die kurze exakte Sequenz

0 — ker(p)¢ RD 2 M 0.

Nach Lemma 1.4 und Lemma 1.5 ist dann RY) 2 ker(yp) @ M.

, <= “Sei p: N - N’ eine R-lineare Surjektion. Nach Bemerkung 1.2 geniigt es zu zeigen,
comp,,

dass Homp(M, N) — Homp(M, N') ebenfalls eine Surjektion ist.
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Wir haben per Annahme M @ L = RY mit einem R-Modul L und einer Indexmenge I. Die
universelle Eigenschaft der direkten Summe liefert uns

Homp(RY, N) = Homg(M, N) ® Hompg(L, N).

Sei nun f : RY) — N’ eine beliebige R-lineare Abbildung. Zu jedem i € I wihle n; € N
mit p(n;) = f(e;), wobei wir die Surjektivitit von p verwenden. Sei ferner g : R — N die
eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung mit g(e;) = n; fiir alle ¢ € I.

Es ist p(g(e;)) = p(n:) = f(e;). Das impliziert p o g = f, sodass comp, eine Surjektion ist.
Das néchste Diagramm zeigt dann die Surjektivitdat von Hompg(M, N) — Hompg(M, N') :

Homp(M, N) @ Hompg(L, N) Hompz(M, N') @ Hompg(L, N')

| |

Homp(R®), N) o Homp(RD, N)

Lemma 1.7
Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Wenn M projektiv ist, dann ist M flach.

Beweis
Zunéchst hat man fiir beliebige R-Moduln A, B, C' die Isomorphismen

A=ZR®Aund (AeB)C=(AxC)®(Bx ()
R R R R

(siche [AM] Proposition 2.14. iv) und ii)). Fiir einen freien Modul A gilt dann fiir eine
geeignete Indexmenge [

AN=2RD@ N~ (@R)QN=@GRRN)= @ N.
R R I R I R I

Also sind freie Moduln aufgrund der universellen Eigenschaft der direkten Summe flach.

Nach Satz 1.6 ist M := M @ M’ = RD fiir einen R-Modul M’. Sei N 5 N’ eine R-lineare
Injektion. Nach dem eben Gezeigten ist dann idyrgp @f : (M@ M')@r N — (M @ M')®pg
N’ ebenfalls injektiv. Insbesondere ist mit der universellen Eigenschaft der direkten Summe
auch idy; ®f : M ®p N — M ®r N’ injektiv. ]
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2 Projektive Moduln iiber lokalen Ringen

Als Vorbereitung fiir die Untersuchung von projektiven Moduln {iber Dedekindringen brau-
chen wir zunéchst ein paar Aussagen iiber projektive Moduln iiber lokalen Ringen.

Definition 2.1

(i) Seien f € Rund p € Spec(R). Zudem sei ¢, : R — R, die kanonische Lokalisierungsab-
bildung und 7, : R, — R,/pR, die Restklassenabbildung. Definiere f(p) := (myo1,)(f).

(ii) Ein R-Modul M heifit lokal frei von endlichem Rang, falls fiir alle p € Spec(R) ein
[ € R existiert, sodass f(p) # 0 und M; = M ®p Ry frei von endlichem Rang ist.

Definition 2.2
Ein R-Modul M heif3t endlich prasentiert, falls eine exakte Sequenz folgender Form existiert:

R R™ M 0 mit m,n € N.

Bevor wir dieses Unterkapitel mit Lemma 2.4 abschlieflen, holen wir uns den folgenden Zu-
sammenhang, der in [BoG] Proposition 3. Chapter 4.4 nachzulesen ist, vor Augen:

Proposition 2.3
Sei M ein R-Modul. Es sind dquivalent:

(i) M ist lokal frei von endlichem Rang.
(ii) M ist endlich prisentiert und flach.

(iii) M ist endlich prasentiert und fiir alle maximalen Ideale m € Spec(R) ist M ®@g Ry, frei.
[

Lemma 2.4
Sei R ein noetherscher lokaler Ring. Fiir einen endlich erzeugten R-Modul M sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(i) M ist frei.
(ii) M ist projektiv.
(iii) M ist flach.

Beweis
(1) = (4i): Wir haben das in Satz 1.6 gesehen.
(74) = (i4i): Man entnehme dies Lemma 1.7.
(i41) = (i): Uber einem noetherschen Ring R ist jeder R-Modul genau dann endlich erzeugt
wenn er endlich prisentiert ist. Da R lokal ist, ist weiterhin R\ m = R*, und daher M = M,
frei nach Proposition 2.3.

]
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3 Projektive Moduln iiber Dedekindringen

Lemma 3.1
Sei R ein Integritétsbereich. Ein R-Modul M # 0 ist genau dann torsionsfrei, wenn fiir alle
maximalen Ideale m von R der R,,-Modul M, torsionsfrei ist.

Beweis

» = “ Angenommen =% = 0 mit 5,5’ € R\ m, r € R und a € M. Per Definition existiert
dann ein §” € R\ m mit s"ra = 0. Es gilt s” #0, da s” € m. Falls a # 0 ist, ist r =0, da R
ein Integritétsbereich und M torsionsfrei ist. Daher ist auch = = 0.

» <= “ Sei M nicht torsionsfrei. Dann existiert ein 0 # z € M mit Anng(z) # 0. Es gilt
Anng(z) # R, da sonst 1 -2 = = = 0. Also ist Anng(M) ein echtes Ideal und daher
0 # Anng(z) C m fiir ein maximales Ideal m.

Nun zeigt 0 =2 = £ . ¢ fiir a € Anng(z) \ {0} dass M, nicht torsionsfrei ist. O

Lemma 3.2
Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. M ist flach genau dann,
wenn fiir alle m € max(R) M, ein freier R,-Modul ist.

Beweis

[AM] Proposition 3.10. besagt, dass M genau dann flach ist, wenn M, fiir alle maximalen
Ideale m flach als R,-Modul ist.

R, ist nach [AK] Proposition (11.14) lokal und nach dem Beweis von Satz 4.1 aus Teil I
noethersch, da R noethersch ist. Es greift also das Lemma 2.4.

Insgesamt haben wir, dass M flach als R-Modul ist genau dann, wenn M,, flach als R,-Modul
ist, genau dann wenn M, frei als R,-Modul ist. ]

Lemma 3.3

Sei R ein Ring und M, N zwei R-Moduln. Fiir f,g: M — N gilt f = g genan dann, wenn
fm = gm fiir alle maximalen Ideale m. Hierbei bezeichnen f, bzw. g, die von f bzw. ¢
induzierten Ry-linearen Abbildungen M, — Ny.

Beweis

, = “ Diese Richtung ist offensichtlich.

» <= “Sel fn = gm und a € M beliebig. Fiir alle maximalen Ideale existiert dann ein s, € R\m
mit su(f(a) —g(a)) = 0. Sei I das von allen s, erzeugte Ideal von R. Es ist per Definiton im
Annihilator Anng(f(a) — g(a)) enthalten. Fiir jedes maximale Ideal m ist das zugehorige sy
per Konstruktion kein Element aus m. [AM] Corollary 1.4. gibt uns R = (Sm)mcR max. = I
Insbesondere gilt 0 =1 (f(a) — g(a)) fiir beliebige a und somit f = g. O

Satz 3.4
Sei R ein Dedekindring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(i) M ist torsionsfrei.
(il) M ist flach.

(iii) M ist projektiv.
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Beweis

(1) = (i) : Nach [BoG] Proposition 7(i) Chapter 2.7 gilt das iiber jedem Ring.

(1ii) = (i) ist die Aussage von Lemma 1.7.

(i) = (i77) : Sei m ein maximales Ideal von R. Nach Lemma 3.1 ist M,, endlich erzeugt und
torsionsfrei iiber R, wobei R, nach Satz 4.2 aus Teil I ein Hauptidealring ist. Nach dem
Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen ([AK] Exercise (5.41)) ist
M, frei und damit projektiv. Da m beliebig war, ist M projektiv nach Proposition 2.3 und
Lemma 2.4. [

Wir kommen nun zu dem abschlieBenden Ergebnis dieses Unterkapitels, dem Struktursatz
fiir endlich erzeugte Moduln iiber Dedekindringen.

Satz 3.5
Sei R ein Dedekindring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt M = P& T(M).
P ist hierbei ein torsionsfreier Modul und T(M) ist der Torsionsuntermodul von M.

Weiterhin gilt T(M) =

%

(pi,m;) sind bis auf Permutation eindeutig bestimmt.

k
@ R/p}" fir gewisse Primideale p; # 0 und n; € Z>;. Die Paare
=1 -

Beweis
Zunéchst ist P := M/T(M) torsionsfrei. Daher ist M/ T(M) nach Satz 3.4 projektiv, was
nach Lemma 1.5 bedeutet, dass die Sequenz

0—>T(M)—“>M—EM/T(M)—>0

zerfallt. Wir haben also M = (M/T(M)) @ T(M). Der erste Teil der Aussage ist also gezeigt.
Wir untersuchen die Struktur von T(M) in 4 Schritten.

Schritt 1: Ann(T(M)) C R, ist also ein Ideal in einem Dedekindring. Es ist auch von Null
verschieden. Im Fall T(M) = 0 ist Ann(T(M)) der ganze Ring. Im Fall T(M) # 0 wéhlen

wir Erzeuger ty,...,t, von T(M) iiber R, wobei wir verwenden, dass M und damit auch
T(M) endlich erzeugt ist. Zu jedem i € {1,...,t} existiert a; € R\ {0} mit a; - t; = 0 per
Definition von Torsionselementen. Dann ist a = a; - ... a, € R\ {0} mit a - t; = 0 fiir alle

i und daher a - T(M) = 0, da T(M) = spang{ti,...,t.}. Also gilt a € Ann(T(M)) und
daher Ann(T(M)) # 0. Daher kann man Ann(T(M)) als Ann(T(M)) = [] p;* darstellen,
i=1

mit paarweise verschiedenen von Null verschiedenen Primidealen p; und natiirlichen Zahlen
n,s; € Zzl'

Definiere Supp(T(M)) := {p | T(M), # 0}. Nach [AM] Exercise 3.19. v) und Schritt 1 aus
dem Beweis von Satz 2.9 aus Teil I folgt Supp(T(M)) = {p1,...,pn}. Sei p € Supp(T(M)).
Dann ist R, ein Hauptidealring (Satz 4.2 aus Teil I) und von Null verschiedene Ideale in R,
sind von der Form p" R, fiir ein n € Z>, (Satz 3.1 aus Teil I). Der Struktursatz fiir endlich
erzeugte Moduln tiber Hauptidealringen ([AK] Exercise (5.41)) zeigt, dass

T(M), = ﬂjl Ry/p™ R,

gilt fiir geeignete my, .., m,, > 1. Hierbei héngen n,mq,...,m, von p ab.
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Schritt 2: Zeige, dass

Ry/(p™ Ry) = (R/p™)y = R/p™
als R-Moduln. Zunéchst zeigen wir (R/p"™), = R/p™:.
Sei s € p beliebig. Das heifit, dass p in der Primfaktorzerlegung des Ideals s R nicht vorkommt
und (s) und p koprim sind. Im Beweis von Satz 3.1 aus Teil I haben wir gesehen, dass auch
(s) und p™i koprim sind. Insbesondere existiert ein ¢t € R sodass st — 1 € p™, was heifit,
dass (s +p™) - (t+p™) =1 € R/p™. Insbesondere ist die Skalarmultiplikation mit s auf
dem R-Modul R/p™: bijektiv. Aus der universellen Eigenschaft der Lokalisierung folgt dann,
dass die kanonische Abbildung R/p™ — (R/p™), bijektiv ist.
Die Isomorphie (R/p™), = R, /p™ R, folgt aus der Exkatheit des Lokalisierungsfunktors.

Insgesamt erhalten wir, dass T(M), = ® R,/p™ R, = ® R/p™:.
i=1 i=1

Schritt 3: Sei q ein Primideal mit 0 # q # p. Da p und q maximal sind, gilt p \ q # 0.

Wir behaupten (R/p™ ), =0.Seis € p\q C R\ q. Es folgt s™ € p™ und s™ - (R/p™) =0,
also (R/p™)q =0, da s"™ in R, eine Einheit ist.

Schritt 4: Es gilt (T(M),), = T(M), und mit dem eben Gezeigten auch (T(M),), = 0, falls
p # q. Wegen Supp(T(M)) = {p1,...,pn} folgt hieraus, dass die R-lineare Abbildung

nach Lokalisierung an allen von Null verschiedenen Primidealen von R bijektiv ist. Aus
[AM], Proposition 3.9. folgt, dass es sich um einen Isomorphismus handelt. Aus Schritt 1
folgt die Existenz der gefragten Zerlegung von T(M). Die Eindeutigkeit in der Behauptung
ist eine unmittelbare Konsequenz der bis auf Assoziiertheit eindeutigen Charakterisierung
der Primelemente im Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln tiber Hauptidealringen ([AK]
Exercise (5.41)). O
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4 Projektive Moduln vom Rang 1

Definition 4.1
Sei R ein Integrititsbereich mit Quotientenkérper Quot(R) = K und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Der Rang von M {iber R ist definiert als rgp (M) := dimg (M @ K).

Bemerkung
Falls M ein freier R-Modul vom Rang n ist dann ist

dimye (M @ K) = dimg((6 R)® K) = dimge (& K) = rgp(M).

7

Also fiithrt obige Definition eine konsistente Erweiterung des Begriffs eines Rangs auch fiir
nicht freie Moduln ein.

Lemma 4.2
Sei R ein Integritdtsbereich. Fiir ein gebrochenes Ideal I gilt rg(7) = 1.

Beweis

Sei z € R\ {0} so gewéhlt, dass I C R. Als R-Moduln sind zI und I isomorph, sodass wir
I C R annehmen konnen.

Wir kénnen aufgrund der Flachheit der Lokalisierung [ ®z K auch als Untermodul von
Rpr K = K asehen. I ®p K kann also iiber K nur die Dimension 0 oder 1 haben. Die
Abbildung I ® g K — K bildet i @ 1 auf 1-¢ =14 ab. Wegen I # 0 gilt also auch I @z K # 0
und daher rgp(I) = dimg (I ®r K) = 1. O

Lemma 4.3
Sei R ein Integritdatsbereich und I ein gebrochenes Ideal. I ist genau dann projektiv, wenn
I invertierbar ist, d.h. eine Einheit im Monoid Ig.

Beweis
, = “ Sei I also projektiv. In Satz 1.6 haben wir gesehen, dass ein R-Modul S existiert,
sodass I ® S = RY) fiir eine Indexmenge J. Sei i : [ — I @® S die Inklusion, p: I®S — I
die Projektion, und 7; die Projektion von RY) auf seine j-te Komponente. Betrachte die
Komposition

g I IesS=RY LR

und beachte p ot = id;.

Sei nun a € I ein Element ungleich Null. Fiir jedes j € J definiere b; := a'g;(a) € Quot(R).
Sei B das R-Erzeugnis von allen b;. Wir behaupten, dass B = I~'. Zunéchst ist B ein ge-
brochenes Ideal, da per Definition von B, aB C R gilt. Sei x € [ beliebig, dann gilt:
xb; = a 'zg;(a) = a~tg;(za) = g;j(x) € R. Das zeigt, dass BI C R gilt.

Sei weiterhin mit e; der j-te Einheitsvektor von RY) bezeichnet. Jedes Element z aus
der direkten Summe I®S = RY) ist eine endliche R-Linearkombination von diesen, es
ist némlich z = 3, ;m;(2)e;. Falls wir also i(x) = (2,0) berachten mit = € I, so gilt
i(r) =3 c;9i(x)e;. Es gilt mit demselben a, welches oben gewéhlt wurde

l=a" (p::L)(a) =a” p(jze; gila)e;) = jze;(a_ gj(a))p(e;) € BI,

was Bl = R zeigt.
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, = “ Sei nun [ invertierbar und f : M — [ eine R-lineare Surjektion. Nach Lemma
1.5 miissen wir eine R-lineare Abbildung g : I — M konstruieren mit f o g = id;. [ ist
invertierbar, also existieren x1,...,7, € I und y1,...,y, € I"' mit >." a;y; = 1. Da f
surjektiv ist, existiert zu jedem x; ein Element ¢; € M mit f(¢;) = x;. Wir definieren nun
g:I— M durch g(z) = > (zy;)c;. Berechne nun

n n

(fog)(x) = f(Z(xyi)Ci) = Z(l“yi)f(ci) = xZ(yzxz) = .

=1 =1

Lemma 4.4

Sei R ein Dedekindring und seien I und J gebrochene Ideale. Es gilt I = J als R-Moduln
genau dann, wenn es ein x € Quot(R) \ {0} gibt, mit / = zJ als R-Untermoduln von
Quot(R), mit anderen Worten, wenn [ = J € Cp.

Beweis

7 =7 Jeder R-lineare Isomorphismus ¢ : J — [ induziert einen K-linearen Isomorphismus
e®idg : JOrRK — I®rK, wobei K = Quot(R). Der Beweis von Lemma 4.2 zeigt
I®rK =2 K und JR®r K =2 K. Jeder K-lineare Automorphismus von K ist aber durch
Multiplikation mit einem Element x € K* gegeben. Die Kommutativitit des Diagramms

j SO i
J®RK%I®RK
K—= K

zeigt dann xJ = [ als R-Untermoduln von K.
7«7 Trivial, weil notwendigerweise x # 0 gilt. O
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5 Klassifikation projektiver Moduln iiber Dedekindringen

Wir kommen nun nun zum letzten Abschnitt der Arbeit, der Klassifikation von projektiven

Moduln iiber einem Dedekindring R von beliebigem Rang. Dazu brauchen wir ein wenig

Vorbereitung.

Fiir das néchste Lemma erinnere man sich daran, wie wir in Satz 4.2 in Teil I fiir jedes

p € Spec(R) \ {0} eine diskrete Bewertung v, : Quot(R) — Z|J{oo} konstruiert haben. Fiir

x = 0 ist v,(z) = oco. Fiir ein x # 0 schreiben wir (z) = [T  p™ und setzen v, (x) = ny.
0#p€eSpec(R)

Lemma 5.1
Sei R ein Dedekindring und X eine endliche Menge von von Null verschiedenen Primidealen.
Zu jedem p € X sei ein k, € Z gegeben. Dann existiert ein x € Quot(R)* mit:

vy(x) = ky fiir alle p € X und vy(z) > 0 fiir alle p & X.

Beweis

Sei X = {p1,...,p,} und seien ki, ..., k, die zugehorigen ganzen Zahlen. Zundchst nehmen
wir an, dass alle Zahle nicht negativ sind. Die Ideale pfi“ sind paarweise koprim, wie wir
in Schritt 1 aus dem Beweis von Satz 3.2 in Teil I gesehen haben, daher wissen wir, dass
die Abbildung ¢ : R — R/p¥™ x ... x R/pk*1 surjektiv ist. Aufgrund der eindeutigen
Faktorisierung jedes Ideals in einem Dedekindring, die wir in Satz 2.9 im ersten Teil gesehen
haben, wissen wir, dass wir stets ein x; € pf \pfi+1 fiir « = 1,...,n wéhlen kénnen. Definiere
z, als das Urbild von (z; + p® %!, ... 2, + pf»*1) unter ¢. Wir haben dann z — 2; € pFt!
fiir alle s = 1,...,n. Aus z; € pi* \ pF*! folgt daher x € pi* \ pF*' und daraus v, (z) = k;
firallei=1,...,n.

Satz 3.1 aus Teil I stellt zudem sicher, dass fiir alle weiteren Primideale die Bewertung nicht-
negativ ist, da x ein Element von R ist.

Fiir den allgemeinen Fall gelte fiir die k;, gegebenenfalls nach Umbenennung, k; > 0 fiir
i=1,...,mmit einem m <nund k; <O fiir j =m+1,...,n.

Wir wissen aus dem vorangehenden Fall, dass y € R existiert, welches v, (y) = —k;i(> 0)
fir j=m+1,...,nund v, (y) =0 fiir ¢ = 1,...,m erfiillt. Somit enthélt die Primfaktor-
zerlegung von (y) das Ideal p;ﬁﬁ“ «...-p k. Wir kénnen also annehmen, dass das von y
erzeugte Ideal folgende Gestalt hat:

n t
W= I »;" [[a=
s=1

j=m+1

mit q5 € Spec(R) \ {0,p1,...,pm} und us > 1 fir s =1,...,¢. Wir merken an, dass (y) # 0
und daher y # 0. Weiterhin wéhlen wir x € R mit v,,(z) = k; fiir i = 1,...,m, 14,(v) =0
fir j=m+1,...,nund v, (v) = u, fiir s = 1,..., ¢ und behaupten, dass % die Behauptung
erfiillt. Das von x erzeugte Ideal hat die Primfaktorzerlegung

m t w
(@) =] Tef - TJav-JLa™
=1 s=1 v=1

mit g, € Spec(R) \ {0,p1, ..., Pn,q1,.-. g und 2z, > 1 firv=1,...w.
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Betrachte das gebrochene Ideal (7).

m t w n t
k; Us 2 —Us
o J EAR0 U CE § A § Ay § -
=1 s=1 v=1 j=m+1 s=1
k; 2
= H p;’ H a,
=1 v=1
Wir koénnen also ablesen, dass % die gewiinschten Bedingungen erfiillt. O

In einem Dedekindring R kénnen die Bewertungen v, {iber die eindeutige Primfaktorzerle-
gung zu Abbildungen v, : Iz — Z ausgeweitet werden.

Definition 5.2
Fir I €lg, I = [T p™ definiere v, (1) := ny.
0#peSpec(R)

Bemerkung
Es ist unmittelbar klar, dass fiir ein 0 # = € Quot(R) stets vy(z) = v4,((z)) gilt und auch,
dass v,(1 - J) = v,(I) + v,(J) fur alle I, J € Ip.

Lemma 5.3
Seien I, J ganze Ideale in einem Dedekindring R. I und J sind genau dann koprim, wenn
vy(I) - v5(J) = 0 fiir alle Primideale 0 # p C R.

Beweis

,» <= “: Die Gleichung v, (1)-,(J) = 0ist dquivalent dazu, dass kein Primideal in der Zerlegung
beider Ideale vorkommt. Wére die Summe [ + J nicht der gesamte Ring R, miisste sie in
einem maximalen Ideal m enthalten sein. Damit wéren auch beide Ideale, als Teilmengen von
I + J, jeweils in m enthalten und die Bemerkung im Anschluss an Satz 2.9 aus dem ersten
Teil wiirde uns einen Widerspruch dazu geben, dass die beiden Ideale keinen gemeinsamen
Faktor in ihrer Zerlegung besitzen.

» = “ Wenn I und J koprim sind und ein p € Spec(R) mit n := v,(I) - 1,(J) # 0 existiert,
so gilt n > 0, da [ und J ganze Ideale sind (Satz 3.1 aus Teil I). Damit wiirde p in den
Zerlegungen beider Ideale vorkommen und damit R = I +J C p im Widerspruch dazu, dass
p prim ist. [l

Lemma 5.4
Sei R ein Dedekindring und I, J von Null verschiedene, gebrochene Ideale. Es existieren
z,y € Quot(R) sodass I und yJ ganz und koprim sind.

Beweis
Per Definition existieren 2’,y’ € R\ {0}, die /I C R, y 'JC R erfullen Daher kénnen wir

annehmen, dass I und J ganz sind. Wir schreiben [ = H pund J = H p;" mit n;, m; > 0.

Nach Lemma 5.1 kénnen wir ein a € Quot(R) wahlen, rmt vy, (a) = ny und vq(a) > 0 fiir alle
Primideale q # p;, i = 1,...,n. In der Primfaktorzerlegung von al~! kommt wegen

sz‘(a[_l) = Vpi((a) 'I_l) = VPi(a) - Vpi([) =0
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nach der Bemerkung im Anschluss an Definition 5.2 also keines der p; vor. Wihle ein Element
Ve NpP\ pt!) beliebig und definiere b := & € al~'. Es gilt dann fiir i = 1,...,n
i=1

i ¥
V(D) = 1p,(5) = n; — n; = 0. AuBerdem gilt v, (2) = —n;, womit 1, (21) = 0 gilt fiir
i=1,...,n. Wegen 21 = 1b] C 1aI='] = R, ist 21 ein ganzes Ideal welches 14, (21)-14,(J) = 0

fir alle p € Spec(R) erfiillt. Lemma 5.3 liefert uns nun die Behauptung, indem wir b und

aJ betrachten. O
Lemma 5.5

Sei R ein Dedekindring und seien [y, ..., I, gebrochene Ideale. Dann sind die R-Moduln
L&...&1, und R*'&(L; - ... I,) isomorph.

Beweis

Wir zeigen, dass I & J = R@ IJ gilt, und die Aussage folgt dann induktiv.
Zunéchst wollen wir einen speziellen Fall betrachten. Wir nehmen an, I und J seien jeweils
ganze, koprime Ideale. Betrachte folgende Abbildungen:

pI( V] —I@J i (i,—i)und 0:1&J — I+.J, (i,5) i+ ]
Diese liefern uns eine exakte Sequenz:
0 IN—L>Ia)—>1+J 0

Da I, J koprim sind gilt I(\J =IJ und I +J = R. I + J = R ist frei iiber R also auch
flach und auch projektiv (vgl. Lemma 1.7). Lemma 1.5 sagt uns dann, dass [ & J = R® 1J,
was den speziellen Fall zeigt.

Da wir nach Lemma 5.4 bereits wissen, dass wir zu beliebigen gebrochenen Idealen I und J
ganze Ideale x1 = [ und yJ = J finden, die den speziellen Fall erfiillen, erhalten wir den
allgemeinen Fall durch

IeJ=zley] = Ra(xl)- (y)) = Rewxy(lJ) = Re 1.

]

Lemma 5.6
Sei R ein Dedekindring und seien I,/ gebrochene Ideale. Die R-Moduln R '@ 1 und
R™ '@ J sind isomorph genau dann, wenn n = m und I = J € Cp, gilt.

Beweis

, < “ folgt aus Lemma 4.4.

, = “ Der R-lineare Isomorphismus R" '@ = R™ ! @ J induziert einen K-linearen Iso-
morphismus (R" '@ 1)@z K = (R™ '@ J) ®g K. Hierbei gilt nach Lemma 4.2

(R"‘l@l)%K% (R”‘1%K)@(I%K) K" 'oK=K"

und analog (R™ '@ J) @ K = K™. Es folgt n = m.
Nun sei () die Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasis des obigen K-linearen Iso-

morphismus K" — K™ = K". Per Konstruktion schrinkt er sich zu einem R-linearen
Isomorphismus R* 1 @1 — R™ 1@ J = R" 1@ J ein. Ist daher a € I, so gilt
1
Q- : e (R o)
1
a
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und daher det(Q) - a € J, da J ein R-Modul ist. Da a beliebig war, folgt det(Q) -1 C J. Ist
umgekehrt b € J, so existitert A € (R" '@ J)" mit

b

Es folgt b = det(Q) - det(A) mit det(A) € I, da I ein R-Modul ist. Das zeigt det(Q) - I = J
in K und damit I = J € Cp.
[l

Nun koénnen wir die Struktur eines jeden endlich erzeugten, projektiven Moduls {iber einem
Dedekindring angeben.

Satz 5.7

Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkorper K und sei P ein endlich erzeugter, projektiver
Modul vom Rang n > 0. Dann ist P = R* '@ I mit I, einem gebrochenen Ideal I von R,
dessen Idealklasse durch P eindeutig bestimmt ist. Ferner gilt n = rg,(P).

Beweis

Wir zeigen durch vollstandige Induktion, dass wir P als direkte Summe von n gebrochenen
Idealen schreiben kénnen. Lemma 5.5 und Lemma 5.6 zeigen dann die Behauptung.

Sei fiir den Induktionsanfang n = 1. Wir wissen aus Lemma 1.7 dass P flach ist. Mit der
Beziehung P = PRrR C PRr K = K, kdonnen wir P also als R-Untermodul von K
auffassen. P ist per Annahme endlich erzeugt, also existiert ¢ € R\ {0}, ein gemeinsamer
Nenner aller R-Erzeuger von P, mit cP C R.

Sei nun P vom Rang n. Betrachte py,...,p,, ein Erzeugendensystem von P iiber R. Dann
ist (p; ®1)icq1..ry €in Erzeugendensystem des K-Vektorraums P ®p K. Mit der Gleichung
dimg (P ®gr K) = rgr(P) = n konnen wir nach eventueller Umnummerierung annehmen,
dass (p; ® 1)ic(1..ny eine K-Basis von P ®p K ist. Setze P’ := spang{p,...pp—1}. Dann ist
P’ ein freier R-Untermodul von P vom Rang n — 1 und

0—>P —t>P_ " P/P— >0 (1)

ist eine exakte Sequenz (mit ¢, der Inklusion und 7, der Restklassenabbildung).

Fiir beliebige multiplikative Mengen S C R ist S~'R(e) nach [AK] Theorem 12.13 ein
exakter Funktor. Da zudem nach [AK] Corollary 12.10 auch M @z S™'R = S™1M gilt, ist
die Sequenz:

Rid g ®id

O—>P,®RK—>P®RK—>TP/P/)®RK—>O (2)

ebenfalls exakt (K = ST'Rmit S = R\{0}), d.h.esgilt (P/P)@pr K % (P®r K)/(P' ®r K)
und daher rgz(P/P') = 1. Da p, ® 1 nicht in P’ ®p K liegt, ist der R-Modul P/P’ torsi-
onsfrei und damit projektiv nach Satz 3.4. Nach dem Induktionsanfang ist P/P’ isomorph
zu einem gebrochenen Ideal I. Die Sequenz (1) zerféllt also nach Lemma 1.5 und wir haben
nach Lemma 1.3 P2 PP P/P' 2 R ' & 1.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus Lemma 5.6. [
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