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1 Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion der Fargues-Fontaine-Kurve in gleicher Charakteristik
sowie der Nachweis ihrer wesentlichen geometrischen Eigenschaften. Dabei orientieren wir uns in
weiten Teilen an der Originalarbeit [FE1].

Wir behandeln zunéchst die grundlegende Theorie der unendlichen Laurentreihen in einer Va-
riablen ¢ iiber einem nichtarchimedischen Korper F.

Das grundlegende Objekt bei der Konstruktion der Kurve ist eine F-Fréchetalgebra B, deren
Elemente als konvergente Laurentreihen auf der offenen punktierten Einheitskreisscheibe in F
angesehen werden koénnen.

Die auf einem abgeschlossenen Kreisring konvergenten Reihen bilden eine F-Banachalgebra be-
ziiglich einer verallgemeinerten Gaussnorm. Mithilfe eines Weierstrafischen Divisionssatzes und
des dazugehorigen Vorbereitungssatzes zeigen wir, dass diese Ringe Hauptidealringe sind. Dieses
Ergebnis geht urspriinglich auf M. Lazard zuriick. Der Ring B ist dann der Schnitt der Ringe
konvergenter Reihen auf abgeschlossenen Kreisringen in der punktierten offenen Einheitskreis-
scheibe.

Fiir die Konstruktion der Kurve nehmen wir zusétzlich an, dass F' positive Charakteristik p
besitzt, perfekt ist und den endlichen Kérper k := F,; mit ¢ Elementen enthilt, wobei ¢ eine
p-Potenz ist. Der Frobenius auf F' liefert dann einen Endomorphismus von B, der durch die
g-Potenzierung der Koeffizienten gegeben ist.

Wir bezeichnen mit B#=!" seinen t"-Eigenraum fiir n € Z. Diese sind nur fiir n > 0 ungleich 0.
Setzen wir E := k((t)), so ist B#=! = E, und der Ring P := D..>0 B#=t" ist eine graduierte
E-Algebra. Nun definieren wir die Fargues-Fontaine-Kurve als das E-Schema

Xg,rp = Proj(P) = Proj(@ B#=t").

n=0

Zur Untersuchung der geometrischen Eigenschaften von Xg rp bendtigen wir den Raum |Y| der
abgeschlossenen maximalen Ideale von B. Im Sinne der rigiden Geometrie handelt es sich um die
abgeschlossenen Punkte der punktierten offenen Einheitskreisscheibe iiber F' (vgl. auch Bemer-
kung. Auf diesem Raum betrachten wir effektive Divisoren. Ist F algebraisch abgeschlossen,
so ist der Ring P graduiert faktoriell, d.h. jedes homogene Element ldsst sich im Wesentlichen
eindeutig als Produkt homogener Elemente vom Grad 1 schreiben.

Mithilfe der Theorie formaler Gruppen und Lubin-Tate-Moduln erhalten wir die fundamentale
exakte Sequenz
0= E— B~ 5 F =0,

mit deren Hilfe sich die wesentlichen geometrischen Eigenschaften der Kurve nachweisen lassen.
Insbesondere handelt es sich tatsédchlich um eine Kurve, d.h. um ein separiertes, irreduzibles,
noethersches, eindimensionales Schema (vgl. Satz ii)). Man kann X auffassen als einen Quo-
tienten der offenen Einheitskreisscheibe in F' modulo der Operation des Frobenius (vgl. Satz
[3.6(iv)). Dariiber hinaus werden wir einige Gemeinsamkeiten und Unterschiede zur projektiven
Geraden aufzeigen.

Abschlielend untersuchen wir die Picardgruppe der Kurve und konstruieren interessante Vek-
torbiindel mit Hilfe von Galoistiiberlagerungen, die sich aus dem Wechsel des Korpers E ergeben.
Die Klassifikation der Vektorbiindel auf der Kurve zitieren wir ohne Beweis. Sie hat zu einer
neuen Sichtweise auf viele aktuelle Fragen der arithmetischen Geometrie gefiihrt.



2 Laurentreihen

In diesem Kapitel fithren wir im ersten Abschnitt die grundlegende Theorie der konvergenten
Laurentreihen iiber einem nichtarchimedischen Korper ein. Das erste Ziel ist der Beweis des
Weierstra3schen Divisionssatzes und des Weierstra3schen Vorbereitungssatzes fiir konvergente
Laurentreihen auf einem abgeschlossenen Kreisring.

Die ersten beiden Abschnitte orientieren sich sehr stark an [Schl, §8.

Danach wollen wir in Abschnitt 2.3 dieses Wissen nutzen, um den Ring der konvergenten Lau-
rentreihen auf der offenen punktierten Einheitskreisscheibe auf seine algebraischen Eigenschaften
zu untersuchen.

2.1 Grundlagen

Sei F ein vollstéindiger nicht-archimedisch bewerteter Kérper. Wir bezeichnen mit || : F' — R
den Absolutbetrag auf F. Sei F' ein algebraischer Abschluss von F'.

Definition 2.1. Eine (unendliche) Laurentreihe mit Koeffizienten in F' ist eine formale Reihe
f(t) =3,cz cnt™ mit ¢, € F. Wir schreiben F((¢,¢71)) fiir den F-Vektorraum aller unendlichen
Laurentreihen mit Koeffizienten in F. Im Fall ¢, = 0 fiir alle n < 0 sprechen wir von einer
formalen Potenzreihe. Fiir eine Teilmenge I C [0, 00) sei

Br={f=) cat" € F((t,t ")) |cn € F, Vpe: Inlligloo len|p™ = 0}
neE”Z

die Menge der I-konvergenten Laurentreihen iber F', wobei im Fall 0 € I per Konvention ¢, = 0
fir alle n < 0 gelten soll. In diesem Fall gilt also By C F[[t]].

Bemerkung 2.2. (i) Die Menge By ist ein F-Vektorraum.

(ii) Fiir ein kompaktes Intervall I = [0, p] mit reellen Zahlen 0 < o < pist f = >, cat”
genau dann [-konvergent, wenn

lim |c_plo™"

= lim |c,|p" = 0.
n—roo n—oo

Im Fall o = 0 ist f genau dann [0, p]-konvergent, wenn

¢p =0 furalle n<0 und lim |c,|p" =0.
n— oo

(iti) Fiir I € J C [0,+00) ist By C By.

(iv) Fir I C Ry gilt

Br = (1 By,
pel

im F-Vektorraum der formalen unendlichen Laurentreihen. Im Folgenden schreiben wir B,
anstelle von By,;.

(v) Ist p>0und f =3 ;cat" € B, so existiert sup,,cz [c,|p™ aufgrund der Konvergenzbe-
dingung lim|,| s [cn|p™ = 0.



Definition 2.3. Ist p > 0, so heifit die Abbildung

|-1p: B, = Rxo, | Z cnt™|, == sup|cy|p" = max|c,|p",
nez neZ nes

die Gaussnorm zu p.
Bemerkung 2.4. (i) Die Gaussnorm zu p > 0 definiert eine F-Vektorraumnorm auf B,,.
(ii) Formal setzt man fiir p = 0 und f =}, -, cnt" € Bo = F[t]]

‘flO =q min{n>0|c,#0}

fiir ein fest gewahltes ¢ > 1. Das ist ein nichtarchimedischer Absolutbetrag, allerdings keine
F-Norm, da er auf F' den trivialen Absolutbetrag induziert.

cnt™ € B,. Dann ist fir jedes x € F mit |z| = p die

Lemma 2.5. Seip € Ryo und f =), .,

Reihe Y, oy cnx™ konvergent in I

Beweis. Wir wahlen eine endliche Erweiterung E von F' mit z € E. Dann existiert eine eindeutige
Fortsetzung des Absolutbetrages | - | auf F, und FE ist beztiglich dieser Norm vollstdndig. Wir
schreiben einfach | - | fiir beide Normen. Wir zeigen zunéchst die Konvergenz von »_°  ¢,z" in
E. Fir k € N setzen wir dazu s := Zi:o cnx™ € E. Wir miussen zeigen, dass die Folge (sg)kren
in E konvergiert. Sei ¢ > 0 beliebig. Wegen f € B, kénnen wir N € N wihlen, so dass |c,[p" < &
fiir alle n > N gilt. Dann gilt fiir alle m > N

m

[$m — sn| =] Z cnz™| < max  |eplpt < e.
N1 N+1<n<m

Somit ist die Folge (sk)ren eine Cauchyfolge in E und damit konvergent in E, also konvergiert
die Reihe Zf:o cpx™ in E. Die Konvergenz von ) o c,x™ zeigt man im Fall p > 0 analog. Das
beendet den Beweis, da im Fall p = 0 der Hauptteil ohnehin verschwindet. O

Lemma 2.6. Sei ) # I C Ryq eine belicbige Teilmenge und seien f = > _,ant", g =
Y onezbnt™ € Br. Dann konvergiert fiir jedes n € Z die Reihe cn = Y, ,_, arby in I, es
gilt Y,y cnlt™ € By, und die durch

ngcht"

nez

definierte Multiplikation macht den F'-Vektorraum By zu einem Integrititsbereich.

Es gilt |fgl, = |fl, - 9|, fir alle f,g € Br und alle p € T\ {0}.

Beweis. Es gentigt, den Fall I = {p} zu betrachten.

Im Fall p = 0 ist per Definition B, = F'[[t]] der Ring der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten
in F. Das ist ein Integrititsbereich beziiglich der oben definierten Multiplikation, und |- |o ist
multiplikativ.

Sei nun p > 0 und seien f = Y, a,t", g = > ., but" € B,. Wir zeigen zunéchst, dass fiir

jedes n € Z die Reihe
Cn = Z aib = Zakbnfk
k+l=n kEZL



in F' konvergiert. Da F vollstdandig nicht-archimedisch bewertet ist, gentigt es fir jedes n € Z

lim agb,_r =0
|k|—o00
in F' zu zeigen.

Sei also n € Z und & > 0. Wegen lim ;o0 |ai|p' = limy; o0 |bi]p' = 0 gibt es Ny € N, so dass

lag)pt < ep™ und  |by|pt < \Ep"
fir alle I € Z mit || > N;. Wir wiahlen K = N; + |n|. Dann gilt fir alle k € Z mit |k| >

|akbn—r| = p~"|ar|p*ba—r|p"F < p"VEpTVEPT = €.

Als néchstes zeigen wir lim,|,o [cn|p"™ = 0. Ist [f[, = 0 oder |g|, = 0, so gilt ¢, = 0 fiir alle
n € Z. Es gelte nun |f|, # 0 # |g|,. Sei € > 0. Wegen lim|mHoo |am|p™ = lim| | 00 [0m|p™ = 0
existiert N € N mit .
lam|p™ < —— und |by|p™ <
‘g p

|f|p

fiir alle m € Z mit |m| > N. Sei n € Z mit |n| > 2N. Sind k,l € Z mit k+1=mn,so gilt |k| > N
oder |I| > N. Im ersten Fall ist

g
|ag|p"|bi] ' < 7P lbilp' < e.
p

Analog ist im Fall |I[| > N

|ag|p*balp’ < |ax|p"
If\p

Es folgt insgesamt
lenlp™ = | Z arbi|p™ < maX |ak|p lbulp' < e
k+l=n
Damit gilt lim, o |ca]p™ = 0 und somit ) ., c,t" € B,. Man rechnet direkt nach, dass B
mit der oben definierten Multiplikation eine kommutative F-Algebra ist.

Des Weiteren gilt

R n o __ n
[Fal, = max |ea|p" = max| D axbilp
k+l=n

< b
< max( max |ak|p*[bi]p")

<
< (maXIczklp )(r{gZX\bz\p)
= |f|p|9|p~

Fiir die umgekehrte Ungleichung seien ko,ly € Z die kleinsten Indizes mit |ag,|p*® = |f|, und
|bi, |p% = lg|, und sei ng = ko + lo. Sind k,l € Z mit ng = k +1, so gilt k < ko oder I < lp. Ist
k # ko oder I # [y, so folgt

larlp® < Ifl, oder |oilp’ <lgl,

und damit im Fall k 4+ = ng mit (k,1) # (ko,lo) stets

larbip™ < |flplglp = lany |[bi[p™°



Aus der strikten Dreiecksungleichung folgt
|Cn0|pn0 = Z akbl|pn0 = |ako||blo|pn0
k+l=ngo

und daraus
|fg|P > |Cn0‘pn0 = ‘a’k0|pk0|blo|plo = |f‘P|g|P'
Das zeigt die behauptete Gleichheit, und diese zeigt, dass B, nullteilerfrei ist. O

Bemerkung 2.7. Ist p > 0 und = € F mit |z| = p, so ist die nach Lemma wohldefinierte
Abbildung

Pz : BP _>Fa90$(f) = f(m)7

ein Homomorphismus von F-Algebren mit |f(z)| < |f],.
Definition 2.8. Sei I C Ry ein kompaktes Intervall. Wir definieren die Abbildung

sup{|fl, : p € I\{0}}, falls I # {0}

“|lr:Br = Ryo, f— =
Ilr: Br = Roo, £ 1= |lr {|f|0, falls I = {0}.

Ist I = {p}, so schreiben wir weiterhin |- |,.

Lemma 2.9. (i) Ist I = [o,p] C Rxo ein kompaktes Intervall mit p > 0, so gilt im Fall o # 0
stets | f|r = max{|f|s,|f|,} und im Fall o =0 stets |f|; = |f|, fir alle f € By.

|- |1 definiert eine Norm auf dem Ring Bj.
(i1) Fir jedes kompakte Intervall I C Rxg ist der Ring By vollstandig beziiglich | - |;.
(ii7) Sind I C J C Ry zwei kompakte Intervalle mit I # {0}, so gilt |- |1 < |- |J.
Beweis. (i): Sei f =3 ., ant" € Br. Ist 0 <7 < p, so gilt
|1 = max{sup{|an|7"}, sup{|an|T"}}
n<0 n=0
< max{sup{|an 0"}, sup{|an|p" }}
n<0 n>0
< max{|flo, | flo}

und damit |- |; = max{| - |s, | |,}. Die Normeigenschaften von |- |; folgen aus denen von | - |,
und | - |, sowie den Eigenschaften von max{-}.

(ii): Der Fall I = {0} ist klar, weil B = By = F|[[t]] beztglich des t-adischen Absolutbetrags
| - |o vollstandig ist. Sei also I = [0, p], 0 < ¢ < p, ein kompaktes Intervall und sei (fy,)m>0 eine
Cauchyfolge in By. Angenommen, jeder der Ringe B, fiir 7 € I\ {0} ist vollstdndig beziiglich

| - |- Wir schreiben fr, = 3, a ™ mit o™ € F und setzen f* = > om0 altn € P[]

sowie f~ = 3 al™tr € t~LF[[t71]]. Die Folgen (f)n>0 sind ebenfalls Cauchyfolgen in
Br und damit insbesondere in B, beziiglich | - |, fiir jedes 7 € I. Insbesondere konvergiert

aufgrund der Vollstéandigkeit der Ringe B, die Folge (f,})m>0 in B, beziiglich | - |, gegen ein
Element f* € B,. Analog konvergiert die Folge (f,,)m>0 in B, gegen ein Element f~ € B,. Die
Konvergenz impliziert ferner f* € F[[t]] und f~ € t7'F[[t~']]. Nun gilt aber |- |, < |- |, auf
BrnF[t] firalle0 < 7 < pund ||, < ||, auf By Nt LF[[t71]] fiir alle 0 < 7 < c0. Das zeigt
[ = fTin By, und f,, = f~ in B, o). Es folgt f* € By. Setzen wir f := f* + f~ € By, so



folgt auflerdem lim,, o fin = f in By, d.h. By ist vollstandig beziiglich | - |;. Es geniigt also zu
zeigen, dass fiir jedes p > 0 der Ring B, vollstandig beztiglich | - |, ist.

Sei (fm)mso eine Cauchyfolge in B,. Schreibe f,, = > ., a™ mit o™ € F. Sei k € Z.
Wegen der Cauchyeigenschaft gibt es zu gegebenem € > 0 ein N € N, so dass

|fm - fN|p < Epk

fir alle m > N. Es ergibt sich
m N m n
jai™ — ™" < max|af™ —afV|o" = | frn — fivl, < ep

und somit
jay™ — M| <

fir alle m > N. Damit ist fiir jedes k € Z die Folge der Koeffizienten (a,(cm)) k>0 eine Cauchyfolge
in F', konvergiert also gegen ein Element ay, € F. Wir zeigen, dass f = > _, a,t" ein Element
von B, ist, und dass lim,, .o fm = f in B, gilt.

ne”Z
Zu beliebigem € > 0 gibt es aufgrund der Cauchyeigenschaft M > 0, so dass

sup [af) —a)|p" = |fi — fil, < ¢
neN

fir alle k > 1 > M. Nunist |- | : F' — Ry stetig. Daher folgt fiir alle n € Z
|an —aM|p" = lim [af) —aM|p" <e.
k—o0
Wegen far € B, gibt es auflerdem N € N, so dass fiir alle n € Z mit |n| > N
M |p" <e.
Fiir solche n folgt
janlp™ < max{la, —alM|,]alM0[} <&
und damit ist f € B,. Wie oben gesehen gilt nun fiir alle [ > M

\f = fil, = sup|a, —a|p
nez

n
<6,

was die Konvergenz der Folge gegen f zeigt.
(iii): trivial. O

Das néachste Ziel ist der Beweis des Weierstraflschen Divisionssatzes und des Weierstraflschen
Vorbereitungssatzes in Bj fiir ein kompaktes Intervall I C Ry.

Definition 2.10. Sei I = [0, 7] ein kompaktes Intervall mit 0 < o < 7undsei f =), ant" €
B;. Ein Element p € I\ {0} heifit kritischer Radius fir f, falls mindestens zwei verschiedene
ganze Zahlen k,[ existieren mit

o = laklp™ = |ailp.

Lemma 2.11. Sei I C Rxq ein kompaktes Intervall und sei f € By \ {0}. Dann besitzt f
hochstens endlich viele kritische Radien.



Beweis. Wir schreiben I = [o,7] und f = >
M,N € N mit

nez @nt™ mit a, € F. Wegen f € By existieren

la_rlo™™ = max|a,|e” und |ayn |V = max |an,|7".
n<0 n=0
Fiir n > N ist |a,|m™ < |an|7V. Ist a,, # 0, so gilt auch ay # 0. Fiir o < p < 7 ergibt sich dann

a _ a _

lan| lan]

und folglich |a,|p™ < |an|p™ < |f], fiir alle n > N im Fall ay # 0.
Analog ergibt sich im Fall a_j; # 0 fiir n > M stets |a_n|p™™ < la_m|p™™ < |f],-

Falls p ein kritischer Radius fiir f im Inneren von [ ist, so existieren demnach k,l € Z mit
—M < k<1< N, so dass

0% |f], = laklp® = ||’

Folglich liegen alle von o, 7 verschiedenen kritischen Radien in der endlichen Menge
{(M)ﬂ | 7M§k<l§N, ak#O%al}.

O

Bemerkung 2.12. Ist nun I = [0, 7] ein kompaktes Intervall und f = Y _, a,t™ € By, so
schreiben wir p; < ... < pi fur die kritischen Radien von f im offenen Intervall (o, 7). Wir
setzen po := o und pgy1 = 7. Nach dem Beweis von Lemma existieren dann ganze Zahlen
M < N, so dass fiir alle p € (o, 7)

J— n
|flp = MrgggNlanlp

und daher
|f|p > ‘am‘pm

fur alle m < M und alle m > N.

Lemma 2.13. Sei I = [o,7] ein kompaktes Intervall mit o < 7 und f = Y ., a,t" € By.
Seien p1 < ... < pi die kritischen Radien von f im offenen Intervall (o,7) und py := o sowie
pr+1 = 7. Dann existiert zu jedem i € N mit 0 < i < k genau ein n; € Z, so dass

|f|p = |an,

p"t fir alle pe I mit p; < p < pit1.

Beweis. Sei i € Nmit 0 < ¢ < k. Zun € Zsei Uy, :={p| pi < p < pit1 und |f|, = |an|p™}.
Seien M, N ganze Zahlen wie in Bemerkung d.h. es gilt

J— n
/o= max an|p

und |an,|p™ < |f|, fur alle m € Z mit m ¢ [M, N]. Dann bilden die Mengen Uy, ...,Ux eine
disjunkte Uberdeckung des zusammenhéingenden Intervalls (p;, pit1)-

Auflerdem ist jedes U, eine offene Menge. Sei dazu p € U,. Wegen p; < p < p;+1 ist p kein
kritischer Radius fiir f. Daher existiert genau ein n € Z mit M < n < N, so dass

n o__ _ m
|an|p" = ‘flp_Mgln%}éNmmm :



Das impliziert
< i
M§7nné%(,’m7én |am |p |an |p
Aufgrund der Stetigkeit beider Seiten in p gilt diese strikte Ungleichung fiir alle p in einer offenen
Umgebung von p. Es folgt

_ n\m __ nm __ \n
|flpr = max|an|(¢)" = | max lam|(p)™ = lan|(0)",

d.h. diese offene Umgebung liegt in U,,. Damit bilden die Mengen Uy, ...,Un eine disjunkte
offene Uberdeckung des zusammenhingenden Intervalls (p;, pi11). Folglich gilt (p;, piv1) = Uy,
fiir genau ein n; € Z und U,, = @ fir alle n # n;. O

Sei I € Rxq ein kompaktes Intervall und f =3 _, a,t"™ € By \ {0}. Wir bezeichnen mit

neL
vi=—log|-|: F = RU{o0}
die Bewertung auf F. Fir p € I'\ {0} und ¢ := log(p) gilt dann

_ _ nt __ _ _
log | f|, = log|flet = logrrrllg%( lan|e™ = I}ng%(nt + log |a,|) = rfllg%(nt v(an)).
Wir erhalten die Funktion

¥y +log(I'\ {0}) = R,
t = log|f|er = max(nt — v(an)).

Nach Bemerkung ist ¢y das Maximum endlich vieler affin-linearer Funktionen und damit
stetig, konvex und stiickweise linear.

Definition 2.14. Fiir ein kompaktes Intervall I C Ry und f =Y
wir fiir p € I'\ {0}

nez tnt™ € Br\{0} definieren

n(f,p) :=min{n € Z | [f], = |an|p"}
und
N(f,p) == max{n € Z | [f], = |an|p"}.
Im Fall 0 € T setzen wir n(f,0) := 0 und N(f,0) := min{n > 0|a,, # 0}.
Lemma 2.15. Sei I = [0,7] C Ry und fiziere f =) ., an,t™ € Br \ {0}. Seien py, ..., py die

kritischen Radien von f in (o,7) und sei p € I\{0}. Dann ist die linksseitige (bzw. rechtsseitige)
Steigung von 1y beilog p gegeben durch n(f,p) (bzw. N(f,p)).

Insbesondere dndert sich die Steigung von vy genau an den Stellen log p1,...,logpy, und fir
c<p<p <7 gt
N(f,p) < n(f.p).

Beweis. Wie zuvor setzen wir py := o sowie piy1 :=7.Ist 0 <7 < kund p € I mit p; < p < pi+1,
so gibt es nach Lemma genau ein n; € Z mit |f|, = |ay,,|p™. Setzen wir ¢ :=log(p), so ist

Yy(t) = nit — v(an,)

in (ps, pi+1) linear mit Steigung n; = n(f, p) = N(f, p).
Fiir beliebiges p € I\ {0} sei J :={n € Z : |f], = |an|p"}, sodass

T
< .
Iggf\an\p | flo



Wegen der Stetigkeit beider Seiten in p gilt das in einer offenen Umgebung U von p in I \ {0}
und dort also

[/l = max fan|(p')"
fir alle p’ € U bzw.

Us(t) = max(nt’ = v(an))

fir alle t' = log(p’) € log(U). An der Stelle ¢t = log(p) haben all diese affinen Funktionen nt—v(a,,)
fiir n € J denselben Wert. Fiir ¢’ > ¢ dominiert dann diejenige mit der groBten Steigung, d.h.

wf(t/) = N(fa p)t/ - U(aN(f,p))

fiir ¢ > ¢ nahe bei t. Analog dominiert fiir ¢’ < ¢ nahe ¢ diejenige mit der kleinsten Steigung, d.h.

Yr(t') = n(f, p)t' — v(an(s,p))

fir ¢ < t nahe t. Somit dndert sich die Steigung von ¢y genau an den Stellen p € I mit
n(f,p) # N(f,p). Das sind genau die Stellen log p1,...,log pi. Ferner impliziert die Konvexitét
von ¢y dann die Ungleichung

N(f.p) <nl(f.p)
fiir alle 0 < p < p < 7 mit p > 0. Im Fall p = 0 ist sie offensichtlich. O

Lemma 2.16. Sei p > 0 und seien f,g € B, \ {0}. Dann gilt

n(fg,p) =n(f,p) +n(g,p) und N(fg,p)=N(f,p)+ N(g,p)

Beweis. Der Fall p = 0 ist klar. Sei also ohne Einschrénkung p > 0.

Wir schreiben f = Y7, ant™, g = > 5 bnt", fg = >, cpcnt™, setzen wie im Beweis von
Lemma ko :==n(f,p), lo :==n(g,p), no := ko + lp und zeigen |fg|, = |cn,|p™°. Es folgt dann
n(fg,p) < no. Angenommen, es gibt n < ng mit |c,|p" = |fg|,. Sind dann k,1 € Z mit k+1 = n,
so gilt k < kg oder [ < Iy und damit aufgrund der Minimalitdt von kg, [y

larlp® < |f], oder |bulp" <lg],-
In beiden Féllen folgt
leale™ = 1f9lp = 1f1p - |alo > larlp®belp’ = larbilp"

und somit |¢,| > |agby|. Die strikte Dreiecksungleichung zeigt andererseits

len| = | E arb] < max |agb].
k+l=n
k+l=n

Das ist ein Widerspruch, sodass ng = n(fg, p) gilt.

Analog kann man im Beweis von Lemma ko := N(f,p), lo := N(g, p) sowie ng := ko + lo
setzen und |fg|, = |cn,|p™° zeigen, woraus N(fg,p) > no folgt. Man nimmt an, es gibe n >
no mit |fg|l, = |c,|p” und fithrt diese Annahme mit derselben Rechnung wie oben zu einem
Widerspruch. O

Definition 2.17. Sei p > 0 und sei P € F[t] \ {0} ein Polynom.

(i) P heifit p-dominant, falls N(P, p) = deg(P) gilt.



(ii) P heiit p-extremal, falls N(P, p) = deg(P) und n(P, p) = 0 gilt.

Lemma 2.18. Sei p > 0 und sei P € F[t]\ {0} ein Polynom. Es sind jeweils dquivalent:

(i) (a) P ist p-dominant.
(b) Fiir jede Nullstelle x € F von P gilt |z| < p

(i) (a) P ist p-extremal.
(b) Fiir jede Nullstelle x € F von P gilt |z| = p.

Beweis. Im Fall p = 0 sind die Begriffe p-dominant und p-extremal dquivalent. Ein 0-extremales
Polynom ist von der Form P(t) = at? mit d > 0 und a € F*. Die Aussage ist daher klar und
wir konnen ohne Einschrankung p > 0 annehmen.

Sei d := deg(P). Wir schreiben P(t) = Zn 0 bnt™ = by Hz 1(t — ;) mit by,...,bg € F, wobei
Z1,...,2q € F die Nullstellen von P sind. Fiir jedes 1 < j < d ist

bj = (—1)d_jbd Z .’Iﬁil LT xid,j

i1<...<ig_j
und insbesondere by = (—1)%gxy - ... 4. Gilt nun |a;| < p fiir alle 1 < i < d, so erhalten wir

d—
1651 < \bd|i1<r‘r_1g§d7j iy - i < {balp™

<d

und damit |bj|p? < |ba|p? fiir alle 1 < j < d und es folgt N (P, p) = d. Gilt fiir alle 1 < i
= (a) in

sogar |z;| = p, so folgt |bo| = |ba|p? und damlt zuséatzlich n(P, p) = 0. Das beweist (b)
beiden Fallen.

Sei nun umgekehrt P p-dominant (bzw. p-extremal). Sind Py, P, € F[t] \ {0} mit P = P, - Py,
so sind nach Lemma auch P; und P; p-dominant (bzw. p-extremal). Wir konnen also ohne
Einschrénkung deg(P) = 1 annehmen, d.h. P = by+b1t mit by, by € F, by # 0, und x1 = —Z—(l’ eEF
ist die einzige Nullstelle von P. Dann gilt

[bo|p® = [bo| = [ba]a1] < [b1]p*

und in dem Fall, dass P p-extremal ist, gilt Gleichheit. O

2.2 Divisionssitze und der Vorbereitungssatz

Wir sind nun soweit, den Weierstralschen Divisionssatz zu beweisen. Wir beweisen zunéchst
einen Divisionssatz fiir Potenzreihen in B, (Satz[2.19) und verallgemeinern diese Aussage dann
auf beliebige Reihen in By fiir ein kompaktes Intervall I C Ry (Satz [2.21)).

Satz 2.19 (1. Divisionssatz). Sei p > 0, seien f = > . ant" € B, eine Potenzreihe und

P= Zi:o bpt™ € F[t] ein p-dominantes Polynom vom Grad d > 0.
Dann existieren eine eindeutig bestimmte Potenzreihe g € B, und ein eindeutig bestimmtes
Polynom Q € F[t] vom Grad < d, so dass

f=P-g+Q.

Dariiber hinaus gilt
|fl, = max(|Q,, | Pl, - gl,)-
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Beweis. Eindeutigkeit: Seien f = Pg; + Q1 = Pgs + Q2 zwei Zerlegungen. Es gilt also

P(g1 —92) = Q2 — Q1.

Ist g1 = g2, so folgt Q1 = Q2. Im Fall g; # g5 folgt aus Lemma [2.16

d > deg(Q2 — Q1) = N(Q2 — Q1,p) = N(P(g1 — 92), p)
= N(P,p)+ N(g1 — g2, p)
=d+ N(g1 —92,p)
> d,
da die Potenzreihe g1 — go natiirlich N (g1 — g2, p) > 0 erfiillt. Das ist ein Widerspruch, also gilt
g1 = g2 und damit auch Q1 = Q.

Existenz: Sei zunéchst f ein Polynom vom Grad h. Wir beweisen die Existenz per Induktion
nach h und behaupten in diesem Fall zuséatzlich, dass g als Polynom gewéhlt werden kann. Ist
h < d, so setzen wir ¢ = 0 und @Q := f. Sei also h > d. Wir setzen g := ahbglth_d € F[t]. Dann
ist fo := f — Pgo ein Polynom vom Grad deg(fo) < h. Nach der Induktionsannahme existieren
eindeutig bestimmte Polynome g1, Q@ € F[t] mit deg(Q) < d, so dass

fo=P-g1+Q und |[fol, =max(|Q,[P|, - [g1],)-

Setzen wir nun g := go + g1, so gilt f =P - g+ @ und

max(|Ql,, [P, - 9l,) < max(|Q|p, [Pl - |golps [Plp - [91]0)
= max(|fol, [Pl, - [90l,)
max(| f[,, | Pl, - [g0l,)
max(|f|,, [balp® - |anby 0" =)
= max(|f|,, |an|p")
= |f|p~

Die umgekehrte Ungleichung folgt aus der strikten Dreiecksungleichung und der Multiplikativitét
von | - |[,.

N

Sei nun f = an ant™ € B, eine beliebige Potenzreihe. Fixiere n > 0. Wenden wir das bisher
Gezeigte auf das Polynom a,t" € F[t] an, so erhalten wir Polynome g,,, Q,, € F[t] mit deg(Q,) <
d, so dass

ant" =P gp+Qn und |ap|p" = max(|Qnlp, [P, - |gnlp)-

g::Zgn und Q:ZQn

n=0 n=0

Dies zeigt, dass

beziiglich | - |, konvergente Reihen sind und die Behauptung erfiillen. Beachte, dass der F-
Vektorraum aller Polynome vom Grad < d endlichdimensional und daher beziiglich |- |, vollstan-
dig ist. Ebenso ist B, N F[[t]] = By, vollstédndig beziiglich | - |,. O

Bemerkung 2.20. Satz ist auch im Fall p = 0 wahr. Dann gilt nidmlich P(t) = bgt? und
die Zerlegung ist einfach gegeben durch

d—1
F= ant” =bgt" > bilapt"" "+ ant".
n=0

n>=0 n>d

11



Satz 2.21 (2. Divisionssatz). Sei I = [0,7] C Rxq ein kompaktes Intervall. Sei p € I\ {0},
f € By, und sei P ein p-extremales Polynom vom Grad d > 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Elemente g € B und Q € F[t] vom Grad < d, so dass

f=Pg+Q

Auferdem gilt
| flp = max(|Q|, [P, - 19]p)-

Beweis. Eindeutigkeit: Seien f = Pg1+Q1 = Pga+Q2 zwei Zerlegungen. Es gilt also P(g1—g2) =
Q2 — Q1. Ist Q1 = @2, so folgt P(g1 — g2) = 0 und damit g; = go im Integritdtsbereich By. Sei
nun @ # Q2 (und damit auch g1 # g2). Dann erhalten wir dhnlich wie im Eindeutigkeitsbeweis
des ersten Divisionssatzes unter Benutzung von Lemma [2.16] den folgenden Widerspruch:

d>deg(Q2 — Q1) > N(Q2 — Q1,p) — n(Q2 — Q1,p)
= N(P(g1 — g2),p) —n(P(g1 — 92),p)
= N(P,p) —n(P,p) + N(g1 — g2, p) — n(g91 — 92, p)
>0

2 A“}%p)__n(}lp)
=d.

Existenz: Wir wiirden gerne den ersten Divisionssatz anwenden. Im Fall 0 € [ ist das wegen
B C F[[t]] direkt méglich. Im allgemeinen Fall schreiben wir f =3 _, ant™ = f~ + f* mit

= Zant" und [t = Zant”.
n<0 n>0

Fiir jedes p € I ist f* € B, mit |f|, = max(|f*|,,|f|.). Sei zuniichst u € [p, 7] beliebig.
Wegen Lemma [2.18] ist P u-dominant. Wir kénnen also den ersten Divisionssatz [2.19] auf die
Potenzreihe f* € By C B, anwenden und erhalten eine Potenzreihe gt € B,, sowie ein Polynom
Q* € F[t] mit deg(Q) < d, so dass

fr=P-g"+Q" und [fT|,=max(|Q"|u, [Py 1g7.)-

Da g* eine Potenzreihe ist, gilt sogar g+ € Bis,,)- Aus der Eindeutigkeitsaussage im ersten
Divisionssatz folgt dann, dass g7 und Q% nicht von u abhingen. Insbesondere ist g™ € By mit

‘f+|p = maX(‘Qﬂm |Pl, - ‘9+|p)-

Im Fall ¢ = 0 gilt f = f* und wir sind fertig. Wir nehmen also o # 0 an und betrachten die
Potenzreihe f; :=t*"'f~(t7') € Bj,-1 ,-1) und das Polynom P, := t*P(t~!) € F[t]. Da P p-
extremal ist, gilt P(0) # 0. Damit sind die Nullstellen von P; genau die Inversen der Nullstellen
von P. Ist ¢ € F eine Nullstelle von P, so ist also 2! eine Nullstelle von P;, und sie erfiillt damit
|7 = |z|7t = p=! < p fiir alle p € [p~1,071]. Nach Lemmaist Py p-dominant fiir jedes
w € [p~1,071]. Analog zur Betrachtung von f* erhalten wir mithilfe des ersten Divisionssatzes
eine Potenzreihe g € B[,-1 ,-1) und ein Polynom Q7 € F[t] mit deg(Q; ) < d, so dass

T =Pigr Q5.
Zudem gilt

P U = 1T =1 = max(1Q7 |p-1, |Pilp—1 - g7 [o—1)
= max(‘Qﬂp—%p_le‘p : |gf|p—1)'
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Die erste Gleichheit sieht man wie folgt. Es gilt

fl_ — tdflff(tfl) — 7fdfl Z antin — Z antdflfn

n<0 n<0

und daher
—(d=1-n) _ plfd

|f1 |1 = sup|an|p sup an|p™ = p" U f |,
n<0 n<0

Analog sieht man auch |Py|,-1 = p~%|P|,.
Nun ist Q= := t¥71Q; (t7!) € F[t] ein Polynom vom Grad < d, und wie eben sieht man
Q" |, = p** - |Q7 | ,-1. Weiter definieren wir g~ := ¢t~ g7 (t7*) und sehen |g~ |, = p g7 |,
fir alle p4 € [0, 7], sodass wir g~ € By erhalten. Insbesondere haben wir
71 = p" U filp-r = 7t max(1Q7 |1, 0~ Pl - g1 [,-1)
= p" " max(p' = NQ o, 0Pl p - 197 o)
= p* max(p' Q" |, p" Pl - 197 o)
=max(|Q"[,, [Py - 97 |,)-
und
o=t =t P D) ()
=t (e IP(t) - tg (1) +1IQ (1))
=P.-g+Q".
SchlieBlich setzen wir g := g~ + g € By und Q := Q™ + Q* € F[t]. Dann ist deg(Q) < d und
es gilt
f=P-g+Q

sowie

|f|p = max(|f+|p, ‘f_lp)
= max(|Q+|p, ‘P‘p : |g+|pa |Q7|P7 ‘P‘p : |gi|p)
2 maX(|Q|p, |P|p ) |9‘p)~

Aufgrund der strikten Dreiecksungleichung und der Multiplikativitdt von | - |, gilt auch die
umgekehrte Ungleichung. Das beendet den Beweis. O

Der zweite Teil des folgenden Satzes heifit der Weierstrafische Vorbereitungssatz. Er besagt, dass
sich jedes Element in B fiir ein kompaktes Intervall I C Ry schreiben ldsst als das Produkt
eines Polynoms und einer Einheit in B;. Daraus werden wir in Korollar folgern, dass in
diesem Fall der Ring B; ein Hauptidealring ist.

Satz 2.22. Sei I = [o,7] C Ry ein kompaktes Intervall. Sei f € By \ {0}. Dann gilt

(i) f € Bf genau dann, wenn n(f,0) = N(f,7). Im Fall 0 = 0 (d.h. By C F[[t]) bedeutet
das N(f,7) =0.

(ii) Es ezistiert ein Polynom P € F[t] vom Grad N(f,7) —n(f,o) sowie eine Einheit u € B}
mit f = P -u. Dabei gilt:

(a) P und u sind bis auf Multiplikation mit Elementen aus F'* eindeutig bestimmdt.
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(b) Fiir jede Nullstelle x € F von P gilt o0 < |z| < 7.

Beweis. (i): Zuerst sei f € B[ eine Einheit. Aus der Konvexitéit der Funktion ¢ folgt n(f, o) <
N(f, 7). Die gewiinschte Gleichheit ergibt sich dann mithilfe von Lemma Ist ndmlich g € By
mit fg =1 in By, so folgt

0:7’7,(1,0') Zn(fg,a) :n(f,a)—l—n(g,a),
0=N(1,7)=N(fg,7) =N(f,7) + N(g,7)

und damit

Wieder aufgrund der Konvexitét von ¢4 gilt aber N(g,7) > n(g, o). Damit gilt auch n(f,o) =
N(f,7).
Umgekehrt gelte nun N(f,7) = n(f,o) =: m. Wir schreiben f = at™(1 — g) mit a € F* und
9 = >_,200nt" € By. Offensichtlich ist at™ € Bf. Es geniigt also, 1 — g € B zu zeigen. Nun
gilt aber

m=n(f,o0)=n(at™, o) +n(l—-g,0)=m+n(l—g,0),
m=N(f,7)=N(at™,7)+ N1 —g,7) =m+ N(1—g,7).

Also ist n(1 —g,0) = N(1 — g,7) = 0. Aus der Konvexitit von ¢;_,4 folgt dann
Ozn(l_gva) <N(1—g,0’) <n(1—977') QN(l—g,T) =0,

d.h. alle Werte sind Null. Wegen 1 — g = 1+ 37 _,b,t" bedeutet das im Fall o > 0 [g[, =
maxXy,£o |bp|o"™ < 1, denn gébe es n # 0 mit |b,|c" > 1, so wére im Fall n < 0 (bzw. n > 0)
der Wert n(1 —g,0) < 0 (bzw. N(1 — g,0) > 0). Offenbar gilt im Fall o = 0 ebenfalls |g|o < 1.
Analog zeigt man, dass stets |g|, < 1 gilt.

Es folgt |g|r < 1. Wir behaupten, dass die Folge (sp,)m>0 definiert durch s, := ZZ;O g" in By
konvergiert und invers zu 1 — g ist. Zu gegebenem p € I und € > 0 sei NV > lolgfgalp. Dann gilt fiir
alle m > N

m

_ N+1
|Sm — snlp = | %:Hg”lp < ymex gy <lgl, 7 <e.
.

Damit ist die Folge ($m)m>0 eine Cauchyfolge in By und daher konvergent, da By nach Lemma
(ii) beziiglich | - |; vollstdndig ist. AuBerdem gilt fiir p € T und m > N

m

(1=9)Y g" =1, = g™, =g+ <e.
n=0

(ii): Im Fall 7 = 0 ist die Aussage eine elementare Eigenschaft des diskreten Bewertungsrings
By = F[t]]. Sei also 7 > 0. Wir fithren Induktion nach d := N(f,7) — n(f,o) > 0. Der Indukti-
onsanfang wurde im Beweis der ersten Aussage gezeigt. Sei also d > 0. Dann existiert ein p € T
mit

0<h:N(f7p)7n(fap)<da
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wobei die letzte Ungleichung wieder aus der Konvexitatsaussage in Lemma folgt. Angenom-
men némlich wir hétten N(f,p) = n(f,p) fiir alle p € I. Im Fall 0 > 0 wiirde Lemma [2.15|
direkt

n(f,0) = N(f,0) =n(f,7) = N(f,7)

liefern und damit d = 0 - ein Widerspruch. Im Fall ¢ = 0 liefert dasselbe Argument mit Hilfe
von (i) fiir jedes 7 > € > 0 ein g. € Bj. ;) mit f-g. = 1. Die Eindeutigkeit der Inversen zeigt
dann, dass g = gc in B, ;) € B;, d.h. g := g; ist e-konvergent fiir alle 0 < e < 7. Wegen
N(f,0) = n(f,0) gilt aber f € F[[t]]* und wir erhalten n(f,e) = 0 bei Wahl eines hinreichend
kleinen € > 0. Die Konstruktion in (i) zeigt dann g € F([[t]] = Bo, d.h. g € B}y, = By und
f € Bf. Nach (i) liefert das erneut den Widerspruch d = 0.

Zwischenbehauptung: Es existieren g € By sowie ein p-extremales Polynom P € F[t] vom Grad
h mit f =P - g in By.
Beweis der Zwischenbehauptung: Im Fall p = 0 ist das klar: Es gilt dann f = an h Gnt"™ und

wir setzen P(t) = t" und g(t) = Y07, an+nt™. Offenbar ist g nach wie vor I-konvergent, und
wir nehmen ab sofort p > 0 an.

Wir arbeiten zunichst in B, und setzen f’ := ¢t~ f sodass n(f’,p) = 0 und N(f',p) = h
gilt. Wir konstruieren nun induktiv eine Folge von Polynomen (Py;)m>0 mit

deg(Pm) = h und |fl - Pmlp < |fI|P'
Aufgrund der Annahmen beziiglich n(f’, p) und N(f’, p) folgt aus diesen Bedingungen
P, ist p-extremal mit |f'|, = [Py, :

Schreiben wir P, = Zh bpt™ und ' = 3", ant”, so gilt

n=0
[f'lp = lao| = lan|p".
Angenommen, es gilt n(P,,, p) > 0. Es folgt

|bol <0I<nr?§h| nlp | m‘p |f |p laol,

also
|ao — bo| = max(|aol, [bo|) = |ao| = [f'],

und damit letztendlich
|f/ - Pm‘p = max ‘an - bn|pn = |a0 - b0| = |f/|pa
nez

ein Widerspruch zur Voraussetzung an P,,. Genauso fiihrt die Annahme N(P,,, p) < h zu einem
Widerspruch.

Wir setzen Py := ZZ:O ant™. Dann ist deg(Py) = h und |f — Pi|, < |f'|,. Induktiv nehmen wir
an, dass P,..., P, wie gewlnscht konstruiert sind. Durch Anwendung des zweiten Divisions-
satzes erhalten wir g,, € By sowie ein Polynom @, € F[t] vom Grad < h mit

f/:Pm'gm'i'Qm-

Also hat P41 := P, + @, ebenfalls Grad h. Durch Anwendung der Eindeutigkeitssaussage im
zweiten Divisionssatz auf die Identitét

fl_Pm:Pm(gm_1)+Qm
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erhalten wir ferner
| = Pulp = max(|Qumlp, [Pulp - [gm — 1]p)-
Also ist
‘f/ - Pm+1|p < max(|f’ - Pm‘pv |Qm|p) = |f/ - Pm|p < |f/|p-

Induktiv ergibt sich fiir jedes m > 1

|f/_Pm|p<|f/_P1|p

und
|gm*1|p'|f/|p: |gm*1‘p’|Pm|p < |f/*Pm|p < |f*P1‘p < |f/|pa
also
g — 1], < lf' = Pil, <1
|f']o

Ebenso konnen wir die Eindeutigkeitsaussage im zweiten Divisionssatz auf die Identitét

Qm(gm—H - 1) = Pm(gm - gm—‘rl) - Qm—H

anwenden und erhalten

|f = P
1Qmlp - Tpp 2 Qmlp - [gm+1 — 1,
= max(\Qm+1\p, |Pm‘p : |gm - gm+1|P)
= max(‘@qu‘pv |f/|p : ‘gm - gm+1‘ﬁ)'
Induktiv folgt daraus
lf = Pilp\m—
Qmlp < [Qulp - (F——2)™"!
PP
und wegen |Q1|, < |f' — P1|, auch
' = Pilp\m
|gm _gm+1|p < (Q) +
|f']o

fir alle m € N. Die erste Ungleichung besagt, dass die Folge (Qm)m>o0 eine Nullfolge beziiglich
| - |, ist. Also konvergiert die Folge (Pp,)m>0 beziiglich | - |, gegen ein Polynom P € F[t] \ {0}
vom Grad h. Angenommen, es gilt n(P, p) > 0. Wegen lim,,,,oc P, = P # 0 in B, gibt es € > 0,
so dass zu jedem M € N ein m > M existiert mit |P,,|, > €. Zu diesem € > 0 gibt es M; € N,

so dass |P — P, < ¢ fiir alle m > M;. Schreiben wir P, = ZZ:O bt und P = ZZ:O b t™,
so gilt lim,, o0 b;m) = b, in F fir jedes 0 < n < h und somit existiert auflerdem My € N mit
|bém) — bo| < |bp| fiir alle m > My. Wir wéhlen zundchst M > max(M7, M3) und dann m > M
mit |P,,|, > €. Unter der Annahme n(P, p) > 0 folgt dann

165™ | < max([p5™ — bol, [bo]) = [bo| < |Pl, < max(|P — Pulp, |Ponlp) = | Pl
<|bo £ =€

im Widerspruch zur p-Extremalitiat von P,,. Analog fiihrt man auch N(P,p) < h zu einem
Widerspruch und es folgt, dass P p-extremal ist.

Die zweite Ungleichung oben bedeutet, dass die Folge (¢m)m>0 eine Cauchyfolge in B, ist und
damit aufgrund der Vollstindigkeit von B, gegen ein Element ¢’ € B, konvergiert. Aus den
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Relationen f' = Py, - gm + Qm fiir alle m folgt im Limes die Relation f* = P - ¢’ in B,. Das
ergibt f = ¢t"P) f = P .n(fP) g’ mit ¢"(/P) g’ € B,. Nach Satz angewandt auf I, p und
P existieren aber andererseits ¢ € By, Q € F[t] mit deg(Q) < deg(P) = hund f = P - g + Q.
Wegen B; C B, kénnen wir diese Gleichung in B, auffassen. Die Eindeutigkeitsaussage in Satz
ﬁ (angewandt auf {p} und P) liefert dann wegen f = P-g+Q = P-t"/*)¢’ die Gleichungen
Q =0 und ") ¢’ = g € B;. Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.

Nach Lemma gilt N(P,p) < n(P,7) < N(P,7) und n(P,0) < N(P,0) < n(P,p). Es folgt

N(g,T)—n(g,a):N(f,T)—n(f,o)—N(P,T)+n(P,a)

=d
—_——  ——
=h =0
—d—h
<d.

Also kénnen wir die Induktionsannahme auf g anwenden und erhalten so die Existenz einer Zer-
legung von f, also eine Einheit u € B} sowie ein Polynom P € F[t] mit f = P - u. Eigenschaft
(b) besitzt das Polynom P nach Induktionssannahme und per Konstruktion, da das vorher kon-
struierte Polynom P p-extremal fiir ein p € I ist und daher nach Lemma fiir jede Nullstelle
x € F dieses Polynoms |z| = p € I gilt.

Fiir die behauptete Eindeutigkeit seien nun P,Q € F[t], u,v € B} und

f=P-u=Q-v

zwei Zerlegungen wie gefordert. Sei L|F ein Zerfallungskorper fiir das Polynom PQ. Sei By der
entsprechende Ring der I-konvergenten Reihen mit Koeffizienten in L. Da B 7 ein Integritats-
bereich ist, folgt aus der Identitit Puv=! = Q in By C By, dass jedes x € F mit |z| € I mit
derselben Vielfachheit als Nullstelle von P wie von @ auftritt. Da diese Bedingung von allen
Nullstellen erftllt ist, ist P ein Teiler von @ in F[t]. Aus Gradgriinden ist dann @Q = a - P mit
einem a € F* und folglich v = ¢~ !u im Integrititsbereich B;. O

Korollar 2.23. Sei I C Ry ein kompaktes Intervall. Dann ist der Ring By ein Hauptidealring.
Im Fall I = {p} mit p ¢ |F| ist By ein Korper.

Beweis. Sei J C By ein Ideal. Nach Satz ii) lasst sich dann jedes 0 # f € J schreiben als
f = P -u mit einem Polynom P € F[t] und einer Einheit u € BJ. Das zeigt die nichttriviale
Inklusion der Gleichheit

J=(JNF[t])By.

Nun ist JN F[t] ein Ideal im Hauptidealring F'[t], wird also von einem Polynom @Q € F[t] erzeugt,
d.h. JONF[t]=Q- F[t], also J = Q- By, und J ist ein Hauptideal. Nach Satz [2.22{ii)(b) besitzt
P im Fall I = {p} mit p ¢ |F| keine Nullstellen in F, liegt also in F* C BJ. Es folgt f € Bf
fiir alle f € By \ {0}, d.h. By ist ein Korper. O

2.3 Die Fréchetalgebra B

Definition 2.24. Sei
B:i=Bgy= lm B;= ﬂ Br.
Ic(o,1) 1C(0,1)
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der Ring der konvergenten Laurentreihen auf der offenen punktierten Einheitskreisscheibe. Hier-
bei durchlduft I die kompakten Teilintervalle von (0, 1).

Bemerkung 2.25. B ist eine F-Algebra, auf der wir eine Topologie haben, die von der Familie
der Gaussnormen (| - [,)o<p<1 oder dquivalent dazu von der abzéhlbaren Familie (|- [;1 1_1])n>2
erzeugt wird. Letztere Beschreibung der Topologie macht B zu einer F-Fréchetalgebra.

Von nun an nehmen wir zusétzlich an, dass F' perfekt von positiver Charakteristik p > 0 ist. Sei
q = p! mit f € Z-q eine p-Potenz und k := F, der Kérper mit ¢ Elementen. Wir nehmen auch
an, dass F' diesen Korper enthélt. Aulerdem setzen wir F := k((¢)). Dann ist B eine E-Algebra,
denn die Einschrankung des Absolutbetrags |-| auf k ist trivial wegen |z|? = |z| fiir alle € k und
daher |k| = {0,1}. Weil die Elemente in E endlichen Hauptteil haben, erhalten wir E C B, d.h.
die gewohnlichen Laurentreihen tiber k sind stets (0, 1)-konvergent. Da F positive Charakteristik
p besitzt, ist die Abbildung

p:F—=F, xzw—z9
ein Homomorphismus, der sogenannte Frobeniusendomorphismus. Er ist bijektiv, weil F' perfekt
ist.
Wir setzen ¢ wie folgt zu einem Endomorphismus auf B fort. Sei I C (0,1) ein kompaktes
Intervall und f =3 _,c,t"™ € B;. Wir definieren die Reihe

p(f) =Yt e F((t,t™)).

nez

neE”Z

Fiir jedes p € I gilt dann

(g = 17 8t = sup{|el] (p)"} = sup{leal o™} = |12,
nez ne”Z nez

Schreiben wir (1) := {p?|p € I}, so gilt also ¢(f) € B,(r), und die Abbildung

28 (B], | : |?) — (Btp(I)7 | : |<p(1))a chtn = chltn7
nez neZ

ist ein isometrischer Isomorphismus von F-Banachalgebren, wobei wir wieder die Vollkommenheit
von F' verwenden.

Nun bilden die kompakten Intervalle {¢(I)|I C (0,1) kompaktes Intervall} ebenfalls eine Uber-
deckung des offenen Intervalls (0,1), und die von der Norm | - |7 auf B; erzeugt Topologie ist
dieselbe wie die von der Norm | - |; erzeugte Topologie. Fiir jedes kompakte Intervall I schriankt
sich ¢ daher zu einem FE-linearen topologischen Isomorphismus

B; D B= ﬂ By % ﬂ By(s) =B C By,
JC(0,1) p(J)C(0,1)

von F-Fréchetalgebren ein, weil ¢ auf E = k((¢t)) C B die Identitdt ist. Wir nennen diesen
Isomorphismus den Frobenius auf B.

Wir untersuchen nun die algebraischen Eigenschaften von B. Zunéchst beschreiben wir die Ein-
heitengruppe.

Definition 2.26. Sei B wie zuvor. Die Menge
B :={ Z cnt™ € F((t)) | sup |en] < oo}
n>>—oo n

heifit der Unterring der beschriankten Laurentreihen.
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Bemerkung 2.27. Da die Elemente von B® endlichen Hauptteil haben und die (0, 1)-Konvergenz
von ), 5 cnt™ Wegen sup,, |, | < 0o automatisch ist, ist BY ein F-Unterraum von B. Da F nicht-

archimedisch ist, folgt aus der strikten Dreiecksungleichung, dass B® tatsichlich ein Unterring
von B ist.

Das folgende Lemma charakterisiert die Einheiten in B:
Lemma 2.28. Seien B und B® wie oben. Dann gilt
o0
B* = (B ={)_ cut" € B|N € Z,cxy #0,Yn > N : |cn| < |en]}-
n=N

Beweis. Wegen B® C B gilt natiirlich (B®)* C B*.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei f = >, c,t" € B*. Wir wéhlen 0 < o < 1 und eine Folge
(pj)jen mit o < p; < 1 und lim, o0 p; = 1. Dann ist f € B . fiir jedes j € N. Nach Satz

[o:p5]
[2:22(i) gilt dann
n(f7a) = N(fap])

fir alle j. Wir erinnern daran, dass fiir I = [0, p;] die Funktion
Yy :log(I) = R, twlog|flet = ma%{(nt —v(ep),
ne
stetig, konvex und stiickweise linear ist, und dass N(f,o) die rechtsseitige Steigung von s bei

log o sowie n(f, p;) die linksseitige Steigung von s bei log p; ist. Hier bezeichnet v :=log| - | :
F — RU {0} die Bewertung auf F. Wegen o < p; impliziert die Konvexitét fiir alle j

N(f, o) <n(f,p;)-
Beide Ungleichungen zusammen ergeben
N(f,pj) =n(f,0) < N(,0) <n(f,p;) <N(f,p5),

d.h. es gilt Gleichheit, und wir bezeichnen diese ganze Zahl mit n.

Fiir beliebiges p € [0, 1) wihlen wir j € N mit p < p; und erhalten unter zweifacher Anwendung
der Konvexitét von 1

ng = N(f,0) <n(f,p) <N(f,p) <n(f,p;) =no,

d.h. es gilt n(f, p) = N(f,p). Das bedeutet gerade, dass sup,,¢z |cn|p™ nur fiir n = ny angenom-
men wird, d.h.
lenlp™ < len|p™

fiir alle n # ng und alle p € [0, 1), da p beliebig war. Mit p — 1 folgt im Limes
[en| < len, |
fiir alle n # ng. Weil auerdem o € (0,1) beliebig war, gilt sogar fiir alle 0 < p < 1
[enlp™ < lenglp™.

Wir behaupten, dass schon ¢, = 0 fiir n < ng gelten muss. Ware namlich n < ng mit ¢, # 0, so
schreiben wir obige Ungleichung um zu

lenlp™ 0 < eyl
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Die linke Seite wird fiir p \, 0 aber beliebig groB, ein Widerspruch. Insgesamt folgt somit f € B°.
Indem wir dasselbe Argument auf f~! € B* anwenden, erhalten wir auch f~! € B® und daher
f € (BY)*. Auerdem haben wir f = fo:no cnt™, d.h. wir haben auch die rechte Inklusion ” C ”
gezeigt.

Fiir die verbleibende Inklusion sei f = Y7 \ ¢t € Bmit ey # 0und |¢,,| < |en] fiirallen > N.
Offenbar ist f dann beschrinkt, d.h. f € B. Wegen ¢yt~ € B* geniigt es, cj\,lth € B* zu
zeigen, denn dann ist f = cNt_NcR,lth € B*. Mit anderen Worten reicht es zu zeigen, dass jedes
Element von der Form f =7 ,t" mit 2o = 1 und |z,| < 1 fiir alle n > 0 eine Einheit in B
ist. Das folgt aus der Betrachtung einer geeigneten geometrischen Reihe. Wir schreiben f = 1+4¢
mit ¢ := Y7 | ,t" und betrachten die Folge (g, )nen in B gegeben durch g, := > :2 (—1)'c".
Die Folge ist in jedem B, eine Cauchyfolge wegen

90 — Gn—1lp = |"[, = |c|p < p",

denn ¢ = ¢t - > 2 x,t" ! und |z,| < 1 fiir alle n > 1. Weil B, vollstindig ist, konvergiert
die Folge in jedem B,, also auch in jedem By fiir ein kompaktes Intervall I C (0,1) und damit
insgesamt auch in B = 1C(0,1) Bj. Wir schreiben g := lim,,_, », g5, fiir den Grenzwert. Schlieflich
ist fur jedes n > 0 und alle p € (0,1)

n

1 ogn =1 =11 +0) Y (~1)'¢ =1,

i=0
— L4 (-1t -1,
= e[
< pn+1
Es folgt f-g=1in B, da p beliebig war. Das beendet den Beweis. O

Wir setzen das Studium des Ringes B fort. Natiirlich ist B als E-Algebra auch ein E-Vektorraum.
Wir wollen ganz spezielle Untervektorrdume betrachten, die bei der Konstruktion der Kurve eine
wichtige Rolle spielen werden:

Definition 2.29. Fir n > 0 definieren wir
B=" = {f e Blo(f)=t"}.

Bemerkung 2.30. (i) Fiir jedes n > 0 ist B¥="" ein E-Untervektorraum von B, da der
Frobenius auf E die Identitét ist.

(ii) Ist f € B#=!" und g € B¥=t" so gilt
w(fg) = (flelg) =t" ftmg =t"""fg,

d.h. fg e B#=1"""_ Wir erhalten also einen graduierten Ring
P.=B=".
neZ

Da der Frobenius auf E trivial ist, gilt £ C B¥=! = P,. Wir wollen als nichstes zeigen,
dass das sogar eine Gleichheit ist, und dass in Wirklichkeit P = EBn>o B#=t" nichtnegativ
graduiert ist. Das ist das folgende
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Lemma 2.31. (i) B¥~' =E.
(ii) Fiir alle n < 0 ist B¥=t" = 0.

Beweis. (i): Wie bereits mehrfach verwendet ist £ C B#=!,

Fiir die umgekehrte Inklusion sei f =Y. _, c,t" € B#=!. Dann gilt

neZ

Sent = f =) = Y et

nez nez

Ein Koeffizientenvergleich ergibt ¢ = ¢, und daher ¢, € k fir alle n. Insbesondere ist |¢,| €
{0,1} fiir alle n, da der Absolutbetrag auf k trivial ist. Fiir jedes 0 < p < 1ist f € B C B,
und daher lim,,_, |c—n|p~™ = 0. Es gilt aber p~™ — oo fiir n — co. Wére also nicht ¢, = 0 fiir
n << 0, so hatten wir einen Widerspruch. Damit hat f endlichen Hauptteil, d.h. f € k((t)) = E.
(ii): Sei f € B#=t"" fiir ein k > 0. Das bedeutet

Z At =o(f)=tFf= Z etk = Z Crirt™.

nez neZ neZ

Durch einen Koeflizientenvergleich erhalten wir
¢ = cpyk bzw. ¢, = ¢!, fiir alle n € Z. (%)

Wegen 0 = lim,, ;o |cn|(%)” gilt fiir jedes f = >, ., cat™ € B aber automatisch lim,, , o ¢, =
Oin F. Zu 1 > e > 0 gibt es also N € Z mit |¢,,] < € fiir alle m < N. Ist nun n € Z
beliebig, so wihle m € N mit n — km < N, wobel wir k& > 0 verwenden. Aus (x) folgt dann
len] = |1, | < 7" <&, dae < 1. Da e beliebig war, folgt ¢, = 0 fir allen € Z, d.h. f =0. O
Nachdem wir die algebraischen Eigenschaften von B studiert haben, sind wir jetzt in der Lage,
die Kurve zu definieren.

Definition 2.32 (Fargues-Fontaine-Kurve). Sei F' ein perfekter Koérper positiver Charakteristik,
der vollstiandig beziiglich eines nichttrivialen nicht-archimedischen Absolutbetrages | - | ist. Sei
q = p’ eine p-Potenz mit f > 0 und k der Korper mit ¢ Elementen. Wir nehmen k& C F an und
setzen E := k((t)). Dann haben wir die graduierte E-Algebra

P.=B~".

n>0

Das E-Schema
X := Xp p = Proj(P) = Proj(p B*="")
n=0

heifit die Fargues-Fontaine-Kurve assoziiert mit E, F.

Bemerkung 2.33. Die hier konstruierte Kurve basiert auf der Vorgabe zweier Kérper £ und
F, die beide positive Charakteristik p haben. Man spricht von der Fargues-Fontaine-Kurve in
gleicher Charakteristik und bezieht sich dabei auf den Korper F, der in diesem Fall ein lokaler
Korper von gleicher Charakteristik ist, d.h. F und sein Restklassenkoérper k besitzen dieselbe
Charakteristik p. Fiir eine Kurve in gemischter Charakteristik betrachtet man denselben Kérper
F', jedoch ist in diesem Fall E eine endliche Erweiterung von Q,, also ein nichtarchimedischer
lokaler Kérper der Charakteristik 0, dessen Restklassenkorper k positive Charakteristik p hat. Die
Konstruktion der analogen Ringe B®, By, B in gemischter Charakteristik ist deutlich schwieriger
(vgl. [FF1], Kapitel 1).
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Fiir das Studium der geometrischen Eigenschaften von X brauchen wir noch etwas Vorbereitung.
Zunéchst zeigen wir, dass es sich um ein nichtleeres Objekt handelt. Das folgt aus einer Charak-
terisierung des Eigenraums B#=!, dessen Elemente sich hier mit elementaren Mitteln bestimmen
lassen. In gemischter Charakteristik ist auch das deutlich aufwéndiger (vgl. [FE1], Prop. 4.3.2(2)
und 4.4.5).

Wir bemerken, dass aufgrund der Vollkommenheit von F' der Frobenius ¢ = (z — 27) auf F
bijektiv ist und daher beliebige g-te Wurzeln in F' existieren. Wir bezeichnen mit ¢! die zu ¢
inverse Abbildung. Ist a € F und n € N, so schreiben wir

n mal
und nennen dieses Element von F' die q"-te Wurzel aus a.

Lemma 2.34. Seimp ={a € F'|0 < |a|] < 1} das mazimale Ideal in op. Die Abbildung

— —-_n
mp — B a— E a? t",
neZ

ist wohldefiniert und bijektiv. Insbesondere ist B#="" # 0 fiirn > 0 und X = Proj(®,>o B#=t")
#0.

Beweis. Fir die Wohldefiniertheit zeigen wir zunéchst, dass fiir jedes ¢ € F mit 0 < |a|] < 1
die Reihe f =3, ., a? "t" ein Element von B ist. Sei dazu 0 < p < 1. Wegen |a|? "p" < p"

gilt lim, o |a? " |p" = 0. Wegen |a| < 1 kénnen wir n € N wihlen, so dass |a\qN < p, und wir

erhalten
-N _n

jal?" p= = (la|7 )" p < pt T = "

Wegen lim,_, o ¢* —x = oo wird der Exponent auf der rechten Seite beliebig groff und daher die

n

rechte Seite wegen p < 1 beliebig klein, sodass auch lim,,_,_ |a|? " p™ = 0 und daher f € B,
gilt. Da p beliebig war, folgt f € (., B, = B. Beachte nun

p(f) =3 at "t =3t et = 1,
nez nez
d.h. f € B¥=t, was die Wohldefiniertheit der Abbildung zeigt.

Wir zeigen jetzt die Bijektivitdt. Dazu beachte zunéchst, dass die Abbildung additiv ist, denn
der Frobenius auf F' und damit auch sein Inverses sind Endomorphismen von F, da F perfekt
ist. Fiir die Injektivitit geniigt es also zu zeigen, dass nur 0 € F auf 0 € B¥~! abgebildet wird.

Ist @ € F mit - - -
O:Zaq t":Zaq t"—f—a—l—Zaq t",
nez n<0 n>0

so liefert ein Koeffizientenvergleich a = 0. Daraus folgt die Injektivitét.

Fiir den Beweis der Surjektivitat sei f =) _, c,t™ € B#=t. Aus der Gleichung

dchtt =o(f)=tf=t-Y cat" = cnat"

neZ neZ nez

folgt ¢ = ¢,—1 fur alle n € Z. Induktiv folgt daraus c‘}: = ¢g fur alle n € Z, also ¢, = cgin und
damit f =3 cg%t", und es bleibt zu zeigen, dass |¢o| < 1. Wire |cg| > 1, so hétten wir

n

lenl = leo]” > 1
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fur alle n < 0 und damit ware

lim |e,| = lim |c0|q7n > 1.
n——o00 n——o0

Fir f € B gilt aber wegen lim,,_, o, p"™ = oo fiir alle 0 < p < 1 stets lim,,,_ |c,| = 0. Es folgt

also |cg| < 1, und ¢y wird unter der Abbildung auf f abgebildet.

Da F nichttrivial bewertet ist, enthédlt mp ein von 0 verschiedenes Element, dessen Bild dann
ein Element s € B¥=*\ {0} liefert. Da B nullteilerfrei ist, gilt zusammen mit Bemerkung [2.30](ii)
s" € B*=t"\ {0} fiir n > 0. Insbesondere ist s € P, := @, _,B¥=!" kein Nullteiler, sodass
Proj(P) # 0 gilt (vgl. [GW], Prop. 13.4).

n>0

O

2.4 Der Raum [Y|

Um die geometrischen Eigenschaften der Kurve zu untersuchen, bendtigen wir einen Raum |V,
der zunéchst definiert wird als die Menge der abgeschlossenen Ideale in B. Wir erinnern daran,
dass B eine F-Fréchetalgebra ist, deren Topologie von der Familie der Gaussnormen (|- |,)o<p<1
erzeugt wird. Daher macht es Sinn, von abgeschlossenen Idealen zu sprechen.

Es wird sich herausstellen, dass |Y| = mp \ {0} die punktierte offene Einheitskreisscheibe in F
ist (vgl. Prop. , sofern F' algebraisch abgeschlossen ist. Wiirden wir die Sprache der rigiden
Geometrie verwenden, so liefie sich |Y'| konzeptioneller konstruieren (vgl. Bemerkung. Hier
verwenden wir stattdessen eine ad-hoc-Konstruktion des Raumes |Y].

Wir haben den Ring B aus den Ringen By fiir kompakte Intervalle I C (0,1) erhalten. Um das
Maximalspektrum von B zu verstehen, liegt es nahe, zunéchst die Maximalspektren der By zu
untersuchen. Das folgende Lemma stellt fiir kompakte Intervalle I C J C (0,1) eine Beziehung
zwischen den Maximalspektren der Ringe B; und B} her.

Lemma 2.35. Fir kompakte Intervalle I C J C (0,1) mit I N|F*| # 0 induziert die Inklusion
B; — By eine wohldefinierte injektive Abbildung

Max(BI) — Maa:(BJ), my—my:=my;NBjy.
Der kanonische Ringhomomorpismus By/my; — By/my ist bijektiv.

Beweis. Die Voraussetzung I N |F*| # (0 stellt sicher, dass By von Null verschiedene maximale
Ideale besitzt. Wahlen wir ndmlich « € F* mit |z| € I, so haben wir nach Lemma einen
wohldefinierten und offenbar surjektiven Einsetzungshomomorphismus

Yo Br = F, fw f(z).

Sein Kern enthélt das Element ¢ — x € By und ist daher ein von Null verschiedenes maximales
Ideal in Bj.

Sei nun m; C Bj ein maximales Ideal. Da B; kein Korper ist, gilt m; # 0. Setzen wir m; :=
m;N B unter Verwendung der Inklusion B; C By, so liegt m; offenbar im Kern der Komposition

BJ — BI —» B[/m[.
Wir erhalten also einen Ringhomomorphismus

BJ/mJ — B[/m[.

23



Wir zeigen, dass das ein Isomorphismus ist.

Der Beweis von Korollar [2.23|zeigt m; = By (m;NF[t]), sodass p := m;NF[t] ein von Null verschie-
denes Primideal in F[t] ist. Wegen dim F'[t] = 1 ist p ein maximales Ideal und L := (F[t]/p)|F
ist eine endliche Korpererweiterung, denn schreiben wir p = (f) mit f € F[t] im Hauptidealring
F[t], so ist die Menge {1,t,...,t48(/)=1} cine F-Basis von L und somit dimp F[t]/p = deg(f).
Insbesondere ist L als endliche Erweiterung des vollstdndigen Korpers F' ebenfalls vollstindig
beziiglich der eindeutigen Fortsetzung des Absolutbetrags | - | auf L, fur den wir ebenfalls | - |
schreiben. Wegen p C my und ¢ € Bf ist ¢ ¢ p und damit L = F[t,t~']/pF[t,t~']. Nun hat aber
F[t,t71] — By dichtes Bild und induziert einen injektiven Ringhomomorphismus L < Bj/m;
ebenfalls mit dichtem Bild. Zu o € Bj/my existiert dann aufgrund der Dichtheit eine Folge
(avi)izo in L mit lim; ,oo o = . Folglich ist (a;);>0 eine Cauchyfolge in L und konvergiert
damit bereits in L, d.h. es gilt & € L und L < By/my ist surjektiv, also ein Isomorphismus.
Analog gilt p € my und F[t,t~!] — Bj hat dichtes Bild, induziert also einen injektiven Ring-
homomorphismus L < Bj;/m; mit dichtem Bild. Mit demselben Argument wie eben folgt aus
der Dichtheit und der Vollstédndigkeit von L, dass das ein Isomorphismus ist. Nach Konstruktion
haben wir das kommutative Diagramm

Bj/my

IR

IR

B[/m[

und es folgt, dass By/m; — B;/my ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist m; C B; maximal.
Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung

Max(By) — Max(By).

Fiir die Injektivitdt verwenden wir Korollar Sind namlich m;, m} maximale Ideale in By,
die unter Max(Br) — Max(By) auf dasselbe Ideal in B; abgebildet werden, dann gilt

m; N By =m;NBjy.
Insbesondere stimmen auch die Einschrankungen auf F'[¢] iberein, d.h. es gilt
m; N F[t] =m) N Ft.
Nach dem Beweis von Korollar gilt aber fiir jedes Ideal J C By stets
J = (JNFIt])B;

und daher
m; = (m;NF[t])B; = (m’l NF[t))B; = m’l

O

Bemerkung 2.36. (i) Der Beweis zeigt, dass By/my fiir jedes m; € Maxz(By) ein endlichdi-
mensionaler F-Vektorraum ist, sofern I N |F*| # 0.
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(ii) Fiir kompakte Intervalle I C J C (0,1) fassen wir ab jetzt Maxz(By) als Teilmenge von
Max(By) auf iber die in Lemma konstruierte Injektion Max(By) < Max(By).

Definition 2.37. Wir bezeichnen mit |Y| die Menge der abgeschlossenen mazimalen Ideale der
F-Fréchetalgebra B.

Das folgende Lemma stellt nun eine Beziehung zwischen |Y| und den maximalen Idealen der
Ringe By her:

Lemma 2.38. Fir ein kompaktes Intervall I C (0,1) mit IN|F*| # 0 induziert der Ringhomo-
morphismus B — By eine wohldefinierte Injektion Max(By) — Max(B), m;y — m := BNmy.
Der kanonische Ringhomomorphismus B/m — By/my ist bijektiv. Es gilt

Y| = U Mazx(By).
I1C(0,1) kpt. Intervall

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass jedes maximale Ideal in By abgeschlossen ist. Sei also m; €
Mazx(By). Nach Korollar ist By ein Hauptidealring, der kein Korper ist, d.h. es gilt m; =
f-Byfurein f € Br\ {0}.

Ist (fby)n>0 eine Cauchyfolge in my, so zeigt die Multiplikativitit der p-Normen mit p € I, dass
(bn)n>0 eine Cauchyfolge in By ist. Fir b := lim,_,o, b, € By gilt dann lim,,_,« fb, = fb € m;.
Damit ist m; vollstdndig und insbesondere abgeschlossen. Folglich ist auch m :=m; N B C B
abgeschlossen, da B < By stetig ist. Wegen F' — B/m < Bj/m; mit dimp(B;/my) < oo ist
(B/m)|F endlich und daher B/m ein vollstdndiger Koérper und somit m € |Y|. Dariiber hinaus
hat B — By dichtes Bild, sodass auch B/m < B;/m; dichtes Bild hat und damit surjektiv ist
wegen der Vollstandigkeit von B/m.

Wegen F[t] C B gilt mN F[t] = m; N F[t], sodass m; = By - (m; N F[t]) = Bym. Daraus folgt die
Injektivitdt von Maz(By) — |Y|.

Sei schlieBlich m € |Y|. Beachte fiir I C J:

e Bj, By sind Hauptidealringe und daher insbesondere noethersch.

e Bj; — By ist ein flacher Ringhomomorphismus, da B; nullteilerfrei und der Homomorphis-
mus injektiv ist. Damit ist B; ein torsionsfreier Modul uber dem Hauptidealring B, also
flach.

e Bj — By hat dichtes Bild, da F[t,t~!] in beiden dicht liegt.
Damit ist B = imI By eine sogenannte Fréchet-Stein-Algebra und m ist ein kozulédssiger B-

Modul (vgl. [ST], Lemma 3.6). Nach dem Beweis von [loc.cit.], Prop. 3.7, ist der kanonische
Homomorphismus von F-Algebren

B/m — @B[/mB[
I

bijektiv. Wegen B/m # 0 existiert daher ein I mit By/mB; # 0. Wiahle m; € Max(By) mit
mB; C m;. Dann ist die Komposition B/m — B;y/mB; — Bj/m; ein Homomorphismus von
Korpern, also injektiv. Es folgt m = B N'm;. O

Bemerkung 2.39. In der (klassischen) rigiden Geometrie wird By ein Objekt (Max(By), Struk-
turgarbe) zugeordnet, das als Kreisring zum Intervall I gedeutet werden kann. Der Homomorphis-
mus B; < By entspricht dann einer offenen Immersion, ndmlich der Inklusion von Kreisringen
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zu den Intervallen I C J. Schlielich entspricht |Y| der Menge der abgeschlossenen Punkte des
Kreisrings zu J; = (0,1), d. h. der punktierten offenen Einheitskreisscheibe. Diese Heuristik
wird im folgenden Sinn préziser:

Proposition 2.40. Betrachte die punktierte offene Kreisscheibe mp\{0} = {z € F: 0 < |z| < 1}
in F. Zu x € mp \ {0} gibt es einen wohldefinierten Homomorphismus ¢, : B — F von F-
Algebren, gegeben durch o, (f) = f(z). Es gilt m, := ker(p,) = (t —z) - B € |Y|, und die
Abbildung mp \ {0} — |Y|,  — my,, ist injektiv mit Bild {m € [Y| : B/m = F'}. Ist F' algebraisch
abgeschlossen, so ist sie bijektiv.

Beweis. Sei x € mp \ {0}. Ist f = >, cat™ € B, so ist insbesondere f € B, mit p := |z|.
Daher gilt lim,|— o |caz™| = limjy| o0 [cn|p™ = 0 und somit lim, o cpz™ = 0 in F. Das
zeigt die Konvergenz der Reihe ) _, c,2™ in F, d.h. die Abbildung ¢, ist ein wohldefinierter
Homomorphismus von F-Algebren (vgl. auch Lemma .

Die Inklusion (¢t — z)B C m, ist klar. Es bleibt zu zeigen, dass (t — 2)B C B maximal ist. Wie
im Beweis von Lemma ist fiir jede Cauchyfolge ((t — )b, )n>0 in (¢t — x)B auch die Folge
(bn)n>0 eine Cauchyfolge in B. Thr Grenzwert b := lim,,_, o by, erfilllt lim,,_, o (¢t — )b, = (t—2z)b,
sodass das Ideal (t — x)B C B vollstindig, also insbesondere abgeschlossen ist.

Wegen (t —2)BNF[t,t7 Y = (t —z)  Flt,t7 Y ist F = F[t,t7']/(t — 2)F[t,t"'] <= B/(t — z)B
eine Injektion von F-Fréchetraumen mit dichtem Bild, also ein Isomomorphismus, da endlich-
dimensionale Unterrdume von Fréchetrdumen stets abgeschlossen sind. Es folgt B/(t —z)B = F'
und damit m, = (t — z)B € |Y].

Bild: Im Fall F =» B/m existiert insbesondere x € F mit ¢ —x € m. Wegen t € B> ist « # 0.
Wire |z| > 1, so wire Y .- 2~ "t" € B, denn fiir p € (0,1) hitten wir [z7"|p" = (Jz|!p)" <

n—,oo

p"" —= 0. Wir hétten auflerdem

oo

(t—a) (') o) =
n=0

[eS)
$7ntn o E xfnfltn+1
n=0 n=0

oo oo

_ Z 2T — Z T
n=0 n=1

=1.

Folglich wiire t — x € B* mit Inversem —ax~! - Sl gx~ ", im Widerspruch zu ¢ — 2 € m.
Daher gilt z € mpg \ {0}. Unter der Identifikation B/m = F stimmt die Restklassenabbildung
B — B/m = F auf F[t,t7!] wegen t — z € m mit ¢, iiberein. Da F[t,t7!] C B dicht liegt,
stimmt sie insgesamt mit ¢, iiberein und m = ker(p,) = m,.

Ist F' algebraisch abgeschlossen, so gilt B/m = F fiir jedes m € |Y|, da (B/m)|F stets endlich
ist, wie wir im Beweis von Lemma [2.38| gesehen haben. O

Im Folgenden schreiben wir wahlweise y fiir die Elemente von |Y| oder m,, falls die Interpretation
als maximales Ideal hervorgehoben werden soll.

Fir y € |Y| ist B/m, eine endliche Korpererweiterung von F (vgl. Lemma und Bemerkung
2.36(1)), sodass sich der Absolutbetrag auf F' eindeutig nach B/m, fortsetzt. Wir schreiben dafiir
wieder |- |. Ist f € B, so schreiben wir f(y) := f +m, € B/m, und meinen dann mit |f(y)| den
Absolutbetrag von f(y) = f +m, in B/m,.

Lemma 2.41. Fir ein kompaktes Intervall I C (0,1) mit IN|F*| # @ und y € |Y| sind
aquivalent:
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(i) y € Max(By)
(ii) [t(y)| € 1.

Beweis. Sei y € Max(By) und schreibe I = [o, p]. By ist eine F-Banachalgebra beziiglich der
Norm |f|; = sup,¢; | f|l- = Maz{|f|,,|f|,}. Nach [BGR], 3.8.2, Lemma 1, gilt

o [t <[tlr=p
o [ty =ty < =0t

Beides zusammen ergibt |t(y)| € [o,p] = I. Fiir die umgekehrte Implikation schreibe x(y) :=
B/m,. Ist dann |t(y)| € I, so setzt sich die Restklassenabbildung B — B/m, = k(y) zu einem
wohldefinierten Einsetzungshomomorphismus ¢ : By — k(y) fort mit f(¢) — f(t(y)). Fir m; :=
ker(p) erhalten wir injektive Ringhomomorphismen

r(y) = B/m, = B/ker(¢|p) = Br/mp = &(y).
Es folgt m; € Maxz(Br) mit m; N B =m,, d. h. y € Maxz(By). O

Wir schreiben fiir eine Teilmenge I C (0,1) ab sofort |Y|; := {y € |Y| : [t(y)| € I}. Im Fall
IN|F*| # 0 mit I kompakt gilt |Y|; = Max(By) nach Lemma

2.5 Divisoren auf |Y|

Das néachste Ziel ist es zu zeigen, dass fir algebraisch abgeschlossenes F' die E-Algebra P =
D0 B#='" ein graduiert faktorieller Ring ist (vgl. [FF1], 6.2.). Das bedeutet, dass jedes von
Null verschiedene homogene Element im Wesentlichen eindeutig als ein Produkt homogener Ele-
mente vom Grad 1 geschrieben werden kann (vgl. . Dafiir brauchen wir etwas Vorbereitung
und fithren zunéchst effektive Divisoren auf dem Raum |Y| ein.

Ist I C (0,1) ein kompaktes Intervall mit I N|F*| # 0 und y € |Y|; = Max(Bj), so ist der
Ring Br, die Lokalisierung eines eindimensionalen Hauptidealringes an einem maximalen Ideal
und somit ein diskreter Bewertungsring. Wir bezeichnen mit ord, : B < Br, — Z3o U oo die
zugehorige Bewertung, d.h. fiir f € By ist

max{n > 0| f emy} falls f #0,

ord,(f) := {OO falls f = 0.

Bemerkung 2.42. Im Hauptidealring B; schreibt sich jedes f € By \ {0} als f = u - H?:l i
mit einer Einheit u € B} und Primelementen p;. Beziiglich dieser Darstellung gilt

ord,(f) = |{i |1 <i<d und y = (p)}-

Definition 2.43. (i) Wir bezeichnen mit

Divt(Y) := {5: Y| = Z>o

supp(d) N |Y|; ist endlich fir jedes
kompakte Intervall I C (0, 1)

die Menge der effektiven Divisoren auf |Y|. Hierbei heifit supp(d) = {y € |Y| : 6(y) # 0}
der Trager der Abbildung §. Wir schreiben § = Ey ely| Y als eine formale Summe, wobei
y die charakteristische Funktion von {y} bezeichnet und a, = (y) ist.
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(i) Ist f € B\ {0}, so definieren wir
div(f) = Z ordy(f) -y € DivT(Y)
yelY|

und nennen div(f) den Divisor von f. Beachte, dass f als Element von By nur in den endlich
vielen maximalen Idealen liegt, die seinen Primteilern entsprechen, sodass die Summe auf
|Y'|; tatsédchlich endlich ist.

Bemerkung 2.44. (i) Div"(Y) ist ein additives Monoid und div : B\ {0} — Div™(Y) ist
ein Monoidhomomorphismus.

(ii) Da ¢ und ¢~ stetige Automorphismen von B sind, gilt fiir y € |Y| auch p(y), o= *(y) € |Y],
und die Abbildung
@ Y=Yy ely),

ist wohldefiniert und bijektiv. Nach Lemma [2:41] schrinkt sich ¢ ein zu einer Bijektion
@ Yl =Yg

fiir jedes kompakte Intervall I C (0,1) mit I N|F*| # . Wir erhalten eine wohldefinierte
additive Abbildung
©* : Divt(Y) — Divt (Y), 6+ 0,

und das Untermonoid der y-invarianten Divisoren
Divt(Y/p") := {6 € Div* (Y) | ¢*0 = d}.
(iii) Ist f € B\ {0}, so gilt p*div(e(f)) = div(f).

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Ist y € |Y|;, so gilt o*div(e(f))(y) = div(f)(y) = ordy(f).
Schreibe f = u - H?Zl pi in By mit v € B} und Primelementen p; € By. Dann ist ¢(f) =
o(u) Hle @(ps) in By Nach der Bemerkung vor Definition gilt dann fir y € |Y|;

e div(e(f))(e(y)) = div(e(f))(p(y))

=il 1<i<dund ¢(y) = (¢(p:i))}]
=N{i|1<i<dundy=(p)}|
= ordy(f).

O

Lemma 2.45. (i) Sind d; € Zq fiir i = 1,2 und f; € B*=t" \ {0} mit div(f,) = div(f2), so
gilt di = dg und es gibt « € E* mit f1 = afs.

(ii) Ist § € Divt(Y/p%), so gibt es y1,...,yaq € |Y| mit

d
5= ")

i=1nez
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Beweis. (i): Sei I C (0,1) ein kompaktes Intervall. Wegen div(f1)|jy|, = div(f2)|;y|, haben f;
und fo im faktoriellen Ring Bj bis auf eine Einheit dieselbe Primfaktorzerlegung. Daher ist
% € Quot(B) N B fiir jedes kompakte Intervall I C (0,1), also

fi ¢ Quot(B)n (] Bj € Quot(B)NB = B,

f2 1C(0,1)

d.h. f; € foB und aufgrund der Symmetrie des Argumentes letztlich f; B = foB. Das zeigt die
Existenz eines Elementes o € B* mit afy = fo. Diese Gleichheit zeigt a € B#=t">"""\ {0}. Nach
Lemma (ii) gilt dy > dy. Analog zeigt fi = a~f,, dass a ein Element in B¥=t" " \ {0} ist,
und somit ist d; > do. Insgesamt folgt di = dy und o € B¥=1 i) E*.

(ii): Beachte zunéchst, dass d; :== Y, -, ¢™(y;) fiir jedes y; € |V ein Element in Div™(Y) ist.
Sei dazu I = [0, p] C (0,1) ein kompaktes Intervall mit o < p. Nach Lemma und Lemma
gilt 0 < |t(y;)| < 1. Daher existiert ein N € N mit

(" (y:) = [t(w:)|7 <o
und -
[t ™" (W)l = [twa)|?  >p
fir alle n > N. Wegen Lemma [2:41] ist daher

supp(6;) N Y |r = o* () N{y € [Y] : [t(y)| € I} S {¢"(ys) | -N < n < N}

eine endliche Menge. Beachte, dass F' perfekt ist und daher |F*| C Rs dicht liegt. Wegen o < p
gilt daher I N |F*| # 0.

Auflerdem ist d; p-invariant, denn fir y € |Y| ist

1 falls y = ¢"(y;) fir ein n € Z,

0 sonst.

Es folgt ¢*0; =, ez ¢™(ys) = 6; und damit §; € Div™(Y/¢").
Wiéhle 0 < p < 1 beliebig und betrachte die endliche Menge

{y1, -+ ye} = supp(9) N |Y 0,5y € supp(8) N [Y][pa g
wobei wir y; # y; fiir i # j annehmen. Fiir alle i # j ist ¢% - y; N % - y; = 0. Anderenfalls géibe
es n € Z mit y; = ¢"(y;) und damit

n+41 n

[p7,0) 2 [t(ya)| = [t(e™ ()| = [ty)T € [p7 ,pT).

Es wiirde n = 0 und damit y; = y; folgen, im Widerspruch zur Annahme y; # y;.
Wir behaupten, dass 6 = > ;_, 6(y;) - 6; gilt. Dann sind wir fertig. Fiir alle 1 < ¢ < e und alle
n € 7 gilt
(" () = (¢ 0. 09" 6)(yi) = (i) = (O (i) (™ (),
j=1

da § p-invariant ist, und weil fiir i # j wie oben gesehen ¢"(y;) ¢ ¢ - y; = supp(d;) ist. Somit
stimmen ¢ und Y75_, 0(y;)d; auf Uj_, ¢” - y; iiberein.

29



Ist y ¢ Ujoy " gy = Uj— supp(d;), so gilt (325_, 6(vi)d;)(y) = 0. Es gilt auch d(y) = 0.
Anderenfalls withlen wir n € Z mit [t(¢"(y))| = [t(y)|?" € [p?, p). Dann ist 0 # §(y) = 6(¢™(y))
wegen der @-Invarianz von 4, d.h. ¢"(y) € supp(d) N [Y][pa,) = {1, .., ¥y} Daraus folgt aber
y € % (y;) fiir ein 1 < i < e, ein Widerspruch zur Annahme y ¢ Uj?:l oLy, O

Beispiel 2.46. Ist n > 0 und f € B¥=!" \ {0}, so ist div(f) € Div*t(Y/p*), denn
Gt div(f) = g din(t" f) = " div((f)) = din(f).

Die erste Gleichheit verwendet t" € B fiir jedes kompakte Intervall I C (0,1).

Wir erinnern an die Definition des Unterrings der beschrinkten Laurentreihen
B ={ Z cnt™ | suple,| < oo}
n>—oo n
in [2.20]
Lemma 2.47. Sei F algebraisch abgeschlossen. Ist f = > 0" c,t"™ € BN F[[t]] mit co # 0,

so ist {g € B® | p(g9) = fg} ein eindimensionaler E-Vektorraum (vgl. [FE1], Prop. 6.2.10). Ist
f € orl[[t]], so wird er erzeugt von einem Element g € op|[[t]] \ (¢).

Beweis. Sind g1, g2 € B\ {0} mit p(g;) = f - gi, so gilt @(2) = 4L im Kérper F((t)). Also ist
e F((t)#=! = F*=1((t)) = k((t)) = E. Das zeigt, dass die Dimension hochstens 1 ist.
Wihle a € F* mit a- f € or[[t]]. Angenommen, es gibt h € B®\ {0} mit afh = ¢(h). Da

F algebraisch abgeschlossen ist, kénnen wir dann w € F mit w?~! = a wihlen. Dann erfiillt
g:=w"the B"\ {0}

0(9) = p(w™'h) = w lafh =w " Daw™" fh = fg.

Daher kénnen wir ohne Einschrinkung f € or[[t]] \ (t) annehmen.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (gn,)n>1 in op[[¢]] mit

(i) gnt1 = gn mod t"op[[t]] fir alle n > 1,

(iii) ¢(gn) = fgn mod t"op[[t] fir alle n > 1.

Da op[[t]] vollstindig beziiglich des t-adischen Absolutbetrages ist, existiert nach Eigenschaft
(ii) der Limes ¢ := lim, o0 gn € op[[t]] und erfillt p(g) = fg wegen Eigenschaft (iii), da ¢
stetig beziiglich des t-adischen Absolutbetrages ist. Induktiv gilt g, ¢ (¢) fur alle n > 1 und
daher g ¢ (t), da op[[t]] \ (t) = {h € op[[t] : |h|o = 1} abgeschlossen beziiglich des ¢-adischen
Absolutbetrages ist, den wir wie schon frither mit | - |y bezeichnen.

Konstruktion der g,:

n=1:Seia € F mit at™! = co. Wegen f € op|[t]] ist dann |a| = |co| 77 < 1 und wegen co # 0
ist auch a # 0 und damit g1 := a € op[[t]] \ (¢). AuBerdem gilt (iii), denn

1

plg1)=a?=a’""a=cop-a= fgi mod (t).

n — n + 1: Nach der Induktionsvoraussetzung existiert mithilfe von Eigenschaft (iii) ein Element
h=3",50ant™ € op[[t]] mit ¢(gn) — fgn = t"h. Wir betrachten das Polynom P(t) =17 — cot +
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ap € op(t]. Es besitzt eine Nullstelle a € o, denn das Produkt all seiner Nullstellen ist +ag € oF.
Wir setzen g,+1 := g, + at™. Dann ist Eigenschaft (ii) per Definition erfiillt, und Eigenschaft
(iii) folgt aus
(gn+1) = fon+1=(9n) — fgn +t"(a® = af )
—_ ~—
=t"ag (t"11) =aco (t)
= t"(a? — cpa + ag) mod (t"*1)
=0 mod (t"*1).
O

Proposition 2.48. Sei F algebraisch abgeschlossen. Sei a € F mit 0 < |a| < 1 und betrachte
das Element f =t —a € B mit zugehorigem Punkt y := (f) € |Y|. Wahle g € op[[t]] \ (t) mit
w(g) = fg (vgl. Lemma .

(i) Das Produkt h := ], % =[Ls0(1 - %n) konvergiert in B.

(ii) Das Element gh € B*=" erfiillt div(gh) =", o ¢"(y) € DivT(Y/¢").

Beweis. (i): Es geniigt zu zeigen, dass die Folge (Pp)m>o0 mit Py, := [ (1 — %) fir jedes
0 < p < 1 eine Cauchyfolge in B, ist.

Sei 0 < p < 1. Wegen |¥\p = p~Yal?" — 0 fiir n — oo haben fast alle Faktoren p-Norm 1.
m41

Daher gibt es eine Konstante C' mit |P,,|, < C fiir alle m > 0. Wegen P41 = P, (1 — < —)

gilt P11 — P, < C- p—1|a\qm+1 — 0 fiir m — oo, d.h. (Py,)m>0 ist eine Cauchyfolge in B,,.

Wegen der Vollstandigkeit von B, konvergiert das unendliche Produkt in B, beziiglich | - |, und
damit konvergiert es in B.

(ii): Die Stetigkeit von ¢ impliziert ¢(h) =[], 5, ) Also gilt

©"(f)
t

¢(gh) = fge(h) = tg%w(h) =tg [

n=0

= tgh.

Die Gleichheit div(gh) = ., " (y) zeigen wir unter Benutzung der Identitdt div(gh) =
div(g) + div(h) in zwei Schritten. Dazu zeigen wir zunéchst div(h) =3, -, ¢"(y).

Sei dazu I = [0, p] C (0,1) ein kompaktes Intervall. Dann existiert N € N, so dass |a|?" < ¢ fiir

alle n > N und somit

g
2

a?" al?” |al?" al?” 1
= =B < g <

[\

d.h. die Reihe E;’;O(%)j ist in By konvergent und invers zu 1 — % Damit ist 1 — % € Bf

fir alle n > N. Auflerdem gilt
" W) = [t + (t—a®)| = a”" + (t —a”")| = |a|”" <o,

d.h. (t—a?") = " (y) ¢ |Y]|; fiir alle n > N.
Sei Bi(1) :=={be By : [l =b|; < 1}. Da | - |; submultiplikativ ist, ist B (1) multiplikativ
abgeschlossen, denn sind 1 + o, 1+ 3 € B%(l)7 so gilt

—_

(A+a)A+p) — 1l =la+B+aflr <3
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AuBlerdem ist B%(l) topologisch abgeschlossen und damit vollstandig beziiglich | - |;. Ferner gilt
Bi(1) € Bj, dennist b € B (1), so schreibe b = 1 —a mit o € By. Dann ist || < 3 und somit
die geometrische Reihe ZZOZO o’ konvergent in B; und invers zu b = 1 — a. Es folgt

n

11 (1—%) € By (1) C Bf.

n>2N
Also gilt
T a’ g 90"(
div(h)jy|, = div( H T))hYl] = div( H Ny = Z dw ||Y|I
n=0 n=0

-1

Z My = Zdw Mvirs

weil ¢ € B} und wegen (¢™(f)) = ¢"(y) ¢ |Y|; fir n > N. Da I beliebig war, folgt

div(h) = ¢"(y)

n=0

Als néchstes zeigen wir div(g) = >, ., ©"(y). Aus ¢(g) = fg erhalten wir per Induktion fiir alle
n=>0

Es folgt

div(g) = div(e™"( +ngly.

fiir alle n > 0. Sei I C (0,1) ein kompaktes Intervall. Wir schreiben g = >~ ) b,t™ mit b, € op
und by # 0. Fiir festes 0 < p < |by| gilt dann

‘Zb t", < |tl, = p < |bo| = |bol,-

Mithilfe einer geeigneten geometrischen Reihe ist dann

g="bo(1+by" > bat") € B).

n=1

Es folgt supp(div(g)) € |Y|(,,1), also supp(div(p~"(g))) C |Y| &0 fir jedes n > 0. Wihlen

wir nun N € N, so dass (pa¥ a~ ,1)NI =0 und (|a|a w ,1)NI=0,soist
supp(div(e™"(9))) N Y |1 =0,

1 1
und wegen [t(¢"(y))| = |a|7™ > |a|«V fir alle n > N gilt auch

oo

supp( > ¢ ") N Y] =0.

n=N+1
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Es folgt

div(g)ljy|, = div(e™" (9))|v, +Z<P Wy, = Z@ Wy,
—,_/

Da I beliebig war, folgt div(g) = Zi:l ¢ %(y) und damit insgesamt

div(gh) = div(g) + div(h Z e W)+ Y P W) =)' )
1=0

1€Z

Satz 2.49. Sei F' algebraisch abgeschlossen.

(i) Ist n > 1 und f € B¥=" \ {0}, so gibt es ty,...,t, € B*=*\ {0}, so dass f =1, -... t,.
Bis auf Permutation der t; und Multiplikation mit Elementen aus E* sind die Elemente
t1,...,ty eindeutig. Wir sagen, der Ring P = @nZO B#=t" st graduiert faktoriell.

(i) Die Abbildung

(BF=N\{0)/EB* — [Y]/¢" = {{¢"(y) In€ Z} |y € |Y]}
s+ E* — supp(div(s)),

ist eine wohldefinierte Bijektion.

Beweis. (i): Das Beispiel nach Lemma zeigt, dass div(f) p-invariant ist. Nach Lemma ii
existieren Elemente y1,...,yq4 € |Y] mit div(f) = Z?:l > nez @ (yi). Nach Proposition

konnen wir y; = (f;) mit f; =t — a; fir gewisse a; € F mit 0 < |a;| < 1 schreiben. Nach Lemma
existiert zu jedem 1 < ¢ < d ein Element t; € B#="\ {0}, so dass div(t;) = Y, c; ¢" (¥i)-

Dann ist t1 - ... tqg € B#="" \ {0} mit

d d
div(ty - ... tqg) = Zdiv(ti) = Z Z O™ (y;) = div(f).

i=1 nezZ

Nach Lemma i) gilt d = n und es existiert ein Element o € EX mit f = «a-t1 ... ty.
Wegen at; € B#="\ {0} zeigt dies die Existenz der Zerlegung. Die Eindeutigkeit zeigen wir per
Induktion nach n > 1.

n = 1: trivial.

n—n+1:Sei f e Be=t"" \{0} und seien f =t1-...-tp11 = S1+... Spy1 zwel Zerlegungen von
f mit ¢;,s; € B#=%\ {0}. Der Existenzbeweis angewendet auf t;, s; zeigt div(t;) = > onez " (Yi)
und div(s;) = Y, oz " (wy) fiir gewisse y;, w; € Y.

Wegen

{"(y:) |meZ,1<i<n+1} =supp(div(f)) = {™(w;) | meZ,1<i<n+1}

existiert 1 < i < n+1und m € Z mit y,+1 = ¢"™(w;). Durch eventuelles Vertauschen der Indizes
kénnen wir ohne Einschrinkung ¢ = n 4+ 1 annehmen. Dann ist

div(tni1) = Y ¢"(Wnt1) = D ¢" (Wnp1) = div(sni1).

nez ne”Z
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Nach Lemma [2.45(i) existiert & € EX mit tp41 = &« Spy1, dho by ooty - =581 ...- 8. Mit
der Induktionsannahme folgt die Behauptung.

(ii): Wegen E* C B fiir jedes I C (0,1) ist div(as) = div(s) fir alle « € E* und alle
s € B¥=t\ {0}. Der Beweis von (i) zeigt auBerdem, dass der Triger von div(s) ein einziger
©-Orbit ist. Sind s1, 52 € B#="\ {0} mit supp(div(s1)) = supp(div(sz)), so folgt

div(s1) = Z w= Z w = div(sa).
wesupp(div(sy)) wesupp(div(sz))

Nach Lemma ml) gibt es dann o € E* mit s; = asy. Das zeigt die Injektivitét.
Die Surjektivitit folgt aus Proposition ii). O

Bemerkung 2.50. Wenn F nicht algebraisch geschlossen ist, so existieren in der graduierten
Algebra P homogene Elemente vom Grad > 1, die keine Produkte von Elementen vom Grad 1
sind (vgl. [FF1], Bemerkung 7.3.2).
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3 Geometrie der Kurve

In diesem Kapitel weisen wir erste geometrische Eigenschaften der Kurve nach. Dazu bendtigen
wir zundchst einige Eigenschaften von formalen Gruppen und Lubin-Tate-Moduln, mit deren
Hilfe wir die Existenz der sogenannten fundamentalen exakten Sequenz beweisen koénnen. Als
mogliche Referenz fiir die Theorie formaler Gruppen und Lubin-Tate-Moduln verweisen wir auf
[Neul, Kapitel V, §4. Aus dieser Sequenz lassen sich dann wesentliche geometrische Eigenschaf-
ten der Kurve ableiten, insbesondere konnen wir damit Gemeinsamkeiten und Unterschiede zur
projektiven Geraden beweisen.

3.1 Die fundamentale exakte Sequenz

Sei p eine Primzahl. Wie im vorherigen Kapitel sei k& der Korper mit ¢ Elementen, wobei ¢ eine p-
Potenz ist. Dann ist F = k((t)) ein lokaler Kérper von Charakteristik p mit Bewertungsring o =
E[[¢]] und uniformisierendem Element ¢. Wir betrachten eine formale Potenzreihe [t](X) € og[[X]]
mit [¢{}(X) = tX mod X? und [t](X) = X? mod ¢ und bezeichnen mit G den zugehérigen
Lubin-Tate-Modul tiber o (vgl. [Neu], Kapitel V, §4). Das ist eine eindimensionale kommutative
formale Gruppe G = G(X,Y) € og[[X, Y]] iiber og zusammen mit einem Ringhomomorphismus

op — End, . (G),a— [o](X) € op[[X]],

mit [o](X) = aX mod X? fiir alle a € 0p.

Wir nehmen an, dass [t](X) p-typisch ist, d.h. schreiben wir [t](X) = >_, 5 amX™, so gilt a;, =0
fiir alle m ¢ pZ. Da wir in gleicher Charakteristik arbeiten, folgt dann, dass die unterliegende
formale Gruppe von G einfach die additive formale Gruppe G(X,Y) = X +Y ist. Das folgt aus
der Eindeutigkeitsaussage von [Neu|, Satz V.2.2, da [t|(X +Y) = [t](X)+[t](Y) in Charakteristik

.
Man beachte, dass die additive formale Gruppe G, ebenfalls ein formaler og-Modul ist vermoge

ogp — End,,(G,),a — aX.

Allerdings ist das kein Lubin-Tate-Modul. Nach [GH], §3, gibt es einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus log; : G — G, formaler 0 z-Moduln iiber E = Quot(ox) mit logl;(0) = 1. Hierbei
bezeichnet logy, die formale Ableitung der Potenzreihe log(X) € E[[X]]. Nach [loc.cit.], Lemma
13.3, kann G so gewéhlt werden, dass

logg(X) = t"X7"

n=0

gilt. Ist nun R eine og-Algebra und I ein Ideal, so dass R I-adisch separiert und vollstédndig ist,
so wird die Menge I zu einem topologischen o-Modul beziiglich der gew6hnlichen Addition und
der Skalarmultiplikation

axr:=[a](r)

fur alle « € 0, r € I. Fir z € mp wird op zu einer og-Algebra tiber den Einsetzungshomomor-
phismus

Qg 10 — 0p, g ct™ g cma™.
m=0 m=0

Durch G wird die Menge mp zu einem topologischen o0 p-Modul, den wir mit G(or ) bezeichnen.
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Lemma 3.1. Ist F algebraisch abgeschlossen, so ist die Abbildung (:)* : G(opo) — G(0F.)

mit 2% = limy, o0 (1" * Zq_n) wohldefiniert, og-linear und surjektiv. Hierbei bezeichnet x die
Skalarmultiplikation in G(opy).

Beweis. Da alle Lubin-Tate-Moduln zum Primelement ¢ isomorph sind (vgl. [Neu|, Theorem
V.4.6(ii)), diirfen wir [¢](X) = tX + X? annehmen.

Wir zeigen zunéchst die Konvergenz von z#. Fiir alle a € mp gilt
txza = [t](za) =t - za + 2% = 2%a + 2909 € (2%a)

nach Definition der op-Algebrastruktur auf G(orp,) via t — z. Induktiv folgt daraus t” * za €
(x"ta) fiir alle n > 0. Zudem gilt fiir n > 1 und 2 € mp

—(n—1) —(n—1) —(n—1) —n n
Zq

-n n _
txz?  — 21 =xz? 42 =z2? € (zz? )

und daraus folgt wie eben gesehen

n

T L (z"29"). (1)

Daraus folgt die Konvergenz von z7#.

Beachte, dass die unterliegende additive Gruppenstruktur von G(or) und G(op,) die gewdhn-
liche Addition ist. Wir erhalten
(z+w)? = lim "% (z+w)? " = lm t" % (27 " +w? ") =" +w.
n—00 n—0o0
Als nichstes zeigen wir, dass (-)# stetig ist. Aufgrund der Additivitit geniigt es, die Stetigkeit
im Nullpunkt nachzuweisen. Indem wir
2 —z= lim (" %29 " —2)
n—oo
mit
n—1
MY Z(tm-H « qu(m+1) o zq—m)
m=0
schreiben, zeigt
1
2% — 2| < sup [a]" ||
n>=1
Nun sei 0 < € < 1 gegeben. Wahle m > 0 mit |z|™ < e < 1. Fiir 2 € mp mit |z| < 4" gilt dann
im Falln <m )
< e

1 1
i < |Z an g ‘Z

"]z

und im Fall n > m )
|| [z]T7 < 2™ < [z|™ <e.

Es folgt |2 — z| < € und daraus
|2#] = |2# — 2 + 2| < max{e, e’ } =e.

Das zeigt die behauptete Stetigkeit.

Fiir die Vertriiglichkeit von (-)# mit der Skalarmultiplikation diirfen wir a € k[t] C k[[t]] = og
annehmen, da Skalarmultiplikation und (-)# stetig sind und da k[t] C og dicht liegt. Aufgrund
der bereits gezeigten Additivitiat geniigt es, die Félle a € k und « = t zu behandeln.
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Fir a € £ gilt
[tl(aX) =t -aX +a?X?=a(tX + X?) = aft](X)

und daher [a](X) = aX wegen der Eindeutigkeitsaussage in [Neul, Satz V.2.2. Es folgt

(z)® = lim t" % (az)? = lim "% (az? )= lim t"*xa*2! =ax*z"
n— oo n— oo n—oo

aufgrund der Kommutativitdt und Stetigkeit von .

In G(opyp) gilt fir o = ¢ andererseits [¢t](z) =t - z + 29 = 27 und daher

—(n—1) —(n—1)

(L)) = (D)% = lim " % 24 = lim t "1 % 21 = tx 27,

n—00 n—0o0
Fiir die Surjektivitat beachte zunéchst, dass Skalarmultiplikation ¢ * (-) auf G(op ;) surjektiv ist.
Das liegt daran, dass sie durch das Polynom t X + X9 gegeben und F' algebraisch abgeschlossen ist.
Sei nun w € G(0Fp4) = mp. Setze wg := w und konstruiere induktiv wy, € mp mit txwy,, = Wp_1
fir alle m > 1. Wegen
Wip—1 =t % Wy, = TWy, + WL
gilt

wl = wyp—1 mod (x)

Sr&

und daher ) )
q’HL qM7 q’an
wd =wy _, mod (z ).

Daher existiert z := lim,,,— oo w,?nm in mp. Es gilt

# = lim (w?)# = lim " *wi
= e )T = T e,

aufgrund der Stetigkeit und Linearitit von (-)#. Wie frither gesehen gilt aber

W, fwﬁ € (x)

und daher
t" o wy, — ™ xwd € (a™Th).

Daher hat die Folge (™ * w,),,>0 denselben Grenzwert wie die Folge (™ * wy,)m>o. Allerdings
gilt t"™ * w,,, = wo = w fiir alle m > 0 und daher 2% = w.

O

Den folgenden Satz beweisen Fargues und Fontaine in etwas allgemeinerer Form in [FE1], Thm.
6.4.1.

Satz 3.2 (Fundamentale exakte Sequenz). Es sei F' algebraisch abgeschlossen, x € |Y| = mp\{0}
und s € B¥='\ {0} mit div(s) = >, o 9" (x). Dann ist

0—FE—BY'—F—0
oa— QS

eine exakte Sequenz von E-Vektorriumen, wobei B¥=t — I die Einschrinkung des Einsetzungs-
homomorphismus @, : B — F ist.
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Beweis. Die Injektivitit von B — B¥=! ist klar, da B nullteilerfrei und s # 0 ist.

Fiir die Exaktheit an B#=! beachte, dass div(s)(z) = 1 und damit s € (z) ist. Uber die Identifi-
kation mp \ {0} = |Y] ist (x) = m, der Kern von ¢,. Somit liegt das Bild der linken Abbildung
im Kern der rechten.

Ist umgekehrt r € B#=!\ {0} Nker(y,), so ist r € m, und damit div(r)(z) # 0. Nach dem Beweis
von 2.49|1 i) ist supp(div(r)) ein einziger p-Orbit. Somit haben wir supp(div(r)) = ©” - x und mit
2.49((ii) folgt r € s- E*.

Fiir die Surjektivitdt der rechten Abbildung betrachten wir den formalen Lubin-Tate-Modul G
iiber o mit Logarithmus

(oo}
logg(X) = > "X,
n=0

Beachte, dass log, : G — G, ein iiber E definierter Homomorphismus formaler og-Moduln ist.
Durch Einsetzen erhélt man daher eine opg-lineare Abbildung

IOgG : G(OF@) =mp > F

gegeben durch
oo oo
1ogG(z):Zt*"~zq :Zx*"- 1 e F,
n=0 n=0

wobei wir wiederum verwenden, dass F' eine og-Algebra ist via t — x. Wegen x # 0 setzt sie
sich zu einer E-Vektorraumstruktur mit ¢=! — 21 fort. Die Konvergenz der Reihe logs(2) =

S>> ,27 2% " rechnet man wie im Beweis von Lemma nach. Wir erinnern an die dort
definierte Abbildung
mgp — Bgazt

2 E AP

nez

gegeben durch

Es gentigt zu zeigen, dass die Komposition
mp — BTt S5 F

surjektiv ist. Thr Wert auf z ist gegeben durch

oo
n . _ _ k—n
E z7 29 = lim g z—(k=n) za
n—oo
k=0

s - k
= lim z" E xR0 ")
n—oo
k=0

= 1 n "
nlgrgox loga (27 )

_ . n q—n
= nhﬂn;(}t xloga (29 )

N n qa "
_nh_{r(}obgc(t xz9 )

= logg (%),

wobei wir die og-Algebrastruktur auf F' via ¢t — x verwenden, sowie die Stetigkeit von logs, und
die Tatsache, dass er ein Homomorphismus G — G, von og-Moduln ist. Nach Lemma |3.1] gentigt
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es zu zeigen, dass die Abbildung log, : mz — F surjektiv ist. Wegen logy;(0) = 1 existiert eine
formale Potenzreihe expy € X E[[X]] mit

log(expg (X)) = expg(logg (X)) = X.

Offenbar hat die Potenzreihe ¢t~!log. (tX) Koeffizienten in 0 und niedrigsten Term X. Daher
hat auch die beziiglich Komposition inverse Potenzreihe ¢t~ exp (tX) Koeffizienten in og, d.h.
t~1 expe (tX) konvergiert auf mp und expq(X) konvergiert auf ¢ - mp = xmp und hat Werte in
t-mp =xmp C mp. Ist nun w € F, so wiahle m > 0 hinreichend groff mit ¢t™ - w = ™w € zop.
Dann konvergiert exp (t™-w) € F. Nun ist Skalarmultiplikation mit ¢ auf dem og-Modul G(or )
surjektiv. Wie im Beweis von Lemma [3.1| darf man dafiir [t](X) als Polynom annehmen, sodass
die Aussage aus der algebraischen Abgeschlossenheit von F' folgt. Es existiert also z € mp mit
t"™ % z = expe(t™ - w) in mp. Da Multiplikation mit ¢ auf F' gleich Multiplikation mit =™ ist,
und da = # 0 gilt, ist log(z) = w.

O

Bemerkung 3.3. Versieht man mp mit der og-Modulstruktur G(opy), so ist die Bijektion aus
Lemma ein Isomorphismus von E-Vektorrdumen.

3.2 Erste geometrische Eigenschaften

Wir widmen uns nun wieder der Kurve und wiirden gerne ein besseres Verstdndnis fiir deren
geometrische Eigenschaften bekommen. Ein erstes Ziel besteht darin zu zeigen, dass im Fall F al-
gebraisch abgeschlossen fiir s € B¥="\ {0} das abgeschlossene Unterschema V, (s) = Proj(P/sP)
nur aus einem einzigen Punkt besteht, ndmlich dem homogenen Primideal sP € Proj(P).

AuBerdem interessieren wir uns fir die Struktur des Rings Ox (D4 (s)) der reguliren Funktionen
auflerhalb des Punktes sP. Es stellt sich heraus, dass das ein Dedekindring ist, der kein Kérper
ist.
Dazu betrachten wir den graduierten Polynomring F'[T] = ,,5, F' - T". Die Menge
{feFT)|f(0)e B} =EaF 1"
n>1

ist ein graduierter Unterring. Aus der fundamentalen exakten Sequenz erhalten wir das folgende
Ergebnis (vgl. [FF1], Cor. 6.4.3).

Korollar 3.4. Es sei F algebraisch abgeschlossen, s € B#='\ {0} und z € |Y| = mp \ {0} mit
div(s) = Y, cp 0" (x) (vgl. Satz (u)) Setzen wir P := €D, B#=t" | so haben wir einen

Isomorphismus
P/sP={f e F[t]|f(0) € E}

graduierter E-Algebren.

Beweis. Betrachte die Abbildung

X:P = F[T], (ba)nzo — Y @al(bn)T™,

n>=0

wobei wie vorher ¢, : B — F' den Einsetzungshomomorphismus beziiglich « bezeichnet. Da ¢,
ein Homomorphismus von E-Algebren ist, ist x ein Homomorphismus graduierter E-Algebren
vom Grad 1. Wegen s € ker(p,) faktorisiert x durch einen Homomorphismus P/sP — F|[T]
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graduierter F-Algebren vom Grad 1. Da wir E iiber ¢, als Unterring von F' auffassen, liegt
sein Bild offenbar im Unterring R := {f € F[T]|f(0) € E}. Wir zeigen, dass die Abbildung
P/sP — R bijektiv ist.

injektiv: Sei (by,)n>0 € ker(x). Dann ist by = 0, denn anderenfalls wire by € E* C B* und damit
@z (bg) € F*. Sei nun n > 1. Es gilt

0= X((bn)n20) = Z <10L(bn)Tn

n>0

und damit ¢, (b, ) = 0. Schreibe b,, = s1-... s, mit 5; € B¥=t (vgl. (i)). Dann ist . (s;) =0
fiir ein 1 < 7 < n. Mithilfe der fundamentalen exakten Sequenz gibt es o € E, so dass s; = a - s,
und es folgt b, € sP. Das zeigt die Injektivitét.

surjektiv: Sei f = > o ,c, ™ € F[T] mit ¢g € E. Fiir n > 0 konstruiere b, € B*=t" mit
Pz (bn) = Cp:
n = 0: Beachte hierfiir nur, dass wir F als Unterkorper von F' auffassen via

E=B*"'CB* F

und mit ¢y € F meinen wir, dass ¢y im Bild dieser Abbildung liegt.

n > 1: Die Menge {|29"| : n € Z} C Ry ist diskret und |F*| C R ist dicht, weil F' nichttrivial
bewertet und perfekt ist. Daher existiert y € F* mit 0 < |y| < 1 und |y| # |z|?" fiir alle n € Z.
Wihle r € B¥="\ {0} mit div(r) = >, .5 ¢"(y) (vgl. (ii)). Dann ist div(s) # div(r), denn
sonst giibe es n € Z mit y = ¢"(z) = 27 und wir hitten |y| = |z|?". Es folgt r ¢ s- E und
mit Satz somit @, (r) # 0. Wieder mithilfe von Satz existiert u € B¥=! mit ¢, (u) =
0 (r""1)~1.¢, € F. Setzen wir nun b, := u-r"~! € B*=!" 5o folgt ¢, (b,) = ¢,,. Im Fall ¢,, = 0
wahlen wir natiirlich b, = 0. Damit liegt das so konstruierte Element (b,,),>0 in P und wird
unter x abgebildet auf -, e, T". O

Satz 3.5. Setze P =D, B#=t" und sei s € B*=\ {0}.

(i) (vgl. [EF1], Thm. 6.5.2(8)). Ist F algebraisch abgeschlossen, so ist Vi (s) = Proj(P/sP) C
Proj(P) = X ein Punkt, namlich das homogene Primideal sP € Proj(P).

(ii) Ox (D4 (s)) = Py ist ein Dedekindring, aber kein Korper. Ist F' algebraisch abgeschlossen,
s0 ist Py ein Hauptidealring.

Beweis. Nach Korollar B.4] konnen wir
P/sP={fe F[T||f(0)e E} =R

als graduierte E-Algebren identifizieren, indem wir z € mp wihlen mit div(s) = >, o, ¢"(2),
und E iiber den Homomorphismus

E=B*~'CB*y F

als Unterkorper von F auffassen.

Sei p € Spec(R) \ {0} ein homogenes Primideal. Dann gibt es @ € F* und n > 0 mit aT™ € p.
Wiére n = 0, so hétten wir a € p C R, also a € E* und damit p = R. Es gilt also n > 0. Wegen
p3al™ =al -T" ! folgt dann a7 € p oder T~ ! € p.
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Ist 71 € p, so gilt n > 2 wegen p # R. Weil p prim ist, folgt daraus T € p und damit
R, =TF[T] Cp, d.h. p ist kein relevantes Primideal.

Ist aT € p, so ist T? = aT - a T € p und damit T2F[T] C p. Fiir beliebiges A € F ist
dann (AT)? = A\2T? € p. Weil p prim ist, haben wir A\T' € p fiir jedes A € F und insgesamt
R, =T? . F[T)®T-F Cp, dh. auch in diesem Fall ist p ¢ Proj(R). Es folgt Proj(R) = {0},
sodass V. (s) = {sP} ein einziger Punkt ist.

Wir beweisen Aussage (ii) nur in dem Fall, dass F' algebraisch abgeschlossen ist. Der allgemeine
Fall verwendet Galoisabstieg (vgl. [EF1], Proposition 7.2.1).

Wir bezeichnen mit Py = {Z|n > 0 und f € B#=*"} die homogene Lokalisierung von P an
der Menge {s"|n > 0}. Schreiben wir f = s1 - ... s, mit gewissen s; € B¥=! (vgl. (i), so
erhalten wir eine Faktorisierung sin =1, =.

Fixiere r € B#=t\ s E (vgl. den Beweis von Kor. . Verkniipfen wir den graduierten Ringho-
momorphismus

P— P/rP, fw f:=f+7rP,

mit der kanonischen Abbildung
P/rP — (P/rP)s,

so erhalten wir einen graduierten Ringhomomorphismus

P, — (P/rP)s, sin > z

Er schriankt sich ein zu einem Homomorphismus
P(S) — (P/'I"P)(g)7

dessen Kern das Element % € P, enthilt. Daher erhalten wir einen wohldefinierten Ringhomo-
morphismus

r
P(s)/gp(s) — (P/T‘P)(g)
Wie man anhand der expliziten Abbildungsvorschrift erkennt, ist er surjektiv.

Ist £ =0 in (P/rP)s C (P/rP)s, so existiert m > 0 mit 8 f = 0 in P/rP, d.h. s™f € rP.
Lp=tn+""71

Unter Beachtung der Homogenititsgrade existiert also g € B , so dass s f = rg. Es

folgt
f_smf r g EE-P(S)-

s - Sn+m - s ’ Sn+m71

Das zeigt die Injektivitéat. Identifizieren wir nun
P/rP =Q:={f € F[T]|f(0) € E},

so ist das Element s ungleich 0, denn aus s € rP wiirde aufgrund der Homogenitéit s € r - E
folgen. Allerdings war r gerade so gewihlt, dass es nicht in s- E liegt. Uber die obige Identifikation
gilt dann 5 = a - T fiir ein Element a € F*. Betrachte den Ringhomomorphismus

Q—F, hw~ h(1).
Wegen 3(1) = a # 0 setzt er sich fort zu einem Ringhomomorphismus

Q§_>Fa

41



der sich wiederum einschréankt zu einem Homomorphismus

1
Q(g)-)F, i'—>h<)

gn

a”’

wobei h € @ homogen vom Grad n ist. Er ist injektiv, denn ist h € @ homogen vom Grad n, so
existiert b € F, so dass h = bT". Aus

folgt b = 0 in F' und damit h = bT™ = 0 in Q. Fiir b € F ist durch b“—T € Q(s) ein Urbild zu b
gegeben. Insgesamt erhalten wir einen Isomorphlsmus Py /5Py =2 F, d h. Py € Max(P)).

Seinun p € Spec(P(,))\{0}. Wir wihlen ein Element £ € p\{0} und schreiben L = []7_, % wie

zls

zu Beginn dieses Beweises. Da p prim ist, existiert ¢ G {1 .,n} mit % € p. Es folgt p= 2Py
aufgrund der Maximalitit von 2 P). Somlt ist jedes Prlmldeal von P( ) ein Hauptideal. Daraus
folgt durch eine Anwendung des Zornschen Lemmas, dass P,y ein Hauptidealring ist.

Wie wir bereits gesehen haben, existiert » € B¥=" \ sE, d.h. P(,) besitzt von Null verschiedene
Primideale und ist somit kein Koérper. O

Wir sind nun soweit, die grundlegenden geometrischen Eigenschaften der Kurve zu beweisen.
Insbesondere wird sich zeigen, dass es sich tatséchlich um eine Kurve handelt.

Satz 3.6. Sei P =@, B¢=t" und X = Proj(P).

(i) Ist F algebraisch abgeschlossen, so ist X die Vereinigung X = X3 U Xa zweier affiner
offener Unterschemata X1,Xs mit X1 N Xo # 0, so dass die Ringe Ox(X;),1 = 1,2,
Hauptidealringe, aber keine Korper sind. Genauer kann man X; = Do (s), Xo = D4 (r)
mit s € B#='\ {0} und r € B¥="\ sE widhlen.

(i) Das E-Schema X ist

e separiert

o quasikompakt
o irreduzibel

e noethersch

e requldr

e cindimensional
(iii) H*(X,0x)=E

(iv) Ist F algebraisch abgeschlossen und bezeichnet | X| die Menge der abgeschlossenen Punkte
von X, so haben wir Bijektionen

Yi/e® = (BFI\{0h)/EX = |X|
supp(div(s)) < s EX — sP e Proj(P)=X
Beweis. Wir beweisen die Aussagen wieder nur in dem Fall, dass F' algebraisch abgeschlossen

ist und bemerken, dass der Beweis des allgemeinen Falles Galoisabstieg verwendet (vgl. [FE1],
Théoréme 7.3.3).
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(i): Wie im Beweis von [3.5(ii) wihlen wir s,7 € B*=*\ {0} mit r ¢ s- E und setzen X; :=
D, (s), X2 := Dy (r). Dann sind Ox(X1) = P,y und Ox(X2) = Py nach i) Hauptideal-
ringe, aber keine Korper. Auflerdem gilt X; N Xo = Dy (sr) Spec(Prsyy) # 0, weil P ein
Integritétsbereich mit 7s # 0 ist und daher P4, ein vom Nullring verschiedener Unterring von
P, ist. Nach [3.5i) ist X \ D4 (s) = Vi(s) der Punkt sP € Proj(P). Wegen r ¢ s - P ist
Vi(s) ={sP} C Dy (r) und damit

1R

X =Dy(s)UVi(s)=D;(s)UDy(r)= X1 UXo.

(ii): Beachte, dass Proj(R) fir jeden graduierten Ring R separiert ist (vgl. [GW], Prop. 13.5).
Alle weiteren Eigenschaften folgen aus (i) unter Verwendung der Tatsache, dass Hauptidealringe
regulér noethersch sind.

(iii): In der Notation des Beweises von (i) haben wir aufgrund der Garbenaxiome die exakte

Sequenz
0— Ox(X) — Ox(Xl) X Ox(Xz) — Ox(Xl ﬂXz),
——— — ~—_——————
=P, =P, =P,
wobei der rechte Pfeil gegeben ist durch
(i i) frn B gsm B fsmrn+m _ ngSner
s’ pm (st)n  (sr)m (sr)ntm

fir f € P, = B#~'" und g € P,, = B¥='"". Das ist genau dann 0, wenn

f8m7"n+m _ grn8n+m in P2(n+m)

& frm =gs" in Py
Wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung in i) folgt daraus f € s™- P und g € r™ - P, weil
r ¢ s- E. Aus Gradgriinden ist f € s"E und g € r™E, d.h. es gibt o, 3 € E, so dass f = s"«
und g = r™f. Es folgt

ar™s™ = fr’m = gs" = prms™.
Weil P nullteilerfrei ist, erhalten wir o = 3, d.h. (Sin, 45) = (o, @) liegt im Bild der Abbildung
E C Ox(X) — OX(XI) X Ox(XQ)
f — (f|X17f‘X2)

Insgesamt folgt HY(X,0x) = Ox(X) = E.
(iv): Fiir die linke Bijektion vgl. ii).
Fir s € B¥='\ {0} ist sP € |X| nach i). Die Injektivitdt von s - E* — sP folgt aus der
Eindeutigkeit in [2.49(1). Fiir die Surjektivitit sei « € |X|. Wihle s € B~ \ {0} mit z € D (s).
Dann ist = p ein maximales Ideal des 1-dimensionalen Hauptidealrings P, (vgl. ii)), sagen

wir p = é:inP(s) fir ein f € P, \ {0}. Wie wir im Beweis von ii) gesehen haben, muss n =1
und damit f € B#="\ {0} sein, d.h.

f
p= gP(s) = Py N [ Ps.
Das bedeutet genau, dass fP unter dem Isomorphismus

D, (s) = {q € Proj(P)|s ¢ q} — Spec(P(s))
qr— qPS n P(s)
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auf p abgebildet wird, d.h. z = fP, was die Surjektivitat zeigt.
O

Bemerkung 3.7. Angenommen, F' ist algebraisch abgeschlossen und = € |X|. Wéhlen wir
s € B¥='\ {0} mit z € D, (s), so haben wir gesehen, dass x mit einem maximalen Ideal %P(S)
von P fiir ein f € B¥="\ sE identifiziert werden kann. Nach dem Beweis von ii) ist der
Restklassenkorper

Y f ~Y
k(x) = Ox o /m, = P(s)/gp(s) =F

algebraisch abgeschlossen und damit unendlichdimensional iiber E = k((¢)). Folglich ist das E-
Schema X nicht von endlichem Typ. Das ist ein Unterschied zur projektiven Geraden, deren
Restklassenkorper an den abgeschlossenen Punkten stets endlichdimensional {iber dem Grund-
kérper sind. In diesem Fall ist zudem der Ring P/sP = {f € F[T]|f(0) € E} nicht einmal
noethersch. Dazu wahlt man (5,)n>0 in F' linear unabhéngig tiber E. Das Ideal von P/sP, das
erzeugt wird von den Elementen 5,T,n > 0, ist dann nicht endlich erzeugt.

Definition 3.8. Eine Kurve ist ein separiertes, irreduzibles, noethersches, reguléres, 1-dimensionales
Schema X zusammen mit einer Abbildung deg : |X| — Z~, wobei |X| die Menge der abge-
schlossenen Punkte von X bezeichnet.

Beispiel 3.9. (i) Die Fargues-Fontaine-Kurve X = Xg p mit deg(z) = 1 fiir alle z € |X] ist
eine Kurve.

ii) Ist K ein Korper, so ist jedes offene Unterschema () # X C PL mit deg(z) = [x(x) : K] fiir
=TK
alle z € | X| eine Kurve.

Ist X eine Kurve und = € |X|, so ist Ox , ein 1-dimensionaler, noetherscher, reguldrer lokaler
Ring und damit ein diskreter Bewertungsring, d.h. das maximale Ideal m, ist ein von Null ver-
schiedenes Hauptideal. Wir bezeichnen mit ord, : Ox , — Z>oU{oo} die zugehérige Bewertung,
d.h.

max{n >0]| feml} falls f#0,

ords(f) = {oo falls f = 0.

Bezeichnet 7 den generischen Punkt von X, so hat der Funktionenkérper K(X) = Ox,, die
Eigenschaft, dass fiir jeden Punkt « € X die kanonische Abbildung Ox , — Ox,, = K(X) einen
Isomorphismus Quot(Ox ) = K(X) induziert. Unter dieser Identifikation setzt sich ord, fort
zu einer diskreten Bewertung

ord, : K(X)* — Z

via
ordm(i) = ord,(f) — ord;(g).
g
Definition 3.10. Eine Kurve (X, deg) heifit vollstindig, wenn fiir alle f € K(X)* der Grad

deg(f) := Z ord;(f) - deg(z) € Z

z€|X|
von f gleich 0O ist.

Bemerkung 3.11. Die obige Summe ist endlich: Da X noethersch und damit insbesondere qua-
sikompakt ist, konnen wir X = Spec(R) annehmen, wobei R ein noetherscher, 1-dimensionaler
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Integritétsbereich ist, so dass der Ring R, fiir alle p € Spec(R) regulédr und damit ein Hauptideal-
ring ist. Es folgt, dass R Dedekind ist. Wegen deg(g) = deg(f) — deg(g) konnen wir f € R\ {0}
annehmen. Die allgemeine Theorie der Dedekindringe zeigt, dass es Primideale pq,...,p, gibt
mit fR=9p1-... ppn, und fir p € Maxz(R) ist fR C p genau dann, wenn p = p; firein 1 <i < n
gilt. Somit gibt es nur endlich viele p € Maxz(R) = |Spec(R)| mit ordy(f) # 0.

Proposition 3.12. (vgl. [FF1], Thm. 6.5.2(1)). Sei F' algebraisch abgeschlossen. Die Fargues-
Fontaine-Kurve X = Xy = Proj(P) mit P =, 5, B*=t" und deg(x) = 1 fir alle z € | X|
ist vollstindig.

Beweis. Der generische Punkt ist n = 0 € Proj(P). Der Funktionenkoérper ist damit
K(X)=0x, =Py = {i € Quot(P) | f,g € P sind homogen vom selben Grad, g # 0}.
g

Nun ist deg(%) = deg(f) — deg(g). Somit geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes homogene Element
f € P, \ {0} der Grad (im Sinne von Def. derselbe ist wie der Grad von f als homogenes
Element im graduierten Ring P, d.h. deg(f) = n. Schreibe f = H?Zl s;" mit s; € Py \ {0} und
si & s;- E fiir alle i # j. Nach[3.6{iv) sind die entsprechenden Punkte z; := s; P € |X| paarweise
verschieden. Sei z € | X| ein beliebiger Punkt und wéhle s € Py \ {0}, so dass = sP. Dann gilt
ord,(f) # 0 genau dann, wenn f € sP. Mit der Eindeutigkeit in [2.49|i) ist das genau dann der
Fall, wenn s = as; gilt fiir ein @ € E* und ein 1 < ¢ < d, was wiederum gleichbedeutend mit
x = x; ist. Beachte, dass fiir ¢ # j wegen s; ¢ s,E aus Gradgriinden s; ¢ s;P = z; gilt und
daher ordg, (s;) = 0 ist. Wir erhalten

d
ord;,(f) = Z n; - ordy, (s;) = n;.
j=1

Somit ergibt sich fiir den Grad von f

d

d
deg(f) = Z ord,(f) - deg(z) = Zordzi(f) = an =n.
™ i=1 i=1

z€|X| -1

O

Bemerkung 3.13. Auch wenn F' nicht algebraisch abgeschlossen ist, kann man eine Gradfunk-
tion auf | X g p| definieren, die Xg g zu einer vollstdndigen Kurve macht (vgl. [EE1], Théoreme
7.3.3(3)).
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4 Vektorbiindel auf der Kurve

4.1 Die Picardgruppe

Sei P = @n>0 P, ein graduierter Ring und X := Proj(P). Wir nehmen an, dass das Ideal

Py : =@, P, von P von P; erzeugt wird.
Fiir d € Z haben wir den graduierten P-Modul P(d) = @,,c;, P(d), mit P(d), := P,yq. Sei

Ox(d) := P(d) der assoziierte Ox-Modul, der sogenannte d-te Serre-Twist der Strukturgarbe.
Wegen Py = (Py) ist das ein Geradenbiindel: Zunéchst ist

x= U b= U b,

0# f€P homogen 0£feP;
und fiir jedes f € P; \ {0} ist der Homomorphismus

Piyy — P(d)g) = (P)a
r rfd
— }_) —_
fr fr
ein Isomorphismus von P s-Moduln, also ist

—~—

Ox(d)|p, () = P(d)(s) = Ps) = Ox|p,(f)

frei vom Rang 1 (vgl. [GW], Prop. 13.15).

Ist F' algebraisch abgeschlossen, so konnen wir diese Konstruktion anwenden auf die Fargues-
Fontaine-Kurve X = Proj(P) mit P = P,,5, B*=" (vgl. m@)) Wir erhalten einen wohldefi-
nierten Gruppenhomomorphismus

Z —s Pic(X), d— [Ox(d)],

unter Verwendung von Ox(d + d') = Ox(d) ®o, Ox(d') fir alle d,d’ € Z (vgl. [GW], S.374,
(13.4.3)).

Satz 4.1. (vgl. [FF1], Thm. 6.5.2(9)). Sei F algebraisch abgeschlossen. Dann ist der Gruppen-
homomorphismus Z — Pic(X) ein Isomorphismus.

Beweis. Beachte, dass Pic(X) isomorph zur Gruppe der Cartier-Divisor-Klassen ist. Dabei as-
soziiert man zu einem Cartier-Divisor ein Geradenbiindel wie folgt: Ist D = [(X}, fi)ic1] ein
Cartier-Divisor auf X, d.h. X = (J,c; X; ist eine offene Uberdeckung und f; € K(X)* mit
fifj_1 € Ox(X; N X;)* fur alle 4,5 € I, so ist das zu D assozilerte Geradenbiindel Ox (D)
gegeben durch

Ox(D)(U) ={feK(X)|Viel: fficOx(UNX;)}

fiir U C X offen. Das Biindel Ox (D) ist genau dann trivial, wenn D ein prinzipaler Divisor ist
(vgl. [GW], Prop. 11.26). Jedes Geradenbiindel £ € Pic(X) ist isomorph zu einem Geradenbiindel
der Form Ox (D) fir einen Divisor D auf X (vgl. [GW], Prop. 11.27).
Wir wihlen nun r,s € B~ \ {0} mit r ¢ sE*, sodass X = D (r) U D4 (s) (vgl. B.6[i)). Setze
X1:=Dy(r), fi =1, Xo:= Dy (s), fo = £ und beachte, dass

2

rooor
-=—¢€P
s Ts (rs

) == OX(Xl OXQ)X
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mit Inversem z—i = 2. Damit definiert D := [(Xj, f; ")i=1,2] fiir jedes n € Z einen Divisor auf X.
Schritt 1: Fiir jedes n € Z ist Ox(n) = Ox(D):

Wegen
Ox(D+ D/) =2 0x(D)® Ox(D,)

fiir Cartier-Divisoren D, D" (vgl. [Hax], Prop. 6.13(b) oder [GW], (11.12.4), S.302) und wegen
n- [(Xivfi_l)izl,Q] = [(Xi, fi ")i=1,2]

konnen wir n = 1 annehmen. Dann ist

Ox(D)(X2) = ;P@ c ;Pﬁ's) — Pre) = Ox(D)(X1 N X5) D Py = Ox (D)(Xy).
AuBerdem ist

Ox(1)(X2) = sP) € 8Prs) = Ox (1)(X1 N Xa) = 1P 2 7P, = Ox(1)(X1).
Also liefert Division durch r einen Isomorphismus

Ox(1) = Ox(D)

von Ox-Moduln.
Schritt 2: Wir zeigen die Injektivitdt von Z — Pic(X).

Angenommen, wir haben n € Z mit Ox(n) = Ox. Nach Schritt 1 ist dann [(X;, f; ")i=1,2] ein
prinzipaler Divisor, d.h. es gibt f € K(X)* mit
fe0x(X)” = P(i)
und s
f ’ (;)_n S OX(X2)X = P(é)-

Es gilt aber P(f) = E*:Sind g; € Py, fir i = 1,2 mit G- 22 = 1in P, so ist g1gp = r™ 72

in P und daher g; € r"™ E* wegen eindeutiger Faktorisierung (vgl. [2.49(i)). Somit ist % € E*
und die Behauptung folgt. Analog gilt auch P,y = E*.

Also ist (2)™™ € E*, d.h. slnl e rInl X Es folgt n = 0 wegen der eindeutigen Faktorisierung
und weil wir s ¢ rE* angenommen hatten.
Schritt 3: Wir zeigen, dass Z — Pic(X) surjektiv ist.

Sei D = [(U;, fi):icr) ein Cartier-Divisor auf X. Die offenen Unterschemata X7, X5 sind Spektren
von Hauptidealringen (vgl. ii)), ihre Picardgruppen sind also trivial (vgl. [GW], Example
11.42), d.h. jeder Cartier-Divisor auf Xy bzw. Xy ist prinzipal. Fir j = 1,2 gibt es also g; €
K(X)* = K(X;)* mit figj_1 € Ox(U; N X;) fiir alle i € I. Wegen g195 " = g1f; '+ figy ' €
Ox(U;N Xy N Xg)* fur alle i € I haben wir glggl € Ox (X1 N X)X, und [(X;, gi)i=1,2] ist ein
wohldefinierter Cartier-Divisor auf X mit D = [(X}, g;)i=1,2] nach Konstruktion. Wir behaupten
nun

Y

Ox(Xl ﬂXQ)X:PX = (

(rs): )Z'EX'

T
Seien dafiir g,h € P, mit gh = 1. Schreibe g = #, h = % mit ¢ € Po,, ' € Pyy,.
Indem wir ¢, h” als Produkt homogener Elemente vom Grad 1 schreiben (vgl. i)), konnen
wir ¢’, b’ ¢ rsP annehmen. Dann ist ¢'h’ = (rs)"*™ in P, d.h. ¢’ = as’r? und b’ = Bs*r! wegen
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der Eindeutigkeit in [2.49(i) fiir gewisse a, 8 € E* und 4, j,k,l € Zzo mit i +j+k+1=n+m.
Wegen ¢',h/ ¢ rsP folgt dann ¢’ = as™t™, I/ = Br™®™™ und n = m aus Gradgriinden. Es folgt

g S n Z X

= = = a2 e (D2 . BX.
g (rs)m a(rs)" a(r) (r)

Das zeigt obige Behauptung.

Wir schreiben nun gog; " = a(£)" mit « € EX, n € Z und setzen D' := [(X,g; )]. Dann gilt

Ox(D) = Ox (D + D) = Ox([(X1, 1), (X2, a(5)")

= Ox (X1, 1), (X2, O)))
= Ox(n).

O

Bemerkung 4.2. Ist F' nicht notwendigerweise algebraisch abgeschlossen, so verhélt sich die
Picardgruppe anders, denn dann ist die Jacobi-Varietit Pic’(X) der Divisoren vom Grad 0
modulo prinzipaler Divisoren nicht mehr unbedingt trivial (vgl. [FF2], Theorem 6.4). Aus diesem
Grund sind die Dedekindringe der affinen offenen Unterschemata aus Satz ii) im Allgemeinen
keine Hauptidealringe. In diesem Fall zeigt sich also schon hier ein Unterschied zur projektiven
Geraden.

Ist F algebraisch abgeschlossen und K ein Kérper, so sind die Schemata X und Pk vollstéin-
dige Kurven, deren Picardgruppe isomorph zu Z ist (vgl. . Es gibt aber auch in
diesem Fall Unterschiede, z.B. verhalt sich die Kohomologie der Serre-Twists anders, wie folgende
Proposition zeigt:

Proposition 4.3. Sei F' algebraisch abgeschlossen und fiziere r € B®='\ {0} mit zugehérigem
abgeschlossenen Punkt x :=rP € |X| (vgl. [3.6(iv)). Dann gilt

B#=t, d>0
. HOX,O d — I = Y
(i) H'(X.0x(d)) {07 o
0, d=0,

(ii) H'(X,0x(d)) = {OXI/(m;d +E), d<O0.

(iii) H(X,Ox(d)) =0 fir q>2, d € Z.
Insbesondere ist H(X,Ox(—1)) = k(x)/E ein unendlichdimensionaler E-Vektorraum.

Beweis. Da X separiert und Ox(d) quasi-kohérent ist, konnen wir die Kohomologie mittels
Cech-Kohomologie berechnen. Betrachte dazu die Uberdeckung X = D (s) U Dy (r) mit r,s €
B#=t\ {0} und r ¢ sE* wie in i). Der zugehorige Cech-Komplex sieht wie folgt aus:

0— ’I“dP(T) X SdP(S) — SdP(TS) = ’I“dP(TS) —0
(r'f,sg) — 1l f — s

Es folgt H4(X,0x(d)) =0 fiir ¢ > 2, d € Z.

48



q = 0: Schreibe f = 7{—;, g= Sg—r; mit

f'=0oder f' € P,\rP

und
g =0oder ¢ € P, \ sP.
Dann ist
rif —slg=01n Py & rif's™ = s%g'r" in K(X). (2)
1. Fall: d < 0.

Dann ist s™~4f/ = r"~dg’ in P. Wéren f', g’ € P\{0}, so hiitten wir d = n > 0 wegen f’,s ¢ rP,
ein Widerspruch. Es folgt f' = ¢’ = 0, also (r?f, sg) = (0,0), d.h. H%(X,Ox(d)) = 0.

2. Fall: d > 0.

Ist f/ =0 oder ¢ =0, soist f' =g’ = 0 nach und r¢f = s?g = 0. Seien also f’,¢' € P\ {0}.
Dann gilt

d = ord,(r®) = ord,(rif's™) ,da f',s ¢ rP
ord,(s%¢'r™) > n
und analog d > m durch Betrachtung von ord, mit y = sP € | X|. Es folgt
rd=nfl = pdf 2 5dg = s4=mg/ — h € Py.

Folglich liegt (r?f, s?g) im Bild der Injektion
=t 0 ah ah
P;=B*"" < H°(X,0x(d), h+— (h,h)=(r il S—d),

dh. H'(X,O0x(d)) = Py.
q=1: Setze R := P/rP = {f € F[T]|f(0) € E}. Dann ist das Bild von s in R von der Form aT

mit a € F*. Beachte aT - R 2 T*F[T], d.h. @,,5, P, € sP + rP. Wir benutzen das, um zu
beweisen, dass

P(rs) = P(r) + P(s) in K(X) (3)

Sei # € P(ps) mit f € Pyy,. Per Induktion nach n > 1 zeigen wir

fﬂeZ(%+i).

5t
n = 1: Dann ist f € P, und kann geschrieben werden als sf; + rfo mit f; € P;. Es folgt

P; P;
f_h L. A P

rSs r S r s
n = n + 1: Schreibe f € Py(,41) als f = gh mit g € Py, h € Py (vgl. i)) und h = shy +rhs
mit h; € P; wie oben. Nach Induktionsannahme ist dann

h h “. Ph, DPh “. Phy Ph
! g 9 Tha oyl Ty D Ty

(rs)ntl - (rs)"? (rs)™ rs — pitl sitl P st ris
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Fir die zweite Summe rechnen wir

Py _ Prilh o Pa AN
j=1

i+&)

i gd

sir (rs)i e(rs)i

und analog fiir % Das beendet den Induktionsbeweis und zeigt Gleichung .
Beachte nun P,) N P,y = E, denn ist o € P,y N P, so wird
(o, @) € Ps) X Py = Ox(D+.(s)) x Ox(D(r))
auf 0 abgebildet unter der Abbildung
Ox (D4 () % Ox (D4 (r)) — Ox (D (5) N Ox (D4 (1)) = Ox (D (r5)) = Prrey,
(B,7) — B =~

ist also ein Element von Ox (D4 (s) U Dy(r)) = Ox(X) = E. Nun berechnen wir die erste
Kohomologie wie folgt:

H! (X, OX(d)) = rdP(TS)/(TdP(T) + SdP(S))

o s

~J d
= Piroy/(Piry + () Fis))

Ist d > 0, so gilt (£)?P5) 2 (£)4(L)?P) = P(s), und der Quotient verschwindet. Im Fall d < 0

ist (£)% = e Py und somit

s s r.o_
Py N (Piry + (2)"Ps) = (P N Po)) + () Py = E+(5) Py
und der Quotient ist Ox ,/(m; ¢ + E), denn
r._ N _
P /(3) Pl = Ox p/m, 7,

wenn man verwendet, dass x = 7P € D, (s) zum maximalen Ideal P, gehort.

Wie wir bereits gesehen haben, ist x(z) = F algebraisch abgeschlossen und daher
H'(X,0x(-1)) = 6(z)/E

ein unendlichdimensionaler E-Vektorraum.

Bemerkung 4.4. Im Gegensatz dazu ist H' (P, Op1. (—1)) = 0 fiir jeden Korper K.

4.2 Klassifikation von Vektorbiindeln

Fiir die Klassifikation der Vektorbiindel auf der Kurve geben wir im Folgenden nur einen Uber-
blick. Wir wollen zunéchst interessante Vektorbiindel konstruieren. Dazu miissen wir untersu-
chen, wie sich die Kurve bei Anderung des Korpers E verhilt. Wir nehmen an, dass F einen
algebraischen Abschluss von k enthilt. Ist nun h € Zso und kplk die Erweiterung vom Grad

50



h, so ist Ep, := ki((¢))|k((t)) = E die unverzweigte Erweiterung vom Grad h. Wir erhalten die
Fargues-Fontaine-Kurve

. h_gn
X, r= Proy(@BW =),

n=0
Beachte, dass hier der Frobenius ¢" = ¢ o...0¢ : B — B zur Definition der Kurve verwendet
—_———

h—mal

wird, weil damit gerade B¥"=1 = E}, gilt und somit Xg, r zu einem Ejp-Schema wird.

Wir wollen die Beziehung zwischen den Kurven Xg r und Xg, p untersuchen.

Proposition 4.5. Sei E|E die unverzweigte Erweiterung vom Grad h. Dann haben wir einen
natirlichen Isomorphismus von En-Schemata

XE,F XE Eh i> XEh,F-
Beweis. Wir betrachten auf B¥"=t"" den Endomorphismus g = 2. Ist f € B“”h:t"h, so gilt

h nh
Pn=EP T

Es folgt, dass g auf B#"=t"" eine endliche Ordnung hat, die h teilt.
Wir erhalten eine Operation der Gruppe

G = Gal(EpL|E) = (p)

auf dem FEj,-Vektorraum Bwhztnh7 indem ¢ durch g operiert und allgemeiner ¢’ durch g = t‘ﬂz
Diese Operation ist semilinear fiir die natiirliche Operation von G = Gal(Ey|E) auf Ey, d.h. fiir

alle 0 € G, a € Ej, und f € B¥"=t"" gilt

o(af) =a(a)a(f).

Das folgt einfach aus der Multiplikativitit von ¢ auf B. Nach der kohomologischen Version
des Satzes von Hilbert 90 (vgl. [Bos], Thm. 4.8/2, S.201) ist jede semilineare Operation einer
endlichen Galoisgruppe trivial, d.h. die natiirliche Ej-lineare Abbildung

(B(Ph:tnh)G ®E Eh N B@h:tnh
ist ein Isomorphismus. Hierbei bezeichnet (-)¢ die G-Invarianten. Per Definition der G-Operation

ist das aber gerade der Eigenraum B¥="".

Aus diesen Isomorphismen fiir alle n > 0 erhalten wir einen Isomorphismus graduierter Ej-

Algebren
P B @ B, = P B

n=0 n=0

Nun wissen wir allgemein, dass fiir einen graduierten Ring R = @n>0 R,, und eine Ringerweite-
rung S|Ry stets
Proj(R®pg, S) = Proj(R) Xg, S

gilt, sofern die Graduierung als (R ®g, S)n = R, Qr, S definiert wird (vgl. [Har], Ex. I1.5.11,
p.125). Wir erhalten also einen Isomorphismus von Ej-Schemata

Proj(@ B#~") xg En — Proj(@@ B*"=*"").

n=0 n=0
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Schreiben wir

P:=P P, =PB"",

n=0 n=0

so ist der graduierte Ring auf der rechten Seite des obigen Isomorphismus der h-te Veronese-
Unterring P = @n>0 P, von P. Wir wissen, dass P als Py = Ej-Algebra erzeugt wird von
P,. Daher gilt

Proj(P™) = Proj(P)

(vgl. [Har], Ex. 5.13, p.126). Zusammengefasst haben wir einen Isomorphismus von Ej-Schemata

Xpr x5 By = Proj(@ B*=") x5 Ex — Proj(@ B*'="") = X, r.
n=0 n=0

O

Bemerkung 4.6. Man kann zeigen, dass der Turm der Kurven (Xg, ),>1 eine verallgemeinerte
Riemannsphére ist (vgl. [FEI], Def. 5.6.21 und Cor. 6.5.3).

Uber den oben konstruierten Isomorphismus erhalten wir eine natiirliche Projektion
Wh:;XEmF’__>A&lFO

Wir schreiben ab jetzt X := Xg p und X} := Xg, r.

Der obige Isomorphismus zeigt dann, dass Ox, via 7, lokal frei vom Rang h iiber Ox ist: Der
Morphismus Spec(Ep) — Spec(E) ist endlich vom Grad h. Damit ist auch der Basiswechsel
Xe.r xg Ep — Xg r endlich vom Grad h und daraus folgt, dass (7). Ox, lokal frei vom Rang
h ist. Allgemein folgt dann, dass ein Vektorbiindel vom Rang r iiber X}, ebenfalls lokal frei ist,
wenn man es iiber 7, als Ox-Modul auffasst, und dann Rang rh hat. Die Projektion

Whi){Emp*——%}(EJ?

ist eine endliche Galoisiiberlagerung von E-Schemata mit Galoisgruppe Gal(EL|E) = Z/hZ (vgl.
[GW], Def. 14.82, S. 456).

Wir erinnern an den Formalismus der Harder-Narasimhan-Filtrierung. Fiir Kurven unseres Typs
wird er in [FF1], §5.5 behandelt. Neben dem Rang rk £ eines Vektorbiindels benétigt man dafiir
auch seinen Grad deg& := deg(det £) € Z. Im Fall der Fargues-Fontaine-Kurve X = Xg p mit
algebraisch abgeschlossenem F ist hierbei deg : Pic(X) — Z invers zum Isomorphismus in Satz

E1
Definition 4.7. Fiir ein Vektorbiindel £ auf der Kurve X mit £ # 0 definieren wir

~deg&

HE) = k& €R

und nennen diese Zahl den Harder-Narasimhan-Anstieg (kurz: HN-Anstieg) von &.

Definition 4.8. Ein Vektorbiindel £ # 0 auf einer Kurve X heif3t semistabil, wenn fur alle
Untervektorbtindel 0 £ &' C &

(€ < pu(€).

Wir haben dann das folgende fundamentale Resultat (vgl. [FF1], §5.5.2), dessen klassisches Ana-
logon auf Harder-Narasimhan zuriickgeht.
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Satz 4.9. Jedes Vektorbindel £ auf X besitzt eine eindeutige Filtrierung in Untervektorbindel
0=6C&S... S8 =€
so dass gilt:

o fiirl<i<rist&/E_1 ein semistabiles Vektorbindel,
o die Folge der Anstiege (u(E;/Ei—1))1<i<r St streng monoton fallend.

Definition 4.10. Sei £ ein Vektorbiindel auf einer Kurve X. Die Filtrierung im vorherigen Satz
heifit die Harder-Narasimhan-Filtrierung von .

Wir wollen nun die Vektorbiindel definieren, die die zentrale Rolle bei der Klassifikation spielen
werden. Sei weiterhin X die Fargues-Fontaine-Kurve und 7, : X;, — X die oben konstruierte
Galoisiiberlagerung.

Definition 4.11. (i) Fiir d € Z und h € N3 definieren wir
Ox(d, h) := (74)+Ox, (d).
(ii) Fir A =4 € Q mit (d,h) =1 und h > 1 sei
Ox(A) :==Ox(d,h).

Bemerkung 4.12. (i) Da der Morphismus 7, endlich und frei vom Grad h ist, ist Ox(d, h)
lokal frei vom Rang h und vom Grad d.

(ii) Wir haben eine Beschreibung beziiglich graduierter Moduln. Setze

M(d, h) — @B@h:ti}L+d.
i>0

—_~—

Dann ist Ox,(d,h) = M(d, h), und

M(d,h) = @ H(Xg, Ox,(d, h) @ Ox,(i)).

i>0
Aus Proposition [£.3] und dem Verhalten von Pushforwards unter Kohomologie folgt

Proposition 4.13. (vgl. [FF1], Prop. 8.2.3). Sei F algebraisch abgeschlossen und firiere r €
B#=t\ {0} mit zugehdrigem abgeschlossenen Punkt x :=rP € |X| (vgl. (w)) Dann gilt

(i) L

B"=t" d>0,

HO(X, Ox(d 1) = {o, d < 0.

(i)

0, d=>0,

HI(X, OX(da h)) - {OX7w/(m;d + Eh)a d < 0.

Wir haben den folgenden fundamentalen Satz (vgl. [FF1], Théoréme 8.2.10):
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Satz 4.14. Sei F' algebraisch abgeschlossen.

(i) Die semistabilen Vektorbindel mit HN-Anstieg X iber X sind genau die Vektorbindel, die
isomorph sind zu einer endlichen direkten Summe der Ox(X).

(ii) Die Harder-Narasimhan-Filtrierung eines Vektorbindels uber X spaltet.
(i@i) Die Abbildung

{Mi)1cicn € QM n e N A = ... 2 A\, } — {Isomorphieklassen von Vektorbindeln auf X}
(Ao An) — [P Ox ()]
i=1

ist eine Bijektion.

Bemerkung 4.15. Teil (iii) folgt aus (i) und (ii). AuBlerdem bemerken wir, dass (ii) auch in
dem Fall gilt, in dem F' nicht algebraisch abgeschlossen ist (vgl. [FF1], Thm. 9.4.1).

Aus dem Klassifikationssatz der Vektorbiindel kann man folgendes Resultat folgern (vgl. [FEI],
Thm. 8.6.1):

Satz 4.16. Das Schema X ist einfach zusammenhdngend.

Ist F' nicht algebraisch abgeschlossen und F ein algebraischer Abschluss von F' mit absoluter Ga-
loisgruppe G := Gal(F|F), so operiert G auf der Kurve X%, und es gibt einen G p-invarianten

Morphismus
a X% — XF

mit den folgenden Eigenschaften (vgl. [FF1], nach Lemma 7.7.3):

o Ist x € |X~| ein abgeschlossener Punkt mit unendlichem G p-Orbit, so ist a(x) der generi-
sche Punkt von Xp.

e Bezeichnet |X%|GF —fin die Menge der abgeschlossenen Punkte mit endlichem Gg-Orbit, so

induziert « eine Bijektion
| Xo |77 /Gy — | X,

e Der Grad eines abgeschlossenen Punktes @ von X ist gleich der Kardinalitiit von a1 (z).

Wir kénnen somit die Kategorie der G p-dquivarianten Vektorbiindel tiber X% betrachten, wobei

eine gewisse Stetigkeitsbedingung an die Gp-Operation gestellt wird, auf die wir nicht weiter
eingehen.

Wir erhalten den folgenden Satz im Sinne eines Galoisabstieges (vgl. [FF2], Thm. 6.29):

Satz 4.17. Der Funktor o* induziert eine Kategoriendquivalenz

{Vektorbindel tber Xp} = {Gr — dquivariante Vektorbindel tiber X%}

Bemerkung 4.18. Gemifl Satz [4.14] ist ein Vektorbiindel {iber X~ genau dann trivial, wenn

es semistabil vom Anstieg 0 ist. Aus Satz folgt dann, dass die Kategorie der semistabilen
Vektorbiindel vom Anstieg 0 jber Xp dquivalent ist zur Kategorie der endlichdimensionalen
Darstellungen von Gp = Gal(F|F) mit Koeffizienten in E.
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