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1 FEinleitung

1 Einleitung

In der gesamten Arbeit ist R ein kommutativer Ring mit Eins.
Motivation

In der algebraischen Geometrie wird jedem Ring R das affine Schema Spec(R) zugeord-
net. Dies ist ein geometrisches Objekt, welches anschaulich als Kurve, Flache etc. gedeutet
werden kann. Geht man von einem reguléren Ring aus, so ist das zugehorige affine Schema
glatt (d.h. es besitzt keine Singularitédten). Anschaulich bedeutet das, &hnlich wie in der

Analysis, dass es in jedem Punkt einen wohldefinierten Tangentialraum gibt.

Singularitat
Nicht Glatt Glatt

Dies bewegt uns zu folgenden Definitionen:

Definition 1.1 Sei R lokal noethersch, m das maximale Ideal und x := R/m der
Restklassenkérper. Dann heifit R regulér, falls dim(R) = dim,(m/m?).

Bemerkung Mit dim(R) ist die Krulldimension des Ringes gemeint und mit dim, (m/m?)
die Dimension des x-Vektorraums m/m?.

Fiir einen nicht notwendigerweise lokalen Ring wird Regularitat wie folgt definiert:

Definition 1.2 Es sei R noethersch. Dann heiit R regulér, falls die Lokalisierung R, fiir
alle p € Spec(R) reguldr im Sinne von Definition 1.1 ist.

Tatséchlich ist diese Definition aber problematisch, wie die folgende Bemerkung zeigt:

Bemerkung (i) Wenn R lokal noethersch ist, so gilt, dass Ry, = R, d.h. ein lokaler Ring,
der regulér im Sinne von Definition 1.2 ist, ist auch regulér im Sinne von Definition 1.1.
(74) Nun besitzt ein lokaler Ring zwar nur ein maximales Ideal, kann jedoch viele weitere
Primideale besitzen. Daher ist nicht klar, ob ein lokaler Ring, der regular im Sinne von
Definition 1.1 ist, auch reguldr im Sinne von Definition 1.2 ist.

Ziel dieser Arbeit wird es sein zu zeigen, dass die beiden Definitionen von Regularitat
im Falle eines lokalen Ringes tatsachlich dquivalent sind. Das ist aufwandiger, als man
zunéchst denken konnte. Wir miissen dafiir viele Methoden der kommutativen und insbe-

sondere der homologischen Algebra entwickeln.
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2 Die Krulldimension eines lokalen noetherschen Ringes

Wenn R ein lokaler und noetherscher Ring mit maximalem Ideal m ist, dann ist m
endlich erzeugt. Sei zum Beispiel m = (xy,...,z4) mit zy,...,x4 € R. Dann folgt, dass
T, +m?, ..., xq + m? ein Erzeugendensystem des k-Vektorraums m/m? bilden. Es gilt also
dim,(m/m?) < d < co.

Genauer werden wir in diesem Abschnitt zeigen, dass in diesem Fall dim(R) < dim,.(m/m?)
gilt. Insgesamt gilt dann fiir jeden lokalen noetherschen Ring, dass dim(R) < co.

Um den Satz zu zeigen, benotigen wir aber etwas an Vorbereitung:

Bemerkung Es sei J C R ein Ideal und RS™! die Lokalisierung von R. Dann ist
JRS™' ={%ac J s S}

Lemma 2.1 Es sei S C R multiplikativ abgeschlossen, RS~! die Lokalisierung von R
und f : R — RS~ die kanonische Abbildung. Dann gilt fiir jedes Ideal I C RS~! und
J:= fY(I), dass JRS™' =1.

Beweis. (vgl. [1], 1.2 Proposition 5)

Sei ¢ € I. Dann gilt f(a) =% =32%2€c 1, wobeia€e Rist == aec J=f"1(I)=

¢ e JRS' = I CJRS™'. Danun JRS™' C I offensichtlich gilt, folgt die Behauptung.
O

Lemma 2.2 Wenn R noethersch ist, so ist auch jede Lokalisierung von R noethersch.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus dem vorherigen Lemma. O]

Definition 2.3 Es sei R noethersch, I C R ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann heifit (M;);en eine I-Filtration, wenn gilt:

(1) (M;);en ist eine absteigende Kette von Untermoduln von M, d.h. M = My O M; D ...
(i6) I'M; C My Vi, j € N.

Definition 2.4 Eine [-Filtration (M;);cn heifit I-stabil, wenn ein k € N existiert, sodass

Bemerkung (i) Die vorherige Definition ist dquivalent zu: 3k € N mit M,; = I'M,
Vi e N.

(i) Definiere R, = @®;>0l*. Dann ist dies ein Ring mit komponentenweiser Addition und
I' x [’ — I'*J als Multiplikation. Definiere M, = @;exM;. Dann ist M, ein R,-Modul.
(731) Wenn R noethersch ist, so ist auch R, noethersch, da jedes Ideal von R noethersch

ist und die direkte Summe von noetherschen R-Moduln auch wieder noethersch ist.

Lemma 2.5 Es sei R noethersch, I C R ein Ideal, M ein endlich erzeugter R-Modul und

R,, M, seien wie vorher. Dann sind dquivalent:
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(7) Die I-Filtration (M;);cy ist I-stabil.
(17) M, ist ein endlich erzeugter R,-Modul.

Beweis. (vgl. [1], 2.3 Lemma 3)

(i) = (i1): Sei dazu k € N, sodass My,; = I'M; Vi € N. Dann wird M, als R,-Modul
erzeugt von der Untergruppe @;<iM; C M,, da I'M,, = M., € M, C @i<kM;. Nun ist
M ein endlich erzeugter R-Modul und R noethersch = M noethersch = M; ist endlich
erzeugt Vi € N = @;<; M, ist endlich erzeugt = M, ist endlich erzeugt.

(13) = (i): Sei z1, ..., ,, ein Erzeugendensystem von M,. Indem wir x, durch seine homo-
genen Komponenten ersetzen, konnen wir alle x, als homogen annehmen, etwa z,, € M,
mit o(v) € N fir 1 < v < n. Jetzt betrachten wir max{c(1),...,0(n)} und i € N, sodass
i > max{co(1),...,0(n)}. Weil {z1,...,x,} ein Erzeugendensystem von M, ist, folgt, dass
spang, (1, ...,on) 2 M; 1. Da xq, ..., 2, € M;, folgt zusammen mit der

Definition von spang,, dass M;,; C I M;. Nach Voraussetzung gilt aber auch: IM; C M,
= IM; = M; 1 Yi > max{o(1),...,0(n)} = (M;)en ist I-stabil. O

Lemma 2.6 (Artin-Rees)
Es sei R noethersch, I C R ein Ideal, M ein endlich erzeugter R-Modul und U C M ein
Untermodul. Dann existiert ein k € N, sodass (I'M)NU = I *(I*kM NU) Vi > k.

Beweis. (vgl. [1], 2.3 Lemma 1)

Wir definieren M; := I*M. Dann erhalten wir eine I-Filtration (M;);en, die per Definition
I-stabil ist. Die Filtration (M;);cy induziert eine Filtration (U;);eny von U, wobei

U; := M;NU. Daraus folgt, dass U, ein R,-Untermodul von M, ist. Da M, endlich erzeugt
und R, noethersch ist, ist auch U, endlich erzeugt. Dann ist die Filtration (U;);eny nach
Lemma 2.5 I-stabil, d.h. es existiert ein k € N mit I'U,, = U,,; oder genauer:

I'U, = I'(MNU) = I'(I*"M NU) = I*"M NU = Uy, Insgesamt erhalten wir damit
I'I*MNU)=I*"""MNU. m

Mit Jac(R) bezeichnen wir im Folgenden das Jacobson-Radikal von R, d.h. den Durch-

schnitt aller maximalen Ideale von R.

Satz 2.7 (Krull’scher Durchschnittssatz)
Es sei R noethersch, I C R ein Ideal, sodass I C Jac(R), und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann gilt N,enI™M = 0.

Beweis. (vgl. [1], 2.3 Theorem 2)

Wir definieren einen R-Untermodul von M als M’ := N,enI™M. Dann folgt mit Artin-
Rees, dass es ein k € N gibt mit M’ = I'M N M’ = I *(I*M N M') = I'""*M' fiir i > k.
Da nun M’ auch endlich erzeugt und im Fall i > k I*"* C I C Jac(R) ein Ideal ist, folgt

aus dem Lemma von Nakayama, dass M’ = 0 gelten muss. O
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Definition 2.8 Ein Ring R heifit artin’sch, falls jede absteigende Kette von Idealen

stationar wird.

Mit rad(R) bezeichnen wir im Folgenden das Nilradikal von R, d.h.
rad(R)={re R|3IneN:rm =0 }.

Lemma 2.9 Es sei (R, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann sind dquivalent:
(1) dim(R) = 0.

(17) rad(R) = m.

(i71) Ig > 1:m? = 0.

(

iv) R ist artin’sch.

Beweis. (vgl. [7], 2.5.2 Lemma 5.11)

(i) < (ii): Da R lokal ist, gilt: dim(R) = 0 < m ist das einzige Primideal von R <
rad(R) = m, da rad(R) der Durchschnitt aller Primideale von R ist.

(i1) = (i4i): Es sei aq,...,as € R ein Erzeugendensystem von m = 3t >1: o = 0 fir
I1<i<s=m"*=0.

(17i) = (iv): Sei nun (I,)nen eine absteigende Kette von Idealen von R. Fiir jedes r > 0 ist
m”/m"*! ein Vektorraum iiber dem Korper x := R/m. Da R noethersch ist, ist m”/m"*+?
ein endlich erzeugter x-Vektorraum. Dann bilden I/, := (I, N m")/(I, N m"*!) eine ab-
steigende Kette von Untervektorrdumen von m”/m™ ™, die wegen dim(m”/m™) < oo
stationdr wird. Damit existiert also ein no € N mit I, = I ., fiir alle k € N. Die-
se Zahl ny héngt zundchst von r ab. Indem wir das Maximum der ng(r) fir r < g
bilden und wiederum mit ng bezeichnen, erhalten wir, dass fiir alle » < ¢ und n > ng
L,nm" C I,y + (I, Nm"). Damit gilt dann fir alle n > ng: I,, C Iyq + ([, Nm) C
L+ (I,Nnm?) C ... C Iy + (I, Nm9) = I,,;1, da nach Voraussetzung m? = 0. Es folgt
insgesamt, dass I,, C I, .1 und somit [,, = I,,;1. Daraus folgt, dass R artin’sch ist.

(iv) = (4i): (Mm"),en ist eine absteigende Kette von Idealen, die nach Voraussetzung sta-
tiondr wird = 3¢ € N: m? = m?"!. Mit dem Lemma von Nakayama folgt m? = 0 und
damit, dass m C rad(R). Dann muss aber m = rad(R) gelten, da rad(R) C R und m

maximal ist. [

Bemerkung Ein Primideal p € Spec(R) heifit minimal beziiglich eines Ideals I C R,
wenn [ C p und, wenn kein q € Spec(R) existiert mit / C q und q C p.

Satz 2.10 (Krull’scher Hauptidealsatz)
Es sei R ein noetherscher Ring, r € R\ R* und p € Spec(R) ein minimales Primideal
beztiglich (r). Dann gilt ht(p) < 1.

Beweis. (vgl. [7], 2.5.2 Theorem 5.12)
Schritt 1: Sei ¢ : R — Ry, a — 4, und Spec(e) : Spec(R,) — Spec(R), q— ¢~'(q).

Dann ist pR, das eindeutig bestimmte minimale Primideal, welches r’ := 7 enthélt, denn:
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Angenommen es existiert ein p’ C pR, mit 7/ € p’. Dann ist 7 € ¢~ (p’) C ¢ (pR,) = p
und es folgt, dass Spec(¢)(p’) = ¢~ (p') =p = ¢ (pRy) = Spec(¢)(pR,) wegen Minima-
litdt von p = p’ = pR,, da Spec(¢) injektiv ist.

Schritt 2: Im Folgenden unterscheiden wir zwei Falle.

Fall 1: Angenommen r =0 = (r) = 0 = p ist ein minimales Primideal

= ht(p) =0< 1.

Fall 2: Angenommen r ist ein Nullteiler = 3b € R: rb =0 € q Vq € Spec(R) = (r) C q
Vq € Spec(R) = p ist ein minimales Primideal = ht(p) =0 < 1.

Wir nehmen also 0.B.d.A an, dass r # 0 und r kein Nullteiler ist.

Schritt 3: R, ist ein lokaler Ring mit maximalen Ideal pR, und es gilt, dass

dim(R,) = ht(pR,) = ht(p). Es geniigt also zu zeigen, dass ht(pR,) < 1 ist.

Wir nehmen also 0.B.d.A an, dass R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p ist.

Schritt 4: Sei pg € ... € p, = p eine Primidealkette in R mit ht(p) = n. Dann ist pg ein
minimales Primideal und somit R/pg ein Integritatsbereich, in dem

0C p1/po < ... € pn/Po=p/po eine Primidealkette derselben Lénge bildet.

Es geniigt daher zu zeigen, dass ht(p/po) < 1 in R/p, ist. Da R lokal ist, ist auch R/p
lokal mit maximalem Ideal p/po.

Wir nehmen also 0.B.d.A an, dass R ein lokaler Integritétsbereich mit maximalem Ideal
p ist, welches nach Schritt 1 das eindeutig bestimmte minimale Primideal beztiglich (r)
ist.

Damit ist also p + (r) das einzige Primideal von R/(r) = dim(R/(r)) = 0. Nach Lemma,
2.9 ist R/(r) artin’sch.

Sei nun q € p ein Primideal. Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass q = 0 gilt:

Dazu betrachten wir die absteigende Kette von Idealen q,, := q" R, N R in R. Hier verwen-
den wir, dass die Lokalisierungsabbildung R — R, injektiv ist, da r nach Schritt 2 kein
Nullteiler ist. Sei ferner 7 : R — R/(r) die Restklassenabbildung. Da R/(r) artin’sch ist,
wird 7(q,) stationdr in R/(r) = Ing € N:Vn > ng q, C qpi1 + (7).

Seialson >npundzrz€q, = IWER: 2—rYyE€Equ1 = TYET+qn = qn 2 qnt1-

/

Weiter gilt auch, dass ry € q, = "R, N R = 7 = :—,; mit v € q" = = T =
y € q"R-NR = ¢, und damit insgesamt, dass q,+1 + P9 C qn, da gpi1 € gy, und
In © Gnt1 + 700 © qny1 + Pqn

= Gn = Qnt1 + PAn-

Mit dem Lemma von Nakayama folgt damit, dass q,, = g, 11 ist.

Behauptung: q, R, = q"R,
C:SeiacgR =a=-% Smitdeq’, ecR=a=-% mit de € g, da q" ein
Ideal ist = a € q"R,.

Q:Seian"RT#h:%mmitceq”:h:?%méqn}%r.

Dies zeigt die Behauptung.
Mit Lemma 2.2 und Satz 2.7 folgt "R, = Ny>n,q" R, = 0 = q" = 0, da R, # {0}.
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Dann gilt fiir ein a € q, dass a™ € q™ = 0, und somit, dass a = 0 gelten muss, da q prim

ist. Dadurch erhalten wir dann das gewiinschte Resultat q = 0. O]

Lemma 2.11 Sei R ein noetherscher Ring, r € R, po € ... € p,, eine Primidealkette in R
mit r € p,, und n > 1. Dann existiert eine Primidealkette q; C ... C ¢, mit g, = p,, und

=

e q1.

Beweis. (vgl. [7], 2.5.2 Lemma 5.13)

Wir beweisen das Lemma per Induktion nach n > 1:

Induktionsanfang: n=1: Dann ist q; mit q; = p; offensichtlich die Primidealkette der Lan-
ge 0, die die gewiinschte Eigenschaft besitzt.

Induktionsvoraussetzung: Sei n > 2 und fiir eine Primidealkette po € ... € p,—1 mit
r € pn_1 gelte, dass eine Primidealkette q; € ... € g, existiert mit q,—1 = p,—1 und
rEq.

Induktionsschritt: n — 1 — n: Fir r € p,, untescheiden wir die folgenden zwei Félle:

Fall 1: Es sei r € p,_;. Dann konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf pg, ..., p,_1
anwenden. Dieser Fall ist also trivial. Kommen wir nun zum eigentlich interessanten Fall.
Fall 2: Sei r ¢ p,,_1.

Wegen des Lemmas von Zorn konnen wir ein ¢,_; als minimales Primideal beziiglich
(r) + pn_o wahlen, sodass q,_1 C p,.

Nach Konstruktion gilt, dass p,—2 € q,—1 und r € q,_1.

Dann erhalten wir mit der Induktionsvoraussetzung eine Primidealkette q; € ... € q,-1
mit r € ;. Es bleibt zu zeigen, dass q,_1 # p,. Dazu betrachten wir die Restklas-
senabbildung 7 : R — R/p,_2. m(qn—1) ist damit ein Primideal in R/p,_», welches nach
Konstruktion minimal beztiglich (r) + p,,_2 ist. Da R/p,,_o ein Integritdtsbereich und so-
mit 0 = 7(pp—2) € 7(q,—1) prim ist, gilt ht(m(q,—1)) > 1. Mit Satz 2.10 folgt dann, dass
ht(m(qn-1)) = 1.

Nun gilt nach der Induktionsvoraussetzung p,,_o C p,—1 C p,, und somit ht(m(p,)) > 2
= 7(qn-1) # 7(Pn) = dn-1 S Pa- O

Korollar 2.12 Sei R ein noetherscher Ring, I C R ein Ideal, welches von d € N Elementen
erzeugt wird, und sei p € Spec(R) minimal beziiglich I. Dann gilt ht(p) < d.

Beweis. (vgl. [7], 2.5.2 Korollar 5.14)

Wir beweisen das Korollar per Induktion nach d > 1:

Induktionsanfang: d=1: vgl. Satz 2.10

Induktionsvoraussetzung: Sei d > 2 und es gelte ht(p) < d — 1 fiir jedes von d — 1 Ele-
menten erzeugte Ideal I C R.

Induktionsschritt: d — 1 +— d:

Es sei I = (rq,...,7q) mit r1,...,7q € R. Dann ist I/(ry4) ein Ideal von R/(ry), welches

von d — 1 Elementen erzeugt wird. Sei dazu die Restklassenabbildung gegeben durch
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7:R— R/(rqy). Darg € I Cp,ist w(p) prim in R/(ry) und nach Voraussetzung minimal
beztglich 1/(r4). Jetzt konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten,
dass ht(m(p)) < d — 1.

Sei nun py € ... € p, eine Kette von Primidealen mit p,, = p und n > 1. Nach Vor-
aussetzung gilt r4 € p,,, d.h wir konnen Lemma 2.11 anwenden und erhalten damit eine
Primidealkette q; € ... € g, mit q,, = p, und r4 € q;. Dann ist 7(qy) € ... € 7(q,) eine
Kette von Primidealen in R/(rq).

Da hit(m(p)) < d — 1 ist, folgt, dass n < d und damit, dass hi(p) < d. O

Jetzt konnen wir endlich das Endresultat dieses Abschnittes beweisen.

Satz 2.13 Wenn (R, m) ein lokaler noetherscher Ring ist, dann gilt dim(R) < dim,,(m/m?).

Beweis. (vgl. [7], 2.5.2 Korollar 5.14)
Sei e = dim,,(m/m?). Mit dem Lemma von Nakayama folgt dann ,dass m von e Elementen

erzeugt wird. Zudem ist m minimal beziiglich sich selbst und dann folgt mit Korollar 2.12,
dass dim(R) = ht(m) < e. O

Bemerkung Dass R lokal ist, ist wesentlich. Es gibt nicht lokale noethersche Ringe un-
endlicher Krulldimension.

Nagata gab dazu das folgende Beispiel:

Sei K ein Korper und R := K|z, x9,...| der Polynomring tiber K in abzdhlbar vielen
Variablen. Dann ist p; := (29i-1, Toi-1,1, ..., Z9i_1) fir i > 1 ein Primideal. Wir definieren
als multiplikativ abgeschlossene Menge S := R\ U;>1p;. Dann existiert fiir jedes ¢ > 1 eine
Primidealkette (z5i-1) € (z9i-1, Tgi-1.1) C ... C (Ti-1,T9i-1,1, ..., T9i_1) und offensichtlich
ist das Supremum dieser Primidealketten unendlich, also gilt dim(RS™!) = oo, wobei
RS™! ein noetherscher Ring ist (vgl. [3] oder alternativ [8]).

3 Eigenschaften reguldrer Ringe

Im Folgenden Abschnitt werden wir ein paar grundlegende Eigeschaften reguldrer Ringe

zeigen.

3.1 Regulare Ringe sind Integritatsbereiche

Lemma 3.1 Es sei (R, m) lokal noethersch, x € m und dim(R) = n. Dann gilt
dim(R/(x)) >n— 1.

Beweis. (vgl. [7], 2.5.2 Theorem 5.15)
Sei po C ... € p, = m eine Primidealkette in R. Es gilt x € p, und aus Lemma 2.11 folgt,
dass eine Primidealkette q; € ... € q,, mit q,, = p, und = € q; existiert. Wir betrachten

=



3 FEigenschaften regularer Ringe

nun die Restklassenabbildung 7 : R — R/(z) und folgern, dass 7(q;) € ... € 7(q,) eine
Primidealkette in R/(x) ist. Damit folgt sofort, dass dim(R/(x)) > n — 1. O

Lemma 3.2 Sei (R, m) reguldr lokal, wobei m = (zy,...,24) und d die minimale Anzahl

von Erzeugern von m ist. Dann ist auch R/(x1, ..., z;) regular lokal fir 1 <i < d.

Beweis. Schritt 1: Dass R; := R/(xy, ..., ;) lokal mit maximalem Ideal n; := m/(xq, ..., x;)
ist, ist klar.

Schritt 2: Wir zeigen nun per Induktion nach ¢ > 1, dass R; regular ist:
Induktionsanfang: i=1: Nach Satz 2.13 gilt dim(R,) < dimpg, /m,(n1/n3) =d — 1, denn
angenommen dimg, /, (M /n7) < d — 1, also 0.B.d.A ny = (29, ..., z4—1). Dann folgt mit
dem Lemma von Nakayama, dass m = (xy, ..., z4—1), was ein Widerspruch zur minimalen
Anzahl d der Erzeuger von m ist.

Mit Lemma 3.1 gilt auch dim(R;) > d — 1 und damit ist R; regulér.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ¢ > 1 sei R;_; regular.

Induktionsschritt: ¢ — 1 — i: Da R; = R;_1/(x;) ist und R;_; nach der Induktionsvoraus-
setzung regular ist, folgt mit denselben Argumenten wie aus dem Induktionsanfang, dass

R; regular ist. O]

Bemerkung Aus dem Beweis von Lemma 3.2 folgt damit unter anderem auch, dass

Lemma 3.3 Es seien I, ....,I,,, J € R Ideale, sodass J C 6 I;. Wenn maximal zwei der

7j=1
I;, 1 < j <mn, nicht prim sind, dann gilt: 3k € {1,...,n} : J C I.

Beweis. (vgl. [4], Lemma 3.3)

Wir beweisen das Lemma per Induktion nach n > 1:

n = 1: Der Fall ist trivial.

n = 2: Seien [, I, Ideale und J C I; U I5. Angenommen es existieren z,y € J mit = ¢ I,
und y ¢ I;. Dann sind auch x +y ¢ I und x + y ¢ I, aber es gilt x +y € J, da J ein
Ideal ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung J C [; U I5 und damit folgt, dass
J C I, oder J C I,.

Nun sei n > 2 und die Aussage fiir n — 1 wahr.

Angenommen die Aussage ist fiir n falsch. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt dann,
dass J keine Teilmenge von U;x;[; ist fir 1 < i < n, d.h. wir finden ein z; € J mit
z; ¢ Uizil;. Wegen J C le I; gilt dann z; € I;. Nun betrachten wir das Element

1+ Ty ... 1, € J, wobei wir 0.B.d.A I; als prim annehmen.

Dann gilt: 1 + x5 - ... - x, ¢ I; fiir i # 1 und auch z1 + x5 - ... - x, ¢ I}, denn angenommen

T+, €L = ay o, €1 = 3 €{2,...,n} mit x; € I, was ein Widerspruch

ist. Damit gilt aber zq + 25« ...-x, € J\ '61 I;, im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher
j=

war unsere Annahme falsch und die Aussage ist fiir n wahr. m

10
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Jetzt konnen wir die erste wichtige Eigenschaft beweisen:

Satz 3.4 Es sei (R, m) regulér lokal. Dann ist R ein Integritatsbereich.

Beweis. (vgl. [4], Korollar 10.14)

Wir beweisen den Satz per Induktion nach dim(R) > 0:

dim(R) = 0: Dann ist R nach dem Lemma von Nakayama ein Korper, also insbesondere
ein Integritatsbereich.

Induktionsvoraussetzung: Sei d > 1 und fiir einen lokalen reguldren Ring mit Krulldimen-
sion d — 1 gelte, dass dieser ein Integritdatsbereich ist.

Induktionsschritt: d — 1 +— d:

Nach dem Lemma von Nakayama gilt m? # m und da R noethersch ist, besitzt R nur
endlich viele minimale Primideale pq,...., p,,.

Es gilt m # LnJ p; Um? denn angenommen es wiirde m = Lnj p; Um? gelten. Dann folgt
=1 j=1
aus Lemma 3.3, dass m = m? oder m = py, fiir ein k& € {1,...,n}, was offensichtlich ein

Widerspruch ist. Also existiert ein z € m mit z ¢ m? und = ¢ p fir 1 <k < n.

Wir definieren nun S := R/(z) und n := m/(x). Dann gilt n/n* = (m/m?)/(z + m?)
und daher dim(S) < dimg/n(n/n?) = dim,(m/m?) —1 = d — 1 nach Satz 2.13 und da
r +m? # 0. Nach Lemma 3.1 gilt aber auch dim(S) > d — 1 und daher dim(S) =d — 1,
also ist S regular. Dann gilt nach der Induktionsvoraussetzung, dass S ein Integritéts-
bereich ist und somit ist (x) ein Primideal. Nach der Voraussetzung ist (z) aber nicht
minimal, d.h. es existiert ein k € {1,...,n} mit px C (z).

Sei y € pp = y = ax fir ein a € R und, da = ¢ py, folgt, dass a € pr = pr = zps
= mp; = P und dann folgt aus dem Lemma von Nakayama, dass pp = 0 = R ist ein
Integritatsbereich. O

Bemerkung Aus Lemma 3.2 und Satz 3.4 folgt, dass fir einen reguldr lokalen Ring (R, m)
mit m = (xy, ..., 24), wobei d die minimale Anzahl von Erzeugern von m ist, d = dim(R)

gilt und die Ideale (21, ..., x;) fir 1 <i < d prim sind.

3.2 Regularitat von Polynomalgebren

Weiter unten zeigen wir, dass zusammen mit einem Ring R auch der Polynomring R]t]
regulér ist. Induktiv folgt daraus der folgende Satz, den man aber auch sehr leicht direkt
beweisen kann. Wir verwenden im Folgenden an mehreren Stellen das Hauptresultat dieser
Arbeit in Satz 6.6 und Korollar 6.7. Dadurch ergibt sich aber kein Zirkelschluss.

Satz 3.5 Wenn K ein Korper ist, dann ist K[ty, ..., t,] regular.

Bemerkung Korper sind reguliare lokale Ringe der Dimension 0.

Beweis. (vgl. [5], Korollar 2.3.4)

11



3 FEigenschaften regularer Ringe

Der Einfachheit halber setzen wir R := K|ty, ..., t,]. Dann gilt dim(R) = n.

Nach Resultaten aus der Algebra 2 gilt:

Run/mRy = R/m =: k und mRy/(mRy)?* = m/m? fiir alle m € Maz(R). Nach Korollar
6.7 und Satz 2.13 geniigt es wegen dim(Ry) = dim(R) = n (vgl. [7], 2.5.3 Proposition
5.23 (b)) zu zeigen, dass dim,(m/m?) < n fir m € Max(R):

Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n > 0:

Induktionsanfang: n=0: Dann ist R = K ein Koérper und somit regulér.
Induktionsvoraussetzung: Wir setzen k(n) := K|[tq,...,t,_1]/nfirn € Maz(K|ty, ..., t,1]).
Es gelte dimym)(n/n?) <n—1.

Induktionsschritt: n — 1 — n:

Sei a; :=t; +m € k und I eine beliebige Indexmenge in den natiirlichen Zahlen. Dann ist
k= Klo, ..., ], denn fir f(tq,...,t,) € R gilt f(t1,....,t,) + m = f(aq,...,an).

Sein := ker(K[ty,...,t,—1] — Klt1,...,t,] = K). Dadim(x) = 0 und x eine K-Algebra vom
endlichen Typ ist, folgt durch Noether Normalisierung, dass «|K endlich ist = x(n)|K
ist endlich und als Unterring von k ein Integritatsbereich = k(n)|K ist ganz = k(n)
ist ein Korper, da K ein Koérper ist, also ist n € Max(K|ty,...,t,—1]). Mit der Induk-
tionsvoraussetzung erhalten wir jetzt, dass n = (fi,..., f_1) mit fl € Klty,...t,q] fur
1 <i<n-1.Sei nun g € k(n)[t,] das Minimalpolynom von «,, € k tber li( ), d.h.
() = ker(k(n)[t,] — K, t, — ). Per Definition von n ist k(n) = Kay,...,an_1] =
Jgi € K[ty .oy tp_1]) mit = 3c; gilan, ..., pyq)th.

Setze f, = i1 Gi(t, st 1)t € R = fulaq, ...;an) = p(an) =0 = f, em.

Wir missen jetzt nur noch zeigen, dass m = (f1, ..., f,) und sind dann fertig:

fem= flay,....an 1,t,) € (u), d.h. f(ay,...,n_1,t,) = h-p fiir ein h € k(n)[t,]. Dann
ist h = crhi(ay, .., an_1)tt, hy € K[ty, ..., tn1].

Ferner gilt f — (X;er hi(ty, ooty 1)t fr = 1613i<t17“' tho)tt € R = Klty, ..., tn 1][ts]
und dann ist Y ,c; si(Qq, ., g ) =

flan, oy an_1,t) — (Cier hilan, ooy an1)th) - fulag, ooy 1, tn) =

flag, can_1,ty) —h-pw=h-p—"h-p=0Iin k(n)[t,]

= Vi:si(ag,....,an,_1) =0

= Vi:si(ty, oy tno1) €En=(f1,.., )

= f=YierSi(tey e tne)th + Cier hilte, ooy b)) o € (f1, oo )

Insgesamt erhalten wir dann, dass aus f € m folgt, dass f € (fi, ..., fn) ist und damit gilt
m C (f1,..., fn). Also ist m = (fy,..., fn). O

Satz 3.6 Wenn R regulér ist, dann ist auch R[t] regular.

Beweis. (vgl.[10], Theorem 19.5)

Nach Korollar 6.7 geniigt es, nur maximale Ideale zu betrachten. Sei also m € Max(R][t]).
Dann ist p := mN R ein Primideal in R. R, ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p R,
und es gilt Ry[tlw = R[t]m mit m’ = mR,y), wie man leicht nachpriift. Sei also 0.B.d.A R
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3 FEigenschaften regularer Ringe

ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p.

Da R/p ein Koérper ist, ist R[t]/pR[t] = (R/p)[t] ein Hauptidealring. Damit existiert ein
normiertes Polynom f € R[t], sodass f + pR[t] € (R/p)[t] irreduzibel ist und m/pR|[t]
erzeugt. Es folgt, dass m = (p, f) gilt.

Nach Satz 2.13 gilt:

dim(R[t]m) = ht(m) < dimR[t]m/mR[t]m (mR[t]m/mQR[t]m)
< 1+dimgy(p/p?) = 1+ dim(R) = 1 + ht(p)

Sei d := ht(p) und py € ... C pg=p eine Primidealkette in R. Dann ist pg C ... C

=

pa=p C (p, f) = m eine Primidealkette in R[t] und es folgt, dass ht(m) > d + 1. Damit

=

ist R[t] regular. O

3.3 Regulare Ringe sind faktoriell

Lemma 3.7 Es sei R ein noetherscher Integritatsberich. Dann sind équivalent:

(i) R ist faktoriell.

(77) Fir alle p € Spec(R), die minimal beziiglich eines Hauptideals sind, gilt: p ist selbst
ein Hauptideal.

Beweis. (vgl. [4], Proposition 3.11a und 3.11b)

(1) = (i7): Sei r € R, r # 0 und r ¢ R*. Dann existieren Primelemente py, ..., p,, mit
T=DpP1" - Dm.-

Ferner sei p € Spec(R) minimal beztiglich (). Da r = p;y - ... - p,, € P, existiert ein
1 <i<mmit (p;)) C p. Wegen r € (p;) C p folgt aus der Minimalitdt von p, dass
(p;) = p, denn es gilt auch (p;) € Spec(R). Also ist p ein Hauptideal.

(71) = (i): Da R noethersch ist, wird jede aufsteigende Kette von Hauptidealen stationar.
Nun wollen wir zeigen, dass jedes Element » € R mit r # 0 und r ¢ R* ein Produkt aus
irreduziblen Elementen ist.

Angenommen unsere Behauptung gilt nicht. Sei also r; € R nicht irreduzibel. Dann lésst
sich r; schreiben als 7 = ab mit a,b € R, a,b # 0, a,b ¢ R*. Die Elemente a und b
konnen nicht beide Produkte irreduzibler Elemente sein, da dies sonst auch fiir vy = ab
der Fall ware. Sei also 0.B.d.A 75 := b kein solches Produkt. Dann gilt (r;) € (r2), und
wiederholt man induktiv dasselbe Argument, so erhélt man eine Kette von Hauptidealen,
die nicht stationar wird, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dass jedes irreduzible Element r» € R prim ist.

Sei p minimal beziiglich (r) € R = p = (p) fiur ein Primelement p € R = r = fp und da
r irreduzibel ist, folgt f € R*, also (r) = (p). Damit folgt, dass jedes irreduzible Element
prim ist und somit kann jedes Element aus R als Produkt von Primfaktoren dargestellt

werden. O
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3 FEigenschaften regularer Ringe

Korollar 3.8 Es sei R ein noetherscher Integritédtsbereich. Dann ist R faktoriell, wenn

alle Primideale der Hohe 1 Hauptideale sind.

Beweis. Als erstes wollen wir zeigen, dass jedes Primideal der Hohe 1 minimal beziiglich
eines Hauptideals ist. Dazu wéhlen wir ein beliebiges » € p \ {0}. Angenommen p ist nicht
minimal beziiglich (7). Dann existiert ein q € Spec(R) mit (r) C q und q C p und es folgt,
dass ht(p) > 2, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist, d.h. unsere Annahme war
richtig.

Dieses Argument zusammen mit Satz 2.10 zeigt, dass die Primideale der Hohe kleiner
oder gleich 1 genau die Primideale sind, die minimal bzgl. eines Hauptideals sind und

dann folgt aus Lemma 3.7 die Behauptung. O]

Lemma 3.9 Sei R ein noetherscher Integritéitsbereich, € R ein Primelement und
p € Spec(R) mit folgenden Eigenschaften:

(i) o ¢ p

(#1) 3q € p: qR, = pR,

Dann gilt: p = (¢) in R. Ist R, faktoriell, so auch R.

Beweis. (vgl.[4], Lemma 19.20)

Setze X :={¢R | ¢ € p, ¢ R, = pR,}. Dann ist X eine nach Voraussetzung nicht-leere
Menge von Idealen im noetherschen Ring R, besitzt also ein maximales Element ¢R mit
qR, =pR, und q € p.

Sei 0.B.d.A ¢ ¢ xR, denn angenommen ¢ € zR:

Dann unterscheiden wir zwischen den folgenden zwei Fallen.

Fall 1: Seig=0=p=pR, N R =qR, N R =0 ist ein Hauptideal.

Fall 2: Sei ¢ # 0, also ¢ =rqr € p = qR C roR und pR, = qR, = rorR, = roR,

= qR = roR wegen der Maximalitdt von gR. Nun ersetzen wir ¢ durch ry und machen
dasselbe mit ry. Sei also rg = rix = rgR C r1 R und wegen der Maximalitat folgt wieder
roR = r1 R und insgesamt gilt ¢ = roz = ryz?.

Fithren wir das induktiv weiter, gilt ¢ = ror = ri2? = ... = r,2""! = ¢ € 2" R. Nach
endlich vielen Schritten muss dann r, ¢ xR gelten, da anderenfalls ¢ € N,>oz" 'R =0
nach dem Krull’schen Durchschnittssatz gelten wiirde (vgl. Satz 2.7), im Widerspruch zu
q # 0. Indem wir ¢ durch r,, ersetzen, kénnen wir daher ¢ ¢ xR annehmen.

Jetzt behaupten wir, dass p = gR gilt.

O : Diese Richtung ist trivial.

C:Seidazubep CpR, =qR, = b= fireina € R, n € N= 2"b=qa € zR.

Da ¢ ¢ xR und z prim ist folgt, dass a € xR, also a = sz fiir ein s; € R = 2"b = gsix

= 2" b = ¢s; und wie gerade folgt wieder s; € xR, also 2" b = gs,x fiir ein s, € R
und somit " 2b = gs,. Nach n Schritten erhalten wir, dass b = ¢s,, € ¢R und somit die
Behauptung.

Nun sei R, faktoriell.
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3 FEigenschaften regularer Ringe

Die Primideale aus R der Hohe 1 sind genau die Primideale der Hohe 1, die x nicht
enthalten, und (z) selbst. Aus Korollar 3.8 und Lemma 3.9 folgt, dass diese Primideale
Hauptideale sind und dann folgt mit Korollar 3.8, dass R faktoriell ist. O]

Lemma 3.10 Sei S C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge, M ein R-Modul und
MS™! = M ®@p RS™! die Lokalisierung von M an S. Dann ist die Abbildung
®:MST' - MRS ={%|zeM, seS}, x®%— %, ein [somorphismus.

Beweis. (vgl. [1], 4.3 Proposition 3)
Um das Lemma zu zeigen, geben wir einfach eine zu ® inverse Abbildung
U: MRS — MS™!, TR %, an. Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass W wohldefiniert

ist:

Seldazuf:"%furx e M,s, s ESund( xs' —a's)t =0 fureint € S.

U((xs' — a's)t) = ((ZSS 28 ss't) = (x ®I—1'QL)ss't = (s @1 —a's® 1)t =
((zs' — s2’)t) ® 1 = 0 und, da ss't eine Elnhelt in RS ist, folgt, dass U wohldefiniert
ist. O

Definition 3.11 Ein R-Modul M heifit stabil-frei, wenn ein freier R-Modul F' existiert,
sodass M & F frei ist.

Lemma 3.12 Es sei P ein projektiver R-Modul und es existiere eine exakte Sequenz
0—F,—F,1—..— Fy— P — 0, sodass fir 0 < i < n die F; endlich erzeugt und

frei sind. Dann ist P stabil-frei.

Beweis. (vgl.[4], Proposition 19.16, vgl.[2], Lemma 13.6)

Wir beweisen das Lemma per Induktion nach n > 0. Fir n = 0 ist P = F{. Die-
ser Fall ist also trivial. Wenn n = 1 gilt, erhalten wir wie in Lemma 4.16, dass F =
P& ker(Fy — P) = P & im(Fy — Fy) = P @ Fy. Dieser Fall ist somit auch klar. Sei
also n > 1. Dann ist mit Lemma 6.3 ker(Fy — P) projektiv. Wir erhalten eine exakte
Sequenz 0 — F,, — ... —» F} — ker(Fy — P) — 0 der Lange n — 1. Damit ist nach
der Induktionsvoraussetzung ker(Fy — P) stabil-frei, d.h. es existiert ein freier R-Modul
F, sodass ker(Fy — P) @ F frei ist. Mit denselben Argumenten wie in Lemma 4.16 ist
Foy = P @ ker(Fy — P) und somit Fy @ FF = P @ ker(Fy — P)® F. O

Lemma 3.13 Es sei M ein R-Modul, sodass M @& R" ! = R" fiir ein n € N. Dann gilt
M = R.
Beweis. (vgl.[4], Lemma 19.18)

Satz 3.14 Jeder regulare lokale Ring ist faktoriell.
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4 Homologische Algebra

Beweis. (vgl. [4], Theorem 19.19 und [2], Theorem 13.1)
Esseim = (21, ...,24) mit d = dim(R) und z € {x1, ..., x,}. Wie wir in Lemma 3.2 gesehen
haben, ist dann R/(z) wieder reguldr lokal und damit nach Satz 3.4 ein Integritétsbereich,
d.h. x ist ein Primelement.
Nach Lemma 3.9 geniigt es zu zeigen, dass R, faktoriell ist, d.h nach Korollar 3.8 muss
jedes @ € Spec(R,) mit ht(Q)) = 1 ein Hauptideal sein.
Sei n € Max(R,) beliebig. Dann gilt x ¢ nN R. Jetzt betrachten wir die multiplikativ
abgeschlossenen Teilmengen 7:= R\ (nNR) C R, S:={2" | n >0} C R und
Sy:={z™" | n>0} CR,, und sei f: R — R, die kanonische Abbildung. Es gilt dann
S-T =Tund S; - f(T) = R, \ n. Wegen Transitivitidt von Lokalisierungen und wegen
S; € R erhalten wir dann, dass
Ban = RT 2 (RS F(T) = R f(T)" 2 (RuST)F(T) 2 (o)
Nach Satz 6.6 ist Ry~g wieder regular lokal und es gilt
dim(Rnyngr) = ht(nN R) < ht(m) = dim(R), da z ¢ nN R.
Jetzt wollen wir per Induktion nach d beweisen, dass R, faktoriell ist:
d = 0: Dann ist R ein Korper, also unter anderem faktoriell.
d = 1: Dann sind (0) € (z) = m die einzigen Primideale von R = m ist das einzige
Primideal der Hohe eins und ein Hauptideal. Nach 3.8 ist R damit faktoriell.
Induktionsvoraussetzung: Sei d > 1 und fiir alle Ringe S mit dim(S) < d gelte die
gewiinschte Figenschaft.
Wir definieren p := Q@ N R € Spec(R). Dann ist nach 2.1 und 3.10 Q = pR, = p,. Da R
regulér ist, folgt mit Satz 6.5, dass gldim(R) < oo, d.h. es existiert eine exakte Sequenz
0— F, — .. — Fy — p — 0, sodass alle F; endlich erzeugt und frei sind. Tensorieren
wir diese Sequenz mit R,, wenden 3.10 an und beachten, dass f : R — R, ein flacher
Ringhomomorphismus ist, erhalten wir eine exakte Sequenz 0 — F,R, — ... = FyR, —
@ — 0 mit freien und endlich erzeugten R,—Moduln F;R, fir 0 <1 < n.
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt, dass (R, ), faktoriell ist, also ist @, ein Hauptideal
und damit ein freier (R, ),—Modul. Da n € R, beliebig war und ) endlich erzeugt ist folgt
daraus, dass @) projektiv ist. Nach Lemma 3.12 ist () stabil-frei und nach Lemma 3.13
ist @ frei. Es gilt rgp, (Q) = rg(r,). (@) = 1. Damit ist @ ein Hauptideal, also ist R,
faktoriell.

O

4 Homologische Algebra

Das folgende Kapitel wird dazu benétigt unser Hauptresultat in Kapitel 6 zu zeigen.
In diesem Kapitel werden wir verschiedene Komplexe betrachten. Ein Kettenkomplex
M, : ... — M, dgl M, dny M, _1 d"—?1 ... ist eine Sequenz von R-Moduln zusammen

mit R-linearen Abbildungen, fir die d,, o d,,1; = 0 gilt. Diese Voraussetzung erlaubt uns
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den R-Modul H,(M,) := ker(d,)/im(d,.1) zu betrachten, welcher als n-te Homologie
des Kettenkomplexes bezeichnet wird. Diese Komplexe spielen spéter eine zentrale Rolle,
wenn wir projektive Auflosungen betrachten werden.

Auf der anderen Seite werden wir auch Kokettenkomplexe betrachten. Ein Kokettenkom-
plex M*: ... — M"™1 5 a8 st ebenfalls eine Sequenz von R-Moduln
zusammen mit R-linearen Abbildungen, fiir die d" o "~ = 0 gilt. Diese Voraussetzung
erlaubt uns dann wiederum den R-Modul H"(M*) := ker(d")/im(d"™') zu betrachten,
welcher als n-te Kohomologie bezeichnet wird. Diese Komplexe werden spéater eine zentrale

Rolle spielen, wenn wir injektive Auflésungen betrachten.

Definition 4.1 (i) Ein R-Modul I heifit injektiv, wenn fiir jeden injektiven
R-Modulhomomorphismus ¢ : E' — E die Abbildung Homg(E,I) — Hompg(E',I),
f — f o, surjektiv ist.

(77) Ein R-Modul P heifit projektiv, wenn fiir jeden surjektiven R-Modulhomomorphismus
¢ : M — M’ die Abbildung Homg(P, M) — Hompgr(P, M), f — ¢ o f, surjektiv ist.

Lemma 4.2 Fiir einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) M ist injektiv.
(1i) Homg(R, M) — Hompg(I, M) ist surjektiv fir alle Ideale I C R.

Beweis. (vgl. [1], 5.3 Proposition 5)

(1) = (i7): Sei I C R ein Ideal = I — R ist injektiv = Hompg(R, M) — Hompg(I, M)
ist surjektiv, da M nach Voraussetzung injektiv ist.

(17) = (i): Sei N' < N eine injektiver Homomorphismus von R-Moduln und f’': N" — M
ein weiterer Homomorphismus.

Wir betrachten alle Paare (f*, N*), wobei N* C N ein Untermodul mit der Eigenschaft
N"C N*,und f*: N* — M ein Homomorphismus mit der Eigenschft fj, = [’ ist.
Dazu definieren wir die Relation (f*, N*) < (f*, N*') &= N* C N* und f*y. = f*. Nun
setzen wir X := {(f*,N*) | N* C N, f*: N* = M, fi\, = f'} und wegen (f',N') € X
gilt X # (). Jetzt wéihlen wir eine Menge Y € X, die bzgl. < total geordnet ist. Dann ist
offensichtlich das Paar (f;,J) mit J := Uy+ey N* eine obere Schranke von Y, die in X
liegt, da Y total geordnet ist. Hierbei ist f; : J — M die eindeutig bestimmte R-lineare
Abbildung mit fj .. = f* fir alle (f*, N*) € Y.

Aus dem Lemma von Zorn folgt dann, dass X ein maximales Element (f, N) besitzt.
Jetzt wollen wir zeigen, dass N=N gilt.

Angenommen es existiert ein y € N\ N. Dann setzen wir I := {r € Rjry € N} C R.
Nun ist I offensichtlich ein Ideal in R, fiir das gilt NN Ry = Iy. Nach Voraussetzung
existiert jetzt zu der R-linearen Abbildung I — M, r — f (ry), eine R-lineare Abbildung
g*: R — M mit g*(r) = f(ry) fir alle r € I. Jetzt sei z := ¢g*(1) = f(ry) = ¢*(r) = ra
Vr € I. Wenn nun ein r € R die Bedingung ry = 0 erfillt, so gilt r € I, da 0 € N. Damit
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folgt dann, dass rz = 0 gilt.

Durch einfaches Nachrechnen folgt, dass g : Ry — M, ry + rx, eine wohldefinierte R-
lineare Abbildung ist, fir die g 5qp, (ry) = f(ry) gilt.

Dann erhalten wir ebenfalls durch einfaches Nachrechnen eine R-lineare und wohldefinierte
Abbildung f : N+ Ry — M, z + 1y f(z) + g(ry). Also haben wir eine erweiterte R-
lineare Abbildung f von f gefunden, aber es gilt N - N+ Ry, was ein Widerspruch zur
Maximalitét von N ist und somit folgt N = N.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass zu der R-linearen Abbildung f’ : N — M eine
R-lineare Abbildung f : N — M existiert mit fjxv = f’. Nun waren N, N’ beliebig
gewéhlt und N’ — N injektiv = Hompg(N, M) — Hompg(N', M) ist surjektiv = M ist
injektiv. [

Definition 4.3 (i) Es sei M ein R-Modul. Dann ist eine injektive Auflosung I* von M
eine exakte Sequenz der Form 0 — M — I° — I' — ..., wobei I‘, i € N, injektive
R-Moduln sind. Gilt I*¥ = 0 fiir alle & > n und I™ # 0, so sagen wir, die Auflésung habe
die Lange n.

(77) Die injektive Dimension von M ist definiert als

id(M) := inf{n € N| M besitzt eine injektive Auflosung der Lénge n }, d.h. die kiirzeste
injektive Auflésung, die M besitzt hat die Form 0 — M — [° — ... — I" — 0. Fir
alle k > n ist also I* = 0 und wir sagen, dass id(M) = oo, falls keine solche Auflésung

existiert.

Natiirlich ist fiir Definition 4.3 (ii) zunéchst zu zeigen, dass jeder R-Modul eine injektive

Auflosung besitzt. Dazu verwenden wir den folgenden Satz ohne Beweis:

Satz 4.4 Jeder R-Modul M besitzt eine injektive Auflésung.

Beweis. (vgl. [1], 5.3 Proposition 3)
[

Definition 4.5 (i) Es sei M ein R-Modul. Dann ist eine projektive Auflésung P, von
M eine exakte Sequenz der Form ... - P, — P,_1 — ... = Py — M — 0, wobei F;,
i € N, projektive R-Moduln sind. Gilt P, = 0 fiir alle £ > n und P, # 0, so sagen wir,
die Auflésung habe die Lange n.

(77) Die projektive Dimension von M ist definiert als

pd(M) = inf{n € N| M besitzt eine projektive Auflosung der Linge n }, d.h. die kiirzeste
projektive Auflosung, die M besitzt hat die Form

00— P, - ..—> F — M — 0. Fir alle £ > n ist also P, = 0 und wir sagen, dass
pd(M) = oo, falls keine solche Auflosung existiert.

Satz 4.6 Jeder R-Modul M besitzt eine freie und damit projektive Auflosung.
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4 Homologische Algebra

Beweis. (vgl. [1], 5.1 Proposition 8)

Wir wihlen ein Erzeugendensystem (z;);c; von M und definieren Py := RY). Dann ist
die Abbildung f : Py — M, (r;)ier = YicrTi%i, surjektiv. Als nachstes wihlen wir ein
Erzeugendensystem von ker(f) und wiederholen das ganze. Induktiv erhélt man dann
eine Auflosung P, mit freien, also insbesondere projektiven, R-Moduln.

]

Definition 4.7 Seien M, N R-Moduln, P, eine projektive Auflosung und I* eine injektive
Auflésung von M. Dann heiBt Ext} (M, N) = H"(Hompg(P.,N)) = H"(Homgr(M, I*))
die n-te Ext-Gruppe der R-Moduln M und N.

Bemerkung Wir haben in dieser Definition ohne Beweis verwendet, dass
H"(Hompg(Pi,N)) = H*(Hompg(M,I*)) (vgl. [1], 5.4 Proposition 2).

Satz 4.8 Es seien M, N R-Moduln.

(1) Jede kurze exakte Sequenz von R-Moduln 0 — M’ — M — M" — 0 induziert eine lan-
ge exakte Sequenz der Form 0 — Homg(M",N) — Homgr(M,N) — Homgr(M', N) —
Exth(M",N) — Extp(M,N) — ...

(17) Jede kurze exakte Sequenz von R-Moduln 0 - N' — N — N” — 0 induziert eine
lange exakte Sequenz der Form 0 — Hompg(M, N') — Homgr(M,N) — Homg(M,N") —
Exth(M,N') — Exth(M,N) — ...

Beweis. (vgl. [1], 5.4 Proposition 4)

Bemerkung (i) Aus dem Isomorphiesatz folgt, dass Fxt%(M, N) = Hompg(M, N)

(vgl. [1], 5.4 Bemerkung 3)

(77) Der Funktor Hompg(M, —) ist linksexakt im Sinne, dass eine kurze exakte Sequenz
0— N — N — N” — 0 zu einer exakten Sequenz

0— Homg(M,N') - Homg(M,N) — Homgr(M, N") wird (vgl. [4], 2.2 Eigenschaft 4).
(7i1) Der Funktor Homp(—, N) ist linksexakt im Sinne, dass eine kurze exakte Sequenz
0—> M — M — M"” — 0 zu einer exakten Sequenz

0— Homp(M",N) — Homgr(M,N) — Homg(M’', N) wird (vgl. [4], 2.2 Eigenschaft 4).

Lemma 4.9 Es sei M ein R-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) id(M) < n.
(i1) Extis™(R/I, M) = 0 fiir alle Ideale I C R.

Lemma 4.10 Es sei n > 0. Dann sind dquivalent:

(1) pd(M) < n fir alle R-Moduln M.

(73) pd(M) < n fir alle endlich erzeugten R-Moduln M.
(7i1) id(N) < n fur alle R-Moduln N.
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4 Homologische Algebra

(iv) BExts™ (M, N) = 0 fiir alle R-Moduln M, N.

Beweis. (vgl.[10], §19 Lemma 2)

(1) = (di): Diese Richtung ist trivial.

(1i) = (iii): Sei I C R ein Ideal. Dann ist R/I ein endlich erzeugter R-Modul =
Ext;™Y(R/I,N) = 0, da nach Voraussetzung pd(R/I) < n. Aus Lemma 4.9 folgt dann
id(N) < n.

(17i) = (iv): Diese Richtung ist trivial.

(tv) = (i): Sei P, eine projektive Auflosung von M und setze K; := im(P;, — P,_1) =
.~ P, — ... = P, — K; — 0 ist eine projektive Auflésung von K;.

Nun wollen wir zeigen, dass Ext’y(M, N) = Ext}y ' (K;, N) fiir alle n > i gilt.

Dies zeigen wir per Induktion nach ¢ > 1:

i = 1: Daftr definieren wir K; := im(P, — F) und erhalten somit eine kurze exakte
Sequenz 0 — K; — Py — M — 0. Nach Satz 4.8 induziert diese Sequenz eine lange ex-
akte Sequenz 0 — Hompg(M, N) — Homgr(Py, N) — Hompg(K;, N) — Extp(M,N) —
Exth(Py, N) — Exth(Ky, N) — ... = Ext,(M,N) — Ext(Py, N) — Ext(K;, N). Da
Py projektiv ist, gilt fir k > 1 Exth(Py, N) = 0 (dies liegt daran, dass 0 — Py — 0 eine
projektive Auflosung von Py ist). Es folgt: 0 — Eath (K, N) — Ext%(M,N) — 0 ist
exakt ¥n > 1 und damit Extly (K, N) = Ext(M, N) Vn > 1.

i = 2: Jetzt betrachten wir K statt M und definieren Ky := im (P, — P;). Dann erhalten
wir wieder eine kurze exakte Sequenz 0 — Ky — P, — K; — 0 und analog zu gerade folgt
Exty YKy, N) & Ext (K, N) ¥n > 1 und damit Extly *(Ky, N) & Extly (K, N) =
Exth(M,N) ¥n > 2.

Sei nun ¢ > 3:

Induktionsvoraussetzung: Extr, (Fl)(Ki,l, N) = Exth(M,N)¥n >i—1
Induktionsschritt: ¢« — 1 > i

Wir definieren K; := im(P; — P,_1). Dann ist 0 — K; — P_; — K;_1 — 0 kurz exakt
und wieder mit denselben Argumenten wie gerade gilt:

Exty (K, N) & Ext(K;_1, N) Vn > 1 = Eaty *(K;,N) & Ext}y (K1, N) ¥n > 2
= .= Exty (K, N) = Extly "V (K,_1, N) = Ext?(M,N) ¥n > i nach der Indukti-
onsvoraussetzung.

Jetzt machen wir weiter im eigentlichen Beweis.

Nach Voraussetzung gilt Ext’s™ (M, N) = 0 = Exth(K,, N) = 0V R-Moduln N. Sei nun
0— N — N — N” — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln =

0 — Hompg(K,,N') = Homg(K,, N) = Homg(K,, N") = Exth(K,, N')

— Exth(K,, N) — ... ist exakt, wobei Extk(K,, N') = 0 gilt. Damit folgt, dass
Hompg(K,,N) — Homg(K,, N") surjektiv ist fiir alle surjektiven Abbildungen N — N".
Also ist K, projektiv. Dannist 0 - K,, — P,_1 — ... = Fy — 0 eine projektive Auflosung
von M, also gilt pd(M) < n. O
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4 Homologische Algebra

Beweis. von Lemma 4.9 (vgl. [10], §18 Lemma 1)

(1) = (ii): Diese Richtung ist trivial.

(17) = (i): Dies wollen wir per Induktion nach n > 0 zeigen.

Induktionsanfang: n =0 :

Dazu betrachten wir die kurze exakte Sequenz 0 — I — R — R/I — 0 und erhalten
dann mit Satz 4.8 eine lange exakte Sequenz 0 — Homg(R/I, M) — Hompg(R, M) —
Homg(I,M) — ExthL(R/I, M) — .... Nach der Voraussetzung gilt: Exth(R/I, M) = 0
= Hompg(R,M) — Hompg(I, M) ist surjektiv und dann gilt nach Lemma 4.2, dass M
injektiv ist = id(M) =0, da 0 — M — 0 eine injektive Auflésung von M ist.
Induktionsvoraussetung: Es gelte [fur alle Ideale I C R: Ezt},(R/I, M) =0

= id(M) <n-—1].

Induktionsschritt: n — 1 — n:

Wir wihlen eine exakte Sequenz 0 — M — Q° — ... — Q" ! mit Q' injektiv fiir
0 < i < n—1. Dann setzen wir C* := Q'/im(Q"! — Q') = coker(Q"' — Q") und
erhalten eine exakte Sequenz 0 - M — Q° — ... - Q"' = C" ! = 0.

Nun wollen wir zeigen, dass Eatyt (R/I, M) = Ext% (R/I,C?) fir 0 < i < n — 1, fiir
allen >iund Q7' := M.

i=0:0—M— Q" — C°— 0 ist kurz exakt und dann folgt mit Satz 4.8

Exty™(R/I, M) = Ext?(R/I,C°) ¥Yn > 0.

i=10—C"— Q' — C' - 0 kurz exakt und dann folgt wieder mit Satz 4.8:
ExtyTY(R/1,C°%) = Ext%(R/I,CY) ¥n > 0, also Exty '(R/I,CY) = Exth(R/I,C°) =
Exti™ (R/I, M) ¥n > 1.

Den restlichen Beweis der Behauptung fithrt man analog zum Beweis von

Exth(M,N) = Exty/(K;, N) in Lemma 4.8 fort.

Jetzt machen wir weiter im eigentlichen Beweis.

Nach der Voraussetzung gilt 0 = Ext’s™ (R/I, M) = Exth(R/I,C" ') und dann folgt aus
dem Induktionsanfang, dass C"! injektiv ist = 0 — Q° — ... = Q" ! — C" ! — 0 ist
eine injektive Auflésung von M = id(M) < n. O

Definition 4.11 Seien M, N R-Moduln, P, eine projektive Auflésung von M und P, eine
projektive Auflosung von N. Dann heif3t
Tor(M,N) := H,(P. ®r N) = H,(M ®g P.") die n-te Tor-Gruppe von M und N.

Bemerkung (i) Aus dem Isomorphiesatz folgt Torlt(M,N) = M ®r N (vgl. [1], 5.1
Bemerkung 11).

(i¢) Wir haben in Definition 4.9 ohne Beweis benutzt, dass H,,(P,®r N) = H,(M ®g P.")
(vgl. [1], 5.2 Proposition 3).

Definition 4.12 Sei (R, m) ein lokaler noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter

R-Modul. Eine exakte Sequenz ... — L; & L,y dif .. = Ly = M — 0 heifit minimale
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4 Homologische Algebra

Auflésung von M, falls gilt:
(1) Vi > 0: L; endlich erzeugt und frei.

(1ii) € : Lo ®p k — M ®pg £ ist ein Isomorphismus.

Bemerkung (i) Da freie Moduln projektiv sind, ist eine minimale Auflésung nattirlich
auch eine projektive Auflosung. Die Existenz minimaler Auflésungen weisen wir an dieser
Stelle nicht nach. Die wesentlichen Argumente fithren wir aber im Beweis von Lemma
6.4 vor. Hier vergleiche man auch mit Satz 5.5 fiir den speziellen Fall M = k fiir einen
regulidren Ring.

(i7) Fir eine minimale Auflosung ... — L; L N Ly 5 M — 0 gilt, dass
L;®r k= K; ®p K, wobei K := ker(e) und K; := ker(d;_,) fir i > 2.

Lemma 4.13 Sei (R, m) lokal noethersch, M ein endlich erzeugter R-Modul und L, eine
minimale Auflésung von M. Dann gilt:

(i) dim(Torf(M, k)) = rgr(L;) fiir alle ¢ > 1.

(i) pd(M) = sup{i|Tor®(M, ) # 0} < pd(k).

Beweis. (vgl. [10], §19 Lemma 1)

(i): Es gilt Tor{(M,k) = ker(L; ®p k — Li_1 @gk)/im(Lisy @r K — L; Qp k) =
ker(L;/mL; — L;_y/mL;_1)/im(L;y1/mL;yy — L;/mL;) =

ker(L;/mL; — L;—y/mL;_1)/{0}, da d;41L;+1 € mL; und

ker(L;/mL; — L;—y/mL;_1)/{0} = ker(L;/mL; — L;_y/mL;y) = L;/mL;, da d;L; C
mL; 1. L;/mL; ist ein endlich erzeugter k-Vektorraum mit dim,(L;/mL;) = rgr(L;).
(ii): Es gilt: Torf(M, k) = rgr(L;) = 0 & L; = {0}. Des Weiteren ist L, eine projektive
Auflésung von M und damit gilt sup{i|Tor®(M, ) # 0} > pd(M).

Sei pd(M) = n < oco. Wenn pd(M) = oo wire, wiirde auf beiden Seiten oo stehen.
Sei ferner P, eine projektive Auflosung von M der Lange n = Torf (M,r) = 0 =
pd(M) > sup{i|Torf (M, k) # 0}.

Da fiir eine projektive Auflosung E, von « gilt, dass Torl*(M, k) = H,(M ®p E.), folgt
pd(M) < pd(k). O

Das folgende Lemma, welches wir fiir den Beweis unseres Hauptresultates in Kapitel 6
bendtigen, verwenden wir ohne Beweis. Man kann den Beweis allerdings im Stacks Project
nachschlagen (vgl.[11], Lemma 10.109.4).

Lemma 4.14 Sei (R, m) lokal noethersch und pd(x) = n < co. Dann gilt dim(R) > n.

Lemma 4.15 Es seinen M,, M, M drei Komplexe von R-Moduln, sodass wir eine exakte
Sequenz von Komplexen 0 — M, — M, — M! — 0 haben, d.h. fir alle n € N ist die
Sequenz 0 — M/ — M, — M/ — 0 exakt. Dies induziert eine lange exakte Homologie-
Sequenz ... » H,(M]) — H,(M.) - H,(M!) — H,_1(M]) — ....
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5 Der Koszul Komplex

Beweis. (vgl. [1], 5.1 Proposition 1)
O

AuBerdem bendtigen wir die folgende alternative Charakterisierung projektiver Moduln:

Lemma 4.16 Sei P ein R-Modul. Dann ist aquivalent:
(1) P ist projektiv.
(71) Es existiert ein R-Modul P, sodass P @ P’ frei ist.

Beweis. (vgl.[1], 5.1 Proposition 7)

(1) = (di): Sei F ein freier R-Modul mit einer surjektiven R-linearen Abbildung

¢ : FF — P. Da P projektiv ist, existiert eine R-lineare Abbildung f : P — F mit
¢o f=idp = f ist injektiv und im(f) N ker(¢) = {0}.

¢ und 7 : F — F/ker(¢) induzieren eine bijektive Abbildung ® : F/ker(¢) — P und
damit folgt insgesamt F' = P @ ker(¢).

(77) = (i): Sei also P’ ein R-Modul, sodass P & P’ frei ist = P & P’ ist projektiv. Sei
ferner ¢ : M — M’ ein Epimorphismus und g : P® P — M' = 3 f : P& P’ — M mit
¢o f =g. Durch die Abbildung p: P& P' — P, (p,p’) — (p,0) definieren wir fop := f*
und erhalten dann ¢ o f* = gp. Damit folgt die Behauptung und wir sind fertig. O

5 Der Koszul Komplex

In diesem Kapitel werden wir den Koszul-Komplex einfiihren, der eine wichtige Rolle im
zentralen Beweis dieser Bachelorarbeit, welcher in Kapitel 6 ausgefiihrt wird, spielt. Um
die Definition besser zu verstehen, beginnen wir mit einem Beispiel.

Sei n = 3 und 21, 22,23 € R. Setze nun Ky = R, K, := R* K, := R* K3 := R und

definiere dazu jeweils ein Differential.

o dy : K1 — Ky mit dy(e1) = x1,di(e2) = z9,dy(e3) = x3, wobei ey, eq, e3 die Basis-

vektoren von K; = R? bilden.

o dy: Ky — Kymit dy(er2) = z1€a—x2e1,do(e13) = x1€3—T3€1, da(€23) = Toez—T3€2,
wobei e 9, €13, €23 die Basisvektoren von Ky = R? bilden und ey, ey, e5 wieder die

Basisvektoren von K7 sind.

[ d3 . K3 — KQ mit d3(€1’273) = T1€23 — T2€13 + x3€12, wobei €123 der Basisvektor

von K3 = R ist und e; 2, €13, €23 wieder die Basisvektoren von K bilden.

e Es gllt dl o) d2 = 0, denn: dl @) d2(€1’2) = d1<I1€2 — I'Qel) = l’ldl(eg) - Jfgdl(el) =

T179 — Tax; = 0 und fir dy o dy(e;3) und d; o da(ey3) rechnet man dies analog aus.

e Es gllt d2 9] d3 = O, denn: dg ] d3(€1,273) = dg(l’lezg — X2€13 + 1’361’2) = $1d2(€2’3> —

I2d2(6173) + $3d2(61,2) = I1($2€3 — .1'362) — .Z'Q(Ileg — I3€1> + 133(.T162 — .T2€1) =
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5 Der Koszul Komplex

(0, =213, 2172) + (2223, 0, —w2@1) + (—T3%2, w321, 0) = (0,0,0) = Ops
(hier wurden die Standardeinheitsvektoren als Basisvektoren gewéhlt, aber es

konnen auch beliebige andere Basisvektoren gewéhlt werden)

e Man erhélt also den Komplex 0 — K3 gy Ky = K N Ky — 0, welcher als

Koszul-Komplex bezeichnet wird.

Definition 5.1 Es seien 21, ...,x, € R. Dann setze Ky := R, K, :== 0 fir p ¢ {0,...,n}
und fir 1 <p < nsei K, := R(Z) der freie R-Modul mit Rang (;) und Basis

{eir,.i,|1 < iy <ig < ... <ip <n}.

Fir p = 1 setze dy : K1 — Ko mit di(e;) = x; fir 1 <i <mn.

Fir p > 1 setze d, : K, = K,y mit dp(e;,,..q,) = szjl(—l)r_lxire.

Wir erhalten dann den Komplex 0 — K, g K, gt K, a Ko — 0, den

sogenannten Koszul-Komplex K, (z1, ..., z,).

Lemma 5.2 Es gilt d, od,; = 0 fiir 1 < p < n—1 und damit, dass K,(z1,...,2,) ein

Komplex ist.

Beweis. (vgl. [6], Lemma 2.5)

p+1 pt1
dp(dpy1 (€4, ip+1)) = dp(r;(—l)rflﬁueil ..... A z‘pH) = rgl(—l)rﬂffirdp(@il ..... Tryens z‘pH) =
p+1 r—1 p+1

Z<_1)T+1xir(z(_1)5+1xisei1 ..... foveoisiprs T 72 (_]‘>5xisei1 A P ipﬂ):

r=1 s=1 0 ummmmmmmmmoib T g—pr 0 0 Y
prl rl s+r+2 Pl s+r+1
X (X (1) TiTisCiy i iyipn T 2 (<1 LipLis€iy fooofnipgr) = 0

r=1 s=1

Definition 5.3 (i) x € R\ {0} heit R-regulér, falls xr # 0 fiir alle r € R\ {0}.

(1) 1, ..., x, € R heifit regulare Sequenz, wenn gilt:
e 1y ist R-reguldr, x5 ist R/(x1)-regular,..., z, ist R/(x1, ..., x,_1)-regular.

e R/(x1,...,x,) # {0}

Satz 5.4 Es sei (R, m) regulédr lokal, m = (zy,...,x4) mit d = dim(R). Dann ist

x1,...,2q € R ist eine reguldre Sequenz.

Beweis. Schritt 1: R/(z1, ..., xq) # {0} gilt offensichtlich.

Schritt 2: Nach Lemma 3.2 ist R/(xy,...,x;) fir 1 <i < d wieder reguldr lokal und nach

Satz 3.4 dann auch ein Integritatsbereich. Damit gilt offensichtlich, dass x;

R/(xy,...,x;i—q)-regular ist fir 2 <i <d.

Wiederum ist natiirlich auch R nach Satz 3.4 ein Integritdtsbereich, also ist x; R-regulér.
O
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5 Der Koszul Komplex

Satz 5.5 Es sei (R, m) regular lokal, m = (z1, ..., 24) mit d = dim(R). Dann ist

K, (x1,...,24) eine minimale Auflésung von .

Beweis. Schritt 1: K, 0 < p < d, ist offensichtlich endlich erzeugt und frei.
r(G)

2 A7) iy i, ip 2 T senesiryenns z'p)

- mR(Pil) =mK, 1, da z;, €Emund ¢ . die Basisvektoren von K,_; sind.

7777 Uryeees?

Schritt 3: Die Sequenz 0 — Ky % ... — Ky -5 & — 0 ist exakt

e Nach Konstruktion ist Ky = R und R — & ist surjektiv, also gilt
ker(k — 0) = im(Ky — k)

[ ] zm(dl) = dl(Kl) = dl(Rd) = dl(elR + ...+ edR) = dl(el)R + ...+ dl(ed)R =
TR+ ... +x4R = (1, ...,2q4) = m = ker(Ky — k)

e Jetzt wollen wir per Induktion nach d > 1 zeigen, dass ker(d;) = im(d;+,) fur
1 <i<d: (vgl. [10], Theorem 16.5 (i))
d=1:r € ker(d,) = di(r) = rdy(e;) = rxy =0 = r = 0, da x; R-regulér ist =
ker(dy) = 0 = im(dy), weil im(dy) C ker(d,).
Induktionsvoraussetzung: Sei d > 1 und H;(K.(z1,....,24-1)) =0 fir 1 <i<d—1.
Induktionsschritt: d — 1 — d:
Wir betrachten dazu die Komplexe K, (z1,...,xq-1), Ki(21, ..., 2q), K.(z1, ..., 24-1),
wobei K] = K; 1 von K,(z1,...,x4_1) ist. Wir erhalten dann eine exakte Sequenz
0 = Ki(21, ..., 4-1) = Ki(T1,...;2q0) = K (21,...,24-1) — 0 von Komplexen (vgl.
[10], Theorem 16.4). Im Folgenden unterscheiden wir zwei Falle.
Fall 1: 7 > 1
Nach Lemma 4.15 erhalten wir eine exakte Homologie-Sequenz
o = Hi(Ko (21, .0y q1)) = Hi (Ko (21, ..., 2q)) = H;(KL(21,....,241))
— H; 1 (Ki(xq,...,24-1)), wobei per Definition von K. (z1,...,24_1),
H{(K.(x1,....,0q4-1)) = Hi—1(K.(21,...,24-1)) und aus der Induktionsvoraussetzung
folgt, dass H;(K.(x1,...,24-1)) = 0 = H;_1(K.(x1,...,24-1)). Damit erhalten wir ei-
ne exakte Sequenz der Form 0 — H;(K,.(z1,...,2q4)) = 0 = H;(K.(z1,...,24)) = 0.
Fall 2: 7 =1
Da Hy(K.(x1,...,x4-1)) = ker(Ko — 0)/im(dy) = R/(x1,...,24-1) und nach der
Induktionsvoraussetzung H; (K. (z1,...,24-1)) = 0 ist, erhalten wir eine exakte Se-
quenz 0 — Hy(K.(xy,....,xq)) — R/(z1,...,2a-1) — R/(z1,...,24-1), wobei die
rechtsstehende Abbildung die Multiplikation mit z,; ist. Nach Voraussetzung ist
diese injektiv und daher Hy (K. (z1,...,24)) = 0.

Schritt 5: Ko ®prk = RQprk = k= kK ®pr kK = €* ist ein Isomorphismus.
Damit haben wir alle drei Eigenschaften einer minimalen Auflésung nachgewiesen und
sind fertig. O
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6 Globale Dimension und Regularitat

Definition 6.1 Die globale Dimension eines Ringes R ist definiert als
gldim(R) := sup{pd(M)| M ein R-Modul }.

Lemma 6.2 (Lemma von Schanuel)

Sei M ein R-Modul und seien 0 — K = P, 25 M — 0 und

0— L3P, 5B M — 0 zwei kurze exakte Sequenzen mit projektiven Moduln P, und Ps.
Dann gilt K @ P, = L & P.

Beweis. (vgl. [11], Lemma 10.108.1, vgl. [12])

Wir definieren N := {(a1,a2) € P, ® P| p1(a1) = pa(az)}. Dann ist N C P, @ P ein
Untermodul und die Abbildungen m : N — Py, (a1,a2) — aj, und m : N — Py,
(a1, a2) — ag, sind surjektiv, da p;, ps nach Voraussetzung surjektiv sind.

Ferner gilt ker(m ) = {(a1,a2) € N| w(ay,a2) = 0} = {(0,a2) € P, ® Py| pa(az) = 0} =
ker(pe) = im(ce) = L/ker(cs) = L/{0} = L.

Analog zeigt man auch, dass ker(my) = K. Durch die exakte Sequenz 0 — L > N —
P, — 0 und, da P, projektiv ist, erhalten wir wie im Beweis von Lemma 4.16 einen
Isomorphismus N = L @ P;. Analog erhalten wir durch die kurze exakte Sequenz 0 —
K—-N3P -0, dassN=2P,dK.

Insgesamt folgt damit also K & P, = L & P;. n

Lemma 6.3 Sei (R, m) lokal noethersch, M ein endlich erzeugter R-Modul mit

pd(M) =d < o0, F, — F,.y — ... = Fy = M — 0 sei exakt mit F; projektiv fir
1 <i<eund es gelte e > d — 1. Dann ist ker(F, — F._;) projektiv oder, im Fall e = 0,
ker(Fy — M) projektiv.

Beweis. (vgl. [11], Lemma 10.108.3)

Wir beweisen das Lemma per Induktion nach d > 0.

d=0:

Jetzt fithren wir eine Induktion nach e > 0 aus.

Sei also e = 0. Dann erhalten wir eine kurze exakte Sequenz 0 — ker(Fy — M) — Fy —
M — 0 und mit denselben Argumenten wie im Beweis von Lemma 4.16 folgt

Fy = ker(Fy — M) & M, wobei Fy frei ist. Damit ist ker(Fy — M) projektiv.

e—1l—e F,— ... > Fy — ker(Fy — M) — 0 ist exakt, und wie eben gesehen, ist auch
ker(Fy — M) projektiv, d.h. pd(ker(Fy — M)) = 0 = d. Indem wir die Induktionsvor-
aussetzung auf ker(Fy — M) anwenden, erhalten wir, dass ker(F, — F,_;) projektiv ist.
d=1:

Fall 1: e = 0: Wir wéhlen eine projektive Auflosung 0 — P, — Fy — M — 0 von M.
Dann haben wir zwei kurze exakte Sequenzen

0—P —FP—M—0und 0 — ker(Fy - M) — Fy — M — 0. Mit Schanuel’s Lemma,
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6 Globale Dimension und Regularitét

folgt dann, dass P, @ Fy = ker(Fy — M) @ Py und damit, dass ker(Fy — M) projektiv
ist.

Fall 2: e = 1: Dann haben wir zwei kurze exakte Sequenzen

00— P — F - M — 0und 0 = ker(Fy — Fy) — Fy — ker(Fy — M) — 0 und
argumentieren wie im Fall e = 0.

Sei nun d > 1 und sagen wir die Behauptung gelte fiir d — 1. Wir wéhlen eine projektive
Auflosung 0 — P; — ... = By — M von M. Der R-Modul ker(Py — M) @ Fj hat die
projektive Auflosung 0 — Py — Py 1 — ... &> Py - P ® Fy — ker(Py — M) @® Fy — 0
der Lange d — 1, denn:

o ker(Py — M) =im(P, — F) = P, LN im(Py — Py) ist surjektiv

= P ®F, (144 ker(Py — M) @ Fy ist surjektiv.

° ]C@T(Pl %k@T(PO—)M)):k’GT‘(Pl —>P0)
— im(Py — P) = ker(P, @ Fy "3 ker(By — M) & Fy) =
ker(Py — ker(Py — M)) @0 =im(Py, — P)) ®0=im(P, =" P, ® Fp)

° k6T<P2—>P1@F0):k€T(P2%Pl)@OZZm(Pg%PQ)@Ome(Pgﬁpg)
e Der Rest ist nach Voraussetzung exakt.

Mit denselben Argumenten ist auch

F.—-F.1—..—>F—>PB®&F — P®ker(Fy — M) — 0 exakt und von der Lange
e—1. Nach dem Lemma von Schanuel ist ker(Py — M)& Fy = Py & ker(Fy — M), sodass
der rechts stehende Modul wie oben gesehen die projektive Dimension kleiner oder gleich
d — 1 hat. Dann konnen wir unsere Induktionsvorausetzung anwenden und erhalten, dass
ker(F, — F,_y) projektiv ist. O

Lemma 6.4 Sei (R, m) lokal noethersch und pd() < oo. Dann gilt pd(x) > dim,(m/m?).

Beweis. (vgl. [11], Lemma 10.109.3)

Wir setzen n := pd(k) und sei 0 — F,, — ... — Fy — k — 0 eine projektive Auflésung
minimaler Lange.

Schritt 1: O.B.d.A alle F; endlich erzeugt und frei:

Da R noethersch und « endlich erzeugt ist, existiert eine exakte Sequenz ... — F! —
... > F} — k — 0 mit F}, endlich erzeugt und frei fir alle m > 0.

Mit Lemma 6.3 folgt, dass ker(F,_, — F!_,) =: E projektiv ist. Damit ist auch 0 —
E—F _,—=F _,— . —F —r—0exakt und E, F,_,,..., F{ sind endlich erzeugt
und projektiv, also frei.

Schritt 2: O.B.d.A fur alle i > 1 gilt im(F; — F;_1) C mF;_;:

Dies ergibt sich aus der Konstruktion einer geeigneten Auflosung ... — Fy — k — 0:
Wir setzen Fy := R und erhalten damit eine kurze exakte Sequenz 0 - m — Fy = R —

k — 0. Sei ferner xy, ...,z € m = ker(Fy — k) ein minimales Erzeugendensystem des

27



6 Globale Dimension und Regularitét

R-Moduls m. Dann setzen wir F} := R? und definieren eine Abbildung ¢, : F} — Fp,

d
(a:)igjza = X a;2;.
J:
Dann gilt ¢1(F;) = m = mR = mFy. Des Weiteren gilt ker(¢;) C mF}, denn:

Da xq,...,z4 € m ein minimales Erzeugendensystem ist, ist nach Nakayama
d
1 +m? . xg+m? € m/m? eine k-Basis. Aus 0 = ¢;(ay,...,aq) = Y ajx; folgt nun
j=1

]:
Jetzt wahlen wir weiter ein minimales Erzeugendensytem «/, ..., 2, € ker(¢,) von ker(¢y),

d
0= 3 (a; + m)(z; + m?) und somit a; € m fiir alle j.
1

definieren F, := R und eine Abbildung ¢, : F» — F, (a;)lgjgd/ — i1 ajr’;. Damit er-
halten wir, dass ¢o(Fy) = ker(¢;) € mF; und die anderen gewﬁschnterjl Bedingungen mit
denselben Argumenten. Auflerdem ist F5 — F; — Fy — k — 0 nach unserer Konstrukti-
on exakt. Dies fithren wir induktiv fort und erhalten so unsere gewiinschte Auflosung.

Schritt 3: Sei weiter 21, ..., £y € m ein minimales Erzeugendensystem (sodass nach Nakaya-
ma d = dim,(m/m?)) und 0 = Ky — ... = Ky — k — 0 der zugehorige Koszul-Komplex.
Wegen der exakten Sequenz aus Schritt 1 ist die Abbildung f, : Fy — & surjektiv. Ferner
haben wir eine Abbildung ¢ : Ky — k. Da K, projektiv ist, existiert eine Abbildung

g : Ko — Fy mit fy o ap = € und damit ist das Diagramm

Ko;>/{

-

FO *>f0 K
kommutativ.
Weiter betrachten wir die surjektive Abbildung f; : Fy — im(F) — Fp) und die Ab-
bildungen dy : K1 — Ky, agody : K1 — Fy. Wegen fooagod; = eody = 0 gilt
im(ag o dy) C ker(fo) = 1m(F; EES Fy). Da K, projektiv ist, existiert ein oy : K3 — F)

mit f; o a; = g o d; und dann ist das Diagramm

K, K
F1 HZm(Fl — F())

kommutativ und, wegen im(F; — Fy) — Fp, ist natiirlich auch das Diagramm

Kl *>K0
]
F1 *>F0

kommutativ.
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6 Globale Dimension und Regularitét

Nehmen wir nun an, dass fiir :—1 < d — 1 ein solches «;_; existiert, sodass das Diagramm

Ki 1 — K

-]

Fioy——Fi

kommutiert. Dann argumentiert man vollig analog zum Fall ¢ = 1, dass im(«a;_1 0 d;) C
im(F; — F;_1) und, dass auf Grund der Projektivitat von K; eine Abbildung «; : K; — F;

existiert, sodass das Diagramm

Kz Kz'—l

P

Fi——im(F, — Fy_y)

~

kommutiert und damit auch das Diagramm

K —K;

-

Fi——Fi

kommutativ ist.

Insgesamt erhalten wir so das kommutative Diagramm

OHKdHKd_l K1 K(] K 0
\Lad \Lad_l lal iao J{id,.€
FdHFd—l Fl FQ K 0

Schritt 4: Die induzierten Abbildungen K;/mK; aimodm F;/mF; sind fir alle 0 < i < d
injektiv:

Wir zeigen dies per Induktion nach ¢ > 0:

1 = 0: Nach Konstruktion gilt Ky = Fy = R und wir konnen «g = idg wahlen.
Induktionsvoraussetzung: Sei ¢ > 0 und es gelte, dass «;_;modm injektiv ist.
Induktionsschritt: ¢« — 1 + i: Zuerst beachten wir, dass fiir jeden freien R-Modul M gilt:
mM/m*M = M ®@pm/m? = (M/mM) ®, m/m?, sodass zusammen mit

a;_ymodm : K; 1/mK,; 1 — F;_1/mF;_; auch die von «;_; induzierte Abbildung
i—1mModM@ pidy m2 - MK;_1 /m?K;_y — mF;_; /m*F,_; injektiv ist (m/m? ist als k—Modul
frei und damit flach, weil x ein Korper ist).

Da im(K; — K;—1) C mK;_; nach Definition des Koszul-Komplexes und nach Schritt 2
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6 Globale Dimension und Regularitét
im(F; — F;_1) C mF;_; ist, erhalten wir das kommutative Diagramm

Kz/mK, I mK-_l/mQK-_l
aimodmi (i —1modm)@m/m?

Fi/mF, ——mF;_; /m*F,_,

Es gentigt daher zu zeigen, dass der obere horizontale Pfeil injektiv ist, d.h wird
d

(a1, ...,a(q)) € R< ) — K; unter d; : K; — K,_; auf ein Element in m?K;_; abgebildet, so
gilt a; e mfirallel <j < (?)

k3

1
di(a17 ceey a’(d)) = Zl§j1<...<j¢§d agrgl(_l)r_lxjrejj ..... j; ..... Ji

= Y1k ch <2 1<j1 < <i<d _(—1)T*1a3x]~7,)e,—€, wobei wir j = (41, ..., ;) und
_ Fr:(J1yeesJrseeesdi) =k
k = (ki, ..., k;_1) schreiben. Wenn das in m?K;_; liegt, liegt jede Koordinate in m?. Da die

x; aber modulo m? linear unabhéngig iiber R/m sind, folgt a; € m fir alle J.

Schritt 5: Ky = R = Ko/mKy =k “O5™ Fy/mFy = Fy £ {0} = n=pd(x) >d. O
Satz 6.5 Es sei (R, m) lokal noethersch. Dann sind aquivalent:

(1) R ist regular.

(17) gldim(R) < 0.

In diesem Fall gilt gldim(R) = dim(R).

Beweis. (i) = (ii): Sei d = dim(R) und z1,...,24 € m seien Erzeuger des Ideals m.
Nach Satz 5.4 ist xq,...,x4 € R dann eine reguliare Sequenz und nach Satz 5.5 ist der
Koszul-Komplex K,(z1,...,z4) dann eine minimale Auflésung des R-Moduls &, also gilt
pd(k) < d. Mit Lemma 4.13 folgt dann pd(M) < d fur alle endlich erzeugten R-Moduln
M und mit Lemma 4.10 dann pd(M) < d fiir alle R-Moduln M. Damit erhalten wir, dass
gldim(R) < d < oo.

Nach Lemma 6.4 gilt somit dim(R) = dim,(m/m?) < pd(x) < gldim(R) < dim(R) und
somit iiberall Gleichheit.

(17) = (i): Nach Lemma 4.14 gilt pd(x) < dim(R) und damit nach Lemma 6.4
dim,(m/m?) < dim(R). Aus Satz 2.13 folgt dann dim,(m/m?) > dim(R) und somit
Gleichheit. Damit ist R reguléar. ]

Satz 6.6 (Serre)
Wenn (R, m) lokal noethersch reguldr im Sinne von Definition 1.1 ist, so ist R auch regular

im Sinne von Definition 1.2, d.h. dim(R,) = dimpg p(pRp/szp) Vp € Spec(R).

p/pR
Beweis. (vgl. [10], Theorem 19.3)

Es sei p € Spec(R) beliebig. Da R/p ein R-Modul ist, gilt pd(R/p) < gldim(R) < oo
nach Satz 6.5. Sei L, dann dementsprechend eine projektive Auflosung von R/p endlicher
Léange. Aus Lemma 4.16 folgt dann, dass der R,-Modul L; ® r R, fiir alle ¢ projektiv ist. Da
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7 Beispiele

der Ringhomomorphismus R — R, flach ist, ist die Sequenz L, ® p R, von R,-Moduln nach
wie vor exakt und damit eine projektive Auflosung von R/p ® rR, = R, /pR,. Damit ist
auch pd(R,/pR,) < co. Nach Lemma 4.13 und Lemma 4.10 gilt pd(M) < pd(R,/pR,) fir
alle R,—Moduln M, d.h. gldim(R,) < oo und somit ist dann nach Satz 6.5 R, regular. [

Korollar 6.7 Fir einen noetherschen Ring R sind dquivalent:
(7) R ist regulér.
(71) Vm € Max(R): Ry, ist regulér.

Beweis. (i) = (ii): Dies gilt per Definition.
(13) = (i): Sei p € Spec(R) beliebig. Dann wihlen wir m € Max(R) mit p C m. Somit ist
R, = (Ru)pr, und dieser Ring ist nach Satz 6.6 regulér. O

7 Beispiele

Satz 7.1 ( Jacobikriterium)

Sei K ein Korper, n € N, I = (f1,..., f;) € K]lt1,...,t,] ein Ideal, @ = (o, ..., ) eine
gemeinsame Nullstelle von fi, ..., f., sodass I C (t; — a1, ..., ty — @), M= (L1—aq, .oy bt —
an) /I C R = Klty,....tn)/1.

Dann sind aquivalent:

(1) Ry regulér.

(71) Die Matrix (af’ (@))1<i<ri<j<n € K™ hat den Rang n — dim(Ry,).

SexhAlxs) >

Beweis. (vgl. [5], Theorem 2.3.5)

Kommen wir nun zu ein paar Beispielen regulérer und nicht regularer Ringe:

e Jeder Hauptidealring R ist regulér: Fiir p € Spec(R) \ {0} ist R, ein lokaler Haupt-
idealring der kein Korper ist = pR, wird von einem Element erzeugt
= dimp,,,, (PRy/p*Ry) = 1 = dim(R,).
Fir p = {0} gilt offensichtlich dimgue(ry({0}) = 0 = dim(Quot(R)).

e Jeder lokale artin’sche Ring R, der kein Korper ist, ist nicht regular. Genauer gilt:
(R, m) lokal artin’sch = [ R regular < R Korper |.
Beweis: «<: klar
=: Da R artin’sch und regular ist, ist mit Lemma 2.9
0 = dim(R) = dim,(m/m?) und damit gilt nach Nakayama, dass m = 0. Also ist R

ein Korper.
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7 Beispiele

e Sei R := K][[ti, ..., t,,)] der Ring der formalen Potenzreihen in n Variablen iiber einem
Korper K. Da K noethersch ist, ist auch R noethersch. Dann ist
R\R*={f € R| f(0) =0} = (t1,...,t,), d.h R ist lokal mit maximalen Ideal
m = (ty,...,t,). Offensichtlich gilt dim(R) = ht(m) > n und nach Satz 2.13 gilt
dim(R) < dim,(m/m?) = n und somit Gleichheit = R ist regulér.
(vgl. [9] und [1], 2.4 Aufgabe 4)
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