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1 Einleitung

1.1 Zielstellung

Die Struktur der absoluten Galois Gruppe Gal(K*P|K) =: G eines lokalen oder globalen Kérpers K zu
verstehen ist eines der Hauptanliegen der algebraischen Zahlentheorie. In der Vorlesung ,,p-adic Galois re-
presentations “([pad, 2015]) haben wir dazu die p-adischen Darstellungen der Galoisgruppe eines lokalen
Korpers K untersucht. Ein zentrales Resultat war der Satz von Fontaine der besagt, dass die Kategorie der
p-adischen Darstellungen im Falle eines Laurentreihenkorpers dquivalent ist zur Kategorie der sogenannten
étalen o-Moduln. Durch diese Kategoriendquivalenz kann man mit Mitteln der semilinearen Algebra die
absolute Galoisgruppe untersuchen.

In dieser Arbeit betrachten wir einen perfekten Korper K der Charakteristik p € PP. Der Frobeniusendo-
morphismus ¢ von K ist also bijektiv. Wir werden die Kategoriendquivalenz von Fontaine fiir unseren
Spezialfall zeigen. Das Hauptziel dieser Arbeit ist es jedoch eine weitere Kategoriendquivalenz zu zeigen, so
dass man die Gruppe G mit Mitteln der nicht-kommutativen algebraischen Geometrie untersuchen kann.
Zusammengefasst ist das Ziel dieser Arbeit die paarweise Kategoriendquivalenz von

1. s die ,Kategorie der Vektorbiindel auf der projektiven Schiefgeraden “
2. @% die Kategorie der endlich erzeugten étalen ¢-Moduln iiber K
3. Rep%‘;nt (Gk) die Kateogrie der stetigen IF,-Darstellungen der Galoisgruppe Gal(K*®?|K) =: Gk

Ein Grofiteil dieser Arbeit ist technischer Natur, sodass wir in Kapitel 2 und 3 die Grundlagen schaffen, um
die Kategorie 77 iiberhaupt definieren zu kénnen.

1.2 Vorgehensweise

In Kapitel 2 werden wir zunéchst die benttigte Theorie zur Lokalisierung eines nichtkommutativen Ringes
erarbeiten. Wir definieren zunichst den Begriff der Rechts-/Linkslokalisierung und zeigen, dass die Rechts-
/Linkslokalisierung von einem Ring R an einer Teilmenge S einer universellen Eigenschaft geniigt. Ferner
werden wir zeigen, dass die Rechts-/Linkslokalisierung von einem Ring R an einer Teilmenge .S bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmt ist. Doch zunéichst einmal ist nicht klar, ob iiberhaut eine Rechts-/Linkslokalisierung
von einem Ring R an einer Teilmenge S iiberhaupt existiert. Im kommutativen Fall existiert stets eine Lo-
kalisierung, falls S eine multiplikative Teilmenge von R ist. Im nichkommutativen Fall hingegen muss S
weiteren Anforderungen geniigen. Dies wird uns zu den Begriffen Rechtsteilermenge und Linksteilermenge
fithren. Ein wesentlicher Teil dieser Definitonen ist die sogenannte Ore-Bedingung, welche einen Ersatz fiir
die fehlende Kommutativitéit bietet. Im Anschluss untersuchen wir unter welchen Umsténden sich die Loka-
lisierungsreihenfolge vertauschen lésst.

Im néchsten Kapitel beschiftigen wir uns mit Schiefpolynomringen Rz, |, wobei ¢ : R — R ein Ring-
endomorphismus ist. Es werden zunéchst zwei mogliche Konstruktionen aufgezeigt. Ein Kerngedanke bei der
Konstruktion ist es, die fehlende Kommutativitdt durch eine schwéchere Eigenschaft zu ersetzen. Anschlie-
Bend werden wir einige Eigenschaften von Schiefpolynomringen zeigen. So geniigen auch Schiefpolynomringe
einer universellen Eigenschaft und es gibt eine Gradfunktion, welche sich dhnlich wie kommutativen Fall
verhalt. Anschliefend werden wir die Theorie aus Kapitel 2 auf Schiefpolynomringe anwenden. Damit haben
wir die benétigen Grundlagen zusammen, um im néchsten Kapitel die Kategorie 5 der ,, Vektorbiindel auf
der projektiven Schiefgeraden “zu definieren.

Die zentralen Resultate dieser Arbeit werden in Kapitel 4 behandelt. Wir werden zunéchst einigen Aufwand
betreiben, um {iberhaupt die Kategorie J# der , Vekorbiindel auf der projektiven Schiefgeraden “zu defi-
nieren. Die Interpretation von Tripeln (M, N,#) als Modulgarben auf einem hypothetischen geometrischen
Objekt (der ,,projektiven Schiefgeraden“des Titels) rithrt vom Spezialfall ¢ = idk her. In diesem Fall spezia-
lisieren sich die Schiefpolynomringe K[z%!; ] zu den gewohnlichen, kommutativen Polynomringen K[z*!]
mit der gemeinsamen Lokalisierung K[z, z~!]. Die projektive Gerade PL- der klassischen algebraischen Geo-
metrie ist dann die Verklebung der Primspektren Spec(K|[z]) und Spec(K[x~1]) iiber der gemeinsamen
offenen Teilmenge Spec(K |z, 27 ']). Eine Modulgarbe auf P} ist in entsprechender Weise die Verklebung



einer Modulgarbe auf Spec(K|[z]) und einer Modulgarbe auf Spec(K[z~!]) iiber Spec(K|[z,z7]). Das ist
aber nichts anderes als die Vorgabe eines K[r]-Modules M und eines K[r~!]-Moduls N, zusammen mit
einem Isomorphismus 0 : M ®gy Klz,27] = N @k Klz,27'] von K|z, 2~']-Moduln. AnschlieBend
definieren wir ®$ und zeigen einige Eigenschaften von p-Moduln bevor wir die Aquivalenz von 7 und &4t
zeigen.

Danach definieren wir die Kategorie Repﬁf;m(G i) der stetigen Fp-Darstellungen der Galoisgruppe Gx und

zeigen, dass die Kategorien ®¢¢ und Repﬁzm(G k) dquivalent sind. Dieses Resultat ist ein Spezialfall des

Satzes von Fontaine.

Der Zusammenhang zwischen Modulgarben auf der projektiven Schiefgeraden und étalen p-Moduln geht
auf Grayson zuriick (vgl. [Grayson, 1985]). Diese Masterarbeit stellt im Wesentlichen eine Ausarbeitung
der Abschnitte 3 und 4 von [Grayson, 1985] dar. Grayson wendet seine Ergebnisse an, um die sogenannte
algebraische K-Theorie der Kategorien 5, ®% und Rep]%znt(G k) zu untersuchen. Darauf gehen wir in dieser
Arbeit nicht ein.

1.3 Notation

Alle Ringe in dieser Arbeit sind nicht notwendigerweise kommutativ, jedoch stets unitir. Dabei soll jeder
Ringhomomorphismus f : R — S der Eigenschaft f(1z) = 1g geniigen.



2 Lokalisierung eines nichtkommutativen Ringes

Die Unterkapitel 2.1 bis einschliefilich 2.3 basieren auf [J.C. McConnell, 1987] (Seite 41-51). Das Unterkapitel
2.4 basiert auf [Grayson, 1985] (Seite 365).

2.1 Konstruktion

Definition 2.1.1:
Sei R ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Ring.

1) Eine Teilmenge S von R heifit multiplikativ abgeschlossen, falls einerseits 1 € S gilt und anderseits fiir
zwei beliebige Elemente s,t € S auch das Produkt st wieder in S liegt.

2) Unter einer Rechtslokalisierung RS™' von R beziiglich einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S
verstehen wir einen Ring RS™! zusammen mit einem Ringhomomorphismus ¥ : R — RS™!, sodass gilt

(i) 9(S) € (RS™1)*
(ii) fiir alle ¢ € RS~ existieren r € R und s € S mit ¢ = 9(r)9d(s)~*
(i1i) kerd = ass S:={r € R|3s € S :rs =0}

3) Analog zu 2) lisst sich die Linkslokalisierung S™'R von R an einer multiplikativen abgeschlossenen
Teilmenge S von R definieren

Im Folgenden werden wir einige Eigenschaften von Rechtslokalisierung zeigen. Mit entsprechenden Umfor-
mulierungen gelten diese Resultate auch fiir Linkslokalisierungen. Doch zunéchst einmal ist nicht klar, ob
zu einem Ring R und einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S eine Rechtslokalisierung (oder Links-
lokalisierung) iiberhaupt existiert. Im kommutativen Fall hat es noch geniigt, dass S eine multiplikative
Teilmenge ist, doch im nichtkommutativen Fall muss S noch zusétzlichen Bedingungen geniigen.

2.2 Eigenschaften

Satz 2.2.1 (universelle Eigenschaft):
Sei R ein Ring und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge, sodass eine Rechtslokaliserung
(Rs,?¥) von R beziiglich S existiert. Sei ferner Q ein Ring und 1 : R — @ ein Ringhomomorphismus
mit n(S) C Q*. Unter diesen Vorraussetzungen existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus
7 : Rs — Q, welcher das Diagramm

-Q 1)

kommutativ macht.

Beweis.

Eindeutigkeit: Sei 77 : RS~ — @ ein Ringhomomorphismus, welcher das Diagramm (1) kommutativ macht.
Sei ¢ € RS™! beliebig. Dann gibt es ein r € R und s € S mit ¢ = 9(r)J(s) L. Wir zeigen, dass ¢ unter 7 auf
n(r)n(s)~! abgebildet werden muss. Nun gilt

n(r) = n(0(r)) = G(9(r)d(s)~"9(s)) = A((I(r)9(s) ™ )a(0(s)) = ((I(r)I(s)~ ) (s), (2)

da einerseits 7 = 7 0 ¥ gilt und da anderseits 7 ein Ringhomomorphismus ist. Multiplizieren wir n(s)~! von
rechts an (2) erhalten wir 7j(q) = 7(9(r)9(s) =) = n(r)n(s)~L.

Existenz: Wir haben schon gezeigt, dass n durch 7(J9(r)9(s)™1) = n(r)n(s)~! gegeben sein muss. Jedoch
ist die Darstellung von ¢ = 9(r)9(s)~! € RS~ nicht eindeutig. Wir miissen also zeigen, dass 7} wohl-
definiert, additiv und multiplikativ ist. Fiir alle drei Eigenschaften benotigen wir die Eigenschaft (iii) der
Rechtslokalisierung RS~! aus Definition 2.1.1.



o Wohldefiniert:
Seien 7,7’ € R und s,s’ € S mit 9(r)d(s)~! = 9(r')I(s’)~1 € RS~L. Multiplikation dieser Gleichung
mit J(s) von rechts liefert 9(r) = I(r")I(s")"19(s). ¥(s’)"19(s) ist natiirlich auch ein Element von
RS~1, sodass es ein ¥ € R und 5 € S gibt mit

(s "H(s) = 9(F)0(5) L. -
Nun kénnen wir ¢(r) mit Hilfe von (3) schreiben als
2(r) = 9(r")IFIE) ! = D(r'P)IE) (4)

Durch Umformen von (3) erhalten wir ¥(s§) = ¥(s'7) und somit s§ — s'F € kerd = ass S, d.h. es
gibt ein z € S mit (s§ — s'7)z = 0. Durch Anwenden von 7 erhalten wir n(s§ — s'7)n(z) = 0. Wegen
n(S) C Q* kénnen wir mit n(z)~! multiplizieren und erhalten einerseits

(55 — s'7) = 0-& n(7) = n(s") " 'n(s3) € Q (5)
und somit anderseits
(55 —s'F) =0 n(s)~" =nE)n(F) " n(s") " (6)

Analog zur Umformung von (3) kénnen wir (4) Umformen und erhalten r§ — /7 € ker ¢ = ass S, d.h.
es gibt ein 2’ € S mit (r§ — r'7)z’ = 0. Durch Anwenden von 7 erhalten wir n(rs — r'#)n(z’) = 0.
Analog zu oben erhalten wir

n(rs —1'7) = 0 < n(r) = n(r)n(Fm(s) " (7)
Nun liefern uns (6) und (7) die Wohldefiniertheit von 7:
n(r)n(s)=" = n(r)n(Fn(3) " 0@ " n(s) = = n(r)n(s") . ®)

e Multiplikativ:
Seien 9(r)d(s)~1, 9(r')9(s’) "1 € Rg beliebig mit r,7" € R und s,s’ € S. Dann gibt es ein 7 € R und
§ €5, sodass
9(s) M) = 9(F)0(5) (9)
gilt. Deshalb wird 9(r)d(s) "1 (r')I(s") ! = I(r7)d(s'5) " unter 77 auf n(r7)n(s’'s)~! abgebildet. Wir
berechnen nun 7)(7) unter Verwendung von (9) und nutzen denselben Trick wie beim Beweis der Wohlde-
finiertheit. Also liefert (9) unmittelbar r'§—s7 € ker ¢ = ass S, d.h. es gibt ein z € S mit (r'§—s7)z = 0.
Anwenden von 1 und Umformungen wie im Beweis der Wohldefiniertheit liefern dann die Gleichung

n(F) = n(s) " n(r"m(3). (10)

Nun koénnen wir die Multiplikativitét von 7 zeigen:

AWE)I(s) " 0E)I(s) ) = nWERY(s'E) ) = niri)n(s'8) " = nEmEmE)  n(s) "
O nrm(s) (GG () = nenls) " 00 n(s') !

= (9(r)0(s)" (") 9(s") )

e Additiv:
Um die Additivitdt zu zeigen, bendtigen wir einen weiteren Trick. Zuerst zeigen wir einen Spezialfall
und fiithren dann mit Hilfe der Multiplikativitdt von 7 den allgemeinen Fall auf den Spezialfall zuriick.
Fiir den Speziallfall seien 9(r)d(s)~! und 9(r') € RS~ mit r,7’ € R und s € S beliebig. In diesem
Fall konnen wir die Additivitét von 7 leicht zeigen, da (s) eine Einheit ist:

P(r)I(s) " +9() = O(r)9(s) "+ I(r's)9(s) " = D(r +1's)0(s) ! NN n(r41r's)n(s) ™

- (11)
= 9(r)n(s) "1 + () = AOE)I(s)7Y) + AW()).



Nun kénnen wir den allgemeinen Fall beweisen. Seien dazu 9(r)d(s)~1,9(r")9(s')~t € RS~ mit
r,7’ € R und s,s" € S beliebig, dann gilt

I(r)9(s) ™ +9(r")I(s) 7

Da 9(s)19(s") in RS~! liegt, gibt es ein 7 € R und § € S mit

9(s)~19(s') = 9(F)9(5) .

(O(r)d(s)~ (") +9(r"))0(s) 7

(12)

(13)

Durch einfache Umformungen erhalten wir s's — s7 € kerd = ass S, d.h. es existiert ein z € S mit
(s'§—s7)z = 0. Erneut kénnen wir 7 Anwenden und erhalten analog zum Beweis der Wohldefiniertheit

n(7) € Q* und somit:

n(s's — sim(z) = 0 & n(3) " =n(F) ""n(s) " n(s).

(14)

Mit Hilfe von (12), (13), (14) und der Multiplikativitét von 7 kénnen wir uns nun auf den Spezialfall
zuriickziehen und somit die Additivitéit zeigen:

(

IS

A(9(r)d(s) ™" +9(r")0(s) )

Satz 2.2.2:

)

A((9(r)o(s)~ (") +9("))0(s")~

AO(rr)9(3) =" +0()n((s) )
(
A(O(r)9(s)~1) + a0 )9(s") )

Sei R ein Ring und S C R multiplikativ abgeschlossen.

Y HEPIE) T +06)9(s) )

7i(
= (n(ri)n(3)~" +n(r"))n(s")

n(r)n(®n(F) " n(s) " n(s") +n@)n(s") " = nlr)n(s) =" +n(r)n(s)~!

(15)

O

(i) Falls (RS™1,9) existiert, so ist es bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmdt.

(ii) Euistieren sowohl die Linkslokalisierung (S™'R,€) als auch die Rechtslokalisierung (RS™',9), so exi-
stiert genau ein Ringisomorphismus € : Rg —g R mit £ o = €.

Beweis. (i) Sei (Q,n) eine weitere Rechtslokalisierung. Dann kommutieren, wegen der universellen Eigen-
schaft (2.2.1), die beiden folgenden Diagramme:

R ! Q R RS™!
X L X T
RS Q
Dann kommutieren sowohl
R—">0—" RS wd R—RS1-1 .0
e 7
X idpg X\ idg
RS™1 Q
als auch
R—"sQ—?-RS' wnd R—% RS ' 1.0
-7 7
X Tn o \\ Tﬁ_.. o
RS Q



Nach der universellen Eigengschaft (2.2.1) gilt nun J o 1 = idrg-1, 7 © J = idg und folglich sind 1§,ﬁ
Isomorphismen.
(ii) Die universelle Eigenschaft (2.2.1) liefert uns die Kommutativitit von

R < SR und R v RS-
7 7
X e X T3
RS™1 SR
und somit kommutieren auch
R—% 5 1R—". RS' wund R—'RS-1—_S+3-1R
7

7
X Tid gt X idgo1g

RS™1 ST'R

Dann kommutieren aber auch die beiden folgenden Diagramme:

R—% 5 R—". RS' wd R—" RS-

7 7
£ T gL
N N

RSt SR
Analog zum Vorgehen in (i) erhalten wir, dass € und 9 Isomorphismen sind. O

2.3 Existenz

Wihrend im kommutativen Fall fiir jede multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S C R eine Lokalisierung
existiert, kann im nichtkommutativen Fall die Existenz einer Lokalisierung nicht immer gewé&hrleistet wer-
den. Fiir die Existenz der Lokalisierung im nichtkommutativen Fall muss S noch zwei weiteren Eigenschaften
geniigen. Zunéchst benotigen wir die Ore-Rechtsbedingung. Da wir uns grofitenteils nur mit Rechtslokalisie-
rungen beschéftigen, sprechen wir im folgenden oft auch nur von der Ore-Bedingung.

Definition 2.3.1 (Ore-Rechtsbedingung):

Sei R ein Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Wir sagen, dass S geniigt der Ore-
Rechtsbedingung geniigt, falls es fiir jedes r € R und jedes s € S ein v’ € R und ein ' € S gibt mit
rs’ = sr'.

Nun erhalten wir unmittelbar:

Lemma 2.3.2:
Sei R ein Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Falls (RS™1,1) emistiert, so geniigt S der
Ore-Bedingung.

Beweis. Seien r € R und s € S beliebig. Betrachte nun das Element 9(s)~'J(r) € Rg. Dann gibt es nach
Definition 2.1.1 ein 71 € Rund s; € S, sodass ¥(s) ~19(r) = 9(r1)9(s1) ! gilt. Nach einfachen Umformungen
erhalten wir, dass rs; — sr; im Kern von # liegt. Der Kern von 1 ist aber nach Definition 2.1.1 ass .S, d.h.
es gibt ein sg € S mit (rs; — sr1)s = 0. Setzen wir nun s’ := 189 € S und ' := r183 € R, so erhalten wir
rs’ = sr’. O

Umgekehrt liefert uns die Ore-Rechtsbedingung allein noch nicht die Existenz einer Rechtslokalisierung.
Die Ore-Bedingung ist jedoch notwendig fiir die Existenz der Rechtslokalisierung und liefert uns zunéchst
folgendes Resultat:

Lemma 2.3.3:
Sei R ein Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Falls S der Ore-Bedingung geniigt, so ist
ass S ist ein zweiseitiges Ideal.



Beweis. Seien a,b € ass S und r € R beliebig. Dann existieren s,t € S mit as = bt = 0. Die Ore-Bedingung
liefert die Existenz von t1,7’ € R und s;,s’ € S, sodass ss; = tt; und rs’ = sr’ gelten. Nun ist ss; € S
und es gilt (a — b)ss; = ass; — bssy = ass; — btty = 0, d.h. a — b € ass S. Ferner gilt ar,ra € ass S, denn
einerseits ist ars’ = asr’ = 0 und anderseits ist ras = 0. O]

Fiir die Konstruktion der Rechtslokalisierung benttigen wir nun folgende Definition:

Definition 2.3.4:

Sei R ein Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge, welche der Ore-Bedingung gendigt. Dann
setzen wir R:= R/ass S und S := {s+ ass S|s € S} C R.

Offenbar ist S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R und auch die Ore-Bedingung iibertraigt
sich auf S:

Lemma 2.3.5:

Sei R ein Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge, welche der Ore-Rechtsbedingung gentigt,
dann gilt

(i) S C R geniigt der Ore-Rechtsbedingung
(ii) ass S =0, d.h. firs €S und7 € R folgt ausT-5=0 stetsT =0

Beweis. (i) Seien 7 =r +ass S € R, 5= s+ ass S € S beliebig. Nun gibt es wegen der Ore-Bedingung von
S ein r; € Rund ein s; € S, sodass rs; = sry gilt. Setze nun 77 :=r; +ass S € Rund 357 :=s; +ass S € S.
Nun gilt 7-57 =rs; +ass S =sr; +ass S =5 77.

(ii) Seien 7 € R und 5 € S wie in (i) mit 7-5 = 0, d.h. rs € ass S. Nun gibt es ein s’ € S mit rss’ = 0. Da
ss’ in S liegt, liegt 7 in ass S. Also gilt 7 =0 + ass S. O

Wir fithren nun die letzte Bedingung ein, welche die Existenz einer Lokalisierung im Allgemeinen sichert.

Definition 2.3.6:
Sei R ein Ring. Eine Teilmenge S von R heifst Rechtsteilermenge, falls die folgenden drei Figenschaften
erfillt sind:

(i) S ist eine multiplikative Teilmenge
(ii) S geniigt der Ore-Rechtsbedingung
(iii) firs € S und 7 € R folgt aus 5-7 =0 stets 7 = 0
Analog ist eine Linksteilermenge definiert. Eine Menge S C R heifst Teilermenge, wenn sie sowohl Rechts-

teilermenge als auch Linksteilermenge ist.

Bemerkung 2.3.7 (zur Eigenschaft (iii)):
Im Unterschied zu 2.3.5 wird hier mit's von links multipliziert. Ferner ist die Eigenschaft (iii) dquivalent zu

(i13") Seien s € S,r € R beliebig mit sr = 0, dann existiert ein s' € S mit rs’ =0, (16)
d.h. jeder S-Linksnullteiler ist auch ein S-Rechtsnullteiler.

Beweis. Seien T =7 +ass S € R und 3 = s+ ass S € S beliebig.

»=“Ist sr = 0, so auch 57 = 0. Dann ist aber 7 = 0, d.h. r € ass S. Also gibt es ein s’ € S mit rs’ =0
»<=“Sei 5-7 = 0, d.h. sr liegt in ass S. Nun gibt es ein s € S mit srs’ = s(rs’) = 0. Also liegt auch rs’ in
ass S, dann gibt es aber auch ein s’ € S mit rs’s” = 0. Da s’'s” in S liegt, liegt nun auch r in ass S, d.h.
7 =0. O

Die Eigenschaft von S, eine Rechtsteilermenge zu sein, garantiert uns nun die Existentz einer Rechtslokali-
sierung:

Satz 2.3.8:

Sei R ein Ring. Ist S C R eine multiplikative Teilmenge, so existiert die Rechtslokalisierung (RS™,9) von
R beziiglich S genau dann, wenn S eine Rechisteilermenge ist.



Beweis. ,=“ Sei S C R eine multiplikative Teilmenge (Eigenschaft (i) einer Rechtsteilermenge) und die
Rechtslokalisierung (RS~!,4) von R beziiglich S existiere. In 2.3.2 haben wir gesehen, dass die Eigenschaft
(ii) (Ore-Rechtsbedingung) einer Rechtsteilermenge unter diesen Voraussetzungen erfiillt ist. Wir miissen
also nur noch die Eigenschaft (iii) nachweisen:

Seien dazu 7 =7 +ass S =7 +kerd € Rund 5 = s + ass S € S mit 37 = 0 beliebig. Dann liegt sr im Kern
von ¥, d.h. 9(s)J(r) = 9(sr) = 0. Nun ist 9J(s) eine Einheit, sodass wir die letzte Gleichung mit J(s)~* (von
links) multiplizieren konnen. Also liegt r ebenfalls im Kern von . Wegen ker ) = ass S erhalten wir somit
7=01in R.

,<“ Sei nun S C R eine Rechtsteilermenge. Wir konstruieren zuerst eine Rechtslokalisierung (RS™!, )
fiir den Fall ass S = 0 und gehen dabei wie folgt vor:

(i) setze F := {A|A ist Rechtsideal von R mit AN S # 0} und U := UserHom(A, R). Hierbei und im
restlichen Beweise bezeichnet Hom(A, B) die Menge der R-Rechtsmodulhomomorphismen von einem
R-Rechtsideal A nach einem R-Rechtsideal B

(ii) zeige, dass fiir A;, As € F und a € Hom(A4;, R) die folgenden Aussagen wahr sind:
a) AiNAy e F

b) a"1(As) € F

definiere eine gewisse Aquivalenzrelation ~ auf U

definiere auf U/ ~ eine Addition 4+ und eine Multiplikation -

zeige, dass RS™! := (U/ ~,+,) ein Ring ist

identifiziere 7 € R mit der Aquivalenzklasse des Homomorphismus A(r) € Hom(R, R) A(r) : x + r.
Mit anderen Worten betten wir R in RS™! ein via
¥:R— RS
r = [A(1)]

(vii) unter dieser Einbettung hat jedes s € S (s — [A(s)]) ein Inverses s™' = [a] mit o € Hom(sR, R)
definiert durch « : sz +— x. Dabei ist o wohldefiniert. Sei sx = sy. Dann ist s(x — y) = 0, d.h.
x —y € ass (S) = {0}. Also gilt z = y.

(viii) zeige, dass jede Aquivalenzklasse [a] € RS™' sich schreiben lisst als [a] = as™! mit A € F, a €

Hom(A,R), s€ AN S und a := «a(s)

Zu (ii.a): Seien s17 € Ay NS und sy € A3 NS. Nach der Ore-Rechtsbedingung (Eigenschaft (ii)) gibt es
nun ein v’ € R und s’ € S mit s’ = sor’. Die linke Seite ist offenbar in S N Ay, da S einerseits multi-
plikativ abgeschlossen und anderseits A; ein R-Rechtsideal ist. Ebenso ist die rechte Seite ein Element des
R-Rechtsideals As. Insgesamt haben wir also (41 N A2)NS # 0. Da der Schnitt zweier R-Rechtsideale wieder
ein R-Rechtsideal ist sind wir fertig.

Zu (ii.b): Seien a,b € a~1(Az) und 7 € R beliebig. Dann gilt

ala—b) =ala) —alb) € Ay = a—bea (A

- (1)
alar) = a(a)r € As & ar € ™ (A2),

da A, ein Rechtsideal und « ein R-Rechtsmodulhomomorphismus ist. Also ist a=!(4z) ein R-Rechtsideal.
Seien nun s € A; NS und t € Ay N S beliebig und setze r := a(s). Wegen der Ore-Rechtsbedingung gibt es
nun ein 7 € R und ein s’ € S mit

a(ss') = a(s)s' =rs' =tr' € As. (18)

Nun liegt ss’ in a=1(A2) N S, wegen (18) und da ss’ in A; N S liegt. Damit ist nun b) bewiesen.



Zu (iii): Seien a, B € U beliebig. Dann gibt es A, B € F mit o € Hom(4, R) und 8 € Hom(B, R). Nun
konnen wir eine Aquivalenzrelation ~ auf U definieren:

a~rf ¥ 3CceFmitcCcANB:q. =8, (19)

Die Reflexivitit und Symmetrie von ~ sind per Definition sofort klar. Seien nun «; € Hom(A4;, R) mit 4; € F
fir ¢ = 1,2, 3 beliebig, sodass a1 ~ as und as ~ ag gelten. Nun gibt es A, B € F mit A C A; N A und
B C Ay N Az, sodass sowohl ay|, = g, als auch ay|, = ag|, gilt. Wir wihlen nun C' = AN B. Nach (ii.a)
ist C' ein Element von F mit C' C A1 N Ay N A3 € A; N Az und es gilt oy, = ag, = az|,, d.h. a3 ~ as.
Zu (iv): Seien «y, B; € U beliebig mit «; € Hom(A;, R), 8; € Hom(B;, R) und A;, B; € F fir i =1,2,3. Wir
definieren nun auf ¢ eine Addition und Multiplikation:

+r U/~ x U~ = U~ ([oa] [az]) = [(01 +a2)),04,]

CUf X Uf U~ (o], as]) o [0 0 a2) (20

].

‘agl(fm

Dabei schreiben wir etwas ungenau (a1 + az), ,, und meinen damit die Abbildung oy, ., + @2/, 4,
Wir miissen zeigen, dass die obigen Abbildungen wohldefiniert sind. Sei dazu ([a1], [a2]) = ([51], [B2]). Dann

gibt es P,Q € F mit P C A; N By und Q C Ay N By, sodass

a1, = Bl\P und Qo|, = 62|Q (21)

gilt.
+ wohldefiniert: Nach (ii.a) kénnen wir L := PN Q € F wihlen und es gilt sowohl L C A1 N A3 N By N By,
als auch

Oél‘L :61‘L und OéQ‘L :BQ\L' (22)

Nun impliziert (22) folgende Identitét: (a; +aw), = (81 +B2)|, . Wir bemerken noch, dass L eine Teilmenge
von A; N Ag und By N By ist und kénnen aus der letzten Gleichung herleiten, dass ((a; + a2)‘AmA2)‘L =
((B1+ B2) (5,5, ), gilt. Insgesamt erhalten wir [(a1 + a2), 4,1 = [(B1 + B2) |5, p,] und sind fertig.

- wohldefiniert: Nach (ii.a)-(ii.b) kénnen wir L := PN Q Nay (A1) N By (By) € F withlen. Dann gilt

ay, = 51|L und Qg|, = 52\L (23)
und deswegen auch
(a1 0ag)), = (B10oB2),- (24)
Die Wahl von L liefert uns mit (24) sofort ((ay o az), . )i = ((Bro ’Bz)hrls )|, - Insgesamt erhalten wir
@2 1 2 1

[(ag 0 az)\az,lAl] =[(fro ﬂzhﬂngl].

Zu (v): Seien ay, B; fiir i = 1,2,3 beliebig wie in (iv). Bezeichne 0 € Hom(R, R) die Nullabbildung und
idp € Hom(R, R) die Identitét.

e (RS™! +) ist eine abelsche Gruppe:
— Assoziativitét:
(loa] + [o2]) + [as] = [(1 + a2) 4, 1 a,] + [s] = [((1 + @2) 4, ay +O8) 4, 0ay00a,)

= [(a1 + (a2 +Q3) 14,0014, 0agnan ]| = l0a] + (2] +[as])

neutrales Element:

(o] + [0] = [a1 + 0] = [e] = [0] + [au1]

— inverses Element:

Kommutativitét:

[on] + [aa] = [(@1 + @2) |4, a,] = [(@2 + 1), 00, ] = [2] + [011]

e (RS™1,.) ist ein Monoid:
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— Assoziativitat: Einerseit haben wir

([aa][aa])[es] = [(0410042)\&;1“1)][0‘3} = [((aloaz)\aglml)Oa?’)‘agl(aglml))] - [(aloa20a3)|a§1(a51<A1))]
(25)
und anderseits gilt
laa] ([oe]las]) = laall(az 0 as)y _, |, T=[(alllazoas) .\ Nopons, = -r0ap)
az " (A2) (26)
= [(0[10042Oa3)|a§1(A2))|((a200‘3)‘ . )*1(A1)]'
az " (Az)
(il.a)-(ii.b) und (25)-(26) liefern dann ([a1][a2])[as] = [aa1]([az]@s)).
— neutrales Element:
nlide] = (o oid)_, 1 =la] = [(droas) _, | = fdalfos

e Rechtsdistributiv:
([ea] + [e2])[B1] = [(o1 + a2)(4, 0, ][B1] = (1 + @2) 4, 4, © B
Bl_l(AlmAz)] + [(O‘Q\Almz o 1)

]+ [(a2 0 B1)

]

BTN (A1NAg)

ﬁl_l(ANWAQ)}

| = [a][B1] + [az][B1]

= [(al\AlmAz °© 61)|

= [(041 o Bl)'ﬂflfql ‘5;1442

e Linksdistributiv:
[B1] ([an] + [e2]) = [Bu] [(1 + a2) 4, 10, ] = [(Br o (a1 + @2))4,14,)

|<<“1+‘*2)|A1m,42>’131]
|((a1+a2)‘AlmA2)_lBl] + [(ﬂl © aglAlﬂA2)

=[Broar) ., +Broaz) = I[Bllen] +[Bi]loe)]

B1

}

= [(Broausns,) |((@1+@2)|A10A2)_1B1

Zu (vi): Wir zeigen, dass ¢ ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Seien dazu r, s € R beliebig. Dann gilt
r+ s [Ar+s)] = [Ar) + Als)] = [A(r)] + [A(s)],
rs = [A(rs)] = [A(r) o A(s)] = [A(r)][A(s)] und
1= [A()] = [idg] = 1gs-1,

d.h. ¥ ist ein Ringhomomorphismus. Sei nun [A(r)] = ¥(r) = [0], d.h. es gibt ein A € F, sodass A\(r)|, = (~)‘A
gilt. Also gilt fiir alle a € A : A(r)(a) = 0 < ra = 0. Insbesondere gibt es nun ein s € AN S, sodass rs = 0
gilt, d.h. r € ass S = 0. Also ist ¢ injektiv.
Zu (vii): Es gilt

ss i [(Ms)oa] = [sz >z 2 sx] = [id), ],

s7ls s [ao N(s)] = [z X9 s x] = [idRg].
Zu (viii): Zuniichst berechnen wir as™! = [z + ax][sx — 2] = [sz — a(s)z]. Wir zeigen nun, dass « in

[sz — a(s)x] liegt. Nach (ii.a) kénnen wir B = AN sR € F wihlen. Sei nun sz € B beliebig. Dann gilt
a(sz) = a(s)z, da a ein R-Rechtsmodulhomomorphismus ist. Also gilt [a] = as™?.

Mit (i)-(viii) haben wir nun eine Rechtslokalisierung (RS~ ) von R beziiglich S fiir den Fall ass S = 0 kon-
struiert. Sei nun ass S beliebig. Wir erinnern zunéchst an die Definition von R = R+ass S und S = S+ass S.
Dabei ist S C R multiplikativ abgeschlossen und in 2.3.5 haben wir gesehen, dass ass S = 0 gilt und S der
Ore-Rechtsbedingung geniigt. Damit gilt R~ R, S = S und S = S geniigt der Bedingung 2.3.6 (iii), d.h. S
ist eine Rechtsteilermenge in R. Somit haben wir also eine Rechtslokalisierung (R(S)~!,9) von R beziiglich
S. Betrachte nun den Ringhomomorphismus:

9:R— RS RE)
r =T (A7)
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1 ist als Komposition von Ringhomomorphismen selbst ein Ringhomomorphismus. Nun ist (R(S)~!, ) eine
Rechtslokalisierung von R beziiglich S:

(i) Fiir alle s € S gilt ¥(s) = [A\(5)] =5 € Rs.

(ii) Sei ¢ € R(S)~! beliebig. Dann gibt es 7 € R, s € S mit F =7 +ass S € R, = s+ ass S € S, sodass
=75 = DEIAE)] = 9(r)9(s)" g,

(iil) Wir zeigen, dass ker 9 = ass S gilt. Sei r € kerd), d.h. es gibt ein A € F mit ra = A(r)(a) = 0 fiir alle
a € A. Wegen A € F gibt es nun ein s € AN S mit rs =0, d.h. r € ass S. Sei nun r € ass S, d.h. es
gibt ein s € S mit rs = 0. Dann gilt ¥(r)9(s) = ¥(rs) = 0. Multiplizieren wir mit 9¥(s)~! von rechts,
so erhalten wir ¥(r) = 0 und damit ass S C ker .

O

Bemerkung 2.3.9:
Aussage (ii)a zeigt, dass die Familie (Hom(A, R))acr abelscher Gruppen beziglich der durch A C B indu-
zierten Restriktionsabbildungen Hom(B, R) — Hom(A, R) ein induktives System bildet. Nach Konstruktion
ist dann
-1 T
(RS™H,+) = hj}l Hom(A,R)
AcF
der zugehorige induktive Limes in der Kategorie der abelschen Gruppen, sodass sich der Beweis unter Ver-
wendung dieser Begriffe verkiirzen lisst.

Lemma 2.3.10:
Sei R ein Ring ohne echten Rechtsnullteiler und S C R eine Rechtsteilermenge. Dann gilt

(i) 9 ist injektiv. Insbesondere wird R via 9 in RS~ eingebettet.
(ii) RS™1 besitzt keinen echten Rechtsnullteiler

Beweis. Zu (i): Es gilt ker ¢ = ass S = {0}.

Zu (ii): Angenommen es gibt einen Rechtsnullteiler a = 9(r)d(s)~! € RS~!. Wir haben also ein Element
b=9(r")I(s")~t € RS~ mit I(r")9(s’) ~1I(r)I(s)~! = 0. Durch Multiplikation mit 9(s) erhalten wir
I(r")I(s")"1I(r) = 0. Ferner ist ¥(s')~19(r) ein Element von RS~!. Also gibt es ein r” € R und s” € S
mit 9(s")"1I(r") = I(r")9(s") L. Insgesamt erhalten wir damit J(r")I(r"”)9(s”)~! = 0. Damit liegt 7'r” im
Kern von ¢. Da R nullteilerfrei ist, gilt ass S = 0 und somit 7' = 0 oder 7"/ = 0. Dann muss aber schon a = 0
oder b = 0 gelten. Damit ist a kein echter Rechtsnullteiler. O

2.4 Vertauschbarkeit der Lokalisierungsreihenfolge

Wir wollen nun untersuchen unter welchen Bedingungen wir die Reihenfolge der Lokalisierung beziiglich
zweier Rechtteilermengen vertauschen koénnen. Sei dazu R ein Ring und S, T Rechtsteilermengen von R.
Setze

U:=(5T):= {Hul|n eNoundVi=1,..,n:u; € SUT}
i=1

U ist dann eine Rechtsteilermenge:
(i) U ist per Konstruktion eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R

(ii) Seien w := [];_,u; € U und r € R beliebig. Wir nutzen nun aus, dass S und 7" der Ore-Bedingung
geniigen. Es gibt also ein 1 € R und ein v} € U mit ru} = uyry. Induktiv erhiilt man dann r; € R und
w; € U mit r;_qu} = w;r; fiir alle i = 1,...,n. Dann gilt r [T, u} = ([T;—; wi)rn, mit [[;—, v, € U und
r, € R.

(iii) Wir zeigen die dquivalente Eigenschaft (iii’) (2.3.7) und nutzen aus, dass S und T der Eigenschaft
(7it") geniigen. Seien v € U und r € R beliebig mit ur = 0. Da 1 € SN T kénnen wir schreiben
w="T[" st €U mits; € Sund t; € T fiir alle i = 1,...,n. Also gilt s1(t1 - ... - spt,r) = 0 und da S
(791") geniigt gibt es ein x1 € S mit 1 (t2 - ... - Sptpray) = 0. Aber auch T geniigt der Eigenschaft (i)
und somit gibt es ein y; € T mit to(ts - ...  Sptpreiyr) = 0. Induktiv erhdlt man nun zq, ..., z, € S und
Y1y ooy Yo € T mit 7 - (z1y1 - ... - nyn) = 0, wobei der rechte Faktor wieder in U liegt.
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Definition 2.4.1 (Pushout):
Seien a; : X — X; und @; : X; — P mit i = 1,2 Morphismen einer Kategorie. Das Objekt P heifit Pushout
von (a1, as) genau dann wenn die folgenden Eigenschaften erfillt sind:
(i) p10a1 = p20az
(i1) Seien v; : X; =Y mit i = 1,2 zwei weitere Morphismen derselben Kategorie mit 11 o ap = )9 0 aa,
dann gibt es genau einen Morphismus p: P —Y mit ¢; = po ; firi=1,2.

Bemerkung 2.4.2:
RU~ ist der Pushout von RS~ %5 R "% RT1.

Beweis. Zunichst einmal haben wir drei Rechtslokalisierungen (RS~ 9g), (RT !, 97), (RU~!,9y) und es
gilt ¥y (S), Yu(T) C 9y (U) C Ry;. Dann liefert die universelle Eigenschaft der Lokalisierungen die Existenz
von zwei eindeutigen Morphismen ¢; : Rg — Ry, @2 : R — Ry, welche das Diagramm

9s

R— "5 . Rs! (27)

RT! RU!

kommutativ machen. Seien nun v¢g : RS™* — Y und o7 : RT~! — Y zwei weitere Morphismen mit
hgots = prodr. Also sind ¢go0¥g(S) = Yy odr(S) und Ygovg(T) = Y o¥r(T) Teilmengen von Y* und
somit ist auch g o¥g(U) = ¢ o (U) eine Teilmenge von Y. Nun ist (RU !, ¢1) eine Rechtslokalisierung
von RS™! beziiglich ¥5(U), denn es gilt:

(i) ¢1095(U) =y (U) C (RU)*

(ii) Fiir ¢ € RU~! gibt es ein r € R und ein u € U mit ¢ = 9y (r)dy(u) ™1 = @1 095(r)(p109s(u)) ", d.h.
es gibt ein 7' := Jg(r) € RS™! und ein v’ := Jg(u) € ¥s(U) mit ¢ = 1 ()1 (v') !

(iii) Es gilt ker 9y = ass S. Zeige nun ker ¢ = ass 9g(U):

»C“: Sei ¥g(r)ds(s)™! € kerp;. Dann ist auch Jg(r) im Kern von ¢; und somit liegt r in ker(¢; o
¥g) = kerdy = ass S, d.h. es gibt ein u € U mit ru = 0. Betrachte nun dg(su) € 9s(U). Dann gilt
Is(r)0s(s) ts(su) = 0, d.h. 95(r)ds(s)~! liegt in ass Is(U).

» 2% Sei Vg (r)s(s)~t € ass ¥5(U) beliebig. Dann existiert ein ¥g(u) € 95(U) mit 9g(r)ds(s) " ds(u) = 0.
Dann gilt aber auch o1 (95 (r)9s(s) " 19s(u)) = 0. Da ¢1(Js(u)) eine Einheit ist, liegt 9g(r)ds(s)~! im Kern
von .

Analog zeigt man, dass (RU!,¢2) eine Rechtslokalisierung von RT~! beziiglich 97 (U) ist. Seien v :
RS™' =Y, 4y : RT~! = Y zwei weitere Morphismen mit ¢ otg = 15 0¥¢. Dann liefert uns die universelle
Eigenschaft der Lokalisierung zwei weitere eindeutige Morphismen p; : RU™! — Y und pp : RU™! = Y,
welche das Diagramm

R Vs . RS- (28)
iﬁ\\ iw x
Rt — s RU! >Y

kommutativ machen. Aus 1g o ¥s = ¥ o ¥ und der Eindeutigkeit von pi, po folgt unmittelbar p; = ps.
Also ist RU~! der Pushout von RS~ ¢ R Y3 RT-1. 0

Definition 2.4.3: )
Die beiden Rechtsteilermengen S und T heiffen kompatibel, falls ST = T'S(= U) gilt. Aquivalent dazu kann
man auch die beiden Figenschaften

(STI) Vs € SVt €T dtg €T dsg € S 1 s1t1 = 1989

(STQ) Vs1 € SVt €T Jtg €T dsy € S : t151 = 8ota
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fordern.

Satz 2.4.4:
Seien S und T' kompatibel. Dann sind die Ringe (RS™H)T~1 := (RS™Y)9g(T)~, R(ST)™! und (RT-1)S~1 :=
(RT~H97(5)~! zueinander isomorph.

Beweis. Zeige zunichst, dass ¥g(T) C RS™! eine Rechtsteilermenge ist.

(i) Da 1 ein Element von T ist, ist auch 1 = 9¥g(1) ein Element von ¥g(T'). Seinen ¥s(t1), ds(t2) € d5(T).
Dann ist auch 9g(t1) - g(t2) = ¥s(t1ta) € 9s(T), denn T ist multiplikativ abgeschlossen.

(i) Seien ¥s(t) € 95(T), ¥s(r)¥s(s)~t € RS~ beliebig. Da T der Ore Bedingung geniigt, gibt es ein 7’ € R
und ein ¢ € T mit tr’ = rt’. Wegen der Kompatibilitit von S und T gibt es ein s’ € S und ein ¢’ € T
mit st’ = t"s’. Wir haben nun die gewiinschten Elemente 9g(t”) € 95(T) und 95(r')9(s’)~! € RS~1
konstruiert:

Ds(r)d(s) " Is(t") = Is(r)9(s) " Is(t")0s(s")0s(s") 7! = Ds(r)d(s) "I (t"s")Is(s) 7"
= 195(7“)19(8)_1195(815/)195(8/)_1 = 195(7")193(2?/)195(8/>_1
= Is(t)9s(r)9s(s") !

S

(iii) Wir zeigen die dquivalente Eigenschaft (iii’) (2.3.7). Seien 95 (t) € 95(T), ¥s(r)ds(s)~! € RS~ beliebig
mit dg(t)Is(r)ds(s)~t = 0, d.h. tr liegt im Kern von 5. Wegen kerdg = ass S gibt es ein s € S
mit trs = 0. Da T ebenfalls der Eigenschaft (iii') geniigt, gibt es ein ¢’ € T mit rst’ = 0. AuBerdem
sind S und T kompatibel, sodass es ein ¢ € T und ein 5 € S gibt mit st’ = 5 und daher rts = 0.
Wenden wir nun g darauf an, so erhalten wir 9g(r)9s(¢)9s(3) = 0 und somit auch ds(r)ds(¢). Wegen
Vs(t) € ¥s(T) sind wir fertig.

Also existiert die Rechtslokalisierung ((RS=)T~,7;) von RS™! an ¥5(T) und analog auch die Rechtsloka-
lisierung ((RT~1)S~1,12) von RT~1 an 97(S). Wir zeigen nun, dass ((RS~1)T~1, 1 ods) eine Rechtsloka-
lisierung von R an der Menge U ist:

(i) Sei w € U. Dann gibt es ein s € S und ein t € T, sodass sich u schreiben lisst als u = st. Dann gilt
(m ods)(u) = (n109s)(s) - (N ods)(t) € (RS™H)T~1)*, denn ¥5(s) ist in RS™! eine Einheit — also
auch das Bild unter 71 — und (11 0 ¥g)(t) ist eine Einheit (d5(t) € 95(T)).

(i) Sei z € ((RS™Y)T~! beliebig. Da ((RS™')T~!, 1) eine Rechtslokalisierung von RS~! an 95(T) ist,
gibt es ein Vg (r)ds(s)™' € RS™! und ein Is(t) € I5(T) mit

o =m@s(r)ds(s) )m@s®) ™ =m@s)m@s(s) " m@st) ™" = m@s(r)m@s(ts)) "
wobei ts € T'S = U gilt.

(iii) Sei (m o ¥g)(r) = 0. Dann liegt » im Kern von 71, welcher gerade ass ¥g(T') ist. Also gibt es ein
9g(t) € ¥5(T) mit ¥g(r)ds(t) = 0. Nun ist 7t ein Element von ker dg = ass S, d.h. es gibt ein s € S
mit rts = 0. Da ts € T'S = U liegt, haben wir gezeigt kern; o ¥g C ass U. Bleibt noch die umgekehrte
Inklusion zu zeigen. Sei dazu r € ass U, d.h. es gibt ein u = ts € U = T'S mit ru = rts = 0. Also liegt
rt im Kern von ¥g und somit ¥g(r) im Kern von n;, da kern; = ass 9g(T) gilt.

Analog zeigt man, dass ((RT~1)S~! 7y 0 ¥g) eine Rechtslokalisierung von R an U ist. Da nach 2.2.2 die
Rechtslokalisierung an einer Menge U bis auf Ismorphie eindeutig ist haben wir die Isomorphie zwischen den
Ringen (RS™1)T~1 := (RS™1)95(T)~ L, R(ST)~! und (RT~1)S~! := (RT~HI7(S)~! gezeigt. O

Fiir einen spéteren Zweck zeigen wir noch:

Proposition 2.4.5:
Sei S eine Rechtsteilermengen von R. Dann ist RS™! ein flacher R-Rechtsmodul.

Beweis. Sei I ein R-Linksideal in R. Dann geniigt es nach 5.0.10 die Injektivitit von ¢ : @ g RS~ — RS™1
zu zeigen. Sei v = >, m; @ Vg(r;)¥s(s;) " ein beliebiges Element von ker ¢. Dieses Element lisst sich wie
folgt schreiben: a = Y"1 | 1@95(m;)0s(r;)Vs(s;) ™t = 10> 1 Is(mr;)¥s(s;) . Es gibt nun ein r € R und
ein s € S mit Ig(r)ds(s)t =S 1 Is(miri)ds(si)~t. Also lisst sich v schreiben als o = 1®@9g(r)dg(s) L.
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Ferner gilt 0 = o(1 ® ¥g(r)ds(s)™!) = ¥s(r)9s(s)~!. Damit liegt 7 im Kern von ¥, d.h. es gibt ein § € S
mit 78 = 0 in R. Wir erhalten somit

a=129s(r)s(s) ! =10 95(r)9s(8)0s(3) 1s(s) ™t = 1@ 9s(rd)ds(3) s(s) ™1 =0
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3 Schiefpolynomringe

Die Unterkapitel 3.1 bis einschliefllich 3.4 basieren auf [J.C. McConnell, 1987] (Seite 15 -19). Das letzte
Unterkapitel basiert auf [Grayson, 1985] (Seite 366 - 368).

3.1 Grundlegende Idee

Im Folgenden wollen wir Polynome iiber einem Ring R in der Variable x betrachten, wobei die Variable nicht
notwendigerweise mit den Elementen aus R kommutiert. Dabei soll sich jedes Polynom p eindeutig in der
Form E?:o z'a; mit a; € R und n € N schreiben lassen. Ferner fordern wir eine Gradfunktion deg, welche
von diesen Ring in die Menge N U {—oo} abbildet. Der Grad des Nullpolynoms sei als —oco definiert. Fiir
jedes andere Polynom p setzen wir degp := max{i € N : a; # 0}. Dabei soll sich der Grad wie gewohnt
Verhalten:

deg f(z)g(x) < deg f(x) + deg g(z).

Die Idee ist es, einen Ersatz fiir die Kommutativitéit zu schaffen. Wir betrachten einen Endomorphismus ¢
und fordern:
ax = zp(a)

fiir alle a € R. Ist ¢ = id, so erhalten wir den iiblichen Polynomring.

3.2 Konstruktion 1

Sei (R,+,-) ein Ring und ¢ : R — R ein Ringhomomorphismus. Dann ist R™) beziiglich + (kompo-
nentenweise) offensichtlich eine Gruppe mit neutralen Element 0 := (0);en. Fiir 7 = (r;);en setzen wir
o(r) := (p(r:))ien und kénnen ¢ damit als Element von E := End, (R™)) auffassen. AuBerdem bildet E
mit der Addition

O EXESE (9(t),6(8) = (60 6)(1) = 6(t) + v(t) (29)

und der Multiplikation
O:ExE—=E (6(t),4(1) = (¢ 0¥)E) = (¢ o ¢)(t) (30)

einen Ring. F wire auch mit der Komposition o anstelle von ® ein Ring, doch wir wollen R™) zu einem
FE-Rechtsmodul ausbauen via

w: RN x s R® (r,¢) = 1% ¢ := ¢(r) (31)
Seinen nun ¢,v € E und r,s € RN beliebig. Dann gilt einerseits
rxid=id(r) =r

und anderseits
rx(pOy)=rx@og)=od)(r)=d(r)*y=(rxg¢) .
Auflerdem gilt sowohl
(r+s)x¢p=0(r+s5) =0d(r)+o(s)=r+p+s*¢
als auch

r*x(p@Y) = (0@ Y)(r) = o(r) +9(r) =1 %P+ 1 *1).

Damit ist R™ ein E-Rechtsmodul. Wir kénnen nun R in F einbetten via Rechtsmultiplikation R < F,
r— (t+—t-r). Dabei ist ¢ - r komponentenweise zu verstehen. Betrachte nun die Abbildung

z: RN 5 RN (r)ien = (0(ri-1))ien (32)
wobei wir rg := 0 setzen. Ferner ist x ein Element von E, denn es gilt fiir (;)ien, (s:)ien € RM:
(ro)iens (si)ien = (1 + s3)ien = (9(ric1 + si-1)ien) = ((ri1) + @(si-1))ien = ((r3)ien) + 2((s0)ien),
d.h. z ist additiv und somit in E. Auflerdem gilt auch die folgende Relation:

(ri)ien * @ = z((ri)ien) = (p(ri-1))ien =t @((1i-1)ien). (33)
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Bezeichne jetzt S den Unterring von E, welcher von R und x erzeugt wird. Im Folgenden werden wir aus
Griinden der Lesbarkeit einfach nur r fiir die Abbildung ¢ + ¢ - r schreiben. In S gilt nun

a®z=21z0 p(a) fir alle a € R. (34)

In der Tat ist

(@ ©2)((ri)iew) = 2(a((ri)ien)) = 2((ria)ien) = (ria)ien * = = @((ri1a)ier)

und anderseits gilt
(z © p(a))((ri)ien) = @(a)(((ri)ien)) = (@) (p((ri-1)ien)) = (p(ri-1)p(a))ien = @((ri-10)ien),

da ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Mit der Relation (34) kann jedes Element von S in der Form Y . z'®a;
geschrieben werden. Die Eindeutigkeit dieser Darstellung zeigen wir wie folgt: Sei zunéchst Z?:o r'0a; €8
beliebig vorgegeben, dann gilt

(1,0,0,. Zz @aZ—Z(JEiQaZ)lOO zn:azox )(1,0,0,...)

=0

- Zal (1,0,0,-.0) 23" a,(0,4,1,0,0,...) = (as)ien,
1=0

s

(35)

3

denn ¢ ist ein Ringhomomorphismus. Durch (35) ist das Polynom nun eindeutig durch seine Koeffizienten
bestimmt. Mit anderen Worten (z*);cn, ist eine Basis des R-Rechtsmoduls S.

Definition 3.2.1 (Schiefpolynomring):
Setze R[x, ] := S. Wir nennen den Ring (R[z,¢],®,®) den Schiefpolynomring (von R beziiglich ¢ ).

3.3 Konstruktion IT

Wir geben nun eine alternative Konstruktion fiir den Schiefpolynomring an. Sei erneut (R, +, -) ein Ring und
¢ : R = R ein Ringhomomorphismus. Wir betrachten nun den freien R-Rechtsmodul T" := GanENo R mit der
Skalarmultiplikation *. Wir identifzieren den i-ten Einheitsvektor mit 2* und bauen T zu einem Ring aus:

Satz 3.3.1:
T besitzt genau eine Multiplikation -, welche (T, +,) zu einem Ring macht und den folgenden beiden FEigen-
schaften gentigt

(i) %29 = 29 Vi, jeN

(ii) (% x7) -2 =a- (2% p(r))
Beweis. Offenbar lisst sich jedes f € T schreiben als f = Y1 ;2 x ;. Sei nun auch g := dito i xb; €T
beliebig. Da T durch - ein Ring werden soll, erzwingt das Distributivgesetz zusammen mit (i) und (ii)
f-9:=7>% x2Fep mit ¢ = Zf:o ©*=(a;)b_;. Wir erhalten also eine eindeutig definierte Multiplikation
- T'xT — T. Wir miissen noch zeigen, dass (T, +, -) ein Ring ist. Klar ist, dass (T, 4) eine abelsche Gruppe
ist. Wir schreiben nun einfach 277 und meinen damit z7 % r fiir r € R. Seien nun f := 3. z%a;, g := Zj zIb;

und h =Y, 2¥¢, € T beliebig.
e (T,-) ist ein Monoid:

— Assoziativitét:
Einerseits gilt

i k
= (Z xidi) . (Z xkck) = Zxkek mit d; = Zgoi*j(aj)bi,j und e = Zcpk*l(dl)ck,l
i k k 3=0 1=0

und anderseits ist
k
= (Z xiai)-(z mjd Zx e mit d = Z(p] l i)cj—i und er = Zg@k_l(al)dk,l.
i j 1=0
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Wir zeigen nun ej = e, und schreiben dazu ey, geschickt auf:

Cr = ‘Pk(GO)Wk(bO)Ck
+ " (ao)e"(b1) k-1 + ¢ (a1)" T (bo)ek—1
+ " (a0) " 2 (b2)er—2 + " (a1) " T (1) er—2 + "2 (a2) " 2 (bo)cr 2
+ ...
+ " (a0) ¢ (bi)co + ¢* (a1 (br—1)co + ©* 2 (a2)° (br—2)co + ... + ¢ (ar)° (bo)co

Wenn wir nun ,spaltenweise“ addieren konnen wir jeweils den Faktor ¢*(a;) ausklammern und
die Summe umschreiben. Diese hat dann genau die Gestalt von ey

— neutrales Element:

e rechtsdistributiv:

k k k
(f+9)- Zx (a; +bi)-h= Zfﬂkzwk Nag + by)cg—y = Zxkzwk Nag)er— z+zxkz<ﬁk7l(bl)ck—z
% o %

1=0 1=0 1=0
=f-h+g-h

e linksdistributiv:

k
Folg+h)=F "y G Ha)bhi+cr)=F-g+fh
k

=0

Wir zeigen nun, dass T isomorph zu R[z, ¢] ist. Betrachte dazu die Abbildung
~v:T = Rz, ¢] ZmaZHZZ‘ ®a;

7 ist ein Isomorphismus von R-Rechtsmoduln, da v offenbar R-linear ist und die Basis (2%);cn, von T bzw.
Rz, ¢] ineinander iiberfiihrt.Die Multiplikativitit erhilt man unmittelbar aus der folgenden Identitét:

v(@taixlay) = (@I (ai)a;) = 2 O @I (ai)a; = (2" © a;) © (a7 ©a;) Vi, j € No
Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:
Satz 3.3.2:
Es gilt T = Rz, o).

Bemerkung 3.3.3:

Alternativ kann man anstelle von ax = xz¢(a) auch die Relation xa = p(a)x fordern. Die Polynome lassen
sich dann eindeutig in der Form Y i a;x" schreiben.

In 3.1 haben wir noch die Gradfunktion gefordert, welche sich wie gewohnt Verhalten soll.

Definition 3.3.4:

Sei R ein Ring und ¢ ein Ringendomorphismus tiber R. Wir definieren die Gradfunktion deg : Rlx, ] —
No U {—o0} durch deg(f) :=n fir f =31 ,z'a; € Rz, ¢] \ {0} mit a, # 0 und deg(0) := —oc.

Satz 3.3.5:

Sei R ein Ring und ¢ ein Ringendomorphismus iber R. Ferner seien zwei Polynome f =Y.' x'a; € R[z, ¢],
g=>",x; € Rz, | gegeben. Dann gilt

deg(f - g) < deg(f) + deg(g). (36)

Beweis. Ist f =0 oder g = 0, so gilt (36) offenbar. Seien deshalb nun f und g von 0 verschieden.
Bei der Multiplikation von f mit g brauchen wir nur den Summanden z"a,x™b, = " ™™ (a, )by, zu

betrachten. Gilt ¢™(a,) # 0, so ist der Grad von f - g gleich n + m = deg(f) + deg(g). Andernfalls gilt
deg(f - g) < deg(f) + deg(g). =
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3.4 Eigenschaften

Satz 3.4.1 (Universelle Eigenschaft):

Seien ¢ : R — S, : R — R Ringhomomorphismen und y € S geniige der Bedingung ¥ (a)y = yy(e(a)) fir
alle a € R. Dann existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus x : Rlx,¢] — S, sodass x(x) =y gilt und
das Diagramm

R —— Rlz,¢] (37)

x - .
¥ T
p

S

kommutiert.

Beweis. Eindeutigkeit: Erfiille sowohl x als auch y die obigen Bedingungen. Dann stimmen y und Y auf R
iiberein. Auflerdem gilt x(z) = y = X(«). Nun gilt fiir ) . 2’a; € Rz, ¢|:

(e = 3" (@) xa) = 3 x(@) Ta) = X(3a'an).

d.h. x =%.
Existenz: Definiere x : R[z,¢] — S via >, z'a; = >, y'b(a;). Seien nun Y, za;, > z9b; € R[z, ¢] beliebig,
dann gilt sowohl

X(Z xiaﬂrz 27b;) = X(Z ' (ai+bs)) = Zyiw(a#bj) = Zyiw(ai)+z ¥4 (b;) Zw a;)+x( Zxﬂb )

als auch

X(Z zla; - ijbj) Zm a;z’b;) Zx’” Zylﬂw Zy Y(ai) Z 1p(by)
Zx a;) ijb

X ist somit ein Ringhomomorphismus der das Diagramm (37) kommutativ macht und y(z) = y erfiillt. O

Bemerkung 3.4.2: (i) Die universelle Eigenschaft liefert uns fiir den Fall R = S und y € R einen ein-
deutigen Ringhomomorphismus xy : R[z,¢] = R mit x,(z) = y. Wir nennen x, den FEinsetzungsho-
momorphismus zu y. Firy € R und p € Rlx, ] setzen wir p(y) := xy(p).

(i1) Firp € Rlx, @] gilt p(0) =0 genau dann, wenn p in x - Rz, @] liegt.
Zu einem spéteren Zweck zeigen wir noch den folgenden Satz.

Satz 3.4.3: (i) Sei R ein nullteilerfreier Ring und ¢ ein injektiver Ringendomorphismus von R, dann gilt
fir f,g € Rlz, ]
deg(fg) = deg(f) + deg(g) (38)

(ii) Ist R ein Schiefkérper und ¢ ein Ringendomorphismus von R, so ist ¢ injektiv.

Beweis. Zu (i): Ist f = 0 oder g = 0, so sind wir fertig. Seien also f, g von 0 verschieden, etwa f = Y"1 z'a;
und g = Y. 2'b;. Der entscheidende Summand fiir den Grad ist wieder 2"a,z™b,, = "™ (ap)bpm,
welcher von 0 verschieden ist, da ¢ injektiv und R nullteilerfrei ist.

Zu (ii): Angenommen es gibt ein r € R\ {0} mit (r) = 0. Dann gilt 1 = (1) = o(r-r~1) = p(r)p(r~1) = 0.
Dies ist ein Widerspruch, da in einem Schiefkorper stets 1 # 0 gilt. O
Lemma 3.4.4:

Sei R ein Schiefkorper und ¢ ein Ringautomorphismus von. Dann ist Rz, | ein euklidischer Ring. Mit
anderen Worten gibt es fir zwei Polynome f,g € Kz, ] mit g # 0 stets Polynome q,v € Klx,¢| mit
f=qg+7r und degr < degg.
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Beweis. Nach 3.4.3 haben wir die Injektivitit von ¢ und die Identitéit deg(fg) = deg(f)+deg(g). Der Beweis
geht ananlog zum kommutativen Fall (o = id). Seien f,g € K|z, ] mit g # 0 und m := degg < deg f =: n
beliebig. Wir beweisen per Induktion {iber n.

(IA) n=0: trivial. W&hle g =0 und r = f

(IS) n — 1 — n : Schreibe f = z™a, + ... + ap und g = ™b,, + ... + by mit ay,,b,, # 0. Wir kénnen nun
q = a"" " ™ (a,b,t) € K[z, ] bilden, da R ein Schiefkérper und n > m ist. Dies wird unser erster Term
im Ergebnis der Division. Wir erhalten nun

f—dg=a"an+...+ao— 2" "9 ™ (anb;}) - (b + ... + bo)

Da sich der Term x"a,, weghebt, ist deg(f — ¢'g) < n. Damit kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf
f — ¢'g anwenden und erhalten so Polynome ¢”,r € K|z, ¢] mit degr < degg und f —¢'g = ¢"g + r. Wir
erhalten mit ¢ := ¢’ + ¢” den gewiinschten Ausdruck f = qg +r.

O

Bemerkung 3.4.5 (Euklidischer Algorithmus):
Seien die Voraussetzung wie in 3.4.4 gegeben und setze ro := f und r1 := g. Fiihre nun sukzessive Polynom-
divisionen wie in 3.4.4 durch:

ro = qoT1 + T2 degry < degry,
L =q1T2 + 173 degrg < degrg,
Tn—2 =Qqn—2Tn—1+7Tn deg Tn < deg Tn—-1,

T"n—1 = (qn—-1Tn

Dann ist r,, der grifite gemeinsame Rechtsteiler von f und g. Rz, | erfillt 3.4.4 auch dann, wenn man die
Gleichung f = qg +r durch f = gq + r ersetzt. Der Beweis verlduft vollig analog. Damit erhdlt man einen
analogen Algorithmus umd den grifiten gemeinsamen Linksteiler von f und g zu bestimmen.

Satz 3.4.6:
Sei R ein Ring und ¢ ein Ringendomorphismus von R, dann gelten fir S := R|z, ] die folgenden Aussagen:

(i) Ist ¢ injektiv und R ein Integrititsbereich, so ist auch S ein Integrititsbereich
(ii) Ist R ein Schiefkirper ¢ ein Automorphismus, so ist S ein Rechtshauptidealring

(iii) Ist v ein Automorphismus und ist R rechts (oder links) noethersch, so auch S

Beweis.

Zu (i): Seien f = Y7  2'a;, g = Z;nzo xIb; € S mit an, by, # 0. Da ¢ injektiv und R ein Integrititsbereich
ist, hat f-g den Grad n + m und somit ist fg von 0 verschieden.

Zu (ii): Sei I # ) ein rechtsseitiges Ideal in S, welches ein von 0 verschiedenes Element vom Grad n
enthélt. Dann enthélt I auch ein normiertes Element vom Grad n. Nach 3.4.4 haben wir einen euklidischen
Algorithmus. Dieser Algorithmus zeigt uns, dass I von einem Element minimalen Grades erzeugt wird.

Zu (iii): Sei R rechts noethersch. Da ¢ ein Automorphismus ist, kann jedes Element aus S alternativ in der
Form Y~ b;x® geschrieben werden. Sei I ein rechtsseitiges Ideal von S und I,, die Menge der Leitkoeffizienten
von Elementen aus I mit Grad < n. Die Idealeigenschaften von I machen auch I,, zu einem Ideal von R,
dem sogenannten n-ten fithrenden Rechtsideal. Per Konstruktion ist I,, eine Teilmenge von I,, 1. Ferner gilt:

Wenn I’ ein weiteres rechtsseitiges Ideal von S ist mit I C I’ und I,, = I, fiir alle n € Ny dann gilt I = I’

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Wéhle ein Element minimalen Grades aus I’\ I aus, sagen wir vom
Grad m. Dann sind I,,, und I/, verschieden. Widerspruch. Betrachte nun die aufsteigende Kette Lo C Ly C ...
von rechtsseitigen Idealen von S und bezeichne L;, das n-te fithrende Rechtsideal von L;. Fiir das Array
{L; nli,n > 0} gilt nun L; ; C Ly, ., fiir alle ¢ < k und alle j < m. Die aufsteigende Kette {L; ;i > 0} von
Rechtsidealen von R wird stabil, sagen wir ab L; ;, da R rechts noethersch ist. Fiir alle n € Ng mit n < j —1
stabilisiert nun auch die Kette {L;,|i > 0}, sagen wir bei k,,. Setze nun m := max{j, ko, k1, ..., k;—1}, dann
gilt fiir alle ¢ > m und alle n € Ny : L; 5, = Ly, ,,. Dies impliziert aber unmittelbar L; = L,,, d.h. S ist rechts
noethersch. Analog zeigt man die Behauptung fiir links noethersch. O
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Bemerkung 3.4.7:

Es sei R ein Ring der Charakteristik p und ¢ der Frobeniusendomorphismus von R. Ist @ nicht bijektiv, so ist
der Schiefpolynomring R|x, ¢] auch dann nicht noethersch, wenn R noethersch ist. Wie Emerton gezeigt hat,
handelt es sich allerdings stets um einen sogenannten kohdrenten Ring (vgl. [Emerton, 2008], Proposition
1.3 und Bemerkung vor Lemma 1.1).

Bemerkung 3.4.8:

Es sei R ein Ring und ¢ : R — R ein Automorphismus. Setze R[z,x7 1, o] := (R[x,¢])[z7t, ¢ 71]. Jedes
Element q aus R[z,z~ "', ¢] kann in der Form ..z~ "'p; mit p; € Rlz, | und n € N geschrieben werden.
Fiir jedes p; miti=1,...,n gibt es ein n; € N und a;; € R fiir j = 1,...,n;, sodass sich p; schreiben ldsst als
pi=20 zIa;;. Nun gilt

n n n; n  n; m

q= Zx_ipi = Zx_i Zaﬂjaij = Z ij_iaij = Z xkck
=0 i=0 §=0

=0 j=0 k=—m

fiir geeignetes m € N und geeignete ¢, fir k= —m,—m+1,...m —1,m.

3.5 Eine Lokalisierung der projektiven Schiefgeraden
Sei ab jetzt K stets ein Schiefkdérper und ¢ ein Automorphismus iiber K. Wir setzen RT := K|z, ] und

R~ := K[z~ 1, ¢~ !]. Wir zeigen nun einige Eigenschaften fiir R*, welche sich véllig analog auf R~ iibertragen
lassen.
Satz 3.5.1:
R™T ist nullteilerfrei.
Beweis. Folgt aus 3.4.3 und 3.4.6. O
Satz 3.5.2:
Die Mengen
ST .= R"\ {0} S i=RM\ {Z z'a; € R 1 ag = 0}
i=0
S™:= R\ {0} Sy = Rf\{inaiERfsao:O}
i=0

sind Teilermengen von Rt respektive von R™.

Beweis. Wir zeigen lediglich, dass St und S{}' Rechtsteilermenge von RT sind. Analog zeigt man dann, dass
S+ und S{ Linksteilermengen sind.

(i) ST und S sind offensichtlich multiplikative abgeschlossene Teilmengen von R™.

(i) Zu S*: Setze fir j € N R; := {f € RT : deg(f) < j}. Seien f € R und s € ST beliebig mit
m := deg(f) und n := deg(s). Betrachte nun die Abbildung ¢ : R,, ® Ry, = Rimyn  (u,v) — fu — sv.
Seien (u,v), (v',v") € Ry @ R, und A € K beliebig. Dann gilt einerseits

P((u,v)+(u',v") = Y((utu',v+0")) = futu')—s(v+v') = fu—sv+ fu' —sv’ = P((u,v))+((u',v"))

und anderseits
P((u,0)A) = P((ud, vA)) = ful — svAd = P((u, v))A,
d.h. ¢ ist K-linear. Wir bemerken noch, dass die K-Dimension von R; gerade j + 1 ist. Dann gilt

m+14+n+1=dimg(R, & R,) =dimg ker ¢ + dimg im ¢ < dimg kertp + m+n + 1.

Also ist die K-Dimension des Kerns von ¢ mindestens 1, d.h. es gibt ein von (0,0) verschiedenes
Element (u,v) € R, & R, mit 0 = ¥((u,v)) = fu — sv. Wire u ein Element von R* \ ST = {0}, so
wiirde sv = 0 gelten. Wegen s € ST (s # 0) und der Nullteilerfreiheit von RT folgt v = 0. Dies ist ein
Widerspruch, also ist u € S™. Wir haben fiir f € RT und s € ST nun ein © € ST und ein v € R™
gefunden mit fu = sv.
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Zu S;: Wir gehen genau wie oben vor. Wenn u € R+ \ S liegt (u(0) = 0), dann gilt s(0)v(0) = 0 und
— da s(0) von 0 verschieden ist — es folgt auch v(0) = 0. Es gilt fu = sv. Dividieren wir nun durch eine
geeignete Potenz von z, so erhalten wir u/,v’ mit fu’ = sv’ und v’ € Si,v' € R*.

(iil) Wir bemerken zuniichst, dass die Nullteilerfreiheit von Rt unmittelbar ass S* = {0} = ass S; impli-
ziert.
Zu ST: Seien 5 = s +ass ST € ST und 7 = r + ass ST € RT mit 5-7 = 0 beliebig. Dann ist sr = 0
und somit r = 0, da s von 0 verschieden ist und R nullteilerfrei ist. Also gilt 7 = 0.
Zu S{}': Seien 5 = s +ass Sf € Sf und ¥ = r + ass Sy € RT mit 5-7 = 0 beliebig. Dann ist sr = 0
und somit r = 0, da s von 0 verschieden ist und R* nullteilerfrei ist. Also gilt ¥ = 0.

Véllig analog zeigt man auch, dass S~ und S Teilermengen von R~ sind. O

Setze BY := (Sf)"'R* = R*(Sf)~!, B~ := (S;) 'R~ =2 R~ (Sy;)~, X* = {2' : i € Ng} C R* und
X~ :={z7%:i € Ng} C R™. Die beiden Mengen X+ und X~ sind offenbar Rechtsteilermengen. Da ¢
bijektiv ist, sind diese beiden Mengen auch Linksteilermengen und somit Teilermengen.

Satz 3.5.3:

Sowohl Sg und X+ als auch Sy und X~ sind kompatibel.

Beweis. Zeige, dass Sar und X T kompatibel sind. Der Beweis fiir S; und X~ geht analog. Wir miissen
die Eigenschaften (ST1) und (ST2) nachweisen (Definition 2.4.3). Seien 27 € X+ und Y.I"  2"a, € S&
beliebig. Dann gilt:

(ST1) 27 Zx”an = Z:p”(pfj(an) -
n=0 n=0

m m
(ST2) Z "y, -1l = 2’ Z " (ay,)
n=0 n=0
Dabei sei angemerkt, dass per Voraussetzung ag von 0 verschieden und ¢ injektiv ist. O

Satz 3.5.4:
Es gilt: St = S X+ (= XTS7).

Beweis. ,2 “: Seiz? Y a"a, € XS beliebig. Dann gilt 27 Y- a"a, =Y. 3" a, € ST, denn ag
ist von 0 verschieden.

C “:8ei 3™ z™a, € ST beliebig. Ist ag # 0, so sind wir fertig. Sei also ag = 0. Dann gibt es ein minimales
» n=0 g ) g g
no € N mit a,, # 0 und a; = 0 fiir alle 7 < ng. Also ist >3 ja"a, = 370 a"a, = ™ Y """ 2 an, 1n

ein Element von X*S; . O

Setze B* := Bt[z71]:= BYH(X")~! = (RT(S{) " )(X ) ' = RY(SFf X))~ = RT(SH)~L

Bemerkung 3.5.5:

Im Folgenden betrachten wir Polynome aus den Mengen X+, S3, 5%, X+ SI,S* in den oben genannten
Lokalisierungen und schreiben dafir nur f anstelle von 9(f), wobei ¥ den zur jeweiligen Lokalisierung
gehorenden Ringhomomorphismus bezeichnet. Dies kénnen wir tun, da ¥ in den genannten Fillen stets
injektiv ist. Dies liegt daran, dass K[z, ] nach 3.4.6 ein Integrititsbereich ist.

Satz 3.5.6:

B* st ein Schiefkorper.

Beweis. Sei f € BT\ {0}. Dann gibt es ein ¢ € RT und ein A~ € ST mit f = gh™!. Nun ist g von 0
verschieden, d.h. g € ST, und damit exisitiert f=! := hg=! € BF. Offenbar gilt ff~' = f~1f = 1. O
Setze nun BT := B7[(z71) 71 :=B (X)) = (R (Sy) )X ) ' RSy X~ )" =R~ (S7)"..
Bemerkung 3.5.7:

R* und R~ sind nullteilerfrei. Nach 2.3.10 sind damit die kanonischen Ringhomomorphismen Bt — B+
und B~ — BT injektiv. Wir konnen also BT als Teilmenge von B* und B~ als Teilmenge von BT auffassen.

Satz 3.5.8:
B* und BF sind zueinander isomorph.
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Beweis. Wir wenden zuniichst die universelle Eigenschaft (3.4.1) an, um die Isomorphie R = R™ zu zeigen.
Fiir alle a € K gilt

o pla)r = zp(p 1(a)) = za in RY := K[z, ¢]
e p@ ! = a g (p(@) = aa in B = Klol, ]

und es gilt x € Rt und 27! € R~. Damit sind die Voraussetzung von 3.4.1 erfiillt und wir erhalten zwei
kommutative Diagramme:

K Rt K R~

7 T

\ A \ A

R™ Rt
Dann kommutieren sowohl
K—>Rt—Y- R wd K—>R —X=Rt
A T
\ idy, \ idgs
R- Rt

als auch

Nach der universellen Eigenschaft (3.4.1) gilt nun x o ¢y = idg-, ¥ o x = idg+ und folglich sind ), x
Isomorphismen. Diese Isomorphismen erfiillen nach 3.4.1 auch x(x~!) = z und ¥ (z) = 27!, sodass ST C R*
und S~ C R~ zueinander isomorph sind. Wir wenden nun die universelle Eigenschaft der Lokalisierung (2.2.1)

an. In unserer Situtation sind die Voraussetzung von 2.2.1 erfiillt, sodass die beiden Diagramme O
R~ R R=(S7)! R~ R* RT(S+)~t
7 T
RT(S*)~t R=(S7)1

kommutativ sind. Dann kommutieren sowohl

R 2Rt — >R (5)"'—2=RHS*)! wnd R =Rt — > RH(SH) ! 2= R(5)"!

7 7
o idR+(S+)_1 ) v'"idR_(S_)_l

R+(5+)_1 R‘(S’_)_1
als auch

R =Rt — >R (5)' 2~ RS wd R =Rt — >R SH) ' —2=R(57)"

\ T 57 \ ‘*T 7

RT(ST)~1 R=(S7)!
Analog zu obigen Vorgehen erhalten wir, dass o und /3 Isomorphismen sind. Also gilt B¥ = RT(S*)~! =
R=(S7)"! = B¥.
Nun kénnen wir noch den Ring B := BTN B~ C B* definieren.
Satz 3.5.9:

B besteht aus allen Briichen fg=* mit f,g € R, g(0) # 0 und deg(g) > deg(f).

23



Beweis. Sei fg~! € B C B* mit f € R* und g € S; und sei n := max{deg(f),deg(g)}. Setze G(z~!) :=
g(x)z™™ und F(z~1) := f(x)z~™. Dann liegen G, F in R~ und es gilt FG~! = fg=! € B~. Also gibt es ein
Jin R~ und ein H € Sy, sodass FG™' = JH~!. Da S; eine Rechtsteilermenge in R~ ist, gibt es nun ein
L€ R undein F € S; mit HL = GE. Dann gilt FE = FG~'GE = JH 'HL = JL. Da ¢(0) verschieden
von 0 ist, ist auch G # 0. Da B nullteilerfrei ist und E, H in Sy liegen, folgt aus HL = GE sofort L # 0.
Insgesamt haben wir G,L € S~ und E,H € S; (< z ! { E,H). Wir zeigen nun, dass G nicht von z~*
geteilt wird. Angenommen G wird von 2! geteilt, d.h. G liegt nicht in S(;l. Dann liegt auch HL = GE
nicht in Sy!, da der konstante Koeffizient von G gleich 0 ist. Wegen H € S; kann L nicht in S liegen,
d.h. 271 ist ein Teiler von L. Also liegt auch FE = JL nicht in Sy . Wegen E € Sy darf nun F nicht in Sy
liegen. Mit anderen Worten 2! ist ein Teiler von F und G. Dies steht im Widerspruch zur Maximalitit von
n. Also wird G nicht von 27! geteilt und somit gilt n = deg(g) > deg(f). O

Definition 3.5.10 (Jacobson-Radikal):
Sei R ein Ring. Dann ist das Jacobson-Radikal von R definiert als der Schnitt aller maximalen Linksideale
von R.

Wir wollen nun das Radikal von B bestimmen. Betrachte die Abbildungen p: Rt — K respektive p: R~ —
K definiert durch f — f(0) . Diese Abbildungen sind die Einsetzungshomomorphismen zu 0 (siche auch
3.4.2). Mit anderen Worten bilden diese Ringhomomorphismen ein Polynom lediglich auf dessen konstanten
Koeffizienten ab. Wegen p(f) = f(0) € K* = K \ {0} fiir alle f aus S§ U Sy, gilt p(Sy) € K* und
p(Sy) € K*. Die universelle Eigenschaft der Lokalisierung (2.2.1) liefert uns dann zwei eindeutige Ring-
homomorphismen pg : BT — K, poo : B~ — K mit pgod; = p und pe 0 9_ = p, wobei 9, respektive
¥_ den zur jeweiligen Lokalisierung gehorenden (injektiven) Ringhomomorphismus bezeichnet. Insbesondere
gilt po(z) = 0 und poo(z~1) = 0.

Satz 3.5.11:

Iy :=ker pg C BT und I := ker poo C B~ sind mazimale Linksideale und mazimale Rechtsideale.

Beweis. Sei I ein Links-/Rechtsideal in BT mit Iy € I € BT. Dann gibt es ein fg=! in I\ Ip. Also gilt
po(fg=1) # 0 und somit ist auch po(f) # 0, d.-h. f(0) # 0. Damit ist fg~! eine Einheit in B+ und somit
I = BT, d.h. I ist maximal. Analog zeigt man, dass I, maximal in B~ ist. O

Satz 3.5.12:
Es gilt Bt \ Iy = (BT)* und B~ \ I = (B™)*

Beweis. ,C “: Ersetze I im Beweis von 3.5.11 durch BT bezichungsweise B~.
»2 “: Sei f eine Einheit in BT, d.h. es gibt ein g € B mit fg = 1. Also gilt po(fg) = 1 und somit liegt f
in BT\ Iy. Analog beweist man den zweiten Teil, indem man BT durch B~ und po durch ps, ersetzt. O

Satz 3.5.13:
Iy ist das einzige mazimal Ideal von Bt und I, ist das einzige mazimale Ideal von B~ . Also sind B' und
B~ lokale Ringe.

Beweis. Wir zeigen wieder nur die erste Aussage, da der Beweis fiir die zweite Aussage analog geht. Sei [
ein weiteres maximales Ideal in B*. Wegen 3.5.12 ist BT gerade die disjunkte Vereinigung von (B¥)* mit
Iy. Da I maximal ist —und somit keine Einheit enthélt— folgt I = Ij. O

Wir setzen nun Jy := Ip N B und J := I N B.

Satz 3.5.14:
Es gilt B* = B\ (JoU J).

Beweis. ,C%: Sei f € B*, d.h. es gibt ein g € B mit fg = 1. Also ist po(fg) =1 und poo(fg) = 1 und somit
sind po(f) und poo (f) von 0 verschieden.

,2% Sei fg~t € B\ (JoUJoo) mit f € RT und g € Sf, d.h. po(fg™!) und poo(fg~?) sind von 0 verschieden.
Wir kénnen f und g wie folgt darstellen: f = z™a,, + ... + ap = ¢"(an)z™ + ... + ¢(a1) + ag = (p"(a,) +
e+ apx™™)2™ und g = by 4+ ... + by = " (b)x™ + oo + ©(b1)x + by = (@™ (by) + ... + bz ™) ™.
Damit lisst sich das Inverse von g schreiben als g~ = =™ (p™(b,,) + ... + bpz™™)~! und es gilt fg=! =
(@™ (an) + ... + agz=™)z" ™ (@™ (b)) + ... + bz ~™) L. Wir zeigen nun, das m < n gilt. Angenommen m > n,
dann wiire poo (f971) = poo (@™ (an)+--+a0Z™™) Poo (™) poo (™ (b ) +-..+boz™™) 1) = 0 im Widerspruch
zu fg7' & Joo. Wegen f(0) # 0 und 3.5.9 liegt gf ! in B. Also ist fg~! eine Einheit in B. O
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Satz 3.5.15:
Jo und Jo sind maximale Ideale in B und B besitzt kein anderes mazximales Ideal.

Beweis. Wir bemerken zuniichst, dass Jy\ Jo und J \ Jo jeweils nicht leer sind. Betrachte dazu z(z+1)"1 €
B. Es gilt po(z(z+1)~1) = po(z)po((x+1)"1) = 0 einerseits und poo (z(2+1)71) = poo(z-2~ - (1427171 =
poo(l +271)71 # 0 anderseits, d.h. Jy \ Jo ist nicht leer. Analog zeigt man, dass J, \ Jo mindestens ein
Element enthilt.

Wir zeigen nun die Maximalitét von Jy. Der Beweis fiir die Maximalitdt von J, geht analog. Wir nehmen

an, dass Jy nicht maximal ist. Dann gibt es nach dem Lemma von Zorn ein maximales Ideal C' C B, welches

das echte Ideal Jy enthélt. Also gilt Jo C C C B 3514 pxyy (JoUJx). Seinun B € C\ Jp und v € C'\ Jwo.

Dabei ist die Menge C'\ J, nicht leer, da sie Jy und somit auch Jy \ Jo enthélt. Wire nun auch g € C'\ J
respektive v € C'\ Jyp, so wére auch S in (C'\ Jo) N (C'\ Jx) = C\ (JoU Jx) € B\ (JoU Js) = B* enthalten
beziehungsweise v € B*. Dann wére aber C' = B. Also muss gelten 8 ¢ C' \ J und v € C'\ Jy. Nun ist
sowohl po(B+7) = po(8) + po() = po(B) als atich p(B+7) = poc(8) + poc(7) = poc(8) von 0 verschieden,
d.h. B+~ liegt in C'\ (JoU Joo) C B\ (Jo U Js) = B*. Also gilt B = C im Widerspruch zur Maximalitéit
von C. Bleibt zu zeigen, dass es kein weiteres maximales Ideal C in B gibt. Sei C' ein weiteres maximales
Ideal in B, welches von Jy und J verschieden ist. Wegen 3.5.14 muss C in Jy U J enthalten sein. Nun
gibt es ein B € C'\ Jy und ein v € C \ J». Mit derselben Argumentation wie gerade erhalten wir einen
Widerspruch. O

Wir haben nun folgendes gezeigt:

Satz 3.5.16:

Das Jacobson-Radikal von B ist Jo N Jx.

Wir erhalten nun einen Ringhomomorphismus p: B — K x K via p := (po, poo) mit ker p = Jo N Joo

Satz 3.5.17:
p ist surjektiv.

Beweis. Sei (a,b) € K x K beliebig. Wihle f(z) = (zo 1(b) +a)(z+ 1)t = (b+az )1 +271)"t € B.
Dann gilt p(f) = (a,b). O

Wir fiihren nun einige Abkiirzungen ein:

Definition 3.5.18:

Setze Tt := BN (BY)*, T~ := BN (B™)* und T* := BN (B*)*.
Satz 3.5.19:

Fiir die oben definierten Mengen gelten die folgenden Relationen

(i) TV ={fg ' € B: f,g€ R*,g(0) #0, f(0) # 0,deg f < deg g}
(i) T~ ={fg ' € B: f,g € R",g(0) # 0,deg f = deg g}
(iii) T+ = B\ {0}

Beweis. Zu (i): Wir bemerken, dass T+ = B (B+)* *Z'% Bn (B*+\ Iy) gilt .
»C “: Wegen 3.5.9 bleibt fiir fg=t € BN (B \ Iy) nur f(0) # 0 zu zeigen. Dies ist aber klar, da fg~! nicht
in Iy liegt.

,2 “:Sei fgo! € Bmit f,g € RT, g(0) # 0, f(0) # 0 und degg < deg f. Da f(0) von 0 verschieden ist,
liegt f sogar in S7 und somit existiert das Inverse von f in B*. Dann ist aber fg~! auch eine Einheit in B*.
Zu (ii): Wir bemerken, dass T~ = BN (B~)* 522 Bn (B7\ Io) gilt .

,C “:Sei fg7r € BN (B~ \ I). Dann sind f, g in RT enthalten, g(0) ist von 0 verschieden, der Grad von
g ist groBergleich dem Grad f und es gilt poo(fg~!) # 0. Angenommen m := degg > deg f := n. Wie wir
schon im Beweis von 3.5.14 gesehen haben, folgt dann po.(fg~!) = 0. Also muss deg(f) = deg(g) gelten.
,2 “:Sel fgo' € B mit f,g € R*, g(0) # 0 mit deg(f) = deg(g). Schreibe f = >"  z%a; und
g= ZTZO 27b;. Erneut liefert uns der Beweis von 3.5.14

Poo(fgil) = Poo(%ﬁn(an) + .+ anin)pw(Inim)POO(Wm(bm) + ...+ bOxim)il = Sﬁn(an)Wm(bm) #0
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Also liegt fg=' in BN (B~ \ I).

Zu (iii): Da BT ist ein Schiefkorper, gilt (BT)* = B* \ {0}. Dann gilt aber auch T+ = B\ {0}. O

Satz 3.5.20:
Bt, B~ respektive B* sind Rechtslokalisierungen von B beziglich T+, T~ respektive T+ mit der jeweiligen
kanonischen Einbettung 94 : B — BT, 9_ : B — B~ respektive 9+ : B — BT, jeweils definiert durch

fgte fgot

Beweis. Die Nullteilerfreiheit der Ringe liefert uns sofort die Injektivitdt der gegebenen Abbildungen. Die
Nullteilerfreiheit liefert uns auch sofort die Eigenschaft (iii) einer Rechtslokalisierung:

kerdy =ass TT kerd_ =ass T~ kerdy = ass T+,

da alle genannten Ideale 0 sind. Wegen T+ C (B*)*, T~ C (B7)* und T* C (B*)* ist auch Eigenschaft
(i) einer Rechtslokalisierung unmittelbar erfiillt. Lediglich die Eigenschaft (ii) erfordert noch etwas Arbeit.
Sei fg=! € B mit f € R und g € S;. Wir bestimmen nun f € B und § € T+ mit fg~' = fg— L.
Setze b := max{0,deg f — degg} und h := (1 + x)’g € S;". Nun gilt deg(h) = b + deg(g) > deg f. Nach
3.5.9 liegt dann f := fh~1 in B. Offenbar gilt auch § := (1+2)~% € TT, denn b > 0. Letztendlich haben
wir fg~! = fg~'. Damit ist Eigenschaft (ii) erfiillt und somit ist (B*,1,) eine Rechtslokalisierung von B
beziiglich T+.

Um zu zeigen, dass (B~,9_) eine Rechtslokalisierung von B beziiglich T, geht man analog vor indem man
2 durch 27! und b durch —b ersetzt.

Wir miissen diese beiden Beweise noch etwas Verallgemeinern um zu zeigen, dass (B*,9.) eine Rechtslokali-
sierung von B beziiglich T+ ist. Als Erinnerung sei nochmals erwiithnt , dass B zu R (ST)"! und R=(S7)~!
isomorph ist, B = BT N B~ gilt und somit auch 7% = B\ {0} = (B* N B~)\ {0}. Sei nun g € BT beliebig.
Dann gibt es ein f; € R* und ein g; € ST mit g = flgl_l. Es kann also anders als eben durchaus ¢;(0) = 0
gelten. Da aber g, # 0 ist, gibt es ein [ € Ng mit 27 !g; € S7. Im Fall g; € Sf ist I = 0, das war im ersten Be-
weis so. Nun setzen wir b := max{l, deg f1 —deg g1 +1} und h; := (1+x)’z~'g, € S . Es gilt fi:= fihite B,
da degh; = b — 1 +degg; > deg fi. Auerdem ist §; := 2'(1 + x)~® € B\ {0}, da b = deg(1 + x)® > [ nach
Wahl von b := max{l,deg f; — deg g1 +}. Es folgt ¢ = fig; ' = fig; ' € B(B\ {0})~! = B(T*)~". O
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4 Die Kategoriensiquivalenz von ®¢, 7 und Rep%‘;nt(G K)

Die Unterkapitel 4.1 und 4.2 basieren auf [Grayson, 1985] (Seite 365-369). Sei R ein Ring. Ferner seien S, T
kompatible Rechtsteilermengen von R, welche dem folgenden Axiom geniigen:

Definition 4.0.1 (Uberdeckungsaxiom):
Sind s € S undteT, so gilt sSR+tR = R.

Bemerkung 4.0.2:

Wir betrachten nun die Ringe R,S, T, RS™', RT~! und R(ST)~'. Im folgenden werden Elemente aus den
,unteren “Ringen in den ,oberen “Ringen betrachtet und —aus Griinden der Ubersichtlichkeit— wird auf die
prazisere Schreibweise mit einer Einbettungsabbildung verzichtet. Ferner wird auch etwas ungenau anstelle
von Vg(s)™L, 97 (t) ™t respektive 9s7(2)~1 einfach nur s=1, t=1 respektive =1 geschrieben.

Im nichsten Abschnitt wird etwas Vorarbeit fiir die Aquivalenz der Kategorien . und EL geleistet.

4.1 Die Kategorieniquivalenz von Modg und %

Definition 4.1.1:
Sei € die Kategorie mit:

e Objekten (P,Q,0), wobei P ein RS™'-Rechtsmodul, Q ein RT~!-Rechtsmodul und 0 : P(ST)~t —
Q(ST)™! ein R(ST) '-Isomorphismus ist. Hier ist PT~! := P(ST)™! := P @rg-1 R(ST)™! und
QS :=Q(ST)™" := Q @rr— R(ST)~".

e Morphismen (P,Q,0) — (P',Q',0"). Fin Morphismus dieser Kategorie ist ein Paar (f,g) mit f €
Hompg-1(P, P') und g € Hompr-1(Q,Q’), sodass das Diagramm

0

pr—1 QS !
f®idk(sr)1l J{g‘g’idmsnl
/—1 rQr—1
PT —>9/ Q'S

kommutiert. Ferner bezeichne Modg die Kategorie der R-Rechtsmoduln.

Lemma 4.1.2:

Erfiillen die Teilermengen S und T das Uberdeckungsaxiom (4.0.1), so sind die Kategorien Modgr und €
dquivalent.

Beweis. Definiere einen Funktor F : Modgr — € durch M +— (MS™* MT~! 0,). Die Definition von
Oy dabei ist etwas technisch. Dazu benétigen wir vier Abbildungen. Zunichst liefert die Assoziativitit des
Tensorproduktes zwei Gruppenisomorphismen:

o - (MSil)Til = (M QR RSil) ®ps-1 R(ST)il — M ®p (R571 ®ps-1 R(ST)il)
(m®a)®b — m® (a®b)

s M ®g (RT™' ®pp-1 R(ST)™1) — (M ®r RTY)®@gp-1 R(ST)™' = (MT~1)S~1
m® (a®b) — (m®a)®b

Ist g € R(ST)"! und (m®a)®b € (MS~1)T~1 beliebig gegeben, so gilt a1 (((m®a)®b)q) = a1 ((m®a)®bg) =
mea@®bg) =m® ((a®b)q) = (MR (a®b)®q=a((m®a)®@b)g. Analog ist auch ay ein R(ST)™ -
Rechtsmodulisomorphismus. Ferner liefert 5.0.8 die anderen beiden R(ST)~!-Rechtsmodulisomorphismen

B1: M®g(RS™!'®ps1 R(ST)™') — M®gpR(ST)™' = M(ST)™!
m® (a®b) — m® ab
Ba : M(ST)_l =M ®pg R(ST)_l — M ®pg (RT_l QprT-1 R(ST)_l)
mQex — me (l®x)

Damit ist 0y, := ag 0 B2 0 B1 0 ay ein R(ST)~!-Rechtsmodulisomorphismus und jedes h € Hompg(M, N)

induziert einen Morphismus (A ®idgg-1,h®idgp-1) : (MS™L, MT~1,05) — (NS™L, NT~1, 0y) in €. Dass
F ein Funktor ist, folgt nun unmittelbar aus den Eigenschaften des Tensorproduktes.
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Konstruiere nun einen Funktor G : € — Modg. Fiir (P,Q,0) € € sei G((P,Q,0)) definiert als der Kern der
Abbildung

PxQ—QS™ (p,q)r—qol-0(p®1)
Dabei induziert ein Morphismus (f,g) : (P,Q,0) — (P’,Q’,0") einen R-Rechtsmodulhomomorphismus

G((f,9) : G((P,Q,0)) — G((P',Q",8")) (p,q) — (f(»),9(q)),

da f und g selbst R-Rechtsmodulhomomorphismen sind. Damit ist auch G ein Funktor.

1) Zeige, dass G o F(M) = M fiir alle M € Modpg. Sei M ein R-Rechtsmodul. Beachte zunéchst, dass jedes
Element in MS~! in der Form m ® s~ mit m € M und s € S geschrieben werden kann. Induktiv geniigt es
dies fiir die Summe zweier einfacher Tensoren m; ® sfl,mg ® s4 ' e MS=1 zu zeigen. Die Ore-Bedingung
liefert ein r € R und ein s € S mit s;r = s95, dadurch wird » zur Einheit in RS~!. Damit kénnen wir die
Summe der einfachen Tensoren in der gewiinschten Form schreiben:

1 1

my ® 51_1 +mo ® 52_1 =mirQ® (slr)*1 +mas ® (s28) 7 = (mar +mas) @ (s2s)” .

Sei nun (m/®@s~,m"®t™") € G(F(M)) = ker(MS™'xMT~! — M(ST)™"), d.h. es gilt m'@s ™' —m" @t " =
0in M (ST)~!. Nach dem Uberdeckungsaxiom gibt es r’/, 7" € R mit sr’ +tr"” = 1. Setze m1 := m/r’ +m/r".
Dann gilt

my ® 1 — (m/,r/ +ml/r//) ® 1 _ m/ ® S—ls,rl +m/l ®T// — m/ ®S—1 _ m/ ® S_lt'r'// _"_mll ®T//

=m@s 4+ (—m @sH4+m ot ) =m'@s  + (—m'@s 4w @t )tr=m' @ s

in M(ST)~". Damit liegt m' ® s~' —my ® 1 in ker(MS~" — M(ST)~!) und wird somit nach 5.0.7 von
Rechts von einem t' € T annulliert . Das Uberdeckungsaxiom liefert x,z’ € R mit 1 = sz + ¢'z’. Nun gilt

me@st—mel=mes ' —me)sr+ty)=mer—m @sz

in MS—t. Mit mg := m/z +my(1 —sz) gilt dann m' ® s =ma®1in MS™L. Wegen m; @1 =m'®@s ! =
m” @t~ Lin M(ST)™!, liegt m"” @t~ —my ® 1 in ker(MT~! — M(ST)~!). Erneut gibt es nach 5.0.7 ein
s’ € S, welches dies in MT~! von rechts annulliert. Schreibe nun 1 = s’y’ + ty mit y,y’ € R. Dann gilt

m' @t —mel=m"ot ' —m @) (Y +ty) =m" @y —mi Dty

in MT—1. Mit mg :=m"y +mq(1 —ty) gilt dann m” @t~ =mz ® 1 in MT~1. my — mg3 liegt im Kern der
Abbildung
M — M(ST)™" mr—me 1.

Betrachte dazu die Faktorisierung

wonach mg auf me ® 1 = m’ ® s~! und ms auf ms ® 1 = m” ® t~! abgebildet wird und es gilt m’ ® s~! —
m” ®t~t =0 in M(ST)"!. Nach 5.0.7 gibt es ein Element in ST —etwa s”t" mit s” in S und t” in T—
mit (mg — mg3)s”t” = 0in M(ST)~!. Da S und T kompatibel sind, gibt es ein ¢ € T und ein § € S mit

s"t" = 15. Schreibe nun 1 = s"z; + tzo mit 21,20 € R. Mit n := (my — m3)s”2z; und 7 := (my — m3)izy
gilt dann my — m3 = n + n. Die Ore-Bedingung liefert ein z; € R und ein ¢/ € T mit zt" = t"z].
Dann gilt nt"”" = (mg — mg3)s" 211" = (mg — m3)s"t"2] = 0. dh. n wird von ¢’ annulliert. Anderseits

liefert die Ore-Bedingung auch ein 2, € R und ein 5 € S mit 295 = 52}. Es gilt dann 715 = (mgy — ma)ts2, =
(g —m3)s"t" 2y = 0, d.h. 7 wird von 5 annulliert. Dann liefert 5.0.7 mit 7 := my—7 = mz+n € M einerseits
ML =meR1—A®1 = me®1 =m'®@s~ ! in MS~! und anderseits mM®1 = m3®@14+n®1 = m3®1 = m"’Qt~!
in MT~!. Damit liegt (m' @ s~!,m” @t~!) im Bild der Einbettung M — MS~! x MT~'. Die Injektivitit
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dieser Abbildung folgt dabei unmittelbar aus dem Uberdeckungsaxiom 4.0.1 und Satz 5.0.7. Umgekehrt liegt
das Bild von M unter M <+ MS~! x MT~" offenbar im Kern von

MS™ ' x MT™' — M(ST)™ (mes'm et ) r—mest-—m"et !
Also geht M < MS~—! x MT~! isomorph auf G(F(M)).

2) Zeige F(G(P,Q,0)) = (P,Q,0) fiir alle (P,Q,0) € €. Sei (P, Q,0) € € beliebig und setze M := G(P,Q,9).
Die R-lineare Abbildung M — P x Q@ ™% P induziert eine RS™! lineare Abbildung f : MS~! =
M®p RS~ — P via (p,q) ® s~ ! +— ps~! und analog induziert die R-lineare Abbildung M — P x Q % Q
eine RT~! lineare Abbildung g : MT~! — @ via (p,q) @t~ +— gt71. Sei m ® s™1 € ker f. Dann ist we-
gen der RS’l—Linearitét von f auch m ® 1 im Kern enthalten. Und somit liegt m im Kern der Abbildung
M — P x Q™ P. Schreibe m = (p, ), sodass also m = (0,¢) gilt. Es gilt nun 0 = ¢®1—0(p®1) = ¢o1
in QS~1. Nach 5.0.7 gibt es damit ein s’ € S mit ¢gs’ = 0 und es gilt ms’ = (0, ¢s’) = (0,0). Damit ist dann
auch m®s !t =ms’ ®s'~ts™! =0in MS~! und somit ker f = {0}. Analog zeigt man, dass ker g = {0}. Sei
p € P beliebig und schreibe §(p®1) = ¢® s~! mit ¢ € Q und s € S. Das ist #quivalent zu d(p 1)s = ¢® 1
und dies wiederum genau dann der Fall, wenn 0(p ® s) = ¢ ® 1 gilt. Eine letzte dquivalente Umformung
liefert schlieBlich (ps ® 1) = ¢ ® 1. Setze nun m := (ps,q) € M. Dann liegt m ® s+ € MS~! und es gilt
f(m®s™1) =p, d.h. f ist surjektiv. Analog zeigt man, dass g surjektiv ist. Zeige nun, dass das Diagramm

PT-1 o

Qs~!

f®idR(ST)_1T Tg@idR(sT)—l

(MS_l)T_l W (MT_I)S_l

kommutativ ist. Bemerke zunéchst, dass sich jedes x € (M. S~1)T~! schreiben ldsst als z = (m® s~ 1) @t~ 1
mit m = (p,q). Da S und T kompatibel sind, gibt es ein s’ € S und ein ¢’ € T mit ¢ts = 't und es gilt:

g ®idpsr)-1 (00 (2) = g @ idpsr)-1 (M@ 1) @ s ") = g @ idpsm—1 (M@ 1) @' ~1s'1)
=g @idpsm (Mot~ )@ ) =g s
0(f @idpsr)—1(2) =0(ps ' @t ) =0(pes 't =0(pe1)s 't
_ (q® 1)15/715/71 _ qt/—l ® 5,71

Damit ist (f,g) : F(G(P,Q,0)) = (P,Q,0) ein Isomorphismus in €. O

Korollar 4.1.3:
In der Aquivalenz von 4.1.2 gilt:

(i) M st endlich erzeugt respektive endlich prdsentiert genau dann, wenn P und @ endliche erzeugt
respektive endlich prdsentiert sind

(i1) Seien S und T zusditzlich Linksteilermengen. Dann ist M endlich erzeugt und projektiv genau dann,
wenn P und Q endlich erzeugt und projektiv sind.

Beweis. Zu (i): Wir gehen nach folgendem Beweisplan vor

e RS~! und RT! sind flache R-Linksmoduln:
Sei I ein Linksideal von R und ¢ : I ® g RS™! =+ R®r RS™' — RS~! definiert durch r ® s~ —
9(r)9(s)~t. Ferner sei r ® ¥(s)~! im Kern von ¢. Dies ist genau dann der Fall, wenn () 0
ist. Also liegt r in ass S und somit gibt es ein s’ € S mit rs’ = 0 in R. Nun gilt r ® 9(s)™t =
r@9(s)I(s)71I(s) " = rs' @ 9(s")"19(s) = 0, d.h. ¢ ist stets injektiv. Nach 5.0.10 ist RS~! (und
analog RT~!) flach.

e RS™1EP RT! ist treuflach:
Sei I ein R-Rechtsideal. Dann ist die Abbildung I @z (RS™'@RT 1) 2 I@r RSP Iogr RT™! =
I ®r RS™' x I @z RT~! <+ RS™! x RT~! offenbar injektiv, d.h. RS~ @ RT~! ist flach. Fiir die
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Isomorphie I @ (RST'@RT1) 2 I ®zr RSP I @ RT ! sei auf 5.0.12 verwiesen. Sei nun X
ein R-Rechtsmodul. Dann liefert 5.0.12 direkt X @r (RST'@RT 1) 2 XS 1@ XT1. Sei x € X
und s € S und ¢t € T. Dann impliziert (zs ® 1,2t ® 1) = 0 sowohl xs = 0 als auch zt = 0. Das
Uberdeckungsaxiom liefert dann «, 3 € R mit 1 = sa 4 t3. Nun gilt z = z(sa + tf) = xsa + 2t = 0.
Es folgt X =0, d.h. RS~ RT ! ist treuflach.

e Nach [Lam, 1999] Lemma 4.79 ist MS™ 1@ MT~! = M@z (RS~ @ RT 1) endlich erzeugt respektive
endlich priisentiert iiber RS~ @ RT ! genau dann, wenn M endlich endlich erzeugt respektive endlich
préasentiert iiber R ist.

e Ferner ist M S~ @ MT~! endlich erzeugt respektive endlich prisentiert iiber RS~ @ RT ! genau
dann, wenn MS~! bzw. MT~! endlich erzeugt respektive endlich prisentiert sind iiber RS™! bzw.
RT~!. Beweis dazu: ,= “:

— endlich erzeugt: Sei A = {(m;®a;, n;®b;) : i = 1,...,n} ein Erzeugendensystem von M S~ @ MT~*
iiber RSP RTL. Sei (m ® a,n ®@b) € MS™1@ MT~! beliebig. Nun gibt es (A\;, ;) €
RS~ x RT™! mit (m® a,n ®b) = > ;(m; ® a;\j,n; @ bjp;) und wir haben somit —da A
fix ist— jeweils ein endliches Erzeugendensystem fiir MS~! und MT~!. Beachte hierfiir, dass
jedes Element aus M S~! eine Summe von einfachen Tensoren ist. Dies gilt analog fiir M7T 1

— Sei K — F 5 Mmst @ MT~! — 0 eine exakte Sequenz von RS~ @@ RT~! Moduln, wobei F frei
von endlichem Rang und K endlich erzeugt ist. Die Projektion proj; : RS™*@ RT~! — RS™!
ist ein Ringhomomorphismus iiber den als RS~! als RS™! @ RT~!'-Modul aufgefasst wird. Die
Sequenz

RST'@p K RS @ F—» RS ' @p (MST P MT™") =0

ist dann exakt, wobei R definiert ist als die direkte Summe von RS~! und RT~!. Nach allgemeinen
Eigenschaften des Tensorproduktes ist dabei der linke Term endlich erzeugt, und der mittlere Term
endlich erzeugt und frei iiber RS~!. Ferner ist proj; surjektiv mit ker proj; = (1,0)R =: I. Es
folgt

RST'@p(MST P MT™") = (R/IR)@z(MST @ MT™ ) = (MS @ MT™)/I-(MST P MT™) = MS

wobei der letzte Isomorphismus durch die Abbildungsvorschrift [(m,m’)] — m gegeben ist. Das
zeigt, dass MS~! endlich prisentiert ist iiber RS~™!. Analog zeigt man, dass MT~! endlich
prisentiert ist iiber RT 1.

«,

”<:

— endlich erzeugt: Sei A = {(m; ® a;) : i = 1,...,n} ein RS~ Erzeugendensystem von M S~! und
B:={n;®bj:j =1,..,m} ein RT~! Erzeugendensystem von MT~'. Dann ist {(a,b) : a €
A,b € B} ein RS™! @ RT ! Erzeugendensystem von M S~ MT~1.

— endlich présentiert: Sei
0— K —F — MS™' —0

eine exakte Sequenz von RS~ !-Rechtsmoduln und
0— Ky — Fy — MT ' —0

eine exakte Sequenz von RT~!'-Rechtsmoduln, wobei K, Ky endlich erzeugt und F}.F, frei von
endlichem Rang sind. Dann ist die folgendene Sequenz von RS~! @ RT~!-Rechtsmoduln exakt:

00— Ky XKy — Fy xFy — MS™ ' x MT™! — 0

Zu (ii): Sei M ein projektiver endlich erzeugter R-Rechtsmodul. Wende nun Eilenbergs Trick an (5.0.11).
Es gibt also einen projektiven R-Linksmodul N (vom Rang n € N) mit M@ N = R™. Damit kénnen
wir schreiben MS™1@P NSt =2 (M@ N) ®r RS™! =2 R" g RS™! = (RS™!)", wobei (RS™1)" ein
freier RS~! Modul ist. Erneut liefert Eilenbergs Trick, dass M S~! projektiv ist. Auierdem ist M S~! end-
lich erzeugt iiber RS~! nach (i). Analog zeigt man, dass MT~! ebenfalls endlich erzeugt iiber RT~! und
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projektiv ist. Seien nun umgekehrt M S~! und M7 ! endlich erzeugt iiber RS~! respektive RT~! und
projektiv. Nach (i) ist dann MS™' P MT! 2 M @z (RS~ @ RT 1) endlich erzeugt iiber RS~ @ RT .
Da MS~—! und MT~! projektiv sind, gibt es nach Eilenbergs Trick einen RS~! Modul N; und n € N
und einen RT~! Modul Ny und m € N mit MS~'PN; = (RS™H)" und MT-' @ Ny = (RT-1)™. Da-
mit ist (MS™1@P MT1)P(N: P No) P(RS™H)™ @(RT )" isomorph zum freien RS~ @ RT~! Modul
(RS~1 @ RT—1)™*". Erneutes Anwenden von Eilenbergs Trick liefert insgesamt, dass M S~ @ MT~! end-
lich erzeugt iiber RS~1 @ RT~! und projektiv ist. Nach 5.0.13 ist dieser Modul damit flach und es folgt,
dass MS=1@ MT~! ein flacher Rechtsmodul iiber RS~! @ RT~! ist. Anwenden von 5.0.14 liefert, dass
M(ST)™' = MS™ ®pg-1 R(ST)~! (rechts) flach iiber R(ST)~! ist. Zeige nun, dass M (ST)~! auch flach
iiber R ist. Zunichst sei an 2.4.5 erinnert wonach R(ST)~! ein beidseitig flacher R-Modul ist, da ST
auch eine Linksteilermenge ist. Mit der Rechtsflachheit von M (ST)~! iiber R(ST)~! erhalten wir somit
die Rechtsflachheit von M (ST)~! iiber R. Analog zeigt man, dass die Flachheit von MS~1 @ MT~1! {iber
RS~ RT~! die Flachheit iiber R impliziert.

Betrachte nun die Sequenz 0 — M — MS™'@ MT~' L M(ST)~! — 0, wobei 7 definiert ist durch
(m'@s tm"@t™ 1) = m/®@s ! —m” @t~ L. Im Beweis von 4.1.2 haben wir schon kery = M gesehen (unter
der kanonischen Einbettung von M in MS™t@ MT~'). Um die Exaktheit der obigen Sequenz zu zeigen,
miissen wir die Surjektivitit von v nachweisen. Sei dazu m ® (st)~! € M(ST)~! beliebig. Die Kompatibi-
litdt von S und T liefert ein s’ € S und ein ¢’ € T mit st = t's’. Nach der Uberdeckungseigenschaft gibt es
71,79 € R mit 1 = sry + t'ry. Ferner gibt es 7,75 € R, t € T, 5 € S mit t~'r; = r{t~1 und s'"lry = rh5~!
in R(ST)~!. Dann gilt

me(st) P =met s s ) =me (T ry Ht s TS S T iry) = me (Kt 4 rhE )
und somit ist (m ® rh5~, m ® —rit~ 1) ein geeignetes Urbild. Betrachte jetzt eine exakte Sequenz
0—272—27 —27"—0

von R-Linksmoduln. Da M (ST)~! als R-Rechtsmodul flach ist, sind die beiden Zeilen in dem kommutativen
Diagramm

0—=MerZ—(MSPOMT VYo Z —M(ST) ' ®@rZ ——0

T :

0—>M@rZ —= (MS'oMT V)@ 2 — M(ST) ' ®@p Z' —0

exakt. Die Abbildung ~ ist injektiv, da M (ST)~! flach ist. Ebenso ist 3 injektiv, da M.S~1 @ MT~! eben-
falls flach iiber R ist. Ferner sind die Abbildungen M ®p Z — MS '@ MT ! ® Z und M ®p Z' —
MS=1@ MT~! ®p Z' injektiv, sodass auch « injektiv ist. Insgesamt ist also M flach iiber R als Rechtsmo-
dul.

Wie schon in (i) gesehen ist letztendlich M endlich prisentiert iiber R. Da M endlich priisentiert und flach
itber R ist, sind die Voraussetzungen von Lazards Theorem erfiillt. Also ist M endlich erzeugt und projektiv
iiber R. O

4.2 Die Kategoriensiquivalenz von ®¢ und 7

Als erstes bendtigen wir noch einige Vorbereitungen, um die Kategorie .7 zu definieren. Im Anschluss
definieren CD%. Von nun an sei K ein perfekter Koérper der Charakteristik p € P, d.h. der Frobenius Endo-
morphismus ist bijektiv. Ferner bezeichne ab jetzt ¢ stets den Frobenius Automorphismus und es sei noch
auf die Definitionen der Ringe und Teilmengen in 3.5 verwiesen. In der folgenden Definition steht .77 fiir die
sogenannte projektive Schiefgerade — ein hypothetisches Objekt, das letzlich undefiniert bleibt.

Definition 4.2.1: (i) My := Kategorie aller Moduln auf der projektiven Schiefgeraden := Kategorie mit
Objekten (M+,M~,0), wobei M* ein RY-Rechtsmodul, M~ ein R~ -Rechtsmodul und 0 : M+ @p+
R* — M~ ®p- R* ein Isomorphismus von R*-Rechtsmoduln ist. Die Homomorphismenn (M1+, M ,601) —
(M3, My ,05) dieser Kategorie sind Paare (f,g). Dabei ist f : My" — My eine R*-lineare Abbildung
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und g : M — My eine R~ -lineare Abbildung, sodass das Diagramm

f®id
Mjt ®p+ RF 5 My @p+ RE

kommutativ ist.

(ii) Py := Kategorie aller Vektorbiindel auf der projektiven Schiefgeraden := Kategorie mit Objekten
(M*,M~,0) aus My, sodass M+ und M~ endlich erzeugt und projektiv iber R* respektive R~
sind. Die Homomorphismen in dieser Kategorie sind dieselben wie in My. Man sagt, dass Py eine
volle Unterkategorie von My ist.

(iti) Fine Sequenz

—~

0— (M, N,0) LY (o N oy LX) (v N ey 0

in My heifit exakt, falls die Sequenzen

0— ML o
0N LN L5 N 0
von RT-Rechtsmoduln respektive R~ -Rechtmoduln ezakt sind.
(w) Fiir M := (M*,M~,0) € Mx definieren wir einen B-Modul M ®x B: Bezeichne dafiir
P MT @ BY — Mt Qs B meb—m®b
LM ®p-BT — M~ Q- BT mb—mb

die kanonischen Abbildungen und @ @ 1 den durch 0 induzierten B*-Modulisomorphismus:
Mt ®p+ BE = (M* ®p+ RY) ®ps B 3 (M~ @p- R*) @pe B¥ = M~ ®5- B*

Setze nun M @x B := {(z,y) € (MT ®p+ BT)x (M~ ®r- B7): (0®1)(t"(x)) =1 (y)}. Da ™ B*-
linear, v~ B~ -linear und 01 B*-linear ist, sind all diese Abbildungen insbesondere B-linear. Damit ist
M ®x B ein B-Untermodul des B-Moduls (M* ®p+ BT) x (M~ ®g- B™) beziiglich komponentenweiser
Operation.

Lemma 4.2.2:
4.1.2 und 4.1.8 kénnen auf die multiplikativ abgeschlossenen Teilmengen T und T~ von B angewandt
werden.

Beweis. Wir miisssen zeigen, dass diese beiden Mengen kompatibel sind und das Uberdeckungsaxiom erfiillen.
Sei fg=!' € T* mit f,g € RT \ {0} (3.5.9) und setze a := degg — degf > 0 . Dann gilt fg~' =
(14 z2)7%((1 + z)2fg~ 1), wobei nach 3.5.19 (1 + x)%fg~! in T~ und (1 + )¢ in T" liegt. Damit ist
T* = T*+T~. Analog zeigt man auch, dass T = T~ T gilt. Damit sind die beiden Mengen kompatibel.

Nach 3.5.15 sind Jy und J, die einzigen maximalen Ideale von B. Ferner gilt TT = B\ Jy und T~ = B\ Jw.
Seien nun ¢tT € TF und ¢t~ € T~ beliebig. Diese beiden Elemente erzeugen jeweils zwei verschiedene Rechts-
ideale. Damit ist auch die Summe t*B + ¢~ B ein Rechtsideal, welches weder eine Teilmenge von Jy noch
von J ist. Damit kann es sich um kein echtes Ideal handeln und es muss gelten t*B + ¢~ B = B. O

Lemma 4.2.3:
Ist M = (M, M~,0) € Px, soist M ®@x B endlich erzeugt und projektiv iiber B.

Beweis. Nach 4.2.2 kénnen wir 4.1.2 und 4.1.3 auf B Anwenden mit den Lokalisierungen B* = (T)~!B,
B~ = (T7)"'B und B* = (T*)~!B. In der Notation des Beweises von 4.1.2 ist dann

M ®y B=G((M*@z+ B",M~ ®@p- B~,0®1)),

was nach 4.1.3 endlich erzeugt und projektiv iiber B ist. O
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Definition 4.2.4:
= wvolle Unterkategorie von Mx bestehen aus allen Objekten M = (M™, M~ ,0) mit den beiden Eigen-
schaften:

(i) In My ezistiert eine exakte Sequenz 0 — My — My — M — 0 mit My, M7 € Py
(ii) M @x B =0

Definition 4.2.5:
Sei R ein Ring und ¢ : R — R ein Endomorphismus.

(i) Sei M ein R-Rechtsmodul. Eine Abbildung f : M — M heifst p-semilinear, falls sie additiv ist und fir
allem € M und alle X € R f(mX) = f(m)p(N\) gilt.

(ii) Ein p-Modul (iber R) ist ein Paar (M, f) bestehend aus einem R-Rechtsmodul und einer o-semilinearen
Abbildung f: M — M

(iti) Seien (M, f) und (N, g) p-Moduln iber R. Ein Morphismus (M, f) — (N,g) von p-Moduln ist eine
R-lineare Abbildung F' : M — N mit Fof = goF. Die Menge der Morphismen zwischen diesen beiden
p-Moduln bezeichen wir mit Hom,(M,N).

Bemerkung 4.2.6:

Sei (M, f) ein p-Modul. Betrachtet man R als R-Rechtsmodul via r - s :=1 - (8) so setzen wir

M®p R = M®gR. Dies ist die sogenannte Skalar Erweiterung von M beziiglich ¢. Diese abelsche Gruppe
ist ein R-Rechtsmodul via

x: (M ®pyR)XR—M®@r,R (mar)sr— merr
Hierbei ist 'r die normale Multiplikation in R. Ferner ist die Abbildung
MxR— M (m,r)— f(m)r

R-balanciert. Die universelle Figenschaft des Tensorproduktes liefert dann einen eindeutigen Gruppenhomo-
morphismus
f¢:M®R,¢R—>M,

welcher fo(m ®r) = f(m)r gendgt. f, ist sogar R-linear fir die obige R-Rechtsmodulstruktur. In der Tat
gilt

fo((m@ 1)y xr) = fo(m@r'r) = f(m)r'r = fo(m@r')r
fir allem®@r" € M ®g,, R und alle r € R. Die Abbildung f, wird als R-Linearisierung von f bezeichnet.

Definition 4.2.7:

Ein @-Modul (M, f) heifst étale, falls M als R-Modul endlich erzeugt ist und falls die R-Lineariserung f,
von f bijektiv ist.

Definition 4.2.8:

% .= Kategorie der étalen ¢-Moduln diber R mit denselben Morphismen wie in 4.2.5 (iii).

ADb sofot betrachten wir wieder den perfekten Korper der K der Charakteristik p € P und den Frobeni-
usautomorphismus ¢ von K. In diesem Fall hat man fiir étale ¢-Moduln iiber K das folgende einfache
Kriterium:

Proposition 4.2.9:
Sei V' ein endlich dimensionaler K -Rechtsvektorraum und f : V. — V eine p-semilineare Abbildung. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (V.f) € &%
(ii) f ist injektiv

(iii) f ist surjektiv
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Beweis. Da V endlich dimensional ist, sind (#4) und (7i7) offenbar dquivalent.

(i) = (ili): Sei w € V beliebig. Da f,, surjektiv ist, gibt es ein v in V und ein » € K mit f,(v ® r) = w. Da
¢ bijektiv ist, gibt es ein | € K mit [? = r und es gilt w = f,(v® 1) = f(v)r = f(V)I? = f(v)p(l) = f(vl).
(i) = (i): Sei fo(v®@r) = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn f(v)r = 0 gilt. Da f injektiv ist, ist dies
genau dann der Fall, wenn v = 0 oder r = 0 gilt. Damit ist f, injektiv. Sei nun w € V. Dann gibt es ein
veVmitw=f(v)=Ffv)-1=f,(v®l). O

Proposition 4.2.10:
Sei M = (M*, M~,0) € My, wobei einerseits M™ endlich erzeugt iiber Rt sei und anderseits set M@x B =
0. Dann gilt

(i) dimg M+ < oo (via K C Rt = K[z, ¢])
(11) die Abbildung x: M — M™, m +— mz ist p-semilinear
(i4i) (M™*,z) liegt in ®St

Beweis. Zu (i): Seien my,...,m; die Erzeuger von M ™" iiber RT. Der Beweis von 4.1.2 liefert die folgende
Isomorphie M+ ®@p+ BT = (M ®x B) @ BT = 0. Wegen Bt = RT(S;)~! und 5.0.7 gibt es zu jedem m;
ein s; € So mit m;s; = 0. Die Ore-Bedingung liefert nun ein r; € R* und ein s} € Sy mit s18] = sor;.
Induktiv liefert die Ore-Bedingung 7, € Rt und s} € Sp mit (sy8] - ... - 85_;)sh = s;par) fir i = 1,...,5 — 1.
Setze nun s := 518} - ... - s;_; € So. Dann gilt m;s = 0 fiir alle i = 1, ..., j. Deshalb faktorisiert die surjektive
R*-lineare Abbildung

J
(R — M (ry,.,r;) — Zmiri
=1
iiber eine surjektive R*-lineare Abbildung (RT/sR*)? — M™. Es geniigt daher zu zeigen, dass
dimg RT/sRT < oo gilt. Nach dem verallgemeinerten euklidischen Algorithmus fiir Schiefpolynomringe

(3.4.5) gilt aber bereits dimgx RT/sRT = degs < 0o
Zu (ii): Seien m,m’ € M+ und « € K beliebig. Dann gilt

m+m' = (m+m' )z =mz +m'z

ma = (ma)z = m(ax) = m(zp(a)) = (mz)e(a)

Zu (iii): Wie im Beweis von (i) gesehen gibt es zu jedem m € M™* ein s € Sy mit ms = 0. Schreibe
s=> 1 ,a;x" mit a; € K und ag # 0. Nun gilt

m=—m(s —ag)ag’ = —m(ar1x + ... + a,z™)ag ' = —m(ay + agx + ... + apz" Hrag!
= —m(ay + agx + ... + apx" ) ag ),
d.h. z: M+t — MT ist surjektiv. Wegen 4.2.9 ist M+ damit étale. O

Bemerkung 4.2.11:
Ist M = (M*T,M~,0) € 5, so gilt M @, B =0 und es gibt eine ezakte Sequenz von RT-Moduln

0— M — M — Mt —0

mit M1+ und M2+ endlich erzeugt und projektiv. Daraus folgt, dass M™ als RT-Modul endlich erzeugt ist.
Wir erhalten damit einen exakten Funktor

F ot — 5 via (M, M~ ,0) — (M, z)
Wir wollen nun einen Funktor zu F quasi inversen exakten Funktor
G: 05t — #
definieren. Sei dann (V, f) € ®% und mache den K-Rechtsvektorraum V zu einem

e RT-Modul Vf+ viav- Y n caxt =30 fHv)et(a) = Y fH(vay)
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e R™-Modul V; via v- 31" jazz™" = 30 fH(v) ™ (ai) = Yo7 f " (va;) (f und ¢ sind bijektiv)
Lemma 4.2.12:
Die natiirlichen Abbildungen

u:Vi =V —=Viez RS, m—mal
Vf*:V—>Vf’®R_Ri, mr—m®1
sind bijektiv und n = 19 o Ll_l : Vf+ ®p+ R* — Vi Qp- R* ist ein Isomorphismus von R¥-Moduln.

Insbesondere gilt (Vf+, Ve, 7)€ My.

Beweis. Wegen 5.0.7 und der Bijektivitidt von f gilt kere; = {v € V:In € Nmit 0 = vz~ = f~"(v)} = 0.
Seinun Y. a;x' € RY = K[z, 27!, ] mit n € Nund a; € K. In 3.4.8 haben wir gesehen, dass sich jedes

1=—nN

Element so schreiben ldsst. Fiir v € V;© gilt dann in V;" @+ R*

v ® Z a;zt = = f"(f~™( Z a;zt = ()" ® z”: a;z’

i=—n i=—n i=—n
n
Z 'S az z+n _ f—n(v) Z (p—n(ai)xi-‘rn ®1
i=—"n i=—n
= L1 Z SO Cll l+n)
i=—n

und damit ist ¢1 surjektiv, denn alle Elemente von Vf+ ®@p+ RT lassen sich als endliche Summe einfacher
Tensoren schreiben. Wir haben somit die Bijektivitdt von 1 gezeigt. Fiir ¢o geht dies analog. Da ¢ und ¢
additiv sind, ist auch n additiv. Sei nun v € V+ und Y a;z' € R Dann gilt

=—n

(v ® Z aixi) = 15(f Z o "(a;)x z+n _ Z © " (ai)x z+n)®1
=u® i aiz' = (v®1) i aiz' =nv®1) i a;z’

Da alle Elemente in Vf+ ®@pr+ RT nur endliche Summen einfacher Tensoren sind, ist 7 somit ein R*-
Rechtsmodulisomorphismus. O

Wir erhalten somit eine Funktor
G : By — My via (V, f) — (V{5 Vi)
und werden nun zeigen, dass es sich tatséchlich um einen Funktor nach J# handelt.
Proposition 4.2.13:
Fiir (V, f) € @G gilt (V;, Vi, n) € .
Beweis. 1) Fiir (Vf+, Vi, 1) ®x B = 0 zeigen wir Vf+ ®p+ BT =0, d.h. dass es zu jedem v € Vf+ ein Element

s € Sy gibt mit vs = 0. Wegen dimg V' < oo ist (v, vz, va?,...) linear abhiingig in V. Es gibt also ein n € N
und ag, ..., an, € K mit vzz=o a;x* = 0, wobei nicht alle a; Null sind. Setze no = min{0 < i < n:a; # 0}

Dann gilt 0 = v- 1" aa’ = [ (0 3120 Gipnga’). Mit s := 170" aiynez’ € S gilt dann vs = 0, da f
bijektiv ist.
2) Ferner miissen wir eine exakte Sequenz

0— My — My — (V;7, Vi ,m) — 0

mit My, My € Py konstruieren. Setze hierfir My = M; = (V @ RT,V @k R, can) mit dem kanonischen
R*-Modulisomorphismus (V @x RY)@p+ RT 2 Vg RT = (VRg R™)®pz- RT. Ferner sei angemerkt, dass
V @k RT und V @ R~ endlich erzeugt und frei iiber RT respektive R~ vom Rang dimg V sind. Definiere

My = (V@K B,V @r R, can) — (V{7 Vin)
durch
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o Vg Rt — VfJr induziert von der R*-balancierten Multiplikationsabbildung V x R* — V = Vf+
(v,9(2)) = v-g(x)

e V®g R™ — V, induziert von der R~ -balancierten Multiplikationsabbildung V' x R™ — V =V~
(v,9(z71) = v-gla™t)
und My = (V®g R,V ®K R™,can) — (V ®x RT,V @k R™,can) durch
e Vg Rt — VexkRT v®gx)— f71(v) @ xg(x) — v @ g(x)
e VK R —Verg R v@gt)— flo)@azlgla™) —veg(z?)

Zeige nun die Exaktheit der beiden entstehenden Sequenzen:
0—Veg Rt Ver Rt -5V —0 (39)

0 —=VegR —VegR —V, —0 (40)

Zuw € Vf+ =V ist v®1 ein Urbild von ¥, d.h. ¢ ist surjektiv. Sei nun {es, ..., e, } eine K-Basis von V. Dann
ist {e1 ® 1,...,e, ® 1} eine RT-Basis von V ®@x RT. Sei A;-1 = (a;;) € K™*" die darstellende Matrix der
¢~ '-semilinearen Abbildung f~! beziiglich der K-Basis {e1, ...,e,} von V, d.h. es gilt f~(e;) = >0, aije;
fir j = 1,...,n. Nun ist Ay — I, die darstellende Matrix von p beziiglich der R*-Basis {e; ®1,...,e, ® 1}.
Ferner seien gi,...,g, € RT nicht alle 0 mit M(Zj e; ® g;) = 0. Falls alle g; durch z teilbar sind, etwa
g9; = gjx, so gilt auch (3, e; ® gi)z = 0 und daher p(3_,e; ® g;) =0, da V @k R™ ein freier und somit
torsionsfreier RT-Modul ist. Wir kénnen ohne Einschréinkung g;(0) # 0 annehmen. Indem man nun die
Abbildung V @ RT — V v ® g(z) — v - g(0) auf 0 = n(>o; e ®g5) = 325> (aije; ® x — dije; ® 1)g;
anwendet, erhdlt man 0 = ). = e;g;(0) im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von {ey,...,e,}, da
91(0) # 0. Also ist p injektiv. Ferner gilt

I(p(v® g(2)) = I(f ' (v) ® zg(w) —v @ g(x)) = (f7 (V)2 —v)g(x) =0,
d.h. im g C ker 9. Sei schliefllich z € ker 9. Nun gibt es g;(z) = Z;:O bijx? € RT mit

n

n T T n
Z:Zei@)gi(x) :ZZeibM ® 2 :ZZeibij@)xj,
i=1

i=1 j=0 =0 i=1

wobei r := max{ri, ..., }. Es gibt also v; := 371", e;bij € V mit 2 = 37 v @ 2'. Also gilt 0 = 9(z2) =
Z;zo f7(v;) € V und somit z = E;T:o v; @z — Z;zo filv)el= 25:1 v; @ x¥ — fI(v;) @ 1. Ferner gilt
0@ — fi(v)) @1 =1 _ fI*(v)@ak — fI-F (v @kt = S0 u(fIF (v) @2 1), dh. 2 € im p.
Wir erhalten insgesamt die Exaktheit von (39). Formal identisch beweist man die Exaktheit von (40), indem
man z durch 2! und f durch f~! ersetzt. O

Satz 4.2.14:
Die Kategorien 7 und ®$¢ sind dquivalent.

Beweis. Per Definition ist (Vf+,x) = (V, f). Andererseits setze (V, f) := (M, z), falls (MT,M~,0) € 2.
Dann ist per Definition Vf+ = M™ als RT-Modul. Insbesondere ist die Multiplikation auf M bijektiv. Nach
der Argumentation von Lemma 4.2.12 sind dann die natiirlichen Abbildungen

MT h—+>M+®R+ R* i)M_ QR+ R* <h; M~
bijektiv, wobei € ein Isomorphismus ist. Damit ist
(id, (h™) " 000 h*) : (Vi Vi ,m) — (MF,M~,6)

ein Isomorphismus in J#. Beachte hierbei, dass Vf+, Vf_ und M7 als K-Vektorriume gleich sind. O
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4.3 Die Kategoriensiquivalenz von ®¢ und Rep%int(G K)

Zuniichst definieren wir die Kategorie Repﬁ-znt (Gk) der stetigen, endlich dimensionalen F,-linearen Darstel-

lungen der absoluten Galoisgruppe von K und zeigen einige niitzliche Eigenschaften dieser Kategorie. Danach
konstruieren wir zwei zueinander inverse (exakte) Funktoren und erhalten damit die Kategorienéiquivalenz

zwischen ®¢ und Rep%‘;nt (Gk), die auf Fontaine zuriickgeht.

Bemerkung 4.3.1 (Krull-Topologie):

FEine Teilmenge U von G := Gal(K*P|K) heifit offen genau dann, wenn es fir jedes g € U einen Korper
K C L C K*% gibt, sodass einerseits L|K endlich ist und anderseits g - Gal(K*P|L) eine Teilmenge von U
ist. Wir erhalten so die sogenannte Krull-Topologie:

(i) Offenbar sind § und Gk offen

(ii) Sei I eine Indexmenge und (U;);cr eine Famile von offenen Mengen in Gg. Dann gibt es fir alle
g € UierU; einen Index i € I, sodass g € U; liegt. Es gibt damit einen Kérper K C L C K°°P | sodass
einerseits L|K endlich ist und anderseits g - Gal(K*P|L) eine Teilmenge von U; C U;eU; ist. Damit
ist die Vereinigung offener Mengen selbst offen.

(#ii) Sei nun (U;);cr eine Famile von offenen Mengen in G, wobei I endlich ist. Dann gibt es fir jedes
g € NicrU; einen Korper K C L; C K*°P, sodass L;|K endlich ist und anderseits g - Gal(K*P|L;) eine
Teilmenge von U; ist. Damit liegt auch das Kompositum der Korper L;, © € I, zwischen K und K*®°P
und L|K ist endlich. Ferner gilt g - Gal(K*°P|L) C g - Gal(K*°?|L;) C U; fir alle i € I und somit auch
g Gal(K*°P|L) C MyerU;. Damit ist N;e1U; offen.

Definition 4.3.2: (i) PEine stetige F,-Darstellung von Gg ist ein Fp-Vektorraum V mit einer Abbildung
x: G XV =V, welche den folgenden Anforderungen geniigt:

(a) Fiir alle g € G ist die Abbildung (v g*v):V — V Fy-linear.
(b) FiralleveV giltlgxv=10v
(c) Fir alle g,h € G und fiir allev € V gilt g% (h*v) = (gh) *v

(d) Die Abbildung Gk x V — V ist stetig fiir die Krulltopologie auf Gk, die diskrete Topologie auf V'
und die Produkttopologie links.

(i1) Seien Vi, Vs stetige Fp,-Darstellungen von Gk . Eine Fy-lineare Abbildung heifft G x —Homomorphismus,
falls fiir alle g € Gx und allev € Vy f(g*v) =g = f(v) gilt.

(iii) Repﬂfi‘;"t(GK) bezeichnet die Kategorie der endlich dimensionalen stetigen F,-Darstellungen von V mit
G i -Homomorphismen

Proposition 4.3.3:
Die FEigenschaft (d) in 4.3.2 ist dquivalent zu der Eigenschaft:
(d’) Fiir alle v € V ist C(v) :={g € Gk : gv = v} offen beziiglich der Krull Topologie auf G .

Beweis. ,=“: Sei m: Gxg x V. — V die stetige Projektion. Fiir alle v € V ist die Teilmenge {v} C V offen
beziiglich der diskreten Topologie. Damit und mit der Stetigkeit von * sind auch die Urbilder 7= ({v}) =
Gk x {v} und *1({v}) = {(g,w) € Gk x V : g*w = v} offen. Nun ist der Schnitt dieser beiden Mengen
offen. Dieser ist gerade C(v) x {v} und somit ist auch C'(v) offen.

»,<=“: Da V mit der diskreten Topologie ausgestattet ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle v aus V' das Urbild
unter * selbst wieder offen ist. Fiir das Urbild haben wir dabei die folgende Identitét:

{0} = {(gw) € Gie x Vg rw=v} = | J {g € Gic s gw =0} x {w}

weV

Folglich geniigt es zu zeigen, dass fiir alle w € V die Menge B(w) := {g € Gk : gw = v} offen ist beziiglich
der Krull Topologie. Fiir g € B(w) ist gC(w) eine offene Umgebung von g in Gg. Jedes Element in gC(w)
hat die Form gh mit h € C(w). Damit gilt (gh)(w) = g(hw) = gw = v. Zusammen mit g ist somit die ganze
offene Umgebung ¢C(w) in B(w) enthalten und deshalb ist B(w) offen fiir alle w € V. O
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Bemerkung 4.3.4:
Im folgenden schreiben wir anstelle von g*v einfach nur gv fir alle g € Gx und fiir ein v aus einer stetigen
F,-Darstellung.

Lemma 4.3.5:
IstV e Repﬁ"t(GK), so ist V eine F,-Darstellung einer endlichen Galoisgruppe Gal(K'|K).

Beweis. Wir verwenden die Notation aus dem vorigen Beweis: Sei {v1, ..., v,} eine Basis von V und sei U
definiert als der Schnitt aller C(v;) fiir ¢ = 1,...,n. U ist eine offene Untergruppe von Gk und es gibt eine
endlich galoissche Kérperweiterung K'|K mit Gal(K*¢P|K’) = U niimlich K’ := (K*¢?)Y. Ferner sei an die
Isomorphie Gal(K'|K) & G /Gal(K?*P|K') erinnert. Nun faktorisiert die Darstellung wie folgt:

GKXV—;V

proj xidy
< (gGal(K*°P|K'),v)—gv

Gal(K'|K) x V

und ist somit eine F,-Darstellung der endlichen Gruppe Gal(K'|K). O

Wir beginnen nun mit der Konstruktion eines exakten Funktors
. cont ét
D . Repﬂrp (GK) — (bK

Sei V e RepfF‘;“t(GK) beliebig. Dann agiert Gx auf K*? ®p, V via 0 @ o fiir alle 0 € Gx. Wir definieren D
nun durch
D(V) := (K*? @, V)% = {m € K*? ®§, V|Vo € Gk : o(m) = m}

Bemerkung 4.3.6: (i) Nach 5.0.15 ist K*? @, V ein K*°P-Vektorraum und via K C K*? auch ein K-
Vektorraum. Wegen K = (K°P)Cx st die Gy -Aktion auf K>°P ®r, V' K-linear, denn fir o € K, €
K*®*P g € Gg undv € V gilt stets:

o(a(f @) =o(af®@v) =o(af) ®o(v) = a(a)o(B) ®o(v) = ac(B) ®o(v) = a- (B Q)
und damit ist D(V) C K*P @, V ein K-Untervektorraum.

(i1) Der Frobeniusendomorphismus ¢ von K*P kommutiert mit jedem Element o € G . In der Tat gilt fiir
x € K*P gilt o(p(x)) = o(aP) = o(x)? = p(o(x)), da o multiplikativ ist.

(iii) Betrachte den Gruppenhomomorphismus ¢ ® idy : K*? ®p, V — K*P? @, V. Dieser schrinkt sich
wegen (ii) zu einem Gruppenhomomorphismus f := fpw) = (¢ ® idy) :D(V) —» D(V) ein. Ist
ndmlich m =), B; ® v; € D(v) und o € G beliebig. Dann gilt

‘D(V)

of(m) = olp @ idy (m)) = (3 0(8) ©v) = 3 o(e(B)) @ o(v) E 3 (o (8)) ® o(v)

=(p® Z'dv)(z: o(Bi) ® o(vi)) = (¢ @ idy )(a(m)) = f(o(m)) = f(m),
d.h. f(m) € D(V). Ferner ist f sogar p-semilinear. In der Tat gilt
flam) = (¢ ® idy)(a Z Biov)=p@idy(Y aBi®v) = o) @v

i i

= (@) Z 0(Bi) ® vi = p(a)(p @ idy ) (m) = p(a) f(m)

firoae K undm =7y, 3; ®v; € D(V) beliebig.
Insgesamt haben wir bis jetzt gezeigt, dass fiir ein V' aus Repfgznt (Gk) das Tupel (D(V), f) einen ¢-Modul

iiber K bildet. Wir miissen noch zeigen, dass dieser étale ist. Ferner miissen wir noch zeigen, dass D exakt
ist.
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Proposition 4.3.7: (i) Sei V € Repc"”t(GK). Dann ist die natiirliche K*P-lineare Abbildung K*P Qg
D(V) = K**? @p, V ein Gg- Isomorphismus von p-Moduln iber K*®¢P.

(ii) dimg D(V) < 00

(iii) Sei0 — V' Iy Dy 50 eine exakte Sequenz in Repcom(GK). Dann ist auch die Sequenz

0 — D(V’) B9 p(y) s B p ey g

eine exakte und wohldefinierte Sequenz von p-Moduln iber K. Wohldefiniertheit bedeutet hier, dass sich
die Abbildung idgser @ g+ K*P ®@p, V' — K*P @p, V 2u einer Abbildung D(V') — D(V) einschrinkt.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst die Abbildung K @ g D(V) — K* ®p, V. Nach 5.0.15 ist K*P @p, V
ein K*?-Modul und D(V) = (K*? ®g, V)% C K*? @ V ein K-Untermodul. Die Skalarmultiplikation
K*P x (K*? @p, V) — K*P ®p, V schrinkt sich zu einer K-balancierten Abbildung K* x D(V) —
K*P @k V ein. Diese induziert einen Gruppenhomomorphismus

K*? @i D(V) — K*P @p, V. & () 0 @) — > Boy @,

welcher fiir die in 5.0.15 erklarte Modulstruktur auf beiden Seiten K*¢P-linear ist. Aulerdem haben wir auf
beiden Seiten einerseits eine p-Modul Struktur tiber K*P:

o auf K*? @k D(V) via ¢ ® fpvy
o auf K°%P @p, V via p ® idy

und anderseits eine G g-Aktion:
o auf K*? @k D(V) via 0 @ idy
o auf K°? ®p, V viao®@oc

fiir alle 0 € Gg. Der obige Gruppenhomomorphismus kommutiert mit diesen Strukturen. Seien dazu 8 €
K* und ), o; ® v; € D(V) beliebig. Dann gilt sowohl

Y ® fov)(B® Z @i ®v;) = () @ .f]D)(V)(Z a; ®v;) = p(B) ® Z p(ai) @ v;

HZ@ o) ®v; = @®idv(2ﬁai®vi)

i

als auch
a®1dD(V)B®ZaZ®'UZ =o( ®Zal®vzfa )®Zo(ai)®a(vi)

HZ o(ai) @ o(v;) = (0@0)(3_ Bai @ i),

da o € Gk trivial auf D(V') operiert.

Wegen 4.3.5 gibt es eine endliche galoissche Korpererweiterung K’'| K, sodass die Gi-Aktion auf V' durch
Gk /Gg = Gal(K'|K) faktorisiert, in dem Sinne, dass die Untergruppe G+ < Gk trivial auf V agiert. Setze
G := Gk und bemerke (K*P@p, V) = (K*? & ... K*?)% = K'®..@ K' 2 K'®p, V. Die Isomorphismen
hierbei sind G-Isomorphismen von ¢-Moduln. Nun gilt D(V) = (K*? g, V)¢ = ((K*P ®p, V) )¢ =
(K" ®r, V)¢ und es geniigt zu zeigen, dass die K’-lineare Abbildung K’ ®x (K’ ®r, V)¢ — K ®r, V
bijektiv ist. Falls dies der Fall ist kénnen wir K*? @ (-) anwenden und erhalten eine bijektive Abbildung
K*? @k D(V) — K*P ®p, V. Dies ist die Abbildung dessen Bijektivitit in (i) gefordert ist.

Wir erreichen dies durch ,,Galois Abstieg fiir Vektorrdume*“. Sei {1, ..., Ay} eine K-Basis von K’ und schrei-

be G = {01, ...,04}. In dem K’-Vektorraum End (K’) von K-linearen Abbildungen K’ — K’ ist die Menge
G nach Dedekinds Lemma linear unabhingig. Wir zeigen, dass daher die Matrix (o;(\;))1<i,j<a tiber K’
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invertierbar ist. Andernfalls wiren die Spalten linear abhingig iiber K’. Also géibe es aq,...,aq € K’ nicht
alle Null, sodass fiir alle ¢ € {1,...d} gilt: Z;l:l a;0;(N;) = 0.Esfolgt,dass = Z?:l a;jo; € Endg(K') auf
der K-Basis {A1, ..., Aq} Null ist. Somit handelt es sich um die Nullabbildung. Dies ist ein Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit von G.

Fir w € K' ®p, V und fiir alle i € {1, ...,d} definiere w; := ijl oj(Nw) € K'®p, V. Das Element w; liegt
in (K’ @, V)¢ = D(V), denn Anwenden von o permutiert die Summanden. Sei nun A = (a;;)1<; j<q die
inverse Matrix zu (0;(\;))1<; j<a (iiber K’). Direktes Nachrechnen liefert dann o;(w) = 2?21
0; =1g alsow = Z?Zl aijwj. Dies ist das Bild von }; a;; ® w; € K’ ®x D(V) und somit ist die Abbildung
K' @k (K' @, V)¢ = K’ @p, V surjektiv.

ai;w;. Im Fall

Da diese Abbildung K'-linear ist, geniigt es fiir die Injektivitiit zu zeigen, dass eine geeignete K’-Basis von
K' ®k D(V) auf eine linear unabhéngige Familie in K’ ®p, V' abgebildet wird. Sei (v;); eine K-Basis von
D(V). Da das Tensorprodukt mit direkten Summen kommutiert, ist (1 ®v;); eine K'-Basis von K’ @ D(V).
Wir zeigen nun, dass die Bilder von (v;); linear unabhéngig iiber K’ (in K’ ®p, V') sind. Angenommen dies
ist nicht der Fall. Wir wihlen dann eine Abhingigkeitsrelation

0= i:aﬂ)i (41)
i=1

iiber K’ von minimaler Linge r. Die Minimalitdt liefert a;, # 0 fiir alle ¢ € {1,...,7} und r > 2. Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit a; = 1. Da (v;); linear unabhiingig iiber K ist, gibt es ein a; ¢ K fiir ein
i € {1,...,7}. Sei also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit as € K’ \ K. Wegen K = (K')¢ gibt es ein
o € G mit o(az) # az. Wegen v; € D(V) gilt nun

0=0(0) = Za(ai)a(vi) = Za(ai)vi =uv + Za(ai)vi (42)

i=1 i=1 i=2
Subtraktion von (41) und (42) liefert Y_._,(a; — o(a;)v;) = 0 mit ag — o(az) # 0. Dies steht im Widerspruch
zur Minimalitéit von 7 und wir haben somit die Injektivitat — und insgesamt die Bijektivitit — der Abbildung

K*?P@rD(V) — K*P®g, V aus (i). Da das Tensorprodukt und direkte Summen vertauschbar sind erhalten
wir somit (ii):

dimg D(V) = dimgeer (K @ D(V)) 2 dim geees (K*P @5, V) = dimg, V < 00

Bleibt noch (iii) zu zeigen. Da K*°? ein freier Fp-Modul ist und daher flach, ist die Sequenz

idgser® idgsep @h
0 K sep ®]Fp V/ ldgsep®g K sep ®]Fp Vv 1dgsep, Ksep ®]Fp V// 0

weiterhin exakt. Dabei ldsst sich idgser @ g 2u D(V') — D(V) und idgser @ h zu D(V') — D/V") einschrénken.
Sei dazu a @ v € D(V). Dann gilt

(idgser @ g)(a @ v) = (idgser ® g)(0(@) @ 0(v)) = 0(a) ® g(0(v)) = () ® 7 (g(v)) = @ ® g(v) € D(V)
Wir erhalten das kommutative Diagramm

0 > Ksep ®le %44 Kser ®IFP % K sep ®]Fp v 0

! T T

0 Kser QK D(vl) > Ksep QK D(V) > Ksep QK D(V”) 0
in dem die obere Zeile exakt ist. Da die senkrechten Pfeile Isomorphismen sind, ist auch die untere Zeile

exakt. Da K ein freier und damit volltreuer K-Modul ist, folgt die Exaktheit der Sequenz 0 — D(V') —
D(V) — D(V") — 0 (vgl. [Lam, 1999], Example 4.72 (3)). O
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Korollar 4.3.8:
Sei V € Re cOM(GK). Dann ist der p-Modul (D(V), for)) = (K ®r, V)5, ¢ @ idy) tber K étale.

Beweis. Wegen dimg (K ®x,, D(V)) = dimg(D(V)) = dimp, V' < oodie Surjektivitit der Linearisierung
(foory)k + K @K, D(V) = D(V) zu zeigen. Wegen 5.0.17 geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung
(s@mr— s® fD(V)(m)) D K5¢P QK o D(V) — K*P g D(V),

welche wir durch Anwenden von K*? @ () auf (fpv))x erhalten, surjektiv ist. Nach 4.3.7 ist aber der
p-Modul K*? @ D(V) =2 K*?®g, V iiber K*°? beziiglich ¢ ®idy eine endliche direkte Summe von Kopien
des p-Moduls (K*°?, ). Dieser ist aber étale, da die Abbildung K*? ®@gser , K°P — K*P, s @1 — @(s)r,
surjektiv ist. O

Umgekehrt konstruieren wir jetzt einen exakten Funktor

V- q)et%Repcorlt(GK)

und miissen zeigen, dass V und D invers zueinander sind. Sei dazu (M, f) € @% beliebig. Dann bildet die
Abbildung

K ox M 2 Roer s M K0P @ M
das Tupel (s, m) auf p(s)® f(m) ab und ist offenbar K-balanciert. Somit wird ein Gruppenhomomorphismus

o f: KPP @ M — K**P Qg M

induziert, welcher der Abbildungsvorschrift s ® m — ¢(s) ® f(m) geniigt. Diese Abbildung ist sogar -
semilinear. Seien dazu A € K*? und s ® m € K*? ® M beliebig. Dann gilt

(@ HAs@m)) = (¢ f)(As@m) = p(As) @ f(m) = (A) (¢ @ f)(s ©m),
d.h. ¢ ® f ist p-semilinear. Somit ist K*P @ x M ein ¢-Modul {iber K*°P. Wir setzen nun
V(M) := (K*? @ M)¥= = {2 € K*? @k M : (¢ ® f)(z) = x}

und gehen nun adhnlich zur Konstruktion von D vor.

Bemerkung 4.3.9: (i) K*P Qg M ist ein K*°P-Vektorraum und somit via F, C K*°? ein F,-Vektorraum.
Damit ist V(M) ein Fp-Untervektorraum von K*? @ M, denn einerseits ist wegen der Additivitdt
von ¢ ® f offenbar (V(M),+) eine Untergruppe von (K*P @k M,+). Anderseits gilt

(p® ) Z&@mz = (p® N asi®mi) = Z@ ¢(s:) @ f(mi) = a(p® f) Zsl@aml)

fir alle « € Fp, und fiir alle ), s;@m; € K**P®@x M, da (o) = a gilt. Somit gilt oy, siom; € V(M).

(i) Wegen K = (K*?)9x agiert G auf K°P @ M via 0 ® idyy fir alle 0 € G. Ferner kommutiert der
Frobenius-Automorphismus mit beliebige Automorphismen iiber K*°P, sodass sich die G -Aktion auf
K*P @ M zu einer Aktion auf V(M) = (K*? @ M)#=" einschrinken lisst durch die F,-linearen
Automorphismen o Q idy;, 0 € G .

Proposition 4.3.10: (i) Sei (M, f) € ®SL. Dann ist die natiirliche K*°P-linare Abbildung K*?®p, V(M) —
K*P @k M ein Gg-Isomorphismus von p-Moduln tiber K°°P.

(i1) Der unterliegende Fy,- Vektorraum von V(M) ist endlich erzeugt.
(iii) Sei
0— M 5 Mm-S M —o0
eine exakte Sequenz in ®5t. Dann ist auch die Sequenz

) idpcser @F idiser @G

0 — V(M V(M) V(M) — 0

in Re CO"t(GK) exakt.
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Beweis. Die Konstruktion der Abbildung aus (i) geht dhnlich wie in 4.3.7. Explizit haben wir eine Abbildung
(@a®z+— az): K*? @p, V(M) — K*? @ M,

denn K*° @ M ist ein K**P-Vektorraum und V(M) ist ein F,-Untervektorraum. AuBlerdem haben wir auf
beiden Seiten einerseits eine ¢p-Modul Struktur:

o auf K*P ®@p, V(M) via ¢ @ idy ()
o auf K*P @k M via p ® f
und anderseits eine G g-Aktion:
o auf K* @p, V(M) via o ® o
o auf K*P Qp M via o ® id)y

fiir alle 0 € Gk Die Abbildung K* ®p, V(M) — K*? @ M kommutiert dabei mit diesen Strukturen.
In der Tat gilt sowohl

o(BY ai @) =0(B) o} 0 wv)=0(f) D o) ®v;
=D 0(Ba0) @ vi = (0 @ida) (Y fos )

als auch

(o @idy() (B ® Zai ®uvi) = ¢(B) ® Zai ® v; = Z‘P(ﬁ)ai © i
= @(ﬂ)zai@?”i = (90®f)(2504i®”i)

fir alle § € K*° und fiir alle ), o; ® v; € V(M). Es sei daran erinnert, dass M ein endlich dimensionaler
K-Vektorraum mit pM = 0 ist. Wir miissen die Bijektivitdt der natiirlichen Abbildung

Ksep ®]Fp (KSSP QK M)@Zl — KP @ M

zeigen. Allgemeiner werden wir fiir einen étalen p-Modul (N, g) (iiber K*¢P) zeigen, dass die Abbildung
K*% @p N?=! — N bijektiv ist. Hierbei ist N¥=! := {z € N : g(z) = 2} und ¢ bezeichnet hier den Fro-
benius Automorphismus iiber K*°P. Zunichst sei noch angemerkt, dass K*? @ ¢ M ein p-Modul via ¢ ® f
ist. Dieser ist sogar étale. Sei hierfiir (myq,...,mg) eine K-Basis von M. Dann ist (1 ® mq,...,1 ® my) eine
K*¢P-Basis von K*? @ M. Damit haben f auf M und ¢ ® f auf K*? @ x M dieselbe Darstellungsmatrix
in K4%4 C (KeP)4*d Da f étale ist, ist f bijektiv und somit ist diese Matrix invertierbar. Dann ist auch
© @ f bijektiv und somit ebenfalls étale.

1. Schritt N # 0 = N¥=! £ 0: Wihle v € N \ {0} und setze v; := g*(v). Definiere nun m := min{j > 1 :
0, ..., v; sind linear abhéngig iiber K*?}. Dann gibt es ao, ..., @, € K*°P nicht alle Null mit ZZ’;O a;v; = 0.
Die Minimalitdt von m liefert sofort a,, # 0. Sei nun (N, g) étale iiber K*°P. Zusammen mit der Injektivitit
von ¢ iiber K*°P erhalten wir die Injektivitit von g. Man betrachtet hierfiir eine K*°P-Basis nq, ..., ng von N.
Dann ist acuh g(ny), ..., g(nq) eine K*°P-Basis von N als Bild der K**P-Basis 1®n1, ..., 1®ng von K5P®sen
N unter den Isomorphismus ggser. Sei g(n) = 0. Dann gibt es A; € K*P mit n = Z?:I Ain;. Nun gilt
Zle ©(Ai)g(n;) = 0. Wegen der Injektivtit von ¢ und der linearen Unab&hnigkeit von g(n1), ..., g(nq) muss
dann jedes \; = 0 sein. Zusammen mit vy, ..., U, —1 sind auch g(vg) = v1, ..., g(vm—1) = vy, linear unabhingig
iiber K*? (als Bilder von linear unabhéngigen Vektoren 1 ® vg,...,1 ® vy,—1 € K°P Qpser , N unter den
K*¢P-linearen Isomorphismus ggser : K°P @pser , N = N). Damit ist auch ag von Null verschieden. Fiir
€0, ey Cm—1 € K*°P betrachte v := Zﬁgl ¢;v;. Anwenden von g liefert dann g(v) = Z?;Bl = cPv;41. Setzen
wir c_1 := ¢y, := 0, so erhalten wir

v—g(v) = Z(Ci — ) (43)
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Das Polynom agm a4 alfm TS amx € K*P[z] ist seperabel, denn a,, ist von Null verschieden,

und hat somit eine Wurzel y € K*%\ {0}. Wiihle nun ¢; := 37 _, aflﬂypifj, 0 <4 <m-—1, in der Definition
von v. Da y und ag von Null verschieden sind, ist auch ¢y = agy von Null verschieden. Damit ist v # 0, denn
V0, -, Um—1 sind linear unabhéngig. Per Konstrukton gilt ¢ | = ¢; — a;y fiir alle 0 < ¢ < m. Dann liefert

(43) unmittelbar
v—g(v) = Zaiyvi = yzaﬂ]i =0
i=0 i=0
und damit liegt v in N¥=1\ {0}.

2. Schritt dimg, N¥=! < dimgser N: Seien uq, ..., u, € N¥=! linear unabhiingig iiber F,, und linear abhéingig
iiber K*°P als Elemente von N. Wiahle dabei r minimal, sodass es by, ...,b, € K*°P gibt mit 2;1 biu; =0
in N. Die Minimalitit liefert b; # 0 fiir alle i € {1,...,r} und r > 2. Durch Multiplikation mit b; ' kénnen
wir by = 1 annehmen. Dann gilt

- JENP=L _
0=g(0) =D tg(u) "= > blu,
=2 =1

und Subtraktion liefert dann .

i=2
wegen (by = 1 = 1P). Die Minimalitidt wiederum liefert somit bf = b; fir 2 < i < r und somit liegen
by = 1,b, ..., b, in Fp,. Dies steht im Widerspruch zur linearen Unabhéngikeit der uq,...,u, tiber ). Also
gilt dimp, N =1 < dimpser N. Allgemeiner haben wir damit die Injektivitit der K*P-linearen Abbildung
K*P ®p, N#=l — N gezeigt, denn fiir die F,-Basis uy, ..., u, von N*=1 ist 1 ® uq, ..., 1 ® u, eine K*°P-Basis
von K*? @, N =1 welche auf uy, ..., u, abgebildet wird und linear unabhéngig iiber K P ist.

3. Schritt dimp, N#=! = dimgser N: Beweis per Induktion iiber d := dimgser N > 1. Sei zuniichst d = 1.
Dann liefert der erste Schritt N¥=1 £ 0. Somit liefert der zweite Schritt

dimg, N¥=' > 1 = dimgeer N > dimg, N9~ (= dimgser K°P @5, N¥~")

und somit die gewiinschte Identitét.

Induktionsschritt d — 1 — d: Wir kénnen, wegen dem ersten Schritt, ein v; € N¥=1\ {0} wiihlen. Definiere
nun N’ := N/K*®v;. Es gilt g(v1) = v1, sodass (K°*Pvy, g),...,, ) ein wohldefinierter o-Modul tiber K *°F ist
und auch (N, ¢') mit ¢'(v + K*Pv;) := g(v) + K*Pv;. Beide sind sogar étale. Um dies zu sehen benétigen
wir noch das folgende Lemma:

Lemma 4.3.11:
Sei F' ein Korper und i ein Endomorphismus iber F'. Ferner sei

0—M —M-—M —0
eine erakte Sequenz von -Moduln iiber F. Nun ist M genau dann étale, wenn M’ und M" étale sind.

Beweis. Betrachte das kommutative Diagramm

OHF®F)¢M/HF®F)¢,M4>F®F’¢M”HO

l | l

0 M’ M M 0

Per Voraussetzung ist die untere Zeile exakt. Die obere Zeile ist exakt, da F' ein Koérper und daher als -
Modul frei und insbesondere flach ist. Ist M étale, so ist der rechte vertikale Pfeil surjektiv. Dabei haben der
Ausgangsraum und der Zielraum dieselbe Dimension iiber F', sodass der rechte Pfeil sogar ein Isomorphismus
ist. Analog ist der linke vertikale Pfeil injektiv und somit bijektiv. Sind nun M’ und M" étale, so sind
die duBeren vertikalen Pfeile Isomorphismen. Eine einfache Diagrammjagd liefert dann die Bijektivitit des
mittleren vertikalen Pfeils. O
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Wenden wir uns nun wieder dem Beweis von 4.3.10 zu. Wir wenden nun das Lemma auf die kurze exakte
Sequenz
0— K%y, — N — N' — 0

von @-Moduln iiber K*¢P an. Die K®*°P-Dimension von N’ ist d — 1, sodass per Induktionsvoraussetzung
dimp, (N')?=! = d — 1 gilt. Wihle nun eine F,,-Basis Uy, ...04 von (N')#=!. Der Beweis des zweiten Schrittes
und die Induktionsannahme liefern dann, dass va,...T4 eine K*°P-Basis von N’ ist. Schreibe nun v; = v} +
K*¢Py; mit v, € N. Die Familie vy, v}, ..., v/, bildet eine K**P-Basis von N. v; € (N')?=! bedeutet, dass es ein
a; € K*¢P gibt mit g(v}) — v} = a;v1. Sei nun ¢; eine Wurzel des separablen Polynoms ¥ — x + a; € K*P[z].
Fir 2 < i < d setze v; := v} + ¢;v1. Dann ist vy, va, ..., vy weiterhin eine K*°P-Basis von N mit g(v1) = v;
und
9(vi) = g(v}) + cfg(v1) = g(v) + cfv1 = v + av1 + cfv1 = v + 1 = v;

fir 2 <7 <d, d.h. vy,...,vq liegen in N¥=1_ Damit haben wir () gezeigt. Ferner erhalten wir
dimp, V(M) = dimgeer K*P @ V(M) £ dimgeer K5 @ M = dimg M < o0, d.h

V(M) ist endlich erzeugt als Fp,-Vektorraum. Und somit haben wir (ii) gezeigt.
Sei nun die Sequenz 0 — M’ — M — M" — 0 von Objekten aus ®¢¢ exakt. Dann ist auch die Sequenz

0 - KPR M — K@ M — K**? @ M — 0

exakt, da K*°P als K-Modu frei ist und somit auch flach. Dann liefert eine einfache Diagramjagd in dem
kommutative Diagramm

0 S (Ksep QK M/)ga:l (Ksep K M)ga:l (Ksep QK M//)g;:l

S S

V(M) V(M) V(M")

0 K sep QK M’ Kser QK M Kser QK M 0

die Exaktheit der oberen Zeile. Wir zeigen nun, dass V(M) — V(M") surjektiv ist. Betrachte dazu das
kommutative Diagramm
K sep ®IF,, V(M) o Ksep ®]Fp V(M”)

| |

K sep QK M —— 5 Ksep RK M

Wegen (i) sind die horizontalen Pfeile bijektiv. Der untere vertikale Pfeil ist surjektiv, wegen der Rechtsexakt-
heit des Tensorproduktes. Damit ist auch der obere vertikale Pfeil surjektiv. Dann ist auch V(M) — V(M")
surjektiv, da K*° /F, treuflach ist. O

Korollar 4.3.12:
Sei (M, f) € ®t. Dann liegt V(M) in Rep]ﬁ‘;"t(GK).

Beweis. Wegen 4.3.10 ist V(M) ein endlich erzeugter F,-Modul. Die G g-Aktion auf V(M) = (K°P @k
M)¥=t ist via o ® idy fiir alle 0 € Gk gegeben. Damit sind die Eigenschaften (a)-(c) aus 4.3.2 gegeben.
Wir miissen also lediglich die Stetigkeitseigenschaft (d) nachweisen. Wegen 4.3.5 faktorisiert die Operation
von Gk auf V(M) iiber die Gruppe Gal(K'|K), wobei K’ eine endliche Kérpererweiterung von K ist. Die
Krull-Topologie auf Gal(K’|K) ist gerade die diskrete Topologie und damit ist die Stetigkeit trivialerweise
erfiillt.

O

Satz 4.3.13 (Fontaine):
Die Kategorien ®S¢ und Rep]}?im(GK) sind dquivalent.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass
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(i) fir V e Repf@‘;nt (Gk) der natiirliche Fp-lineare G x-Homomorphismus V' — V(D(V)) bijektiv ist.

i) fiir € ®¢ die natiirliche K-lineare ildung — ein Isomorphismus von étalen -
ii) fir M € % d liche K-1 Abbild M D(V(M I h 1
Moduln tiber K ist.

Zu (i): Es gilt VD(V)) = (K*P 05 D(V))#=" = (K 05 V)*=! = {z € K*Payp, : (p ®idy)(x) = z}.
Die natiirliche Abbildung ist nun diejenige, welche v € V auf 1 ® v € K*? ®p, V' abbildet. Diese ist [F,-
linear, wohldefiniert (d.h. das Bild liegt in (K*%® @, V)#=! = V(D(V))) und es handelt sich um einen G-
Homomorphismus, da die G x-Aktion auf V(D(V)) & (K*P? @y, V)?)=! via 0 @0 fiir alle 0 € Gk gegeben ist.
Fiir die Bijektivitdt benutzen wir 5.0.17. Konkret wenden wir K*? ®p, (-) an. Bei der entstehende Abbildung

0 7

4.3.1 4.3.
K @5, V — K*P @ V(D(V)) = K?@D(V) ¥ K @g V

handelt es sich aber um die Identitét.

Zu (ii): Es gilt D(V(M)) = (K*?@g, V(M))Cx (K*P®x M) . Dies ist eine Teilmenge von K*P®x M,
welche mit der Gg-Aktion via o ® idys fiir alle 0 € Gk ausgestattet ist. Die Abbildung M — D(V(M))
ist durch m — 1 ® m gegeben. Diese ist damit K-linear und wohldefiniert (d.h. das Bild liegt in (K*? Q@
M)CGx = D(V(M))). Die p-Modulstruktur auf M ist via f gegeben und die p-Modulstruktur auf D(V(M)) =
(K*? @ M) ist via ¢ @ f gegeben. Damit ist die Abbildung M — D(V(M)) ein Homomorphismus von
étalen o-Moduln iiber K. Die Bijektivitdt kann erneut via 5.0.17 gezeigt werden. Wende K*? @ (-) an und
erhalte die Abbildung

4.3.10
o~

4

3.7 4.
K% @i M — K* @i D(V(M)) & K @p V(M)

w

.10
Ksep QK M

Il

und auch hier ist diese Abbildung die Identitét. O

4.4 Paarweise Kategoriendquivalenz

Wir haben nun das Ziel dieser Arbeit erreicht und den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.4.1:
Die Kategorien #, ®St und Repﬁ-‘;”t(GK) sind paarweise dquivalent.

Beweis. Der Satz ist die Zusammenfassung von 4.3.13 und 4.2.14 O
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5 Anhang

Im Folgenden werden einige Standardaussagen der Algebra erwahnt, welche in dieser Arbeit verwendet
werden.

Satz 5.0.1 (Rechtsexaktheit des Tensorproduktes):

Sei R ein Ring und N ein rechtsseitiger R-Modul. Ferner sei die Sequenz 0 — M’ — M — M" — 0 von
linksseitigen R-Moduln exakt. Dann ist auch die Sequenz M' Qg N —- M @r N — M"”" ®r N — 0 eine exakte
Sequenz von abelschen Gruppen.

Beweis. Siehe [Lang, 1978] Seite 416 Proposition 6. O

Definition 5.0.2:
Sei R ein Ring.

(1) Sei I eine Menge mit einer Ordnungsrelation <. Das Tupel (I, <) heifit gerichtet geordnet genau dann,
wenn es fir allei,7 € I ein 'k € I gibt mit i <k und j <k.

(2) Sei (I,<) eine gerichtet geordente Menge. Ein induktives System von R-Rechtsmoduln iber I ist eine
Familie (M;);cr von R-Rechtsmoduln zusammen mit R-Rechtsmodulhomomorphismen ¢;; @ M; — M;
fiir alle i,j € I mit i < j, sodass folgende beide Eigenschaften erfillt sind:

o v, =idy, firalleiel
(3) Seien die Gegebenheiten wie in 2). Setze V := | |;c; M; := {(i,x) : ® € M;,i € I} und definiere eine

Relation ~ auf V: Zwei Elemente x; := (i,x) und y; := (j,y) aus V stehen in der Relation ~ genau
dann, wenn es ein k € I gibt miti < k,j <k und ¢;p(2) = @r(y).

Lemma 5.0.3:
~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis. Die Reflexivitét und Symmetrie ergeben sich sofort aus der Definition. Seien nun z;, y;, 21, € V mit
x; ~ y; und y; ~ 2 gegeben, d.h. es gibt ki, ko € T mit i, (x) = @)k, und Yji, (y) = @rr,(2). Sei nun l € I
mit k1 <[ und [ < k. Dann gilt

Pit(T) = 111 © ik, (T) = Pry1 0 0y (Y) = Pi1(Y) = Pheat © Py (Y) = Phat © Prky (2) = Pr1(2),
d.h. z; ~ 2. O

Lemma 5.0.4:
V/ ~ hat eine eindeutige R-Rechtsmodulstruktur, sodass fir alle i € I die kanonische Abbildung ¢ : M; —
V — V/ ~ ein R-Rechtsmodulhomomorphismus ist.

Beweis. Eindeutigkeit:
Sei ¢ ein R-Rechtsmodulhomomorphismus. Dann muss fiir alle i € I, x,y € M; und r € R gelten:

pe+y) = [(i2) + (i,9)] = [(i, 2+ y)] | p(x) +¢(y) = [(@, 2)] + [(4, y)] (44)

p(ar) = [(,zr)] = p(z) - r =[G 2)] -7

Durch die letzte Gleichung ist die Skalarmultiplikation eindeutig. Die Eindeutigkeit der Addition hingegen
erfordert etwas mehr Aufwand. Seien [(i,z)], [(4,y)] € V/ ~ beliebig. Wéhle nun ein k¥ € I mit ¢ < k und
J < k. Dann gilt sowohl [(i,z)] = [(k, gir(x))] als auch [(j,y)] = [(k, ¢;x(y))]. Somit und nach (44) muss
die Addition wie folgt definiert sein: [(¢, )] + [(4,¥)] = [(k, pir(x))] + [(k, ¢ (¥))] = [(k, vir(z) + @ik (y))]
Existenz:

Wir definieren die Addition und die Skalarmultiplikation wie folgt:

+:i (W) x (V) ~) =V~ ((62)) (G, 9)]) — [k pin(@) + ¢ji(y))], wobei k € T'mit i < kund j <k
(V)X R— V) ~, (G, )], r) = [0, 27)]
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+ wohldefiniert: Seien [(i1,x)] = [(i2,2")], [(j1,¥)] = [(J2,¥")] € V/ ~ beliebig. Wir miissen nun zeigen, dass
die folgende Identitét gilt

[(i],l‘)] + [(.717y)] = [(kl’ Pirk: (.Z‘) + ©jika (y))] = [(k2a 90127@2( ) + Pioks (y/))} = [(Zévxl)] + [(jQ’ y/)]

fir ky, ke € I mit k1 > 41,71 und ko > io, jo. Wir miissen also ein k € [ finden mit k& > k1, ko, welches der
Gleichung

@klk(gpilkl (Z‘) + Pk (y)) = @kzk((pizkz (Z‘/) t Pjaky (yl))
geniigt. Wegen [(i1,2)] = [(i2,2")] und [(j1,y)] = [(j2,¥')] gibt es [,I" € I mit | > i1,i2 und I' > ji, jo,
sodass sowohl ¢;,;(x) = @i,1(2) als auch ;1 (y) = ¢, (y') gilt. Sei nun k € I grofer als kq, ko und damit
insbesonderes grofier als 41,49, j1 und jo. Dann gilt ¢;,x(2) = wi,e(2’), ¥k (1Y) = ¢j,k(y") und somit auch
onﬂc(@ilkl (:L‘) + ©irks (y)) - @ilk(x) + gpjlk’(y) = @igk( ) + @Jzk( ) @k2k(9012kz( ) T Pjaks (y/))

- wohldefniert: Seien [(i,z)] = [(j,y)] € V/ ~ und r € R beliebig. Wir miissen zeigen, dass [(i, zr)] = [(J, y7)]
gilt d.h. wir miissen ein k € I mit k > ¢, j und @, (2r) = @i (yr) finden. Wegen [(¢, z)] = [(j,y)] gibt es ein
keI mit k> 1,5 und @ix(z) = ¢jx(y). Multiplizieren wir von rechts mit r, so erhalten wir die gewiinschte
Identitat.

(V/ ~,+) ist eine Halbruppe: Seien [(4, z)], [(4,y)], [(k, 2)] € V/ ~und | € I mit | > i, j, k beliebig. Dann gilt

(16 )] + (G 9)]) + (R, 2)] = [ pa () + ()] + [(F; 2)] = [, pa(x) + 0 (y) + r(z))]
= [ 2)] + [ wu(y) + e (2)] = [0, 2)] + ([, )] + [(k, 2)])

(V/ ~,+) ist ein Monoid: : Sei [(i,x)] € V/ ~ beliebig. Sei 0; € M, das neutrale Element beziiglich der

Addition. Nun gilt
[(2, )] + [(600)] = [(i, 2 + 05)] = [(i, )]
Offenbar gilt [(4,0;)] = [(4,0;)] fiir alle ¢, 5 € I. Wir definieren 0 := [(, 0;)].

(V/ ~,+) ist eine Gruppe: Sei [(i,2)] € V/ ~ beliebig. Es gilt

(@, )] + (6, —2)] = [(5, & + (—2))] = [(4,0)] = 0

(V/ ~,+) ist eine abelsche Gruppe: Seien [(4,2)],[(4,y)] € V/ ~ und k € I mit k > i, j beliebig. Nun gilt

(4, 2)] + [(4,9)] = [(k, pir () + 055(y))] = [(k, 05k (y) + pir(2))] = [(4, )] + [(7, )]

(V/ ~,+,-) ist ein Modul: Seien [(i,z)], [(4,y)] € V/ ~und k € I mit k > i,j und r, s € R beliebig. Nun gilt:

(G 2)]-7) s = [ 2r)] - s = [i, ars] = [(i,2)] - (rs),
[ 2)] - (r 4 8) = [(,2(r + 8)] = [(, 27 + ws)] =[G 2r)] + [(5, 28)] =[G, 2)] -7 + [(3,2)] - 5,
(G 2)] + (G 9)]) - r = [k pir (@) + @ji(y)] -7 = [k, (pir (@) + @jr(y) - 7)]
= [(k, pir (@) + s (y)r)] = (G 2)] - + (G w)] - 7

Definition 5.0.5 (Induktiver Limes):
Seien die Voraussetzungen wie in 5.0.2. Dann ist der induktive Limes wie folgt definiert:

lim M; :=V/ ~
—

i€l
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Beispiel 5.0.6:
Sei M ein R-Rechtsmodul und X := {P : P C M ist endlich erzeugter R-Untermodul }. Offenbar ist (X, C)
gerichtet geordnet. X ist auch ein induktives System von Moduln iber sich selbst via ppg: P = Q pr—p
fir alle P,Q € X mit P C Q. Nun stehen xp = (P,x) und yo = (Q,y) aus V genau dann zueinander
in Relation, wenn es ein K € X mit P,QQ C K und ¢px(x) = por(y) gibt. Das ist aber genau dann der
Fall, wenn es ein K € X gibt mit P,Q C K undx =y in K C M, d.h. x =y in M. Damit haben wir den
induktiven Limes bestimmt:

li_rr)l P=V/~=2M

PeX
Satz 5.0.7:
Sei R ein Ring, S eine Rechtsteilermenge und M ein R-Rechtsmodul. Dann ist ¢ : M — M ®p RS™!
R-Linear und es gilt ker o = {m € M : 3s € S mit ms = 0}.
Beweis. Seien r € R und m € M, dann gilt o(mr) =mr@l=m@r=(mQ 1)r = p(m)r.
»2 “:Seims =0, dann gilt p(m) =mR1=m®ss I =ms®s1=0s1=0.
,C “: Setze X := {P : P C RS~ ist endlich erzeugter R-Untermodul }. X ist iiber C gerichtet geordnet
und nach 5.0.6 ist RS~! der induktive Limes iiber alle P € X. Definiere nun fiir alle P,Q € X mit P C Q
Abbildungen

PPQ TMRrP—>MOrQ mep—mQep.

Wir konnen also den induktiven Limes
lim (M ® P)
—

prPeX

bilden. Wir wollen nun die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes ausnutzen. Definiere dazu eine R-
bilineare Abbildung

fiM x hl)n P — hi>n (M ® P) via (m,[zp]) — [(m ® x)p],

PeX PeXx
wobei xp 1= (P,z) € | Jpcx Pund (m®@x)p := (P,m®@2x) € | |Jpcx M ® P,

o f ist wohldefiniert: Sei (m, [zp]) = (1, [yg)]- Also ist m = n und es gibt ein K € X, sodass P,Q C K
und z =y in K gilt. Dann gilt auchm® z =n®yin M @ K, d.h. es gilt [(m®@ z)p] = [(n @ y)o].

e f ist R-balanciert: Seien m,n € M, r € R und [zp],[yq] € | |pcx P beliebig und K € X geeignet
gewahlt. Dann gilt:

fm+mn,zp]) = [((m +n) @ x)p] = [(m@2)p + (n© )]

[(m®@z)p]+[(n®@ )] = f(m;[zr]) + f(n, [vo])

f(m, [ep] + [2q]) = f(m, [(z + y)x) = [(m @ (z +y)) k] = [(m @ z)k] + [(m @ y)K]
[(m@z)p] +[(m@y)el = f(m, [zp]) + f(n, [ye])

[(mr @ )p] = [((m @ ra)p] = f(m,[rz]lp) = f(m,rlz]p)

f(mr, [x]p)

Nun liefert uns die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes den Gruppenhomomorphismus:

M ®g (lim P)= M ®g RS™! — lim M ®@x P
— —

rex rex

Man kann zeigen, dass er bijektiv ist (vgl. [col, ] Lemma 11.9). Es folgt, dass es ein P € X gibt mit m®1 =0
in M ®pg P. Seien nun {9(r;)9(s;) "' }iz1,...n die Erzeuger von P (als R-Linksmodul). Wir zeigen nun, dass
es ein s € 9(5) gibt mit Ps C J(R). Wir nutzen dazu die Ore-Bedingung. Da s; in S und somit in R und
s9 inS liegt, gibt es ein s} € S und ein 7] € R mit s18) = sor). Nun liegt wiederum s;8} in R und s3 in
S, sodass es ein s, € S und ein 5, € R gibt mit s15}s5, = s3rh. Induktiv erhdlt man nun s, ...,s,_; € S

und 7, ..., 71 € Rmit s :=s1 [[; 8} = sprp_1. Sei nun z = Y. | A\;9(r;)0(s;) " € P beliebig. Dann ist
x9(s) in 9(R). Also gilt P C J(R)I(s) L.
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Betrachte nun die exakte Sequenz von R-Linksmoduln 0 — kerg — R 2 9(R)J(s)~! — 0 mit g definiert
durch 7+ 9(r)d(s)~'. Wegen der Rechtsexaktheit des Tensorproduktes auch die Sequenz

M@gkerg — M@z R'“M Mg 9(R)I(s)™ =0

exakt, wobei M ®p R offensichtlich zu M isomorph ist. Dam®1=0in M ®xr P C M @ J(R)I(s)~! gilt,
liegt m®1 in ker(idp ®g) = im (M ®pgker g — M) = M -ker g. Also liisst sich m schreiben als m = Y1, myr;
mit m; € M und r; € kerg. r; € ker g bedeutet aber auch, dass r; in ker(R — RS™!) liegt. Damit gibt es
ein s; € S mit ¥(r1s1) = 0 und somit ist msy =: m - I(s1) = m1d(ris1) + Y. ;_o m;7;s1, wobei weiterhin
ris; € ker(R — RS™1) fiir 2 < i < n gilt. Induktiv erhilt man sy, ...,s, € S mit m- sy -...- 5, = 0. O

Satz 5.0.8 (Kiirzungsregel fiir das Tensorprodukt):

Sei R ein Ring und S,T kompatible Rechtsteilermengen von R. Ferner sei M ein R-Rechsmodul. Dann
gibt es einen Isomorphismus zwischen M ®@g (RS™! ®@pg—1 R(ST)™ ') und M ®r R(ST)~ ! als R(ST)"!-
Rechtsmoduln.

Beweis. Sei n der kanonische Ringhomomorphismus von RS~ — R(ST)~!. Dann ist die Abbildung
f:RS™'x R(ST)™' = R(ST)™* (a,b) > n(a)b

RS~ !-balanciert. Seien dazu a,a’,r € RS~ und b,b’ € R(ST)~! beliebig. Dann gilt f(a+a’,b) = n(a+a’)b =
n@)b + (@) = f(a,b) + F(@.5), fla,b+b) = n@)(b+¥) = n(@b + 5@’ = f(a,b) + f(a,b') und
flar,b) = n(ar)b = n(a)n(r)b = f(a,n(r)b) = f(a,r -b). Nun liefert uns die universelle Eigenschaft des
Tensoprodukte einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus x : RS~ ! ®@pg-1 R(ST)~* — R(ST)~!, welcher
das Diagramm

RS™! x R(ST)il RSS! ®pg-1 R(ST)71

R(ST)!

kommutativ macht, dabei ist x sogar ein R-Linksmodulhomomorphismus. In der Tat gilt x(r - (¢ ® b))
x(Ws(r)a®b) = n(Ws(r)a)b = n(Ws(r))n(a)b =r-(n(a)b) = r-x(a®b) firr alle a®@b € RS~ @pg-1 R(ST)~
und 7 € R. Nun ist auch die Abbildung

—

g: M x (RS™' @pg-1 R(ST)™!) — M x R(ST)™' — M @ R(ST)™*, (m,z) — (m, x(z)) — m @ x(z)

R-balanciert. Die Additivitét in beiden Komponenten ist sofort klar und es gilt auch g(m - r ® x(z)) =
m-r®x(xr) =r-x(z) fir alle m € M, r € Rund z € R(ST)~!. Dann liefert die universelle Eigenschaft
des Tensorproduktes einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus 31 : M ®g (RS™! ®gg-1 R(ST)™ 1) —
M ®g R(ST)~!, welcher der Abbildungsvorschrift m ® (a ® b) — m ® n(a)b geniigt. Fiir alle m ® (a ® b) €
M ®r (RS™! @pg-1 R(ST)™!) und ¢ € R(ST)~! gilt auch B1((m @ (a @ b)) - q) = B1(m @ (a @ bq)) =
m®n(a)bg = (m®n(a)b)g = B1(m® (a®b))q, d.h. By ist ein R(ST)~1-Rechtsmodulhomomorphismus. Auf
dhnliche Weise erhélt man einen R(ST)~!-Rechtsmodulhomomorphismus B2 : M @ R(ST)"! - M ®pg
(RS™!®pg-1 R(ST)~!) mit der Abbildungsvorschrift m ® z — (m ® (1 ® z)). Man sieht sofort, dass 3 und
(B2 zueinander invers sind. O

Definition 5.0.9:
Sei M ein R-Linksmodul. M heifst

e endlich erzeugt genau dann, wenn es eine Teilmenge E := {a1,...,a,} C M gibt, sodass es fiir jedes
€M ry,..,rn € R gibt mit x = 7101 + ... + Thay. Fine solche Menge E heifit Erzeugendensystem

e frei genau dann, wenn M ein linear unabhdingiges Erzeugendensystem besitzt.

e endlich prisentiert genau dann, wenn es eine exakte Sequenz 0 — K — F — M — 0 von R-
Linksmoduln — mit F frei von endlichem Rang und K endlich erzeugt— gibt.

e projektiv genau dann, wenn es fir alle surjektiven R-Linksmodulhomomorphismen f: A — B und fir
alle R-Linksmodulhomomorphismen g : M — B einen R-Linksmodulhomomorphismus h : M — A gibt
mit f oh = g. Dabei muss h nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt sein. Dies ist damit keine
universelle Eigenschaft.
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e flach genau dann, wenn der Funktor () @ g M exakt ist

o treuflach genau dann, wenn M flach ist und, wenn fiir alle R-Rechtsmoduln A aus A @g M = 0 stets
A =0 folgt.

Die oben genannten Definitionen lassen sich véllig analog auf einen R-Rechtsmodul ibertragen.
Proposition 5.0.10:

M st ein flacher R-Linksmodul genau dann, wenn fiir alle R-Rechtsideale I C R die Sequenz 0 — I®@r M —
R®gr M exakt ist.

Beweis. Siehe [bos, | Seite 3 Theorem 1.4. O

Proposition 5.0.11:
Ein R-Linksmodul M ist projektiv genau dann, wenn M isomorph zu einem direkten Summanden eines freien
freien Moduls ist.

Beweis. Siehe [Lam, 1999] Seite 22 Korollar 2.3. O

Proposition 5.0.12:
Sei E = @;_, E; eine direkte Summe von R-Linksmoduln. Ferner sei F ein R-Rechtsmodul. Dann gilt
ForE=@F g E;).

Beweis. Siehe [Lang, 1978] Seite 413 Proposition 3. O

Proposition 5.0.13:
Jeder projektive R-Rechtsmodul ist flach.

Beweis. Siehe [Lam, 1999] Seite 123 Propostion 4.3. O

Proposition 5.0.14:
Wenn N ein flacher A-Rechtsmodul ist, so ist N ® 4 B ein flacher B-Rechtsmodul.

Beweis. Siehe [Lam, 1999] Seite 122 Proposition 4.1. O

Proposition 5.0.15:

Sei M ein (S, R)-Bimodul und N ein R-Linksmodul (respektive M ein R-Rechtsmodul und N ein (R,S)-
Bimodul). Dann ist M @ g N ein S-Linksmodul via s(x @ y) = sx ® y respektive ein S-Rechtsmodul via
(rRy)s =1z Rys.

Beweis. Wir betrachten nur den ersten Fall. Der zweite Fall wird analog bewiesen. Sei g : M — M
definiert durch m — sm. Dies ist ein R-Modulhomomorphismus und wir erhalten einen Endomorphismus
Ns =05 ®@idy : M ®r N — M ®g N. Seinun ) . m; ®n; € M ®g N beliebig. Dann gilt ng(D>_, m; ®n;) =
Zi ns(m; @n;) = Zl sm; ® n; und wir erhalten eine wohldefnierte Abbildung

SXxM®rN — M®rN (S,Zmi®ni)»—>25mi®ni
i i

O

Bemerkung 5.0.16:

Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S heifit flach (bzw. treuflach), wenn er S zu einen flachen (bzw. treufla-
chen) R-Modul macht. Sind (R, m) und (S,n) lokale Ringe und ¢ : R — S ein flacher Ringhomomorphismus,
so ist @ genau dann treuflach, wenn ©(m)S = n gilt. Das zeigen wir im folgenden Lemma.

Lemma 5.0.17:

Seien (R,m), (S,n) lokale Ringe und ¢ : R — S ein flacher Ringhomomorphismus mit ¢(m)S = n. Dann
ist eine R-lineare Abbildung f : M — N surjektiv respektive injektiv genau dann, wenn ids @ f : S®@p M —
S ®gr N surjektiv respektive injektiv ist. Insbesondere ist ¢ treuflach.
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Beweis. Ist f surjektiv, so ist idg® f surjektiv wegen der Rechtsexaktheit des Tensorproduktes. Ist f injektiv,
so ist idg ® f injektiv wegen der Flachheit von ¢. Sei nun idg ® f surjektiv respektive injektiv. Im ersten

Fall setzen wir C := N/im (f). Dann ist M Iy N = € — 0 exakt und somit auch

SorM S Sor N 5 S@rC =0

Wegen der Surjektivitdt von idg ® f ist damit S ® g C' = 0. Im zweiten Fall setzen wir C' := ker(f). Dann
ist 0= C — M 25 N exakt. Da o flach ist, ist auch die Sequenz

SORC = Sor M S0 N =0

exakt und somit ist S®rC = 0, da idg® f injektiv ist. Zeige nun, dass die Bedingung ¢(m)S = n stets C = 0
impliziert. Sei ¢ € C. Dann ist Rc C C' und wegen der Flachheit von ¢ haben wir S ®r Rc — S®@r C =0
und somit S ® Rec = 0. Angenommen ¢ # 0 und somit Rc # 0. Re # 0 ist endlich erzeugt iiber R und damit
gibt es nach dem Lemma von Zorn in der Menge der in Rc enthaltenden Linksideale von R ein maximales
Element P. Wéhle nun z € Rc\ P. Die Maximalitéit liefert dann Re = Rz + P. Damit ist dann die R-lineare
Abbildung (r — rz + P) : R — Re/P surjektiv. Sei nun I C R dessen Kern. Da P ein echtes Ideal von Re

ist, ist Re/P # 0 und damit ist I # R. Dann ist I C m, da R lokal ist. Wegen m/I Z R/I = Rc/P ist
m/I =0, denn das Urbild von m/I unter Rc — Re/P ist ein Untermodul von Re, der P echt enthélt. Damit
ist m = I und Re/P = R/m =: k. Nun ist
0=S®rRc— S®r (Re/P)2S®rk
und daher S ® g k = 0. Nun betrachte die exakte Sequenz
0O—=m—=R—k—0
Da ¢ flach ist, ist auch die Sequenz

S®rm > SRR R—->SRrk—0

exakt, wobei S ®zr R = S und S ®g k = 0 gilt. Also ist die Abbildung S ®g m — S surjektiv, welche
durch s ® r — sp(r) gegeben ist. Sie hat aber das Bild ¢p(m)S = n C S. Dies steht im Widerspruch zur

Treuflachheit von . Also muss ¢ = 0 und da ¢ beliebig war auch C = 0 gelten.
O
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