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1 Einleitung

Ziel dieser Bachelorarbeit ist der Beweis, dass jedes integre, eindimensionale Schema
von endlichem Typ tiber einem Korper K, eine sogenannte Kurve, eine Auflésung von
Singularitdten besitzt. Dazu werden wir zunachst einige grundlegende Eigenschaften
von Schemata und Schemamorphismen einfithren und diskutieren. Weiter werden regu-
lare bzw. singuldre Schemata definiert, untersucht und veranschaulicht. Wir werden den
Begriff eines integren Schemas und eines birationalen, eigentlichen sowie endlichen Mor-
phismus von Schemata kennenlernen. Zuletzt wird die Definition einer Auflésung von
Singularitdten folgen, welche wir in dieser Arbeit genauer untersuchen werden. Aufbau-
end auf den Grundlagen werden wir den Begrift einer Normalisierung einfithren und
zeigen, dass jedes integre Schema eine bis auf einen eindeutigen Isomorphismus eindeu-
tige Normalisierung besitzt. Anschliefend werden wir in einzelnen Schritten beweisen,
dass die Normalisierung eines integren, eindimensionalen K-Schemas von endlichem Typ
eine Auflésung von Singularititen ist. Daftir wird u.a. der Zusammenhang zwischen den
Begriffen normal und reguldr untersucht. Im letzten Kapitel werden wir einige Beispiele
von Auflésungen von Singularititen fiir Kurven betrachten. Insgesamt orientieren sich
die Ausfithrungen eng an den Biichern [GW10] und [Liu02].

Generell ist die Auflosung von Singularitéten eine zentrale Fragestellung der Algebrai-
schen Geometrie, die wir hier nur fiir Kurven beantworten werden. In héheren Dimen-

sionen ist die Auflésung von Singularitéten fiir char(K) > 0 noch ein offenes Problem.

In der folgenden Arbeit sei stets K ein Korper.



2 Grundlagen

An dieser Stelle sollen einige grundlegende Definitionen eingefiihrt und diskutiert werden,
auf denen in den folgenden Kapiteln aufgebaut wird. Viele grundlegende Begriffe und Er-

gebnisse der algebraischen Geometrie werden dabei allerdings als bekannt vorausgesetzt.

Zunichst betrachten wir ein lokal noethersches Schema X und bezeichne mit m, das
maximale Ideal von Oy, fiir alle z € X. Uber (r + m,)(z + m2) := rz + m2 fiir alle
r € Ox, und alle z € m, wird m,/m2 in natiirlicher Weise zu einem Vektorraum iiber
dem Restklassenkorper x(x) := Ox ,/m, von z.

Damit kénnen wir den Begrift eines requldren Schemas wie folgt definieren:

Definition 2.1

Sei X ein lokal noethersches Schema und z € X.

x heiBt regulédr, falls dimy ;) (m,/m2) = dim(Ox ;).

o X heifit regular, falls alle Punkte z € X regulér sind.
o 2 heifit singulér, falls dim,)(m,/m2) > dim(Ox).
o X heifit singular, falls X nicht regular ist.

Bemerkung 2.2. Ist X lokal noethersch, so existiert per Definition eine offene Uber-
deckung X = J,.; X; mit X; = Spec(R;) fiir alle i € I, sodass die R;, ¢ € I, noethersch
sind. Dann sind fiir alle x € X die Halme Ox , noethersch als Lokalisierungen der R;.

AuBerdem gilt fir alle z € X stets dim(Ox ) < dimyz)(m,/m2) (vgl. [Liu02, 2.5.14(b)]).

Dieser Wert ist stets endlich, denn Ox , ist noethersch, sodass m, ein endliches Erzeu-

icl

gendensystem besitzt. Die Restklassen bilden dann ein Erzeugendensystem des r(z)-

2
Vektorraums m, /m;.

Bemerkung 2.3. Aus der Dimensionsabschétzung in Bemerkung 2.2 folgt fiir jeden Punkt
eines Schemas, dass singuldr aquivalent zu nicht requldr ist.
Anschaulich sind die reguldren Punkte wie in der Analysis die Punkte, an denen das

Schema glatt ist, also einen wohldefinierten Tangentialraum besitzt.



In der folgenden Grafik ist beispielsweise x der einzige singuldre Punkt der Kurve.

Alle anderen Punkte sind reguldr und besitzen einen wohldefinierten Tangentialraum.

Definition 2.4
Ein Schema X heifit integer, falls X irreduzibel und reduziert ist.

Bemerkung 2.5. Ist ein Schema X integer, so ist jedes offene Unterschema () # U C X

ebenfalls integer.

Beweis. Zunéchst ist U als offenes Unterschema von X nach [GW10, 1.15] wieder irre-
duzibel.

Da X reduziert ist, gilt fir alle + € X, dass Ox, ein reduzierter Ring ist. Aus der
Isomorphie Ox ,, = Oy, fiir alle u € U folgt dann, dass auch U reduziert ist. O

Bemerkung 2.6. Ist X integer, so gilt fir alle ) # U C X offen, dass Ox(U) ein Integri-
tatsbereich ist. Auch Ox , ist fiir alle € X ein Integritatsbereich.

Beweis. Zunéchst ist Ox(U) # 0, denn wegen U # () existiert € U, und Ox (U) besitzt
einen Ringhomomorphismus in den lokalen (und daher von 0 verschiedenen) Ring Ox .
Folglich gilt 1 # 0 in Ox(U).

Seien nun f,g € Ox(U) mit fg = 0. Dann gilt U = V(0) = V(fg) = V(f)UV(g) und da
U nach Bem. 2.5 irreduzibel ist, konnen wir 0.B.d.A. U = V(f) annehmen und zeigen,
dass f = 0 gilt. Aufgrund der Garbeneigenschaften konnen wir dies lokal priifen. Sei des-
halb 0.B.d.A. U = Spec(R) affin. Dann gilt wegen U = V(f) = {p € Spec(R)|(f) C p},

dass f € [ p = Rad(0) in R. Da U nach Bem. 2.5 reduziert ist, gilt Rad(0) = 0.
peSpec(R)
Damit gilt f = 0.



Dass auch Ox , fiir alle x € X ein Integritatsbereich ist, folgt analog aus obiger Argu-
mentation, indem U als affine, offene Umgebung von x gewéhlt wird. Dann ist ndmlich

Ox . eine Lokalisierung des Integritétsbereichs Ox (U) an einem Primideal. [

Definition 2.7
Ein Punkt z in einem topologischen Raum X heiflt generischer Punkt von X, wenn fiir

alle z € X mit x € {2} schon z = z folgt.

Bemerkung 2.8. Bekanntlich ist fir jedes Schema X durch z ~— {z} eine Bijektion
zwischen den generischen Punkten und den irreduziblen Komponenten von X gegeben.

Insbesondere besitzt jedes irreduzible Schema einen eindeutig bestimmten generischen
Punkt.

Definition 2.9
Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit dominant, falls f(X) dicht in Y ist.

Bemerkung 2.10. Sei f : X — Y ein Morphismus irreduzibler Schemata. Ist 7 der
generische Punkt von X und ¥ der generische Punkt von Y, so sind aquivalent:
(i) f ist dominant

(i) f(n) = 7.

Beweis. Wir zeigen zunéchst {n} = Novcx U.
of fen
Aus {n} = X folgt, dass n € U fur alle ) # U C X offen gilt. Das zeigt ,, C .

Fir die andere Inklusion betrachte ¢ € (pvcx U. Dann gilt m = X 3 7 und damit
of fen
folgt ( = n, da n generischer Punkt ist.

Betrachte nun die zu zeigende Aquivalenz. Sei f : X — Y dominant. Ist @ # V C Y
offen, so gilt V N f(X) # 0 und damit f~1(V) # 0. Folglich ist n € f~1(V). Da dies fiir
alle V. C Y offen gilt, erhalten wir € Noevey [ (V) = fTH{Nopvey V) = {9}
und damit f() = 9. Fir die Riickrichtung betrachte 9 = f(5) C f(U). Damit gilt
Y ={9} C f(X)CVY,also f(X)=Y und damit ist f dominant. O

Bemerkung 2.11. Ist X ein integres Schema und bezeichnet n € X den generischen

Punkt von X, so ist Ox, ein Korper.

Beweis. Fur ein affines, offenes Unterschema () # U = Spec(A) C X gilt nach Bemer-
kung 2.5, dass auch U integer ist. Die Eigenschaft m = X des generischen Punktes
impliziert, dass n € U. Aus der Irreduzibilitdt von U folgt nun, dass n auch der generi-

sche Punkt von U ist. Mit der Isomorphie Ox, = Oy, geniigt es, Oy, zu betrachten.



Da U integer ist, ist A = Oy (U) nach Bem. 2.6 ein Integritatsbereich. Folglich ist n = 0
das Nullideal von A. Damit gilt, dass Op,, = A(A\0)™' = Quot(A) und Oy, ist ein
Korper. [

Definition 2.12
Fir den generischen Punkt 7 eines integren K-Schemas X heifft K(X) := Ox, der

Funktionenkorper von X.

Beispiel 2.13

Der projektive Raum P} = Proj(K|xy, ..., x,]) Uber einem Koérper K in n Variablen be-
sitzt den generischen Punkt 0 € Proj(K |z, ..., v,]) mit K (P%) = Opr o = K[zo, ..., 7] (0)
= {§|g # 0 und f, g homogen vom selben Grad } = K (32, ..., 22) fiir alle 0 < i < n.

Definition 2.14
Sind X und Y integre Schemata, so heifit ein Morphismus f : X — Y von Schemata

birational (auch: birationale Aquivalenz), falls

1. f(n) =19, wobei ) den generischen Punkt von X und 9 den generischen Punkt von

Y bezeichnen.
2. der Ringhomomorphismus f# : K(Y') = Oy,f;) — Oxy = K(X) bijektiv ist.

Bemerkung 2.15. Sind X und Y integre Schemata von endlichem Typ tiber einem Korper
K, so sind aquivalent:

(i) f: X — Y ist birational.

(ii) Es gibt affine, offene Unterschemata () 2 U C X, () # V C X, sodass sich f zu einem

Isomorphismus f : U — V einschrankt.

Beweis. (vgl. [GW10, 6.17])

»,=“ O.B.d.A. seien X = Spec(B) und Y = Spec(A) affin und A, B von endlichem
Typ iber K. Dann sind {0} C B bzw. {0} C A das Primideal korrespondierend zu 7
bzw. f(n). Nach Eigenschaft (i) der birationalen Abbildung f ist ¢ := f7 : K(Y) =
Oyt — Ox, = K(X) bijektiv. AuBerdem ist nach dem Beweis von Bem. 2.11 K (X) =
Quot(Ox (X)) = Quot(B) und analog K(Y) = Quot(Oy(Y)) = Quot(A). Wir schreiben
die K-Algebra von endlichem Typ A als A = K]lay, ..., a,] und ¢(a;) = Z— fir b; € B, g; €
B\{0} fir alle 1 < i < r. Definieren wir g := ¢; - ... - g, € B\{0}, so erhalten wir
mit ¢(a;) = % € B,, dass p(A) € B, C Quot(B) = K(X). Analog kénnen

wir unter Verwendung der Bijektivitat von ¢ ein Element h € A\{0} konstruieren,



sodass B, C p(Ay,) gilt. Aufgrund der Inklusion ¢(A) C B, kann das Element ¢(h) als
w(h) = g% fir ein n € N mit b € B\{0} geschrieben werden und es gilt ¢(Ay) = By. Das
zeigt, dass sich f zu einem Isomorphismus U := D(b) — D(h) =: V zwischen affinen,
offenen Unterschemata einschrankt.

,<=“ Sei nun f : X — Y ein Morphismus mit der Eigenschaft, dass affine, offene Un-
terschemata ) £ U C X, ) # V C X existieren mit f(U) C V, sodass f : U — V ein
Isomorphismus ist. Aus der Irreduzibilitdt von Y folgt, dass V 2O f(U) in Y dicht liegt
und damit auch f(X). Die Bijektivitat von ff folgt unmittelbar daraus, dass f : U — V

ein Isomorphismus ist. [

Definition 2.16
Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heif3t

« lokal von endlichem Typ, falls fiir alle Punkte z € X affine, offene Umgebungen
r € U, C X und f(x) € V, C Y existieren, sodass f(U,) C V, und sodass der
£
Ringhomomorphismus Oy (V) — Ox(f~'(V,)) = Ox(U,) den Ring Ox (U,) zu
einer Oy (V,)-Algebra von endlichem Typ macht.

« von endlichem Typ, falls f lokal von endlichem Typ und quasi-kompakt ist (d.h.

Urbilder quasi-kompakter offener Mengen sind wieder quasi-kompakt).

o separabel, falls die Diagonale A : X — X xy X von f eine abgeschlossene Immer-

sion ist.

o abgeschlossen, falls fiir alle Z C X abgeschlossen das Bild f(Z) C Y abgeschlossen
in Y ist.

o universell abgeschlossen, falls der Morphismus f X idy: : X Xy Y’ — Y xy Y/ 2Y’
abgeschlossen ist fiir alle Y-Schemata Y’ — Y.

o cigentlich, wenn f von endlichem Typ, separabel und universell abgeschlossen ist.

o affin, falls Y = (J,.; Spec(R;) existiert, sodass f~!(Spec(R;)) = Spec(S;) fiir alle
i € I affin ist. Dann ist f~!(U) affin fiir jedes affine, offene Unterschema U von YV
(vel. [GW10, 12.1]).

o endlich, falls Y = |J,.; Spec(R;) existiert, sodass f~'(Spec(R;)) = Spec(S;) fir
alle ©+ € I affin ist und sodass der Ringhomomorphismus fi# : R; — S; endlich



ist, d.h. er macht S; zu einem endlich erzeugten R;-Modul (dquivalent zu: die
Ringerweiterung S;|im(f) ist endlich). Die entsprechende Aussage gilt dann fiir
jede affine, offene Uberdeckung von Y (vgl. [GW10, 12.9]).

Bemerkung 2.17. Fiir einen Morphismus von Schemata f: X — Y gilt
(i) f endlich = f eigentlich
(ii) f endlich = f surjektiv

Beweis. (i) Sei dazu f : X — Y ein endlicher Morphismus. Dann ist f per Definition af-
fin und damit separiert: Denn Separiertheit ist lokal in Y und ist f : Spec(S) — Spec(R)
ein affiner Morphismus, so korrespondiert die Abbildung A : Spec(S) — Spec(S Qp S)
mit dem Ringhomomorphismus idg ® idg : S QS — 5, s® " — ss', welcher offensicht-
lich surjektiv ist. Dann ist A eine abgeschlossene Immersion und damit f separiert.
Auflerdem ist f endlich, also affin, und jeder affine Morphismus ist quasi-kompakt. Ist
niamlich U C Y quasi-kompakt offen, so existiert eine endliche, affine, offene Uber-
deckung U = |J!_, U; von U. Dann ist f~H(U) = UU;_, /' (U;) eine endliche Verei-
nigung der affinen (und daher quasi-kompakten) Schemata f~'(U;) und daher selbst
quasi-kompakt. Da jeder endliche Morphismus per Definition lokal von endlichem Typ
ist, ist f also sogar von endlichem Typ.

Ist h : Y’ — Y ein beliebiges Y-Schema, so ist g := f X idy: : X Xy Y’ — Y’ wie-
der endlich: Sei dazu Y = |J,.;Y; eine belicbige affine, offene Uberdeckung von Y.
Dann ist X = (J,.; f~'(Y;) eine affine, offene Uberdeckung von X, da f affin ist. Sei
nun h~1(Y;) = Ujes Yi; fiir ¢ € I eine affine, offene Uberdeckung von h=1(Y;). Zu-
sammengenommen ist dann X xy Y’ = U;c; Ujes0 f71(Yi) xy, Y; eine affine, offene
Uberdeckung von X xy Y’ mit g~ (Y};) = (f @ idy) "' (Y};) = f~1(Yi) Xy, Y};. Daraus
folgt nach [GW10, 12.1], dass g affin ist. Fur die Endlichkeit von g betrachte den Ring-
homomorphismus ¢ : Oy(Y;) = Ox(f~(Y3)) Roy vy Oy (Yi;), = 1 @z, welche mit
der Abbildung g : f~'(Yi) xy, Y}; = Y}; korrespondiert. Da der Morphismus f endlich
ist, macht f7. : Oy (Y;) — Ox(f (7)) den Ring Ox(f~1(¥;)) zu einem endlich erzeug-
ten Modul tiber Oy (Y;). Ist vy, ...,y ein endliches Erzeugendensystem von Ox(f~1(Y;))
tiber Oy (Y;), dann ist via ¢ durch y; ® 1, ..., 4, ® 1 ein endliches Erzeugendensystem von
Ox(f7'(Y2) Qo (v;) O (YF;) iiber Oy(Y};) gegeben. Damit ist g endlich.

Damit bleibt zu zeigen, dass jeder endliche Morphismus abgeschlossen ist. Sei dazu
Z C X abgeschlossen. Dann ist die Abgeschlossenheit von f(Z) in Y aquivalent dazu,
dass f(Z) NY; fiir alle i € T abgeschlossen in Y; ist. Da f(Z)NY; = f(Z N f~4Y;)) gilt,



kann X durch f7'(Y;) und Y durch Y; ersetzt werden und wir konnen f = Spec(yp) :
Spec(S) = f[FYY;) = X — Y =Y; = Spec(R) als endlichen Morphismus von affi-
nen Schemata annehmen. Schreibe nun die beliebige abgeschlossene Teilmenge 7 als
Z = V(I) fir ein Ideal I C S und betrachte das Ideal J = ¢»~!(I) C R. Dann erhalten
wir f(Z) C V(J). Um die Gleichheit zu zeigen, betrachten wir das von ¢ induzierte,
kommutative Diagramm

R—"— S

| | 2)

R/J <2 S/I.

Dabei ist die untere Abbildung gegeben durch R/J — S/I,r + J +— ¢(r) + I und % ist
genau wie ¢ endlich. Das ,lying over’-Theorem besagt dann, dass zu jedem Primideal
q € Spec(R/J) ein Primideal p € Spec(S/I) = V(I) existiert, sodass p~'(p) = q gilt
(vgl. [Bos13, 3.3.2]). Das bedeutet, es gibt zu jedem y € V(J) eine Element z € Z mit
f(2) = y. Damit folgt die Gleichheit f(Z) = V(J) und f ist abgeschlossen.

(ii) Ist f : X — Y ein endlicher Morphismus von Schemata, so folgt die Surjektivitét

von f aus dem ,lying over“-Theorem. ]

Definition 2.18
Sind K ein Kérper und Y ein integres K-Schema von endlichem Typ, so ist eine Auflo-
sung von Singularitdten von Y ein reguléres, integres K-Schema X von endlichem Typ

zusammen mit einem birationalen, eigentlichen Morphismus f : X — Y.

Beispiel 2.19

Ein Beispiel fir die Auflésung von Singularitéten sind sogenannte Aufblasungen. Dabei
werden abgeschlossene Unterschemata mit singuldren Punkten unter Zuhilfenahme wei-
terer Dimensionen ,auseinandergezogen®, sodass die Singularitédten verschwinden.

So kann beispielsweise die in Grafik (3) dargestellte Kurve, die einen singuldren Punkt

in der Ebene besitzt, tiber eine Aufblasung im Raum regular aufgelost werden:

f

\



Bemerkung 2.20. Der Mathematiker Heisuke Hironaka bewies, dass fiir reduzierte K-
Schemata von endlichem Typ in char(K) = 0 stets eine Auflosung von Singularitéten
existiert (vgl. [GW10, 13.106]). Ist char(K) > 0, so ist die Auflosung fiir K-Schemata Y
mit dim(Y) > 4 im Allgemeinen unbekannt und ein offenes Problem der algebraischen

Geometrie.



3 Normalisierungen

Wir wollen im Folgenden Auflésungen von Singularitéiten fir integre K-Schemata Y von
endlichem Typ mit dim(Y) = 1, sogenannte Kurven, konstruieren. Dafiir werden wir
zunachst das Konzept der Normalisierung einfiihren und fiir jedes integre Schema eine

solche konstruieren.

Definition 3.1

« Ein Ring R heifit normal, falls R, fiir alle p € Spec(R) ein ganzabgeschlossener

Integritédtsbereich ist.

e Ein Schema Y heifit normal, falls Oy, fiir alle y € Y ein ganzabgeschlossener

Integritédtsbereich ist.

Definition 3.2

o Ein Morphismus f : X — Y heifit ganz, falls eine affine, offene Uberdeckung
Y = U,c; Spec(R;) existiert, sodass f~'(Spec(R;)) = Spec(S;) fir alle ¢ € I affin
ist, d.h. f ist affin, und sodass der Ringhomomorphismus fi# : R; — S; ganz ist,
d.h. die Ringerweiterung S;|im(f7) ganz ist. Die entsprechende Aussage ist dann
fiir jede affine, offene Uberdeckung von Y richtig (vgl. [GW10, 12.9]).

o FEin Morphismus f : X — Y von integren Schemata heifit eine Normalisierung von
Y, falls
(i) X normal und f dominant ist

(ii) fiir jedes integre, normale Schema Z und jeden dominanten Morphismus

g : Z — Y genau ein Morphismus g : Z — X existiert, der das Diagramm

X

N
1
1
1

Y

3!

@
\ lkh
Q

—~

e~

~—

Z

kommutativ macht.
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Satz 3.3. Jedes integre Schema Y besitzt eine bis auf einen eindeutigen Isomorphismus
eindeutige Normalisierung. Dabei sind dquivalent:

(i) f: X =Y ist eine Normalisierung.

(i) X ist normal und f: X — Y ist birational und ganz.

Insbesondere ist die Normalisierung f : X — Y wvon Y surjektiv auf dem Niveau topolo-

gischer Rdume.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Normalisierung folgt wie stets aus ihrer universellen Ei-
genschaft. Es geniigt daher, ihre Existenz zu beweisen.

Schritt 1: Sei zunéchst Y = Spec(R) affin und betrachte S := Aguer)(R) den gan-
zen Abschluss von R in Quot(R), X := Spec(S) und f = Spec(r) : X = Spec(R) —
Spec(S) =Y den von der Inklusion ¢ : R = Aguo(r)(R) induzierten Morphismus. Hier-
bei verwenden wir, dass R nach Bem. 2.6 ein Integritétsbereich ist.

Wir zeigen, dass f : X — Y eine Normalisierung von Y ist:

Zundachst ist S = Aguo(r)(R) per Definition ein ganzabgeschlossener Integritétsbereich.
Damit ist X = Spec(S) normal, denn zusammen mit S ist auch Ox, = S, ein ganzab-
geschlossener Integritatsbereich fir alle p € X = Spec(S).

Das ,lying over“-Theorem in [Isa94, 28.12] zeigt, dass f surjektiv und damit insbeson-
dere dominant ist. Wegen Quot(R) = Quot(S) ist f sogar birational.

Sei nun Z ein weiteres integres, normales Schema und g : Z — Y = Spec(R) ein domi-
nanter Morphismus. Dann kommutiert das folgende Diagramm, wobei n den generischen

Punkt von Z bezeichnet,

Quot(R) i K(Z)

| ) | (5)

R—Y2 5 0,2)

und g# ist als Homomorphismus von Kérpern injektiv. Damit ist auch g% : R — O(2)
injektiv. Mit der Injektivitat folgt, dass die Ringhomomorphismen als Inklusionen aufge-
fasst werden konnen und wir erhalten S = Aguor)(R) € Ak(z)(R) C Ak2)(02(Z)) =
Oz(Z). Die letzte Gleichheit gilt dabei, da Oz(Z) nach [Liu02, 4.1.5] ein ganzabgeschlos-
sener Integritétsbereich ist.

Es folgt, dass gﬁ aufgrund seiner Injektivitat iiber einen eindeutig bestimmten Ringho-
momorphismus S — Oz(Z) faktorisiert. Da Morphismen in affine Schemata eindeutig

durch globale Schnitte gegeben sind (vgl. [Liu02, 2.3.23]), gibt es genau einen Morphis-

11



mus §: Z — X = Spec(S5), der die gewiinschte Eigenschaft hat.

Schritt 2: Ist f : X — Y eine Normalisierung, so ist fur alle ) # U C Y offen
flg=1w) : [~ (U) = U eine Normalisierung von U.

Zunachst ist U ebenfalls integer (vgl. Bem. 2.5).

Da f dominant ist, ist per Definition f(X) C Y dicht und damit f(X)NU # . Daraus
folgt f~1(U) # @ und f~(U) ist integer und normal. Die generischen Punkte von U und
Y (resp. f7'(U) und X) stimmen iiberein und nach der Aquivalenz in Bem. 2.10, ist
flg-1(y dominant.

Es bleibt die universelle Eigenschaft zu zeigen. Sei dazu Z ein weiteres integres, normales

Schema und g : Z — U ein dominanter Morphismus. Betrachte folgendes Diagramm

b X —

Da die Verkettung ¢ o g wieder dominant ist (der generische Punkt von Z wird auf den
generischen Punkt von Y abgebildet), existiert genau ein Morphismus : 0 g : Z — X mit
forog=10g. Dies folgt aus der universellen Eigenschaft von f: X — Y.

Weiter gilt f((c0g)(Z)) = (tog)(Z) CU = (tog)(Z) C f~1(U), d. h. t o g faktorisiert
eindeutig als Z — f~1(U) — X. Damit existiert ein eindeutiger Morphismus g : Z —

f~YU), der das Diagramm
f

X —Y

] f ]
) —L-u (7)
gt 4

1

kommutativ macht. Dies zeigt, dass f|s-1) : f~'(U) — U eine Normalisierung von U
ist.

Schritt 3: Seinun Y = {J,; Yi = U,; Spec(R;) affine, offene Uberdeckung mit Spec(R;) #
(0 fir alle ¢ € I. AuBerdem seien wie oben S; = Aguo(r,)(Ri), Xi = Spec(S;) und
fi - X; = Y, fur alle ¢ € I. Dann ist nach Schritt 1 f; : X; — Y, fur alle ¢ € I eine
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Normalisierung von Y;.

Beachte, dass U NV # ) fiir alle U,V C Y nicht-leer, offen gilt, da Y irreduzibel ist.
Fir die offenen Unterschemata Y; NY;, 4,7 € I, von Y gilt dann nach Schritt 2, dass
fio f7HYiN Y;) = Y.,NY; und f; : fj_l(Yi NY;) = Y;NY; Normalisierungen von Y; NY;
sind.

Aus der universellen Eigenschaft der Normalisierung folgt dann, dass genau ein Mor-
phismus ¢;; : f7H(Y;NY;) — fj_l(Y; NY;) existiert mit f; o ¢;; = f;. Wir definieren
X, = f7(Y;NY;) und erhalten das kommutative Diagramm

ks

i

Yin

A
s
<

<____________
&1 _
<
—
oo
~

RS

2

Betrachte fiir ¢, 7, k € I die nicht-leeren, offenen Unterschemata X, := fi_l(Yi NY;NYy)
mit X, = Hyin Y; NYy) = Xk Sei wm = Vil xi
irreduzibel ist, gilt ¥; NY; NY, # 0. Dann ist f; : X0 — Y; N'Y; NY) nach Schritt 2
eine Normalisierung von Y; N'Y; N'Y},. Analog sind auch f; : X;; — Y; NY; NY, und
fr + Xiij = Y; NY; NY), Normalisierungen von Y; N'Y; N'Y}, und das Diagramm

. Da Y nach Voraussetzung

inj = ijz
wJ(Z)T \
e X~ YNy nY; (9)

o] 2
z]k:

kommutiert aufgrund von (8). Es gilt @Z)lk = 3(2) ww , d.h. die 77/1 erfiilllen die Ko-
zyklenrelation und wir kénnen (X, ¢;; : X;; — Xj;) zu einem Schema X mit offenen
Immersionen p; : X; — X verkleben, wobei die folgenden Eigenschaften fir alle, 5,k € I

gelten:
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L X = Ui i(X3)

2. pi(Xi5) = pi(Xi) N (X5)

3. YilX;; © ¢ji - 90]'|in

-1
Die Morphismen ¢;(X;) RN X; £> Y; = Y verkleben zu einem Morphismus von

Schemata f: X — Y, da sie auf ¢;(X;) N;(X;) = vi(Xi;) = ¢;(X;;) tibereinstimmen.

x,; © Vi = @j|x,,- Damit gilt namlich f; o ¢;1|¢i(Xij) =

fioyo gpj_l| ei(x;) = [0 goj_1|%_ (x;» und die Morphismen stimmen tberein. In Schritt

Dies folgt aus der Eigenschaft ;

1 haben wir gesehen, dass alle f; surjektiv sind, womit f ebenfalls surjektiv und damit
insbesondere dominant ist.

Das Schema X besitzt eine offene, normale Uberdeckung, namlich die der ¢;(X;) = X;
und ist folglich normal. Wenn U,V C X offen und nichtleer sind, konnen wir i,5 € [
wahlen mit U N ¢;(X;) # 0 # V N p;(X;). Zudem gilt o;(X;) N 9;(X;) = ¢i(Xy) =
oi(f7H(YinY;)) # 0, da Y;iNY; # 0 aufgrund der Irreduzibilitit von Y gilt. Dann ist
UNV e (X;)Nei(X;) # 0, da ¢;(X;), ¢;(X;) irreduzibel sind. Dann muss aber gelten,
dass U NV # (). Damit ist X irreduzibel, also insgesamt integer und normal.

Es bleibt die universelle Eigenschaft zu zeigen. Sei dazu Z ein weiteres integres, normales
Schema und g : Z — Y dominant. Da g dominant ist, liegt g(Z) dicht in Y und
g(Z)NY; # O fir alle i € I impliziert, dass ) # g~ (Y;) C Z offen und folglich irreduzibel
und normal ist. Wie in Schritt 2 ist auch ¢ : ¢7'(¥;) — Y; dominant. Aufgrund der
universellen Eigenschaft der Normalisierung f; : X; — Y] existiert genau ein Morphismus
gi - g H(Y;) = X; mit f; 0 g; = g als Morphismen ¢~!(Y;) — Y;. Wir setzen g; := ¢;0¢; :
g (Yi) = X.

Aus der Kommutativitdt des Diagramms

folgt dann, dass | g-1(viny;) uber die offene Immersion X;; — X; faktorisiert. Betrachte

14



das kommutative Diagramm

“1(Y;NY;)

lz\

9 Xij —>YﬂY

fi

(11)

Die zwei vertikalen Pfeile des Diagramms (11) lassen das duflere Dreieck kommutie-
ren und stimmen aufgrund der universellen Eigenschaft der Normalisierung f; : X;; —
Y; N'Y; iberein. Nach der Eigenschaft 3 des Verklebungssatzes stimmen ¢; und g; auf
g Y;NY;) =g (Y;) N g~ (Y;) iiberein. Daher verkleben die g; zu einem Morphismus
G:Z— X mit glg1v;y) = Gi = @i 0g; fiir alle i € I.

Da Z = J,c; 97" (Y;) kommutiert insbesondere das folgende Diagramm

zZ 25y
lg/ (12)
X

Fir die Eindeutigkeit von g betrachte einen dominanten Morphismus h : Z — Y, fir

den das Diagramm
Z 25y

lh / (13)
X

ebenfalls kommutiert. Fiir alle ¢ € I bildet der dominante Morphismus h|,-1(y;) nach
FHY;) = pi(X;) ab und das Diagramm

g (Y;) ——= Y
[ (14)
@i (Xi)

kommutiert ebenfalls. Folglich gilt f; o p; ' oh = foh =g = fioy;'og auf g7 (Vi)
und aus der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von f; : X; — Y, folgt

dann, dass h|,-1(y;) = g; fiir alle i € I und damit h = g gilt.
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Um die Aquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen, nehmen wir zunéchst an, dass f : X — Y
eine Normalisierung von Y ist. Dann ist f bis auf Isomorphie die in diesem Beweis kon-
struierte Normalisierung und wir kénnen aufgrund der Konstruktion X schreiben als
X = U,e; ¢i(Xi). Da die Normalisierung f per Definition dominant und der Ringhomo-
morphismus f : Oy fiertm) = Ovigm = Oxn = Ox, -1, wobei 1) den generischen
Punkt von X bezeichnet, nach Schritt 1 bijektiv ist, ist f birational.

Umgekehrt sei g : X — Y birational und ganz mit X normal und integer. Betrachten
wir die oben konstruierte Normalisierung f : X — Y, so folgt aus deren universeller

Eigenschaft, dass genau ein Morphismus f : X — X existiert mit g = f o f:

Y
(15)

SEL

Wir betrachten eine affine, offene Uberdeckung ¥ = Uic; Yi und die davon induzierte,
oben konstruierte Uberdeckung X = UiE 1 X, wobei wir X; tiber ¢; mit ¢;(X;) identifi-
zieren. Dann folgt, dass das Diagramm

9y,

Oy (V;) ——= Ox(g7'(V3))

l ) l (16)

fiir ¢, den generischen Punkt von X, kommutiert. Dabei sind die vertikalen Abbildungen
injektiv (vgl. [GW10, 3.29 (2)]) und nach Voraussetzung ist g? bijektiv. O (g~ 1(V7))
ist ganzabgeschlossen nach [Liu02, 4.1.5]. Da g?,i ganz ist, schrankt sich gf zu einem
Isomorphismus zwischen dem ganzen Abschluss von Oy (Y;) in K(Y) auf O (g~ (V7))
ein. Nach Konstruktion von X schrénkt sich daher f zu einem Isomorphismus g~ (Y;) =
Spec(O(g71(Yi)) = Spec(Ox(X;)) = X; C X ein, da g ganz und damit affin ist. Daraus
ergibt sich, dass f offen und surjektiv ist. Fiir zwei Elemente #; € g (Y;) und z; €
g1 (Y;) mit f(&;) = f(z;) folgt g(;) = g(a;) € Y; NY; aufgrund der Kommutativitét
des Diagramms (15). Somit liegen #; und #; in g~'(Y;NY;) C g~ (Y;), worauf f injektiv
ist. Daraus folgt, dass #; = ; und somit ist f insgesamt ein Hom6éomorphismus und ein

Isomorphismus von Schemata. ]
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Korollar 3.4. Ist f : X — Y eine Normalisierung eines integren Schemas Y, so gilt
dim(X) = dim(Y').

Beweis. Sei Y = |J;c; Y; mit 0 # Y, = Spec(R;) fiir alle i € I eine affine, offene
Uberdeckung von Y. Dann ist X = J,.; f~'(Y;) eine affine, offene Uberdeckung von X,
wobei nach Konstruktion f~(Y;) = Spec(Aquor(r,) (Ri)) gilt.

Da Aguot(r,)(R;)|R; eine ganze Ringerweiterung ist, gilt

dim(f~1(Y;)) = dim(Aquot(r,) (1)) = dim(R;) = dim(Y;)
fiir alle ¢ € I. Durch Ubergang zum Supremum erhalten wir damit

dim(Y) = sup{dim(Y;)|i € I} = sup{dim(f~"(X;))|i € [} = dim(X).
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4 Auflosung von Singularitaten

Wir wollen nun zeigen, dass die Normalisierung f : X — Y eines integren, eindimensio-
nalen K-Schemas von endlichem Typ eine Auflésung von Singularititen ist. Dazu zeigen
wir, dass der Morphismus f endlich ist und dass X von endlichem Typ sowie regular ist.

Fiir diese Beweise bendtigen wir die folgenden zwei Lemmata.

Lemma 4.1. Sei E|F eine vollstindig inseparable Kérpererweiterung mit char(F) =

p # 0. Dann existiert fiir jedes « € E einn € N mit o € F.

Beweis. Bezeichne mit f, das Minimalpolynom von o € E. Da das Minimalpolynom
per Definition irreduzibel, gilt nach [Isa94, 19.5] f/ = 0. Schreiben wir f, als f,(z) =
Soraix’, so erhalten wir 0 = fl(x) = Y1 iz~ und damit ia; = 0 fir 0 < i < n.
Es folgt, dass a; = 0 immer dann, wenn p { i. Damit kénnen wir f, schreiben als
falz) = Zgn/g apiaP? = g(xP), wobei g(x) = Zg /é’] apiz?. Da f nach Voraussetzung
irreduzibel ist, muss auch g irreduzibel sein. Somit kénnen wir f,(z) = g(z*") fiir ein
n € N schreiben, wobei g € F[z] irreduzibel und separabel ist: Ist f bereits separabel,
so wihle ¢ = f und n = 0. Ist f noch nicht separabel, schreibe f = h(xP) fir ein
irreduzibles Polynom h € F[z] wie oben. Da nun deg(h) < deg(f) konnen wir induktiv
h(z) = g(z*") fiir ein n € N und ein irreduzibles, separables Polynom ¢ schreiben. Dann
gilt f(x) = g(a”"").
Also sei fo(z) = g(aP") fiir ein n € N und ein irreduzibles, separables g € F[z]. Aus
g(a?") = f(a) = 0 folgt, dass g das Minimalpolynom von o" iiber F' ist. Da g separabel
ist, ist auch o?” separabel iiber I und wegen der vollstindigen Inseparabilitit von E|F

muss o schon in F liegen. O

Lemma 4.2. Sind R ein ganzabgeschlossener Integrititsbereich, K := Quot(R) sein
Quotientenkdrper, L|K eine algebraische Korpererweiterung, so ist der ganze Abschluss

von R in L Ap(R) ganzabgeschlossen mit Quotientenkérper L.

Beweis. Sei a € L ein beliebiges Element und schreibe i, (t) = ¢" + 2=2¢""1 4 ... + oe
K[t] mit r;, s; € R, s; # 0, fiir das Minimalpolynom von a tiber K. Setze s := s¢-...8,_1 €
R\{0}. Dann gilt 0 = s" -0 = 8" - pa(a) = (5 - )" + 307 05" (s @) mit 5" € R
fir alle 1 <7 <n—1, da s; nach Definition von s ein Teiler von s in R ist. Es folgt, dass
sa € Ap(R) und a = ** € Quot(AL(R)), weil R C AL(R). Da a € L beliebig gewdahlt
war, folgt L C Quot(AL(R)) C L und damit L = Quot(AL(R)).
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Setzen wir S := AL (R), so sind Ar(5)]S und S|R ganz und damit ist wegen der Transi-
tivitat von ganzen Erweiterungen auch Ay (S)|R ganz. Folglich ergibt sich S C AL (S) C
AL(R) = S. Da Quot(S) = L ist, ist S ganzabgeschlossen. O

Proposition 4.3. Sei K ein Korper, Y ein integres K-Schema (lokal) von endlichem
Typ. Dann ist die Normalisierung f : X — Y ein endlicher Morphismus und X ist
ebenfalls ein K-Schema (lokal) von endlichem Typ.

Beweis. (vgl. [Liu02, § 4.1.2])

Schritt 1: Wir zeigen zunéachst, dass fiir einen noetherschen, ganzabgeschlossenen Inte-
gritatsbereich R und eine endliche, separable Kérpererweiterung L von K := Quot(R)
der ganze Abschluss B := AL(R) von R in L ein endlich erzeugter R-Modul ist.
Betrachte dazu die Spur p : L x L — K, (x,y) — Trpg(zy). Da L|K separabel ist,
gilt nach [Lan84, 6.5.2], dass die Spur eine nicht-ausgeartete Bilinearform ist, d.h. dass
fir alle x € L\{0} ein y € L mit Trpx(xy) # 0 existiert. Sei {ey,...,e,} eine Basis
von L iiber K. Wie im Beweis von 4.2 gesehen, konnen wir sogar ey, ...e,, € B wahlen.
Weiter gilt, dass die Abbildung L — L* := Homg (L, K),x — Trpk(z-) ein K-linearer
Isomorphismus ist. Da dim(L) = dim(L*), geniigt es, dafiir die Injektivitit zu zeigen.
Diese folgt aber unmittelbar daraus, dass die Spur nicht ausgeartet ist. Betrachte die

K-lineare Abbildung ¢; : L — K definiert durch ¢;(3>,_, aner) = «;. Es existiert

*

J
fir alle 1 < ¢ < n. Die Elemente €], ..., e, formen dann eine K-Basis von L: Wegen

dann genau ein e € L mit ¢; = TTL|K<€; -) und damit T’I‘L|K(€;€i) = p;(e;) = 9
n = dimg (L) geniigt es, die lineare Unabhangigkeit von ej, ..., el zu zeigen. Betrachte
dazu 0 = Y ,_, Mkej € L, wobei \; € K. Fir alle 1 < i < n gilt 0 = Trpx(e0) =
Tri(eid oy Aeer) = Troj (X p_q Aeeier) = > oy MTrrir(eer) = > p_q Medik = i
Fiir ein Element b € B ist Tk (b) (bis auf das Vorzeichen) ein Koeffizient des charakteri-
stischen Polynoms x;, von b, d.h. des charakteristischen Polynoms der linearen Abbildung
L — L,z — bx (vgl. [Isa94, 23.2]). Nach [Isa94, 17.9] ist das charakteristische Polynom
Xo = pr, k € N, eine Potenz des Minimalpolynoms . Fiir das Minimalpoylnom gilt
aber y, € R[t] nach Lemma 4.2 und entsprechend x, € R[t]. Folglich gilt Trpx(b) € R
fiir alle b € B. Schreiben wir nun b € B wie oben als b =Y _,_, Ael mit Ay € K, so folgt
mit derselben Rechnung \; = T'rpx(be;) € R, da be; € B gilt.

Insgesamt ist damit B ein R-Untermodul von Y ,_, Re; und damit endlich tber R, da
R noethersch ist.
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Schritt 2: Wir zeigen, dass fiir einen Korper K und eine endliche Erweiterung L von
K(ty,...,t,) der ganze Abschluss B von K|ty,...,t,| in L endlich tber K[ti,...,t,] ist.
Dabei bezeichne R := K|ty, ..., t,] und F := Quot(K [ty ...t|) = K(t1,....t,).

Bemerke zunéchst, dass eine endliche Erweiterung von L existiert (wéhle beispielswei-
se den normalen Abschluss von L|F), die separabel iiber einer vollstandig inseparablen
Erweiterung von F'ist (vgl. [Lan84, 6.6.11]). Benenne diese vollstindig inseparable Erwei-
terung von F' mit F”. Dann gentigt es nach Schritt 1 zu zeigen, dass der ganze Abschluss
Ap/(R) von R = K[ty ...t,] in I’ endlich tiber R ist. Beachte hierzu, dass dann A (R)
noethersch ist und auflerdem ganzabgeschlossen nach Lemma 4.2, denn R ist als fakto-
rieller Ring ganzabgeschlossen (vgl. Lemma 5.1). Mit anderen Worten kénnen wir ohne
Einschrankung L|F als vollkommen inseparabel annehmen.

1. Fall: char(K) = 0: In diesem Fall ist F' perfekt, d.h. jede endliche Erweiterung ist
separabel. Somit folgt L = F und B = R, da R ganzabgeschlossen ist.

2. Fall: char(K) = p > 0: Da L|F eine endliche Erweiterung ist, konnen wir ein endliches
Erzeugendensystem (e;)je; von L als F-Vektorraum wéhlen mit e; € B fiir alle j € J
(vgl. den Beweis von Lemma 4.2). Aus Lemma 4.1 folgt, dass ¢ = p",r € N, existiert mit
ef € I fiir alle j € J. Dann gilt sogar €j € BN F = R = K[ty,...,t,], da R ganzabge-
schlossen ist.

Fixiere nun einen algebraischen Abschluss F' von F mit L C F. Schreibe e? € R =
Klty, ..., t,] als €] = %, wobel f;,g; € Klt1,....,t,] € K(ty,....,t,) = F C L mit
Ji = genn G - 11" - torund gy = D0 o bjo - 1T - - t0n £ 0.

Definiere [ := K[{c%|c € K ist Koeffizient von f; oder g;}], wobei F|K per Konstruk-

tion endlich ist.

Zeige nun: L C ﬁ’(sl, <y Sp), Wobel s; = t;:

Da aus der Konstruktion F' = K(ty,....,t,) = K(si,...,s%) C F(sy, ..., sp) folgt, ge-
niigt es zu zeigen, dass e; € F(sl,...,sn) fir alle j € J gilt. Betrachte dazu h; =

Q=

@l an,

> aenn a,s1 ' sn
q 21, an

ZaEN” bj,asl Sn

F) gilt. Da F(sq,...,s,) als Korper abgeschlossen unter Multiplikation ist, gilt schon

<.

|

, welches ein Element in F(sq,...,s,) ist und fir das hi = e; (in

ej € F (81, ..., S ). Beachte hierbei, dass aufgrund der Injektivitiat der g-Potenzierung der
Nenner von h; immer ungleich 0 ist, da g; # 0, und damit h; wohldefiniert ist. Somit
ergibt sich L C F(sq, ..., 5,). Nun ist F[sy, ..., 5,] ganzabgeschlossen und endlich iiber R.
Damit ergibt sich, dass auch B C F[sy, ..., s,] endlich iiber R ist.
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Schritt 3: Betrachte nun Y = (J,; Y; eine affine, offene Uberdeckung von Y, sodass
R; := Oy (Y;) eine endlich erzeugte K-Algebra ist. Nach Konstruktion der Normalisie-
rung im Beweis von Satz 3.3 ist dann X = {J,.; 1Y) = U,e; Spec(S;), mit S; fir
alle i € I der ganze Abschluss von R; in K(Y), eine affine, offene Uberdeckung von
X. Nach der Noether-Normalisierung existieren fiir festes i € I Elemente %1, ...,t, alge-
braisch unabhéngig tiber K, sodass R;|K[t1, ..., t,] endlich ist. Dann ist auch K(Y) =
Quot(R;)| K (t1,...,t,) endlich und wegen der Transititivit von ganz in Ringerweite-
rungen besitzen R; und Klty,...,t,] denselben ganzen Abschluss S; = Agyy(Ri) =
Agy(K[t1, ..., t,]). Nach Schritt 2 ist S;|K[t1, ..., t,] endlich, weswegen auch S;|R; end-
lich ist. Insbesondere ist auch S; eine K-Algebra von endlichem Typ. Damit ist X lokal
von endlichem Typ iiber K und f ist ein endlicher Morphismus.

Ist zudem Y quasi-kompakt, so kann die Indexmenge I endlich gewahlte werden. Dann
besitzt X eine endliche, offene Uberdeckung durch affine und damit quasi-kompakte

Schemata, ist also selbst quasi-kompakt. O

Bemerkung 4.4. Ist Y ein integres K-Schema von endlichem Typ, so ist die Normalisie-

rung f : X — Y nach Bem. 2.17 insbesondere eigentlich.

Bemerkung 4.5. Im Allgemeinen ist die Normalisierung f : X — Y nicht endlich, selbst
wenn Y noethersch und eindimensional ist. Allgemeine Endlichkeitsresultate gibt es aber
dennoch. Der Satz von Krull-Azuki besagt beispielsweise, dass fir ein integres, noether-
sches Schema Y mit Dimension 1, L|K(Y') eine endliche Erweiterung und f : X — Y
die Normalisierung von Y in L, X stets ein Dedekind-Schema ist und fiir alle echten
abgeschlossenen Unterschemata U C Y die Einschrankung f;-1@) : f “YU) — Y endlich
ist (vgl. [GW10, 12.54]).

Proposition 4.6. Ist Y integer, sodass die Normalisierung f : X — Y endlich ist, so
ist U :={y € Y|Oy,, ist normal } offen in Y.

Beweis. Sei 0.B.d.A.Y = Spec(R) affin und sei S der ganze Abschluss von R (in K(Y)).
Ist p € Spec(R) ein Primideal, so ist S, der ganze Abschluss von R, in K(Y'). Daher ist
p € U aquivalent zu S, = R,, d.h. zu (S/R) Qr R, = 0.

Wir zeigen nun U = Spec(R)\V (I), wobei I = Ann(S/R) = {r € R|r(S/R) = 0} der
Annulator des R-Moduls S/R ist.

Fiir die eine Inklusion sei p € Spec(R)\V (I). Dann gilt I ¢ p und damit existiert a € I'\p.
Dieses a erfillt ®1 = az ® £ = 0 fiir alle # € S/R. Daraus folgt (S/R) ®r R, = 0 und
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nach obiger Aquivalenz gilt p € U.

Fiir die andere Inklusion sei p € U. Nach obiger Aquivalenz gilt (S/R) @g R, = 0. Seien
r1,...,7, fiir n € N die Erzeuger des nach Voraussetzung endlich erzeugten R-Moduls
S. Dann gilt fir alle 1 < ¢ < n, dass ein a; € R\p existiert mit a;r; € R. Definiere
a:=aj-..-a, € R\pmitaS=ad,  Rr; CR= a(S/R)=0. Damit liegt a in I. Da
a ¢ p folgt, dass I € p und damit p ¢ V(1).

Also gilt U = Spec(R)\V (I) und per Definition der Zariski-Topologie ist U offen. [

Satz 4.7. Sei X lokal noethersch
(i) X requlir = X normal
(i) X normal und dim(X) <1 = X requldr

Beweis. (i) vgl. [Mat06, 19.4]

(ii) Sei x € X und wahle z € U = Spec(R) affin zusammenhéngend mit R noethersch.
Dann folgt aus U zusammenhéngend, dass U integer (vgl. [GW10, 6.37]). Nach [GW10,
6.38(i)] ist daher R ein ganzabeschlossener Integritatsbereich. Auerdem gilt dim(U) =
dim(Spec(R)) = dim(R) < dim(X) = 1.

Schreiben wir z = p € Spec(R) als Primideal, so gilt dim(R,) = ht(p) < dim(R) < 1.
1. Fall: dim(R,) = 0: Dann ist R, ein Kérper und es gilt dim(R,) = 0 = dim,()(0/0?).
2. Fall: dim(R,) = 1: Wir zeigen, dass das maximale Ideal m von R, ein Hauptideal
ist. Nach dem Lemma von Nakayama gilt m # m?, da sonst m = 0 gelten wiirde und
dann wére R, ein Korper im Widerspruch zu dim(R,) = 1. Also kénnen wir z € m\m?
wahlen. Nach [Liu02, 2.5.15] gilt dim(R,/xR,) = dim(R,) —1=1—-1=0. Da R,/zR,
ein lokaler Ring ist, ist seine Dimension genau dann Null, wenn sein maximales Ideal
gleich dem Nilradikal ist (vgl. [Liu02, 2.5.11]). Damit ist m = Rad(z). Da m endlich
erzeugt ist, existiert > 1 mit m" C zR,. Dann gilt fiir alle y € m"!, dass (z7'y)m C
z'm” C R,. Folglich ist (z7'y)m C R, ein Ideal mit (z~'y)m C m, denn anderenfalls
wiirde z7'ym = R, gelten und damit x € ym C m” C m? im Widerspruch zu Wahl von
z. Nach [Liu02, 4.1.11] ist das Element z 'y ganz iiber R, und damit z7'y € R,, da
X normal und somit R, ganzabgeschlossen ist. Folglich ist y € 2R, und m"™' C zR,.
Induktiv ergibt sich, dass m C xR, und, da m maximal, m = zR,.

Daraus folgt dimm)(m/m?) =1 = dim(R,), wie behauptet. O

Bemerkung 4.8. In der Notation des obigen Beweises ist tatséchlich R, sogar ein Haupt-
idealring, d.h. zusammen mit seinem maximalen Ideal ist sogar jedes Ideal ein Hauptideal
(vgl. [Liu02, 6.1.12]).
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Korollar 4.9. Ist Y ein eindimensionales, integres K-Schema von endlichem Typ, so
besitzt Y eine Aufiosung f : X — Y won Singularititen, ndmlich die Normalisierung
von Y. f ist endlich und X ist ein reguldres, integres eindimensionales K-Schema von

endlichem Typ.

Beweis. Zunachst ist die Normalisierung von Y per Definition normal. In Kor. 3.4 ha-
ben wir gesehen, dass fir die Normalisierung die Dimensionen dim(X) = dim(Y) = 1
tibereinstimmen. Nach Prop. 4.3 ist X ein K-Schema von endlichem Typ und daher
normal und lokal noethersch. Aus diesem Grund folgt mit Satz 4.7, dass X regulér ist.
f ist nach der Aquivalenz aus Satz 3.3 ein birationaler Morphismus von Schemata. Die
Eigentlichkeit von f haben wir in Bem. 4.4 festgehalten. Sie folgt aus der Endlichkeit
von f (vgl. Prop. 4.3). Il

Bemerkung 4.10. Im ersten Kapitel von [Kol07] existieren diverse andere Beweise fiir

diesen Satz.
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5 Beispiele

Zum Schluss werden wir noch einige Beispiele fiir die Bestimmung einer Auflésung von
Singularitdten fiir Kurven betrachten. Dafiir werden wir die Normalisierung der Kurven
berechnen, die dann nach Kor. 4.9 einer Auflésung von Singularitéten entspricht. Dafiir
zeigen wir zunéchst, dass jeder faktorielle Ring ganzabgeschlossen ist, um spéter folgern
zu konnen, dass das Schema eines faktoriellen Ringes normal ist. Tatséchlich haben wir

dies an einigen Stellen bereits genutzt.
Lemma 5.1. Jeder faktorielle Ring R ist ganzabgeschlossen.

Beweis. Bezeichne mit K := Quot(R) den Quotientenkorper von R. Angenommen, es
existiert ein Element x € K\R, das ganz tber R ist, so konnen wir = schreiben als
r = ¢ mita € Rund b € R\{0}. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass a und b
keine gemeinsamen Primteiler besitzen. Da x ganz iiber R ist existieren n € N und
€Oy eey Cn—1 € R mit 2™ + 12" 1 4+ ... + co = 0. Dann gilt aber wegen a™ + c,_1a" b +
ot b =0 & a = b(—c,_1a" "t — ... — cob™ 1), dass b ein Teiler von a™ ist. Dies ist
ein Widerspruch dazu, dass a und b keine gemeinsamen Primteiler besitzen, und unsere
Annahme, dass es ein ganzes Element in K\ R existiert, muss falsch sein. Daher gilt, dass

der ganze Abschluss von R in K schon R selbst ist. ]

Beispiel 5.2
K Korper, Y = Proj(K|z,y, z]/(x* — y*2)) = V(2* — y?2) C P%.
Uber die Identifikation

K = D (t)(K) = Ak (K) — Pi(K) = (K*\{0})/ ~
t=x:(a,b)—[1:a:}]
t=y:(a,b)—~[a:1:0
t=z:(a,b)—~[a:b:1]

kénnen die K-rationalen Punkte der Schnitte YN D, (¢) fir t € {z,y, z} folgendermaBen
veranschaulicht werden:

Der Schnitt Y N D, (x) entspricht den Paaren (o, ) € K2 mit [1: a: 8] € V(2 — y?2).
Das sind genau die (o, ) € K% mit 1 — o?3 = 0.
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Im Fall K = R ergibt sich das folgende Bild.

YN Dy (x)R) |3

(17)

Der Schnitt Y N D, (y) entspricht analog den Paaren (o, 3) € K? mit [« : 1 : (] €
V. (2® —y*2). Das sind genau die (o, 8) € K? mit o® — 8 = 0. Im Fall K = R ergibt sich
das folgende Bild.

Y NDi()R) 15

(18)
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Der Schnitt Y N D, (z) entspricht den Tupeln (o, 8) € K% mit [a: 8 : 1] € V(2% — y?2),
d.h. den (a, 8) € K? mit o® — 32 = 0. Im Fall K = R ergibt sich das folgende Bild.

Y ND(z)R) |8

(19)

Gilt char(K) ¢ {2,3}, so ist der einzige singulare K-rationale Punkt von Y durch
[0:0: 1] gegeben: Da g(x,y, z) = 3 — y*2 ein irreduzibles Polynom ist und Y = V, (g),
entsprechen die reguldren K -rationalen Punkte nach [LFZ, 2.6] den a € Y mit Jy(a) # 0.
Hierbei bezeichnet Jy(a) := (2L(a))icfsy-y die Jacobi-Matrix von g im Punkt a. Fiir

ot
3a?
g(z,y,2) = 23 — y?z ist J,, gegeben durch J,(x,y,2) = | —2yz |, nur genau dann 0,
2
Y

wenn « =y = 0 (vorausgesetzt char(K) ¢ {2,3}).

Wir betrachten nun den Schnitt Y N D, (z) genauer. Fir diesen gilt Y N Dy(z) =
V(t? —s*) C Dy(z) = Spec(K[t, s]) = Ay, wobei t := 2 5 := ¥
Fiir den Funktionenkérper von Y gilt K(Y) = Quot(R) mit R := K][t, s]/(t* — s?). Seien
7 =0in K(Y)
folgt Axyy(R) 2 R[%2] = K[2]. Man sieht aber leicht, dass ¢ algebraisch unabhéngig

tiber K ist. Damit ist K'[Z] ein Polynomring in einer Variablen tiber K, also ein Haupt-

7, o die Restklassen von ¢, s in R. Wegen der Gleichung (2)* — 7 =

idealring und damit insbesondere ganzabgeschlossen. Insgesamt ist Ag(y)(R) = R[Z]
und K(Y) = K(2) = K(Pj). P ist ein irreduzibles und normales Schema, da es ei-
ne offene Uberdeckung P}, = Al U A}, durch die normalen und irreduziblen Schemata
A} = Spec(K[2]) und A} = Spec(K[Z]) mit nicht-leerem Schnitt besitzt. Fiir den zur
Normalisierung gehérigen Morphismus betrachte f : Pl = Proj(K|[S,T]) — Y gege-
ben durch den graduierten Ringhomomorphismus K[z, y, z]/(z* — y*z) — K[S,T),z —
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ST,y +— S3 2 — T3. Mit der Gleichheit von K(Y) = K(P%) folgt unmittelbar, dass
fF o K(Y) — K(Pk) bijektiv ist und gemeinsam mit der Irreduzibilitit von Y ist f
birational. Auflerdem rechnet man direkt nach, dass f ganz ist: Fiir seine Enschrankung
YUY N Dy(2)) = Y N Dy(z) haben wir dies oben gesehen. Unter der Verwendung
der Aquivalenz in 3.3, haben wir insgesamt eine Normalisierung von Y und damit eine

Auflésung von Singularitdten bestimmt.

Beispiel 5.3
K Korper, Y = Spec(K|z,y]/(y* — 2> — 2°)) = V(y* — 2* — 2°) C A%. Im Fall K = R
erhalt man das folgende Bild.

Y (R) y

(20)

Man sieht leicht, dass das Polynom y? — 22 — 23 irreduzibel und damit Y integer ist.

2

Die zu g(z,y) = y* — 2> — 23 gehorige Jacobi-Matrix J,, gegeben durch J,(z,y) =

—2z — 322\ )
( % ) , ist genau dann Null, wenn o = y = 0 oder z = —3,y = 0 (vorausgesetzt
char(K) ¢ {2,3}). Allerdings liegt der Punkt (—%,0) nicht in Y. Der einzige singulire
K-rationale Punkt von Y ist damit nach [Liu02, 4.2.19] der Punkt (0, 0).

Wir behaupten, dass die Normalisierung von Y gegeben ist durch den Morphismus
f:AL =Y dervon ¢ : R:= Klz,y]/(y* —2* — 1) = K[t],z = t* -1,y — 3 — ¢
induziert wird. Z resp. § sollen hierbei die Restklassen von z resp. y in K[z, y|/(y* —

2? — 2%) bezeichnen.

Wegen der Irreduzibilitiat von y* — 2? — 23 im faktoriellen Ring Klz,y| ist wie gesagt

(y? ?
diesem Grund ist Spec(R) = Y integer und wir kénnen die Aquivalenz aus 3.3 anwenden.

— 2% — 2%) prim und damit R = K[z,y]/(y* — 2% — 2?) ein Integritéitsbereich. Aus

Zunichst ist Al = Spec(K|[t]) als Spektrum eines faktoriellen Rings nach Lemma 5.1
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ein normales Schema.
Fir den Beweis, dass f birational ist, betrachte die Komposition R — K[t] — K|[t];z_1,

wobei der letzte Pfeil durch die kanonische Abbildung gegeben ist. Dann existiert genau

53—t
21

Ringhomomorphismus K [t] — Rz, t — £, welcher ¢* — 1 auf =% — % abbildet. Dann

T

ein Ringhomomorphismus R; — K [t]tz_l,% — = % Betrachte umgekehrt den

existiert genau ein Ringhomomorphismus K[t];2_; — Rz. Offensichtlich sind die beiden

Y

konstruierten Ringhomomorphismen invers zueinander und es gilt AL D D(1? — 1) =
D(z) C Spec(R) =Y mit D(t* — 1), D(z) # 0. Daher ist f nach Bem. 2.15 birational.
f ist als Morphismus von affinen Schemata offensichtlich affin und

¢ Klz,y]/(y® — 2* — 23) — K]Jt] ist ein ganzer Ringhomomorphismus, da K[t][im(p)
ganz ist. Folglich ist f ein ganzer Morphismus von Schemata. Insgesamt haben wir damit

eine Normalisierung von Y und damit eine Auflésung von Singularitédten bestimmt.

Beispiel 5.4 (nach [Mac|)

Eine Auflssung von Singularititen der Kurve Y = Spec(K |z, y|/(y? —2* —23)) = V(y* —

2? — 23) aus Beispiel 5.3 kann auch direkt iiber die Konstruktion der Normalisierung

bestimmt werden.

Sei dazu Q := Quot(K|[z,y|/(y*> — 2* — x3)) der Quotientenkérper von Klx,y]/(y* — x* —
2?). Betrachten wir t = £, so ist ¢ ganz tiber K[z, y]/(y* — 2® — 2*), da es die normierte

P2

T=t*—1und y = 3 —t, dass Klz,y]/(y* — 2* — 2%) C K[t|] C Q. Insbesondere
besitzen K[z,y]/(y* — x* — x3) und K[t] den gleichen Quotientenkorper. Nach Lemma

Gleichung > — 7 — = 0 erfillt. Weiter gilt wegen den Identifizierungen

5.1 ist K[t] ganzabgeschlossen, da es ein faktorieller Ring ist. Damit ist K[¢] schon der
ganze Abschluss von K|z,y]/(y? — 2 — 23) in Q und nach der Konstruktion in 3.3 ist
[ A}, = Spec(K[t]) = Y die Normalisierung von Y. Setzen wir y = tx, so wird aus
y? — 2* — 23 = 0 die Gleichung (#* — 1)z? — 2* = 0 und wir erhalten x = t* — 1 und
y = t3 —t. Damit konnen wir folgern, dass die Normalisierung f : A} = Spec(K[t]) — Y
mit der Abbildung Klz,y]/(y? — 2* — 23) — K[t],T — t* — 1,5 — t3 — t korrespondiert.
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Beispiel 5.5
Y = Spec(K|[z,y]/(y*—23)) = V(y?—23) C A%. Im Fall K = R erhélt man das folgende

Bild.
Y (R) y

(21)

—372

Die zu g(z,y) = y*—a® gehorige Jacobi-Matrix J, ist gegeben durch J,(z,y) = < ) v > :
)

Damit ist der einzige singuldre K-rationale Punkt (0,0) (vorausgesetzt char(K) ¢

12,3,

Mit derselben Argumentation wie in Bsp. 5.3 folgt aus der Irreduzibilitit von y? — 3,
dass Y ein integres Schema ist.

Die Normalisierung von Y ist dann gegeben durch f : Al — Y welcher von ¢ :
Klz,y|/(y? — 2®) — K][t], Z — t?, 5 — 1> induziert wird. Auch hier bezeichnen T resp. ¥
die Restklassen von z resp. y in Klx,y]/(y* — 23).

Beweisen wir dies: Zunéchst ist das affine Schema AL = Spec(K|[t]) als Spektrum eines
faktoriellen Ringes nach Lemma 5.1 normal. Weiterhin schrankt sich f tiber die inversen
Abbildungen (t) = (¢,*) und (x,y) — £ zu einem Isomorphismus auf den offenen Un-
terschemata AL\{0} = Y\ {0} ein. Damit ist f nach Bem. 2.15 birational. Offensichtlich
ist f affin und da K[t]|im(y) ganz ist, ist mit ¢ : K[z,y]/(y> — 2?) — K][t] ein ganzer
Ringhomomorphismus gegeben. Somit ergibt sich, dass f ein ganzer Morphismus von

Schemata ist. Insgesamt haben wir mit der Aquivalenz in 3.3 gezeigt, dass f : Ak, — Y

eine Normalisierung von Y und damit eine Auflésung von Singularitéten ist.
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