Universitat Duisburg-Essen UNIVERSITAT

Fakultat fir Mathematik
DEUSI SSEBNU RG

Offen im Denken

Iwasawa-Algebren

Abschlussarbeit zur Erlangung des akademischen Grades

Bachelor of Science (B. Sc.)

vorgelegt von

Annika Stechemesser

Betreuer: Prof. Dr. Jan Kohlhaase
Zweitgutachter: Prof. Dr. Massimo Bertolini

Abgabedatum: 26. Juli 2016



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 3

2 Der Korper der p-adischen Zahlen und der Ring der ganzen p-adischen

Zahlen 6
2.1 Der p-adische Absolutbetrag . . . . .. .. ... ... ... ... ... 6
2.2 Der Koérper der p-adischen Zahlen Q, . .. ... ... ... . ... .. .. 9
2.3 Der Ring der ganzen p-adischen Zahlen . ... ... ... ... ... .... 12
2.4 Der Bewertungsring o . . . . . . ... 15
3 Die drei o-Algebren 16
3.1 Der Ring der formalen Potenzreithen o[ X] . . . . .. .. ... ... ... .. 16
3.2 Der komplettierte Gruppenring der proendlichen Gruppe Z,, . . . . . . .. 17
3.2.1 Der Gruppenring o[G] . . . . ... ... 17
3.2.2  Projektive Limiten von Mengen, Gruppen und Ringen . . . . . .. 19
3.2.3 Proendliche topologische Rdume und Gruppen . . . . ... ... .. 21
3.2.4 Komplettierte Gruppenringe . . . . . .. ... ... L. 21
3.2.5 Definition von o[Z,] . . .. ... 25

3.3 Die Mafalgebra p(Zy,0) . . ... 28
3.3.1 Der Raum der stetigen Funktionen C'(X,K) . ... ... ... ... 28
3.3.2 Die K-Algebra pu(Z,, K) . ... ... ... ... . 29
3.3.3 Die o-Unteralgebra p(Zy,0) . . .. . ... o 34



4 Die lwasawa-lsomorphismen 36

4.1

4.2
4.3

Der Isomorphismus zwischen o[ X ]| und o[Z,]. . . . . ... ... ... ... 36

4.1.1  Der Isomorphismus zwischen 0[Z, Jund dem projektiven Limes von

o[ X/ (hn) - - o o 36
4.1.2  Der Isomorphismus zwischen dem projektiven Limes von o[ X ]/(h.,)

und o X| . .. .o 40
Der Isomorphismus zwischen o[Z,] und u(Zy,0) . . . . ... ... ... .. 43
Der induzierte Isomorphismus zwischen o] X | und pu(Z,,0) . . . . . . . .. 50



1 Einleitung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Iwasawa-Algebra iiber der proendlichen Gruppe
Z,, durch drei verschiedene Herangehensweisen zu definieren und zu zeigen, dass diese
Darstellungen alle zueinander isomorph sind. Die Iwasawa-Algebra wurde benannt nach
Kenkichi Iwasawa (* 11.09.1917 126.10.1998), der durch seine Arbeit fundamentale Bei-

trage zur algebraischen Zahlentheorie lieferte.

Zu Beginn der Arbeit erarbeiten wir einige Grundlagen {iber den Korper der p-adischen
Zahlen und den Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Den Koérper der p-adischen Zah-
len Q, fiihren wir als Vervollsténdigung des Korpers der rationalen Zahlen beziiglich
des p-adischen Absolutbetrags ein. Im Anschluss daran definieren wir den Ring der
ganzen p-adischen Zahlen Z, als Unterring von Q,. Der Fokus liegt hierbei besonders
auf der Untersuchung einiger topologischer Eigenschaften von 7Z,, wie beispielsweise der
Hausdorff-Eigenschaft. Aukerdem betrachten wir die topologische Gruppe (Z,,+) und
ihre offenen Untergruppen. Abschliefend definieren wir im zweiten Kapitel den Ring
o als Bewertungsring einer Korpererweiterung vollstandig bewerteter Korper tiber Q,.

Uber diesen Ring wollen wir im Folgenden die drei o-Algebren definieren.

In Abschnitt 3.1 wiederholen wir zunéchst die Definition des Rings der formalen Potenz-
reihen tiber o. In Abschnitt 3.2 fithren wir die Gruppenalgebra o|G]| ein und erarbeiten
anschliefsend daran Grundlagen zu projektiven Limiten von Mengen, Gruppen und Rin-
gen. Besonders die Eigenschaft der Vertréglichkeit werden wir im vierten Kapitel beno-

tigen. Nachdem wir proendliche topologische Rdume und Gruppen kurz definiert haben,



gehen wir {iber zur Betrachtung von komplettierten Gruppenringen und konzentrieren
uns hier besonders auf die proendliche Vervollstindigung proendlicher Gruppen. Auf-
bauend darauf zeigen wir, dass Z, ebenfalls eine proendliche Gruppe ist und definieren
dann den komplettierten Gruppenring o[Z,], welcher die zweite 0-Algebra bildet. Ziel
des letzten Abschnitts des dritten Kapitels ist die Definition der Mafalgebra p(Z,,0).
Dafiir erarbeiten wir erst grundlegende Eigenschaften iiber den Raum der stetigen Funk-
tionen von einem topologischen Raum X in den Korper K und definieren dann geeignete
Verkniipfungen, sodass wir eine K-Algebra (Z,, K') erhalten. Schlussendlich zeigen wir,

dass (1(Zy,0) eine o-Unteralgebra dieser Algebra ist.

Das vierte Kapitel bildet das Herzstiick der Arbeit. Hier zeigen wir, dass die drei zu-
vor definierten o-Algebren paarweise zueinander isomorph sind. Im ersten Abschnitt
des vierten Kapitels beweisen wir, dass der Ring der formalen Potenzreihen iiber o iso-
morph ist zu dem komplettierten Gruppenring der proendlichen Gruppe Z,. Dafiir zeigen
wir zunéchst, dass es einen Isomorphismus zwischen o[Z,] und dem projektiven Limes
der Restklassen o[X]/(h,) von Polynomen gibt. Wir benutzen den verallgemeinerten
Euklidischen Algorithmus um darzulegen, dass o[ X]/(h,) isomorph ist zu o[ X]. Den
Isomorphismus zwischen o[Z,] und ;1(Z,, 0) definieren wir iber Hilfsfunktionen L,, die
zunéchst vom Raum der lokal konstanten Funktionen C'*(Z,, K') in den Kérper K abbil-
den. Diese setzen wir dann zu Funktionen vom Raum der stetigen Funktionen C(Z,, K)
nach K fort und bilden Elemente X aus (Z,, 0) darauf ab. In der Tat ist die Abbildung
ein Isomorphismus. Durch die Betrachtung der ersten beiden Isomorphismen wissen wir
bereits, dass es einen Isomorphismus zwischen o[ X | und der Mafkalgebra 1(Z,, K) gibt.
Wir konzentrieren uns in Abschnitt 4.3 auf den Zusammenhang zwischen dem Mafs p

und der assoziierten formalen Potenzreihe F,.

Die in dieser Arbeit betrachteten Iwasawa-Algebren sind Teil der sogenannten Iwasawa-
Theorie, die sich mit dem Zusammenhang zwischen der Galoisgruppe algebraischer Kor-

pertiirme und der additiven Gruppe der p-adischen Zahlen beschéftigt. Die daraus resul-



tierende Theorie iber Moduln von Iwasawa liefert einen Ansatz zur Definition p-adischer
L-Reihen, welche in Analogie zur Riemannschen Zeta Funktion stehen. Diese Analogie
kann man deutlicher anhand des Ansatzes iiber Interpolation mittels Bernoulli-Zahlen
erkennen, den Dirichlet zur Definition der L-Reihen gew#hlt hat. Die Hauptvermutung
der Iwasawa-Theorie besagt letztendlich, dass der Ansatz zur Definition der p-adischen
L-Reihen {iber Modultheorie und der Ansatz iiber Interpolation mithilfe von Bernoulli-
Zahlen tbereinstimmen (nach Serge Lang, Cyclotomic fields 1 and 2, Kapitel 4 und
5).



2 Der Korper der p-adischen Zahlen
und der Ring der ganzen

p-adischen Zahlen

2.1 Der p-adische Absolutbetrag

Im ersten Abschnitt des Kapitels wollen wir den p-adischen Absolutbetrag definieren
und einige wichtige Eigenschaften erarbeiten. Dabei orientiert sich der Aufbau im We-
sentlichen an Kapitel 9.1 des Buches FEinfiihrung in die algebraische Zahlentheorie von

Alexander Schmidt, welches im Jahr 2007 beim Springer Verlag erschienen ist.

Sei p eine beliebige aber feste Primzahl. Jede rationale Zahl ¢ € Q ~ {0} hat eine ein-
deutige Darstellung der Form ¢ = $p™ mit a,b,n € Z,b > 0 und gg7'(a,b) = gg7'(a,p) =
99T (b, p) = 1. Setze v,(q) :=n.

Definition 2.1.1 Fir g € Q~{0} bezeichnen wir mit v,(q) die p-adische Bewertung von

q.

Lemma 2.1.2 Fir z,y € Q gilt:

i) vp(@y) = vp(x) + v (y)

ity + ) > min(vy(2),v, ()

Flls vy(x) # vy(y) gilt: vy(x +y) = min(vy(x), v,(y))



Beweis Sei x = 7p" , y=gp™ mit a,b,c,d,n,m € Z,b,d >0 und a,b und p sowie c,d und
p paarweise teilerfremd.

zu i): Dann gilt: -y = $p™ - Sp™ = Lpmm = v (zy) = n+m = vp(z) + v(y)

zu ii): Angenommen n = m, also v,(z) = v,(y).

Dann gilt: z +y = %p" + Spn = a%tle)pn

=min(vy(x),v,(y)) falls ad + bc nicht durch p teilbar
= vy(z+y)

> min(v,(x),v,(y)) sonst
Falls n#m: x +y = §p" + $p™ = vp(x +y) = min(vy(x), v, (y)) O
Nun kénnen wir den p-adischen Absolutbetrag formal definieren:

Definition 2.1.3 Definiere den p-adischen Absolutbetrag durch:

p (@D falls g+ 0

|'|p:@_>]R+ qr~
0 falls ¢ =0

Lemma 2.1.4 ||, ist eine nicht-archimedische Kdrpernorm.

Beweis Seien x,y € Q. Zu zeigen:

L |z, =0« x=0

Dies ist klar nach der Definition des p-adischen Absolutbetrags.

2. |zyly = |z, - [ylp- Fir  oder y gleich Null ist der Fall klar.

Angenommen x,y # 0. Somit gilt:

eyl = pr@W) = pr@ @) = pr@) . 1 ®) = |, - |y,

3. |z +yl, < |z|, + |yl, Fiir z oder y gleich Null ist der Fall klar.

Angenommen z,y # 0. Es gilt:

[+ g, = prr @) pmin{n @@} < pr@) 4 p® = g, + |y, da pr@>0 fiir g £ 0
4. |z +y|, < max{|z|y, |y|,}. Fir alle z,y € Q ist

|IE + y|p = p*’/p(f”y) < p*mi”{l’p(i’f)v’jp(y)} = max{p*’/p(ff%p*’/p(y)} = magj{|x|p’ |y|p}



Definition 2.1.5 Fir z,y € Q definieren wir durch dy(x,y) = |v —y|, den p-adischen
Abstand von x und y. Eine Folge (x,)nen € Q nennen wir eine p-adische Cauchyfolge

genau dann, wenn es ¥ e>0 und ein N € N gibt, sodass |v, — Tpl, <€¥n,m>N.
Lemma 2.1.6 Der p-adische Abstand ist eine Metrik auf Q.

Beweis Zu zeigen: Der p-adische Abstand d,(z,y) ist positiv definit, symmetrisch und
erfiillt die Dreiecksungleichung Vx,y € Q.
Seien x,y € Q.
p~r(@) falls ¢ 0
0 falls g =0

1. positiv definit: d,(z,y) = |z — y|,. Da nach Definition |¢|, =

ist [t -y, >0 firz#yund |-y, =0=z=y

2. symmetrisch: Angenommen x # y. Dann ist d,(x,y) = |z —y|, = |(-1)(y - z)|, = |(-1)],-
ly =l =y~ alp

3. Dreiecksungleichung: z,y,z € Q: d(z,y) =z -y, =z —z+z -y, =[(x - 2) + (z - v)|,

<max{|r - zlp, |z - ylp} = maz{d(z, 2),,d(z,y),} <d(x,2), +d(z,y),. O

Definition 2.1.7 Ein metrischer Raum mit einer Metrik d heifst vollstdndig beztiglich

d genau dann, wenn jede Cauchyfolge beziiglich d konvergiert.
Bemerkung 2.1.8 Q ist beziiglich des p-adischen Absolutbetrags nicht vollstindig.

Beweis Siehe Alexander Schmidt, Finfihrung in die Algebraische Zahlentheorie, Beginn
von Kapitel 9.1 (Der p-adische Abstand)



2.2 Der Korper der p-adischen Zahlen Q,

In diesem Abschnitt wollen wir den Korper der p-adischen Zahlen als Vervollstindigung
der rationalen Zahlen einfithren. Dabei folgen wir grob dem Vorgehen in Kapitel 9.2 des
Buches FEinfiihrung in die algebraische Zahlentheorie von Alexander Schmidt.

Bezeichne weiterhin mit p eine feste, aber beliebige Primzahl.

Definition 2.2.1 Definiere Q, als die Vervollstindigung von Q beziiglich des p-adischen
Absolutbetrags. Wir nennen Q, den Korper der p-adischen Zahlen. Die Elemente von
Q, sind demnach Aquivalenzklassen p-adischer Cauchyfolgen () nen in Q beziiglich der
Aquivalenzrelation:

(1) ien ~ (Ui )ien < (5 — ¥i )ien 15t eine p-adische Nullfolge.

Satz 2.2.2 Q, ist mit den Verknipfungen
+: Qp X Qp - @p ((xn)neNy (yn)neN) = (:L'n + yn)neN
i Qp X Qp - Qp ((mn)neNa (yn)neN) = ($nyn)neN

ein Korper.

Beweis Zeige: 7 +”7 und ” -7 sind wohldefiniert.

Seien (z,,)nen und (Y, )neny p-adische Cauchyfolgen. Dann gilt: V € > 0 gibt es ein NV, € N,
sodass (@, — Tm)|p < € Y n,m > N,. Analog fir (yn)nen-

Dann gilt fiir (2, + yn)nen : ¥ € > 0 gibt es N := maz{N,, N,}, sodass

[+ ) = o+ )l = (= ) + (5 = )y

<max{|(zn = Tm)|p, |(YUn — Ym)|p} < € fiir alle n,m > N

= (2, + Yn)nen ist eine p-adische Cauchyfolge.

Falls gilt (z,,)nen ~ (27)neny und(Yn nenw ~ (Y Jnen, so gilt auch
(xn + yn)neN ~ (x;L + yé)neNy da:
(Zn)nen ~ (@] )nen < (x; — x});en it eine p-adische Nullfolge.

(Yn)nen ~ (Y5 ) nen < (¥i — Y!)ien ist eine p-adische Nullfolge.



Betrachte ((z; +v;) — (2} + y!))ien. Dann gilt

(i + i) = (@] + y)p = [((i = 27) + (i = y7)lp < maz{|(zs — ), (i =y}

fir alle ¢ € N. Sei 0.B.d.A. |z; — x|, = max{|x; — x|y, |y; — y!|,}. Dann ist

(G + ) = @l 4 ) < o~ aly fir alle 4 € N

— tim (i + 2) — 2!+ )y < lim s — 2], = .

Da |-, eine Norm ist, gilt auch 0 < zliIgK(l‘z-l-yz) — (2} +y!))|p- Somit ist nach dem
Einschliefungslemma }E?o |((@i +y:) = (@l +y))|p = 0 = ((z; +y;) — (2} + y) )ien ist eine
p-adische Nullfolge = (€, + Yn )nen ~ (1, + Y2 Y nen-

Somit ist die Verkniipfung ” +” wohldefiniert.

Betrachte nun die Verkniipfung "-": ¥V € > 0 gibt es N := maz{N,, N,}, sodass

[T Yn = TmYmlp = [Tnln = Tnlm + Tnlm = Tmmlp = 120 (Yn = Ym) + Yo (T = Tl

< max{|n (Yn = Ym)lps [Ym (20 = 2 )|p}-

Sei 0.B.d.A. |20 (Yn — Ym)lp = max{|,(Yn = Ym ) |ps [Ym (Tn — )]} Dann ergibt sich wei-
ter: [ZnYn — TmYmlp < |Tn(Yn = Ym)lp = |Talp|Un — Ymlp < ce fir alle n,m > N, da (z,,)ney als
Cauchyfolge in Q beschrankt ist.

Es folgt (2,yn)nen ist eine p-adische Cauchyfolge in Q.

Falls gilt (z,,)nen ~ (27)neny und(Yn nenw ~ (Y )nen, so gilt auch

(Zn¥n)nen ~ (2745 Inen, da:

iy = wiyilp = lwiys — wayi + way; — wiyly = |2 (yi = y7) + yp(wi = 2l

< maz (s - 1)) sl - )1}

Sei 0.B.d.A. |z;(vi — y!)|p = max{|z:(vi — y})|p, |yi(z; — 2%)],}. Dann ist

|z =yl < |zi(yi — y!)|p fir alle 7 € N. Also gilt

lim |iy; = 27yl < lim 2, (y; = ;) = lim gy, - lim [y; =y}, = ¢-0 = 0.

Da ||, eine Norm ist, gilt auch 0 < |x;y; — 2lyl], = hm |z;y; — xlyl], ist eine p-adische
Nullfolge = (1 ¥Yn)nen ~ (LY! ) nen-

Daher ist die Verkniipfung ” -” wohldefiniert.

Somit sind nun beide Verkniipfungen wohldefiniert. Die K&rperaxiome lassen sich fiir

Q, mit diesen Verkniipfungen leicht zeigen, indem man auf die Eigenschaften von Q
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zuriickgreift. Dies wird hier nicht explizit gezeigt. O

Bemerkung 2.2.3 Der p-adische Betrag setzt sich in natirlicher Weise auf Q, fort,
indem man setzt: |(2y)nenlp = Um |x,|,. Der p-adische Abstand erfillt auch auf Q, die

Eigenschaften einer Metrik.

Da Q, ein metrischer Raum ist, konnen wir insbesondere folgern, dass @Q, ein topologi-
scher Raum und auch ein Hausdorff-Raum ist. Dies erreichen wir mithilfe des folgenden
Satzes, der inhaltlich auf Kapitel 1, (S. 10/11 und S. 22) des Buches Topologie von Klaus
Janich beruht.

Satz 2.2.4 i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge V € X heiffe offen, wenn
es zu jedem x €V ein € > 0 gibt, sodass die Kugel K. (x) = {y e X | d(x,y) <€} um x
noch ganz in V liegt. Sei O(d) die Menge aller offenen Teilmengen von X. O(d) bildet

eine Topologie des metrischen Raumes (X,d).

i) (X,d) ist Hausdorff sch

Beweis Sei (X,d) ein metrischer Raum.

i) Zu zeigen:

1. Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen

2. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen

3. @ und X sind offen.

zu 1): Sei (V;);ey eine Familie von offenen Mengen. Betrachte V' := U Vi. Dann gilt flir
jedes z € V: JieN, sodass x € V;. Dann gibt es ein €, sodass die KugZ:l\I K (x) noch ganz
in V; liegt. Da V; ¢ V liegt sie also auch ganz in V' = V ist offen.

zu 2): Seien Vi, V5 offene Mengen. Sei V' = V; nV,. Dann gilt fiir jedes z € V:
xeV=>zreVinVy=1xeV, und x € V5. Also gibt es ¢; > 0, sodass K, (z) € V; und
K., (x) ¢ V. Wahle nun € := min{e, e2}. Dann gilt: K.(z) €V und somit ist V offen.
zu 3): @ und X sind offensichtlich offen.

ii) Zu zeigen: Zu zwei beliebigen Punkten x,y € X kann man disjunkte Umgebungen

finden.

11



Sei x # y. Dann ist d(x,y) = € > 0. Dann sind die Umgebungen
Up={2z|d(z,z) <5} und Uy = {z | d(y, z) < §} disjunkte Umgebungen.

Bemerkung 2.2.5 (Q,,+) ist eine topologische Gruppe.

Beweis Zu zeigen ist noch, dass die Inversenabbildung (z ~ -z) : Q, - Q, stetig ist.
Zu jedem € > 0 gibt es 6 = € > 0, sodass fiir alle z,y € Q, gilt: Falls |z —y|, < 0 dann ist
(=z) = (=), = | -z +yl, = |[(-1)(x - y)|, = |z —y|, < e. Somit ist die Addition auf Q,
stetig und (Q,, +) bildet eine topologische Gruppe.

Bemerkung 2.2.6 Wir kénnen Q als Teilmenge von Q, betrachten, indem wir jeder

rationalen Zahl g € Q die konstante Cauchyfolge (q), € N zuordnen.
Lemma 2.2.7 Q liegt dicht in Q,.

Beweis Q, ist die Vervollstdndigung des metrischen Raumes Q beziiglich ||, somit liegt

Q nach Konstruktion dicht in Q,.

2.3 Der Ring der ganzen p-adischen Zahlen

In diesem Abschnitt wollen wir den Ring der ganzen p-adischen Zahlen definieren und
einige Eigenschaften erarbeiten, die wir in den weiteren Kapiteln benutzen wollen. Be-

trachte von nun an die p-adischen Zahlen als Elemente z € Q,,.

Definition 2.3.1 Definiere Z, = {x € Q, | |q|, < 1}. Wir nennen Z, den Ring der ganzen
p-adischen Zahlen.

Satz 2.3.2 Z, ist ein Teilring von Q,.

Beweis Zu zeigen ist hier vor allem die Abgeschlossenheit von Z, unter Addition und
Multiplikation. Seien z,y € Z,. Dann gilt nach Lemma 2.1.4:

|z +yl, < maz{|z|,, lyl,} <1

12



=>T+y€ly
[zylp =[]y |yl <1 = 2y € Zy,
Die Verkniipfungen erfiillen somit die Abgeschlossenheit. Da gilt +7, = +Qlz, und

Zp = Qla, erfiillen die Verkniipfungen offensichtlich die Ringaxiome. O
Korollar 2.3.3 Z, ist als Teilmenge von Q, abgeschlossen.

Beweis Z, entspricht nach Definition der abgeschlossenen Kreisscheibe By (0, |-|,). Somit

ist Z,, abgeschlossen. m|
Korollar 2.3.4 Z, ist als Teilmenge von Q, vollstindig.

Beweis Z, ist eine abgeschlossene Teilmenge der vollstandigen Menge @Q, und somit

auch vollstandig. O
Bemerkung 2.3.5 7Z, ist ein metrischer Raum.

Beweis d,(z,y) := |z —y|, erfiillt alle Eigenschaften einer Metrik auch auf Z,, somit ist

Z,, ein metrischer Raum.

Korollar 2.3.6 Nach 2.2.4 ist Z, auch ein topologischer Raum und ein Hausdorffraum.
Korollar 2.3.7 Z, ist eine topologische Gruppe.

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 2.2.5.

Im Folgenden wollen wir die Einheiten und die Ideale in Z, untersuchen. Das Lemma

tiber die Ideale von Z, stammt auf dem Buch Algebraische Zahlentheorie von Jirgen

Neukirch, (S.117).

Lemma 2.3.8 Die Einheitengruppe von Z, ist 7 = {x € Zy | ||, = 1}.

2

Beweis " =7 Sei z € Z¥. Dann gibt es 27! € Z5 sodass
1= 1], = Jza™t, = @lplz~"], < |2, < 1.

Somit ist |z|, = 1.

2

<" Sei |z, = 1. Dann ist € Q. Daher gibt es 27! € Q3, sodass

1 = |zxY|, = |z|pla~t, = [27Y],. Somit ist |27, < 1=z~ € Z,. O

13



Nachdem wir nun die Einheiten in Z3 kennen, wenden wir uns den Idealen zu. Betrachte

dazu zunéchst das folgende Korollar:
Korollar 2.3.9 Jedes x € Z, {0} lisst sich schreiben als x = p™u mit m e N und u € Z;,.

Beweis Sei v € Z, {0}. Da |z|, < 1 ist, ist |z[, = p™™ mit m € N. Setze u = p~™z € Q.

Dann ist |ul, = p™p™™ =1 und daher gilt nach 2.3.8 u € Z5. |

Satz 2.3.10 Die von Null verschiedenen Ideale von Z, sind die Hauptideale
p"Zy={veQ,|vy(x) >n} mit neN.

Beweis Sei a ¢ Z, ein Ideal, a # 0 und sei x = p™u,u € Z; ein Element in a mit
minimalem m. Da |z|, < 1 ist, ist m > 0. Dann gilt: a = p™Z,, denn fiir alle y € a
gilt : y = p™u/,u' € Z5 = n > m, da wir m minimal gewéhlt haben. Somit ergibt sich:
y = (pv™u’)p™ € pmZ,. Also gilt a € p™mZ,.

Da z = p™u und u € Z%, gibt es u™ € Z%, sodass auch zu™ = p™ € a ist. Also folgt

P"Zy C a. O
Unmittelbar folgt das Korollar:

Korollar 2.3.11 Z, ist ein Hauptidealring. Die Ideale bilden die absteigende Kette:
Z, 2 pZ, 2 9T, ... 2 (0)

Bemerkung 2.3.12 p"Z, ist offen und abgeschlossen Vn € N.

Beweis p"Z, = {z € Q, | |z|, < #} ist eine abgeschlossene Kugel um 0 beziiglich der
Metrik d,, also per Definition eine abgeschlossene Menge. Aufierdem gilt V = € p"Z, :
Fiir € = ]% liegt die Kugel Kp%(az) ={yeQ,||z-yl, < #} ganz in p"Z,. = p"Z, ist

offen. -

Bislang haben wir Z,, als Ring betrachtet. Allerdings kénnen wir Z, auch als Gruppe mit
der Verkniipfung Addition betrachten. Da wir bereits die Ideale von Z, kennen, kennen

wir auch die Untergruppen der Gruppe (Z,, +), denn es gilt:

14



Lemma 2.3.13 Sei R ein Ring. Dann ist jedes Ideal a auch eine additive Untergruppe

von R.
Beweis Die Aussage folgt direkt aus der Definition des Ideals.

Korollar 2.3.14 Die Ideale von R sind beziiglich der Addition sogar Normalteiler von
R.

Beweis Nach Definition es Rings ist R beziiglich der Addition abelsch. Somit sind die

Ideale als Untergruppen der abelschen Gruppe R Normalteiler.

Dank dieser Aussagen ist nun klar: Die offenen und normalen Untergruppen von Z,
sind p"Z,,n € N. Wie oben gesehen handelt es sich automatisch auch um abgeschlossene

Teilmengen von Z,,.

2.4 Der Bewertungsring o

Sei K/Q, eine Korpererweiterung vollsténdig bewerteter Korper, also K vollstéandig be-
ziiglich eines Betrags | -|, der sich auf Q, zum p-adischen Absolutbetrag einschrénkt.
Dann definieren wir durch o := {z € K | |z| <1} den Bewertungsring von K. Analog zum
Beweis von Satz 2.3.2 erkennt man, dass o beziiglich der Verkniipfungen ” +” und ” -”

abgeschlossen ist und daher einen Ring bildet.

Beispiel 2.4.1 1) K =Q,, dann ist 0 = Z,.

2) Sei @p ein algebraischer Abschluss von Q,. Man kann zeigen, dass sich |-|, eindeutig
zu einem Absolutbetrag |-| auf@p fortsetzt. Die Komplettierung von @p beziiglich |-| wird
mit C, bezeichnet und heifit der Korper der komplezen p-adischen Zahlen. |-| setzt sich

eindeutig auf C, fort, sodass K = C, ein weiteres Beispiel bildet.

Der Bewertungsring o ist der Ring, iiber dem wir im Folgenden gewisse Algebren defi-

nieren werden.
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3 Die drei o0-Algebren

In diesem Kapitel wollen wir die drei o-Algebren aus der Einleitung zunéchst definieren.

3.1 Der Ring der formalen Potenzreihen o] X]

Definition 3.1.1 Betrachte den kommutativen Ring o. Definiere o[ X] als die Men-

ge aller Symbole der Form § a; X% a; € o fir alle i € N mit der Gleichheitsdefinition
i=0

Ya; X =Y b; X" <= a; = b; fir alle i € N. Es handelt sich hierbei um die Menge aller

i=0 i=0

o-wertigen Folgen Y a; X" = (a;)sen-

=0

Die Menge o[ X kann mit den folgenden Operationen versehen werden:

+: OHX]] X UHXH - U[Xﬂ (Z)CLZXZ, inXZ) — i(az +bz)Xl

) oo oo k
o[ X ] x o[ X] - o[ X] (;]aiX",i;)biXi) > k§0i:0 (a;bp_;) X*

Gemeinsam mit diesen Verkniipfungen bildet o[ X'] einen Ring, ndmlich den Potenzrei-

henring dber o. Das Finselement ist ¥, a; X* mit ag = 1,a; =0 Y ¢ > 1. Somit ist o[ X]|
i=0

insbesondere auch eine 0-Algebra.

Die Beweisidee fiir die Riickrichtung des folgenden Satzes stammt aus dem Buch Fin-

fihrung in die Algebra und Zahlentheorie, (S. 15) von Rainer Schulze-Pillot.

Satz 3.1.2 Sei f eo[X]. Dann ist f = ozo:aiX" eine Einheit in o[ X | genau dann, wenn
i=0

ap €0%.

Beweis 7 = 7 Sei f = ozo:aiXi eine Einheit. Dann gibt es ¢g = §biXi € o[ X], so-
i=0 i=0

oo ) oo k
dass f-g = (X a; X?) - (X2 0;X?) =1 < aghy + ¥ (Y aibr_i)X* =1 < aghy = 1 und
i=0 i=0 k=1 i=0
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k
Y aby_; =0V keNy; = 3by€o, sodass ag-by =1 = ag liegt in o*
i=0

2

< 7 Sei ag € 0*. Dann gibt es by € 0*, sodass agby = 1. Setze by := ay'. Fiir n > 1
definiere b, € o durch b, := —ag'(boay, + byan_1 + ... + by_1a1) und setze g := Y, b;X*. Die
i=0

Definition der Multiplikation fiir formale Potenzreihen ergibt dann f-g=1. O

3.2 Der komplettierte Gruppenring der proendlichen
Gruppe Z,

Im folgenden Abschnitt wollen wir die o-Algebra 0[Z, ] genau definieren. Dafiir beschéf-
tigen wir uns zunéchst allgemein mit dem Gruppenring o[G] tiber eine Gruppe G und
erarbeiten Grundlagen zu projektiven Limiten von Mengen, Gruppen und Ringen. Dar-
auf aufbauend betrachten wir proendliche Rdume und Gruppen, sowie komplettierte

Gruppenringe, um schlussendlich 0[Z,] definieren zu kénnen.

3.2.1 Der Gruppenring o[G]

Wir definieren den Gruppenring o[ G] nach dem Buch Einfihrung in die Algebra 2 ,(§33)

von Fualko Lorenz.

Definition 3.2.1 Sei G eine Gruppe. Bezeichne mit o[ G| den freien o-Linksmodul mit
Basis {g| g € G}. Auf o[G] kénnen wir zundchst die Standard-Addition als Verknipfung
definieren:

+:0[G] xo[G] = o[G] (X ayg, Y. byg) = X (ay+b,)g Die Multiplikation ldsst sich
definieren durch die distribfigve Fg;?setzung c%EeC:“ Gruppenmultiplikation auf G:

2 o[G]xo[G] = 0o[G] (X agg, . bgg) = X agbpgh =Y. (¥ ag-1b)g
geG geG g,heG

geG  teG
Bezeichnet e € G das neutrale Element von G, so setzen wir 1=} byg mit
geG
1 fallsg=e
g b=
0 sonst

Auperdem setzen wir fiir X€o: X+ ¥ agg = ¥ jec MNagg-
geG
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Satz 3.2.2 o[G] ist mit den angegebenen Verknipfungen eine o-Algebra mit Finsele-

ment 1.

Beweis 1) Zeige: 1. ist das Einselement. Sei Y a,g € o[G]. Es gilt:
geG

> agg-1le= Y agg- Y. bgg mit by =1 fiir g = e,b, = 0, sonst. Dann ergibt sich weiterhin:
geG geG geG

Z g9 - Z bgg_ Z (Z Qgi- lbt)g_ Z Qged = Z ag9-

geG geG geG  teG

Andererseits gilt aber auch: 1. - Y azg9 = Z byg - Y aggb, =1 fiir g = e, b, = 0, sonst.
geG geG geG
Dann ergibt sich weiterhin: Y b,g- Y. azg = Y. (Z byi-1a;)g mit by =1 fir t71=¢71,0
geG geG geG  teG

sonst. Somit gilt: Y. (Xieqbg-1a1)g = Y ayg.
9eG geG

2) Zu zeigen ist Distributivitét, also (z+y)z = x2+yz und z(y+2) = zy+xz V x,y,2 € o[ G].
Seien x = Z agq,y = Z byg und z = Z cgg € 0[G]. Dann gilt:
(+y)z= ( PR Z bgg) Lol
—(Z (ay+b, )g) (Z cgg)
Z (Z (agi1 + by 1)Ct)9

geG  teG

= Y (Y (ag-1ci+by-1c))g

geG teG
Z (Z (a’gt*lct) (Z (bgtflct))g
= Z (ZteG gt~ 1Ct)9+ Z (> byt 1Ct)g

geG  teG

= ( Z agg)( Z ng) (X bgg)( > ng) Tz +Yyz
geG geG geG
z(y+2) =(Z agg)-(Z byg + %ng)
ge
= ( Z agg) - (Z (bg +Cg)9)
Z (Z Ayt~ 1(bt+0t))9
geG  teG
=Y (X ag-1b +ag-1¢0))g
geG  teG
Z (( Z g-1by) + (Z agi-1¢t))g
Z (Z age-1by)g + Z (Z Agt-1C1) g

geG  teG

=(X agg)( > bgg) ( Z agg)( > ng) =xYy+x2
9¢G geG geG 9eG

3) Multiplikation mit Ringelementen: Sei A € 0 und z,y wie in 2). Dann ergibt sich:
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AMzy) = A (dec (tEZG ag-101)g)
= Z /\( Z agt-1bt)g
geG  teG

=2 (Z Aagtflbt)g
geG  teG
= (X Aayg)( X byg)
geG geG
= (M2 ag9))( X beg) = (Ax)y
geG geG

Andererseits ergibt sich aber auch:

Mzy) = A (X (X ag-1bt)g)
geG  teG

= > MY ag-1b)g

geG  teG

= %(t%agt-l)\bt)g
ge €

= (X agg)(X Abgg) = (X agg)(A( X byg)) = x(Ay) O
geG geG geG geG

3.2.2 Projektive Limiten von Mengen, Gruppen und Ringen

Dieser Abschnitt orientiert sich an §2 des Kapitels Allgemeine Klassenkdrpertheorie des

Buches Algebraische Zahlentheorie von Jiirgen Neukirch.

Allgemein kann man sagen, dass der projektive Limes eine Verallgemeinerung der Bil-
dung des Durchschnitts darstellt.

Betrachte einen topologischen Raum X und eine Familie von Teilmengen {X};, mit
der Indexmenge I, die falls sie die Mengen X; und X; enthilt, auch X; n X; enthalt.
Dann gilt: 1(%1 = g X;. Die Indexmenge I wird zu einer gerichtete geordneten Menge,
indem man ¢ < j setzt, falls X; ¢ X;. In der Menge I gibt es somit zu jedem Paar 7, j ein
k, sodass ¢ < k und j < k.

Bezeichne mit f;; die Inklusion X; < X; fiir ¢ < j und erhalte dadurch ein System
{Xi, fij} von Mengen und Abbildungen. Dieses Prinzip kann verallgemeinert werden,

indem man die Inklusionen f;; durch beliebige Abbildungen ersetzt. Basierend darauf

ergeben sich die folgenden Definitionen:

Definition 3.2.3 Sei I eine gerichtet geordnete Menge. Ein projektives oder auch ver-

tragliches System tber I ist eine Familie {X;, fi; | i,j € 1,1 < j} von topologischen Raumen
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X, und stetigen Abbildungen f;;j : X; - X; derart, dass fi; = 1dX; und fir, = fij o fir gilt

firi<j<k.

Definition 3.2.4 Der projektive Limes l(iﬂlXi des projektiven Systems {X;, fi;} ist als
iel
die Teilmenge X = {(;)ier € [1X; | fij(x;) = ; fiir i < j} des direkten Produkts []1X;
1€l

iel
definiert.
Haben die Megen des projektiven System X;,i € [ bestimmte Eigenschaften, so kann
man unter Umstédnden Riickschliisse auf die Eigenschaften des projektiven Limes LiLnXi
iel
ziehen. Niitzlich ist dabei beispielsweise der folgende Satz:

Satz 3.2.5 (Satz von Tychonoff) Ist (X;)i; eine Familie kompakter, topologischer

Rdume, dann ist auch das kartesische Produkt T] X; mat der Produkttopologie kompakt.
iel

Beweis Siche beispielsweise Kapitel 10.3 in dem Buch Topologie von Klaus Jinich.
Der Satz von Tychonoff bildet die Grundlage fiir den folgenden Satz:

Satz 3.2.6 Der projektive Limes liLnXi kompakter Hausdorff-Rdume ist kompakt.
iel
Beweis Nach Voraussetzung sind die Mengen X,z € I kompakt, somit ist nach dem
Satz von Tychonoff auch das direkte Produkt kompakt. Da alle X; hausdorff’sch sind,
ist auch das direkte Produkt hausdorff’sch und enthalt X = l(iﬂlXi als abgeschlossenen
iel

Unterraum. Dies ergibt sich auf folgende Art und Weise:
Schreibe X = ﬂXZJ mit Xij = {(xk:)k:el € H Xk | fzj(xj) = IZ} Da der Durchschnitt
kel

i<
beliebig vieler abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist, muss also nur die Ab-

geschlossenheit der X;; gezeigt werden. Bezeichne dafiir mit pr; : [T X — X, die i-te
Projektion. Dann sind die Abbildungen g := pr; und f := f;; o p; :kEII_I X = X; stetig,
da die Projektion nach Definition der Produkttopologie stetig ist un]zidf als Verkettung
stetiger Funktionen ebenfalls stetig ist. Mithilfe dieser Funktionen kann man nun Xj;

schreiben als: X;; = {x € [T X} | g(x) = f(«)}. An dieser Stelle erinnern wir uns an das
kel

folgende Lemma aus der Topologie:
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Lemma: Ser X ein Hausdorff-Raum. Sind f,g :' Y — X zwei stetige Abbildungen von
einem weiteren topologischen Raum Y nach X, so ist die Menge {y € Y | f(y) = g(v)}
abgeschlossen.

Somit kénnen wir X;; als abgeschlossene Menge identifizieren. Also ist X auch abge-
schlossen. Da jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes kompakt ist, ist

X somit kompakt. O

Bemerkung 3.2.7 Hier wurde der projektive Limes fiir topologische Raume definiert.
Fiir algebraische Strukturen wie Ringe und Gruppen hat man analoge Begriffe mit der-
selben mengentheoretischen Definition. Die Ubergangsabbildungen fij + X = X;,1 < 7,

sind dabei Homomorphismen von Ringen beziehungsweise Gruppen.

3.2.3 Proendliche topologische Raume und Gruppen

Dieser Abschnitt iiber proendliche topologische Raume und Gruppen ist sehr kurz ge-
halten und dient im Wesentlichen dazu, sich mit den folgenden Definitionen vertraut
zu machen, die aus dem Buch The Cohomology of Number Fields, (§1.1) von Neukirch,

Schmidt und Wingberg entnommen sind:

Definition 3.2.8 Sei T ein topologischer Hausdorff-Raum. T heifit ein proendlicher

Raum, wenn T der projektive Limes von endlichen diskreten Rdaumen ist.

Definition 3.2.9 Sei G eine topologische Hausdorff-Gruppe. G heif§it eine proendliche

Gruppe, wenn G der projektive Limes von endlichen, diskreten Gruppen ist.

3.2.4 Komplettierte Gruppenringe

Die Ausfiihrungen iiber komplettierte Gruppenringe stammen in Grundziigen aus §19
des Buches p-adic Lie Groups von Peter Schneider, allerdings behandeln wir das Thema

hier etwas ausfiihrlicher und ergénzen insbesondere den Beweis des Satzes 3.2.12.

Sei G eine topologische Gruppe. Bezeichne von nun an mit N(G) die Menge aller nor-

malen, offenen Untergruppen von endlichem Index in G.
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Definition 3.2.10 Wir definieren eine partielle Ordnung auf N(G) durch: Fir M, N €
N(G), setze M < N, wenn N ¢ M. Dann ist (N(G), <) eine gerichtet geordnete Menge.
Fiir N1, Ny € N(G) gilt namlich Ny < Ny n Ny und Ny < Ny n Ny. Hierbei ist Nyn Ny €
N(G). In der Tat ist namlich zusammen mit Ny und Ny auch NynNy ein offener Normal-
teiler von G. Auferdem ist (g(N1nNy) — (gN1,gN3)) : G/(N1nNy) - G/ Ny x G| Ny ein
wohldefinierter und injektiver Gruppenhomomorphismus, sodass N1n Ny endlichen Index
in G hat. Definiere dartiber hinaus Homomorphismen oy : GIN - G/N' gN'+— gN
fir N"<x N < N c N'.

Satz 3.2.11 Die Menge {G/N | N € N(G)} bildet zusammen mit den Abbildungen
onn, N, N € N(G) ein projektives System von Gruppen.

Beweis Zu zeigen: oy = onn o oy VM < N'< N < Nc N’ c M.
Es gilt onnm(gM) = gN und oy (on(9M)) = onn(gN') = gN. O

Definition 3.2.12 Fir eine Gruppe G betrachte das projektive System
{{G/N| N eN(G)},onn}. Definiere die proendliche Vervollstindigung von G als
G:= lim G/N.
Pa—

NeN(G)
Hierbei ist G dann eine proendliche Gruppe. Bei der proendlichen Vervollstindigung
proendlicher Gruppen dndert sich die gegebene Gruppe nicht. Das liegt an dem folgenden
Satz.

Satz 3.2.13 Ist G eine proendliche Gruppe, so gilt algebraisch und topologisch G % G.

Beweis Sei G eine proendliche Gruppe. Dann ist G nach Definition der projektive Li-
mes von endlichen, diskreten Gruppen. Jede endliche diskrete Gruppe ist kompakt und
hausdorff’sch und somit ist, wie in 3.2.6 gezeigt, auch G kompakt und hausdorff’sch.
Wir haben bereits gezeigt, dass ((G/N)nen(a), ¢a'n) ein projektives System bildet. Be-
trachte den kanonischen Gruppenhomomorphismus

TG~ lim (GIN) g+ (9N)nen(c)-
NeN(G)
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Zeige: 7 ist ein Homoomorphismus und insbesondere ein Gruppenisomorphismus.

Betrachte dafiir zundchst den kanonischen Homomorphismus

n:G—>GIN g gN N eN(G).

Versieht man G/N mit der diskreten Topologie, so ist 7y stetig. Mithilfe dieser Familie

von Homomorphismen kénnen wir nun 7 schreiben als: 7(g) = (7n(9))ven(g)- Dann ist

7 stetig, da alle Komponentenfunktionen stetig sind. Noch zu zeigen ist nun also Bijek-

tivitdt und die Stetigkeit der Umkehrabbildung.

Als Néchstes wollen wir die Injektivitat zeigen. Dafiir betrachten wir den Kern von 7.

Ein Element g wird genau dann auf das neutrale Element des projektiven Limes ab-

gebildet, wenn es in jeder offenen, normalen Untergruppe N € N(G) liegt. Also gilt

ker(m)= (M N.Die N bilden eine Umgebungsbasis der 1, da in jeder Umgebung der

1 eine offzevreljg,( Griormale Untergruppe von G enthalten ist. Da G aber hausdorff’sch ist,

gibt es zu jedem g € G, g # 1 disjunkte, offene Umgebungen U, und U; von g und 1. Da

in dieser Umgebung von 1 aber ein /N enthalten ist, kann g nicht in N liegen. Somit gilt
N N={1} = ker(n) = {1} = 7 ist injektiv.

NeN(G)

Nun zeigen wir die Surjektivitat. Zeige: Das Bild von 7 liegt dicht in l(in G/N.

Sei (gnN)nen() € lim  G/N. Betrachte die natiirliche Projektion e

pry: lim G/N —J>V€C]}’V/(]C<7)’ ,N"e N(G). Dann ist pri({gnN'}) € lim  G/N eine offe-

NeN(G) NeN(G)
ne Umgebung von (gnN)nen(a) weil:

1) pry({gnN'}) ist offen, da G/N’ eine diskrete Menge ist und somit {gn+N'} offen. Da
pry+ stetig ist und das Urbild einer offenen Menge unter einen stetigen Funktion offen
ist, muss pry;({gnN'}) offen sein.

2)Es gilt: m(gn7) = (95 N)nen(a) € prv({gnN'}), da: prve((gnN) nven(a)) = gy N’
Somit gibt es fiir jede offene Menge U aus lim G/N ein 7(g) € Im(m), sodass

NeN(G)
(UnIm(G))27(g) = UnlIm(r) # @ fiir jedes U = I'm(7) liegt dicht in  lim G/N.
NeN(G)
Somit ist der Abschluss des Bildes Im(7) = lim G/N. Da aber sowohl G, als auch
NeN(G)

lim G/N kompakt sind und 7 stetig ist, ist /m(7) bereits abgeschlossen. Somit gilt
NeN(G)
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Im(m) =Im(m) = lim G/N. Also ist m surjektiv.
NeN(G)
Schlussendlich gilt nach einem allgemeinen Satz der Topologie: Jede stetige Bijektion

zwischen kompakten Radumen ist ein Homéomorphismus. Somit folgt: 7 ist ein Homdo-

morphismus. Damit haben wir gezeigt, dass fiir die proendliche Gruppe G gilt:

G=G. .
Nun wollen wir uns kurz klarmachen, dass auch die algebraischen Gruppenringe o[G/N ]
fiir variierendes N € N(G) ein projektives System von Ringen bilden. Dies halten wir in

der folgenden Definition und dem anschliefenden Satz fest:

Definition 3.2.14 Sei G eine topologische Gruppe und N(G) weiterhin die Menge al-
ler offenen, normalen Untergruppen von endlichem Index in G. Es seien die Gruppen-
homomorphismen @y wie in 3.2.10 definiert. Dann ist nach 3.2.11 {{G/N | N «
N(G)},on'n} ein projektives System. Dann induziert jeder Gruppenhomomorphismus

en'n einen Homomorphismus von o-Algebren, der gegeben ist durch:

o[¢onn]:0[G/N] - o[G/N'] hecz::/Nahh - heg/:N/ anponn (h).

Satz 3.2.15 Die Menge {o[G/N],N € N(G)} bildet gemeinsam mit den induzierten

o-Algebrenhomomorphismen o[pnin] ein projektives System von o-Algebren.

Beweis Nach Konstruktion gilt: o[pyn o onar] = 0[pnnr] o 0[] fiir Homomor-
phismen pyn und @nrar. Auberdem gilt: o[idg/n] = idopg/ny. Somit bildet dann die
Menge {o[G/N]| N € N(G)} gemeinsam mit den induzierten Homorphismen o[@yn-]

ein projektives System von o0-Algebren. O

Nun kénnen wir den komplettierten Gruppenring definieren.

Definition 3.2.16 FEs sei G eine proendliche Gruppe. Dann definieren wir

o[G]:= lim o[G/N]
NeN(G)
und bezeichnen dies als den komplettierten Gruppenring von G iber o.

Bemerkung 3.2.17 Nach Konstruktion ist lim o[G/N] eine o-Algebra.
NeN(G)
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3.2.5 Definition von o[Z,]

Um den komplettierten Gruppenring o[Z,] zu definieren, miissen wir zunéchst zeigen,
dass Z, eine proendliche Gruppe ist, also der projektive Limes von endlichen, diskreten
Gruppen. Betrachte dafiir den folgenden Satz, der aus dem Skriptum zur Veranstaltung

p-adische Analysis von Prof. Dr. Jan Kohlhaase stammt:

Satz 3.2.18 i) Versieht man fir n € N den Ring Z,[/p"Z, mit der diskreten Topologie

und LiLan/p”Zp mit der Teilraumtopologie der Produkttopologie auf [1 Z,[p"Z,, so ist
neN

neN
die natiirliche Abbildung o : Z,, - l(iLan/p”Zp x> (X +p"Zy)nen €in Homdomorphismus
neN

und Isomorphismus von Ringen.

ii) Fiir jedes n € N ist die natirliche Abbildung Z|p"Z — Z,|p"Z, bijektiv.

Beweis Zeige zunichst ). Addition und Multiplikation auf 1<£n Z,[p"Z, sind kompo-

neN)
nentenweise zu verstehen. Dann gilt fiir a:

a(z+y) = ((z+y) +p"Zy)nen

= ((z+p"Zy) + (y + P"ZLp) Jnen

= (@ +p"ZLp)nen + (Y + P"Zp)nen = a(z) + (y)
a(zy) = ((zy) +p"Zp)nen

= ((@+p"Zy)(y + P"Zp) Jnen

= (24 P"Zyp)nen(Y + "Ly )nen = () - a(y)
Va,y € Z, und

a(l) = (1+plnZy)nen = 11(iilzp/pnzp

= « ist ein HOIIlOIIlOI"phiéLIEINIUS von Ringen.

Zeige nun die Stetigkeit von «. « ist stetig beziiglich der Produkttopologie genau dann,
wenn fiir alle n aus N (pr, o ) stetig ist, wobei

pro: Um Z, [p™Zy - Lp[p" Ly (x + P L) men = @ + p"Z, die natiirliche Projektion ist.
Betra@fte die Verkettung (pr, o «) : Z, - Z,[p"Z,. Diese ist ein Gruppenhomomorphis-
mus zwischen topologischen Gruppen und somit stetig genau dann, wenn (pr, o«a)~1(U)

offen ist fiir jede Nullumgebung U. Fiir jedes n € N ist ker(pr, o) = p"Z,. Da p"Z, nach
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2.3.12 offen in Z,, ist, ist pr, o « stetig und somit auch o stetig beziiglich der Produkt-
topologie.

Ein Element x € Z, liegt im Kern von «, falls x € p"Z, ¥V n € N = ker(a) = N p"Z, =
{reQ,||z], <p™VneN}={0} = a ist injektiv. "

Zu zeigen ist nun also noch Surjektivitdt. Betrachte daflir (2, )nay € imZ,/p"Z,. Wihle
zu jedem z,, ein Element z,, € Z, mit z,, = 2, + p"Z,. Aufgrund der %zrtréglichkeit von
l(iI_an/p”Zp gilt: Tp41 — T, € p"Zy ¥ € N = (Z,,)ney ist eine Cauchyfolge in Z,. Da Z,
Seal\ézh 2.3.3 und 2.3.4 als Teilmenge von Q, abgeschlossen und vollstandig ist, existiert
x = lim 7, € Z,. Wegen der Vertraglichkeit gilt auch:

n—oo

Tnam = Tn = Tpam = Tnam—1 Feee + Tyt — Ty, € P2V € N

Eanrmlep eanp

Da p"Z, als offene Untergruppe der topologischen Gruppe Z, zugleich auch abgeschlos-
sen ist, wie in 2.3.12 gezeigt, folgt:
T =Ty = Im (Tpim) — Tp = lim (Tpam) — lim (2,) = Um (Zpem — Tn) € p"Z,,

m—00 m—o0 m—o0 m—0oo

€ p"Zy

Somit gilt © — Z,, € p"Z, = = = T, + a mit a € p"Z, = a(z) = (Tp)nen = « ist surjektiv
und somit auch bijektiv.
Um zu zeigen, dass a ein Homdomorphismus ist, fehlt nun nur noch die Stetigkeit der
Umkehrabbildung. Zu zeigen ist, dass unter a~! jedes Urbild einer offenen Menge offen
ist. Die offenen Mengen in Z, sind nach 2.3.12 gerade p™Z, fiir m € N. Betrachte also
das Urbild (a7!)"1(p™Z,) = a(p™Z,). Zu zeigen ist also, dass a(p™Z,) offen ist fiir alle

m e N.

Ist (2 )nen € (hm Zp|p"Z,) N (H {0} x H Zy|p"Zy), so ist nach Konstruktion

a ' ((zn)nen) ¢ p mZy,. Ist x € pmZ,, so liegt a(x) in obigem Schnitt.

(Lim Z, /p"Zy) N (H {0} x H Z,|p"Z,) ist offen beziiglich der Produkttopologie, somit

nEN
ist a(p™Z,) l(ian/p Z, offen und daher a! stetig. Also folgt insgesamt: « ist ein

. . neN
Homo6omorphismus.

Zeige nun ii). Betrachte die natiirliche Abbildung
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¢ L|p"L — Ly|p Ly a + pPL > a + pLy,.

Zu zeigen ist: ¢ ist bijektiv. Wir beweisen zuerst die Injektivitat. Sei x € Z,z € p"Z,.
Zu zeigen: x € p"Z,. Es ist |z], < p™, das heifst x ist nach Definition des p-adischen
Absolutbetrags auf Q (definiert in 2.1.3) durch p” teilbar = z € p"Z.

Nun zeigen wir die Surjektivitat. Betrachte x € Z,. Dann muss fiir die Surjektivitat gel-
ten (x +p"Zy) NZ # @, denn ist y € (x + p"Z,) N Z, dann gilt:

ye(x+p"Z,) und yeZ

< y=x+ap" mit a€Z, und yeZ

=>z+ap" €L =>xecl[p"ZL

Da Q nach 2.2.7 dicht in Q, liegt, gibt es zunéchst ¢ € (x+p"Z,)nQ, unter der Annahme,
dass ggT'(a,b) = 1. Ist z € Z, mit x +p"z = ¢, dann gilt |§|, = [z + p"2|, < 1 und somit
muss gelten p 4 b, denn sonst wére v,(b) > 1 = v,(a) misste grofer gleich 1 sein, damit
p~vr(@)+p () noch kleiner gleich 1 ist. Also wiirde p auch a teilen und somit wiren a und

b nicht mehr teilerfremd. Also gilt g¢7'(p,b) = 1 und daher auch g¢T'(p™,b) = 1, das

heifst es existieren r,s € Z mit 70+ sp™ = 1. Setze m := ar € Z. Dann gilt:  —m = a‘—gb’" =
“_a(lb_Spn) = “Sg’n. Da ggT'(p,b) = 1, gilt [, = 1 und somit b € Z3, also folgt insgesamt:
asp™

o €Ly = M EP Ly = F AP Ly =+ P "Ly = T+ P Ly = § + P "Ly =M+ p" 2Ly und

(m+p"Zy) NZ #+ & = ¢ ist surjektiv und somit auch bijektiv. O

Bemerkung 3.2.19 FEs gilt nach 3.2.18 Z, = @Zp/p”Zp ; @Z/p”Z, somit ist Z, der

neN neN
projektive Limes von endlichen, diskreten Gruppen, also eine proendliche Gruppe.

Bemerkung 3.2.20 Wir haben soeben im Beweis von ii) gezeigt, dass es fir beliebiges
n €N fir jedes x € Z, ein m € Z gibt, sodass x—m € p"Z,. Da wir n beliebig klein machen

konnen, gibt es in jeder Umgebung von x ein m € Z. Somit liegt 7 dicht in Z,,.
Korollar 3.2.21 Z,ist kompakt.

Beweis 7Z, und l(ln Z[p"Z sind homéomorph. Die endlichen, diskreten Mengen Z/p"Z
neN)
sind kompakt und somit ist nach Satz 3.2.6 auch Z/p"Z kompakt. O
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Nun haben wir gezeigt, dass Z, die nétigen Voraussetzungen erfiillt und kénnen nun den
komplettierten Gruppenring definieren:

Definition 3.2.22 o[Z,] :=limo[Z,/p"Z,]
neN

3.3 Die Malalgebra 1(Z,,0)

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition der Mafalgebra ((Z,,0), wobei wir Mafe hier
als stetige Linearformen auf dem Raum der K-wertigen, stetigen Funktionen auf Z, ver-
stehen, deren Norm kleiner als 1 ist. Daher werden wir zunéchst einige Eigenschaften fiir
den Raum der stetigen Funktionen von einem topologischen Raum X nach K erarbeiten
und danach die K-Algebra j(Z,,0) definieren, wobei unser besonderes Augenmerk auf
der Definition des Faltungsproduktes liegt. Schlussendlich zeigen wir, dass die Mafalge-
bra y(Z,,0) eine o-Unteralgebra von p(Z,, K) ist. Grundlage dieses Teils der Arbeit ist
das Skript zur Vorlesung p-adische Analysis von Prof. Dr. Jan Kohlhaase.

3.3.1 Der Raum der stetigen Funktionen C'(X, K)

Definition 3.3.1 Sei (K,|-|) ein vollstindiger, nichtarchimedisch bewerteter Korper
und X ein topologischer Raum. Dann bezeichnen wir mit C(X,K) den K-Vektorraum

aller stetigen Abbildungen f: X - K.

Lemma 3.3.2 Ist X kompakt und f: X — K stetig, dann gilt
sup{|f(x)| |z € X} < 00. Der Raum C(X,K) ist beziglich der durch
|1 flloo = sup{|f(x)| |z € X} definierten Norm vollstindig.

Beweis |-|: K — R ist stetig. Da die Verkettung stetiger Funktionen stetig ist, ist auch
|-|o f stetig. Da X nach Voraussetzung kompakt ist, ist nach dem Satz von Weierstrass
auch |f(X)| € R kompakt und dadurch insbesondere auch beschrénkt.

Sei [*(X) der K-Vektorraum der beschriankten, K-wertigen Abbildungen f : X —» K
beziiglich der Norm | f|e. {*°(X) ist ein Banachraum (siehe Skriptum zur p-adischen

Analysis, Lemma 8.1) und es gilt: C'(X, K) ¢ {*°(X). Ist nun (f,)ny eine Cauchyfolge
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in C(X, K) beziiglich | - ||e, so konvergiert diese Folge in [*(X), daher gibt es ein f,
sodass 31_210 fu=f. Zu zeigen: f e C(X, K) oder dquivalent formuliert: f ist stetig.

Zu e > 0 wihle n € N mit ||f - f.|e < €. Da (fn)neny € C(X, K) ist, ist f, stetig, also
existiert zu jedem x € X eine offene Umgebung x € U € X, sodass |f,,(z) - fn.(y)| < € fiir

alle y € U. Dann gilt aber auch:

|f(ZL’) - f(y)l = |f(l’) - fn(x) + fn(x) - fn(y) + fn(y) - f(y)|
< max{”f - fn||°<>7 |fn(x) - fn(y)|} <€
= f ist stetig = jede Cauchyfolge konvergiert in C'(X, K) beziiglich |- [ = C(X, K)

ist vollsténdig. 0

Bemerkung 3.3.3 C(X,K) ist ein Banachraum und damit auch ein topologischer Raum
beziiglich der durch d(f,g) = |f - g|e definierten Metrik.

3.3.2 Die K-Algebra ;(Z,, K)

Sei von nun an X =7Z,.

Definition 3.3.4 Bezeichne mit C(Z,, K)' :={{: C(Z,, K) - K | { K-linear und stetig}
die Menge aller K-linearen und stetigen Abbildungen von C(Z,, K) nach K.

Ziel ist es nun eine zweite Verkniipfung neben der Addition zu definieren.

Definition 3.3.5 Fir z € Z, und f € C(Z,, K) definieren wir 7,(f) c C(Z,, K) durch
7.(f)(y) = f(z +y), wobei wir verwenden, dass (Z,,+) nach 2.3.7 eine topologische
Gruppe ist.

Lemma 3.3.6 Sei f € C(Z,, K)und { € C(Z,, K)'". Dann ist die Abbildung
(x> U1:(f))): Z, > K stetig.

Beweis Sei € € Ryy. Aufgrund der Stetigkeit von /¢ existiert ein d € R > 0, sodass

[€(g)| < € fir alle g € C(Z,, K) mit ||g|« < 0. Da f eine stetige Funktion ist, gibt es zu
jedem z € Z, ein 0, € Ryp mit |f(z) - f(y)| < ¢ fiir alle y € By, (z), wobei Bs, (x) die
offene Kugel um x mit Radius d, bezeichnet. Da Z, nach 3.2.21 kompakt ist, besitzt die
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offene Uberdeckung (Bs, (2))sez, von Z, eine endliche Teiliiberdeckung (Bs,, (7)) 1<isn-
Sei 6y := min{dz,, ..., 0z, }. Sind x,y € Z, mit |z —y| < 41, so folgt:

(72 (f) =7 () (2)]

=[f(z+x) - f(z+y)

=|f(z+a+y-y) - f(z+y)

=f((z+y)+ (@ -y)) - fz+y)| <o

fiir alle z € Z,, da z +y,2 + o immer in einem Bj, (z;) enthalten sind. Daher gilt

fir |z —y| < 9; stets |72(f) = 7(f)]| < ¢ und somit aufgrund der K-Linearitét von ¢

(72 () = €(ry (P = (7 () =7y (f))] < € 0

Lemma 3.3.7 Seien (1,05 € C(Z,, K)'. Dann ist ({1 * £2)(f) = lo(x = {1 (7:(f))) K-

linear und stetig.

Beweis Wie im vorherigen Beweis existiert aufgrund der Stetigkeit von ¢, zu jedem
e € Ry ein 0 € Ryg mit |[l2(g)| < € fiir alle g € C(Z,, K) mit ||| < 0. Zu ¢ existiert
91 € Ryp mit |41(g)| < 9 fiir alle g € C(Z,, K) mit |[g]e < 61. Ist | f]o < 61, so ist auch
172 (f) oo =sup{|m=(f)(W)||y € X} =sup f(x +y) <6 Yz € Z,. Daher gilt

Yely — ~——
€Zp

[ (1o(f))| <6V x € Zy, das heilst ||x — {1(7.(f)) ] < J. Somit ist [(€1 * l2)(f)] < € =
(01 * £3)(f) ist stetig im Nullpunkt von C(Z,, K).

Nun zeigen wir die K-Linearitét. Seien f, g e C(Z,, K). Dann gilt:
(6% L2)(f +9)

=la(x > (7(f +9)))

=la(x ~> O((f +9)(z+y))

=l(z = (L(f(z+y)))+ (L(g(z+y)))

=lo(x = (12(f))) + Lo = £1(72(9)))

= (6 + L2)(f) = (L % £2)(g)

Sei a € K. Dann ergibt sich:

(1 x L) (af)

= la(x ~ b (1e(af)))

=l(z = li(af(z+y)))
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=la(x > a-OL(f(z+y)))

=a-l(z = GL(1(f +9)))

=a-(ly*0s)

Aus der K-Linearitdt und der Stetigkeit im Nullpunkt folgt nach einem allgemeinen
Prinzip nun die Stetigkeit {iberall.

Also haben wir gezeigt: Es gilt (¢4 * (3)(f) € C(Z,, K)'. O

Definition 3.3.8 Die Verknipfung
1 C(Lyp, K)' % C(Zy, K) = C(Zyp, K)" (£1,42) = (L1 % £2)([)
heift das Faltungsprodukt von {1 und {5.

An dieser Stelle wollen wir noch einen weiteren Funktionenraum einfiihren:

Definition 3.3.9 Ist X ein topologischer Raum, so heifst eine Abbildung f : X - K
lokal konstant, falls zu jedem x € X eine offene Umgebung U € X wvon X ewistiert mit
f(x) = f(y) fir alle y € U. Bezeichne mit C=(X,K) den K-Vektorraum aller lokal
konstanten Abbildungen f : X — K. Eine Abbildung f heifst konstant modulo p™Z,,

wenn f auf jeder Restklasse x +p™Z, einen konstanten Wert annimmt, das heifst fir alle

r,a€ly: f(z) = f(x+pra).

Proposition 3.3.10 C*(Z,, K) ist beziglich || - |« ein dichter Untervektorraum von
O(Z,, K).

Bevor wir die Proposition beweisen, beweisen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.3.11 Ist U = (U;)ie; eine offene Uberdeckung von Z,, so existiert j € N,
sodass die endliche, offene Uberdeckung V = (b + P/ Zy)vezypiz. von Zy, eine Verfeinerung

von U ist, das heifit zu jedem b e Z[pi7Z existiert ein i € I mit b+ pJ € U;.

Beweis Da U; offen ist, existieren zu i € I und x € U; und ein Element j(z) € N mit
z+p!@7Z, cU; und da Z nach 3.2.20 dicht in Z, liegt, gibt es b(z) € Z mit z +p/®Z, =
b(z) + @7,

Dann ist V' := (b(x) + pI(*)Z,) ez, eine offene Uberdeckung von Z,, die U verfeinert.
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Da Z, nach 3.2.21 kompakt ist, enthilt jede offene Uberdeckung von Z, eine endliche

Teiliiberdeckung. Also existieren z, ..., x, € Z, mit Z, = 6 (b(z;) + p!@)Z,). Dann gilt
i=1

fur 7 := maz{j(x1),...,j(xn)} : Zu jedem j € Z/pIZ existiert ein i € I mit b+ piZ, c U;. O

Nun beweisen wir die Proposition:

Beweis (Proposition) Zu zeigen: In jeder Umgebung von f € C(Z,, K) gibt es ein
g e C®(Z,,K). Sei f e C(Z,,K) und € > 0 gegeben. Gesucht ist g € C*(Z,, K) mit
lg = flleo < 00, das heifst es soll fiir alle x € Z, gelten: |f(x) — g(x)| < e. f ist stetig, somit
gibt es zu jedem z € Z, eine offene Umgebung U(x) € Z, mit |f(x) - f(y)| < € fiir alle
y € U(z). Dann bilden die offenen Umgebungen (U(z)).ez, eine offene Uberdeckung von
Z,, und es gibt nach Lemma 2.3.11 ein j € N, sodass die endliche offene Uberdeckung V =
(b+p7 Zp ) pezpiz von Zy eine Verfeinerung von (U(x))zez, ist, das heifit zu jedem b € Z/p'Z
existiert ein x € Z, mit b+piZ, c U(x) V z € Z,. Betrachte dann die Funktion ¢:Z, - K
Mit g |pspiz,= ¢, mit ¢ € f(U(x)), zum Beispiel ¢ := f(x). Dann ist g € C*(Z,, K) und
Vo eb+piZ, cU(x) gilt: |f(z) —g(z)| = |f(x) —c| =|f(z) - f(y)| < efiireiny e U(z). Da
(b+p'Zy)y czypiz, eine offene Uberdeckung von Z, bilden, gilt Va € Z, : | f(z) - g(z)| < €.
Also gibt es in jeder Umgebung von f eine lokal konstante Funktion g = C*(Z,, K) liegt
dicht in C(Z,, K). O

Mithilfe der lokal konstanten Funktionen kénnen wir nun den folgenden Satz zeigen:

Satz 3.3.12 Zusammen mit dem Faltungsprodukt ist C(Z,, K)' eine kommutative K-
Algebra mit 1. Fir (1,05 € C(Z,, K)" gilt fir die Operatornorm beziglich || - |
|60 % &2 < 6] - 2]

Beweis 1) Zeige: Das Einselement ist g := (f = f(0)) € C(Z,, K)’
(1% 00)(f) = do(2 = bi(72(f))) = tu(70(f)) = (1(f(0+y)) = (2(f)
(8o x £1) = la(z = d0(72(f))) = la(z = f(2+0)) = (1(f)

2) Assoziativitéit: Seien (1,09, 03 € C(Z,, K)', f € C(Z,, K).

(01 % £2) * L3)(f) = L3(@ = (b1 % L2)(72(f)))

= l3(x = (La(y = 47y (2(£))))))
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=l3(x = (L2(y = 01(T4y()))))

= l3(2 > (L(7a(y = Gi(7y(f))))))

= (o L3)(y = G (7 ()

= (01 * (€2% £3))(f)

3) Distributivitét: Seien ¢y, ly, (5 € C'(Z,, K)
(01 +£2) = L3)(f)

=l3(x = (L +£2)(7:(f)))

=l3(z m (G (7(f)) + L(72(f)))

= L3((z = (G(12(1)))) + (& = (((72(f)))))

= L3((x = (C(72())))) + bs((z = (2(72(1)))))
= (01 % 03) + (0 * Ls)

4) Kommutativitat: Seien ¢q,0y € C(Z,, K)'. Da ¢; und ¢, K-linear und stetig sind,
kénnen sie als Operatoren vom normierten Raum C(Z,, K) in den normierten Raum K
betrachtet werden. Da C*(Z,, K') nach 3.3.10 dicht in C(Z,, K) liegt und C(Z,, K),
wie in 3.3.2 gezeigt, ein Banachraum ist, gibt es fiir jeden Operator T': C*(Z,, K) - K
eine eindeutige Fortsetzung zu einem Operator T : C (Z,,K) —» K. Somit geniigt es zu
zeigen, dass {y * lo und {3 * {1 auf charakteristischen Funktionen 1,7 der Mengen
b+ p'Zy < 7y, iibereinstimmen mit b € Z,, j € N.1,, ;7 ist eine lokal konstante Funktion.
Fiir 2" € Z, und a € p'Z,, gilt: 7/(Lpipiz,) = Lo-aripiz, = Loozr-aspiz, = Tarsa(Lpapiz,) iM
Sinne einer Abbildungsgleichheit, denn fiir y € Z, gilt:

Falls 7,/ (1pipiz, )(y) = 1, so gilt 2’ +y € (b+p'Z,) < y € (b—a'+p'Z,) und daher
1y yripiz,(y) = 1. Da a € piZ, gilt auch y € (b- 2" — o+ piZy,), also 1y nipiz, (y) = 1.
Dann gilt auch: 2"+ a +y € (b+p'Z,) und somit Tpr1q(1pipiz, )(y) = 1. Somit gilt Abbil-
dungsgleichheit. Da ¢; K-linear ist, impliziert dies, dass die Funktion 2’ = £1 (72 (1p452,))
gleich ¥ ((Lp_gripiz,) - Lorspiz, ist. Es folgt:

w'ely [pI Ly
(61 * o) (Lpspiz,)
= €2(I' = él(TLE’(lb+ijp))
=b( Y O(Lwipz,) Lopiz,)

v'€Lp[pI Ly
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= Z €2(€1(1b—m’+ijp) ’ 1I'+Pij)

w'€Zyp[pI Lp
= > gl(]—b—mu—pjzp) 'éQ(leijp)'

'€l [P Ly
Die Abbildung (z' + piZ, » b - ' + pZ,) : Ly|P’Z, — Z,/P'Z, ist bijektiv. Setze
xr:=b-2" < x'=b-x. Dann ergibt sich:
(£ *gl)(]‘b+pjzp) = > _ gl(]‘b—$'+pjzp) '52(1z'+pjzp) = > , 51(1z+pjzp) .62(1b—x+pjzp>

'l [pI Lp welp [pI Ly

= (Lo * 1) (Lpapiz,)
Somit stimmen ¢; und fy auf charakteristischen Funktionen der Form 1,7 tiberein,
daher ist das Faltungsprodukt kommutativ.
Fir f e C(Z,, K) gilt schlieklich fiir jedes 2’ € Z,:
0 DL 1] 17 () oo = 120 [l und daber 27 = €4 (7ar(£)) e < 1211 o
Dies liefert [(¢1 + €2) (f) < [C2][ 1] f ] und damit [[€1 x o] < [€1][[¢]

Wir haben nun gezeigt: u(Z,, K) ist eine K-Banach-Algebra beztiglich || - | O

3.3.3 Die o-Unteralgebra u(Z,,0)
Bezeichne mit p(Z,,0) die Menge j(Z,,0) := {pn € u(Z,, K) | ||pe| < 1}.
Satz 3.3.13 u(Z,,0) ist eine o-Unteralgebra von u(Z,, K).

Beweis Zu zeigen: p(Z,,0) ist ein o-Untermodul von u(Z,,0) und u(Z,,0) ist unter
dem Faltungsprodukt abgeschlossen. Zeige zuerst: j(Z,,0) ist ein o-Untermodul von
1(Zy, K).

1) Fiir das Einselement §y gilt:

o 0
H60 H = sup |||(}(”]2| = sup _|{;H3°” <1=dg¢ M(Zp7 0)
feC(Zp,K)\{0} JeC(Zp,K)\{0}

2) Seien 0y, 45 € (Z,, 0).
141 + €2 < max{|l1]], |¢2]|} <1, da || nichtarchimedisch ist. Somit ist (Z,, 0) unter der
Addition abgeschlossen.
3) Sei aeo, ty€pu(Zy,o)

la-£i] = la|-[ 2] < J62] < 1

<1

34



= 1(Z,,0) ist ein o-Unterraum von p(Z,, K).

Zeige nun die Abgeschlossenheit unter dem Faltungsprodukt. Seien ¢1,0y € p(Z,,0).
Dann gilt nach 3.3.12:

[0 % Lo < [[la] - 62 <1-1=1

Somit haben wir gesehen: u(Z,, 0) ist eine o-Unteralgebra von p(Z,,0) |
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4 Die lwasawa-lsomorphismen

Nachdem wir in Kapitel 2 drei scheinbar sehr unterschiedliche Algebren definiert haben,
wollen wir in diesem Kapitel zeigen, dass sie tatsédchlich paarweise zueinander isomorph

sind.

4.1 Der Isomorphismus zwischen o[ X] und o[Z,]

Um zu zeigen, dass der Potenzreihenring iiber o isomorph ist zu dem komplettier-
ten Gruppenring iiber die proendliche Gruppe Z,, zeigen wir zunéchst, dass o[Z,] =

limo[X]/(hy), wobei hy, = (1+X)?" -1 ist und anschliefend daran, dass
neN

of«] 2 lim o[ X]/(hy,) ist.

Die Grundidee des Beweises stammt aus Abschnitt §3.2 des Buches Cyclotomic fields

1 and 2 von Serge Lang, allerdings arbeiten wir den Beweis hier sehr viel genauer aus.

4.1.1 Der Isomorphismus zwischen 0[Z,]und dem projektiven

Limes von o[ X]/(h,)

Sei I' eine topologische Gruppe, die isomorph ist zu Z, und multiplikativ geschrieben
wird. Sei v ein beliebiger aber fester Erzeuger der Gruppe, sodass der Isomorphismus
zwischen Z, und I' geschrieben werden kann als: ¢ : Z, - I' x — ~* fiir z € Z,,.

Sei T, = T'/T?" = Z,[p"Z,,. Dann ist I, zyklisch und von Ordnung p” und wird erzeugt

vom Bild 7, von 7 in T'/T?". Man erhilt das kommutative Diagramm
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o[ Lot ] = o[ T)/(T7 - 1)

@j Lqﬁg

o[T] ——o[T1/(T"" - 1)

wobei 0[T',;1] und o[, ] die Gruppenalgebren iiber I, beziehungsweise I',, sind. Dabei
ist fiir alle n € N definiert durch:

on:o[[,] = o[T]/(TP" - 1) (p§1 A Yon) = Qo+ o+ A TP L+ (TP — 1) mit fyf,’: =1.
Die Abbildungen ¢, ist die kanl(:)[r)lische Restklassenabbildung

G2 o[ T1/(TP"" 1) » o[ T]/(T™" =1) g+ (%" 1) > g+ (T*" - 1)

Also wird die Restklasse von g in o[T]/(T?""" - 1) auf die Restklasse von g in
o[T]/(T?" - 1) abgebildet. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da (77" —1) c (T?" - 1)
ist. Beachte hierfiir, dass

(TP 1) = ((TP")P = 1) = (TP" = 1)((T?")P~L + (TP" P2+ .+ TP" +1).

Die Abbildung ¢, ist der bereits im Satz 3.2.10 betrachtete Homomorphismus von o-
Algebren, der durch die Restklassenabbildung ',y — T, TP""" + oI?" induziert wird.
Mit der Definition dieser Abbildungen ist klar: ¢; o ¢, = @41 © ¢s.

Setze nun X =T -1, dann ist 7' = X + 1. Somit gilt o[7] = o[ X ] und
o[ T]/(T7" - 1)= o[ X]/((X + 1)" - 1).

Definition 4.1.1 Definiere hy, := h,(X):= (X +1)?" =1 VneN.

Definition 4.1.2 FEin Polynom f € o[ X | heifit ausgezeichnetes Polynom, wenn alle Ko-

effizienten von f mit Ausnahme des Leitkoeffizienten durch p teilbar sind.
Bemerkung 4.1.3 h,, ist fir alle n aus N ein ausgezeichnetes Polynom.

Beweis Zu zeigen: Alle Koeffizienten von h,,, mit Ausnahme des Leitkoeffizienten, sind

durch p teilbar.
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pn 7 n_ n pn_l W n_
(X +1)P —1=k=0(pk)X” kolk—1=X7" 4 kgl e DG B
n_1 " .
= Xpn + Z m Xp ~k
k=
teilbar durch p
= Alle Koeffizienten aufser dem Leitkoeffizienten sind durch p teilbar. O

Satz 4.1.4 (Verallgemeinerter Euklidischer Algorithmus) Seim das mazimale Ide-
al von 0. Sei f(x) = ¥ a;X? eine Potenzreihe in o[x], sodass nicht alle a; in m liegen.
i=0

Seien ay, ..., a,-1 € M und a, € 0*. Dann gibt es fir jedes g € o] X ] eine eindeutige Lisung

der Gleichung g = qf +r mit g € o[ X],r € o[ X] und deg(r) <n-1.

Beweis Siehe beispielsweise Serge Lang, Cyclotomic Fields 1 and 2, Kapitel 5, §2, Theo-

rem 2.1.

Bemerkung 4.1.5 Jedes ausgezeichnete Polynom h kann als Potenzreihe aufgefasst

werden. a, € 0* ist dann der Leitkoeffizient.

Mithilfe des Verallgemeinerten Euklidischen Algortihmus kénnen wir nun den folgenden

Satz zeigen:

Satz 4.1.6 ,, st fur alle n € N ein Ringisomorphismus.

Beweis Zeige zunichst, dass ¢, ein Ringhomomorphismus ist.

Addition:
pt-1 ) pt-1 )
on( ;) aiYpn + ;) bivpn)
]

- son(igo (i +b:) i)

= (apn_1 +bpn_1)TP" 1+ .+ (ag + by) + (TP - 1)
= (a1 TP" 1+ o+ ag) + (byn TP+ o+ b)) + (TP" - 1)
n_1 n

P ) p"-1 )
= @n( z a;Yyn) + n( z bivyn)

Multiplikation:

pt-1 ) pt-1 )
©n( ZE) aiYpn - % biYyn)
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2p"-1) s
= on( Z (Zas b)Y ")

2(p" - 1) s

= Z ( Z asfrbr)Ts
pt-1
- Qpn( Z az'an) gpn( Z blpr")

pt-1
Einselement: Das Einselement in o[T,] ist gerade Z aﬁp mit ag = 1 und a; = 0 fiir

i=0

1<i<pr—1. Dann ist @, (1) = 1+ (TP" = 1) = Lop7y/crem -1y

Zeige nun Bijektivitat:

Um Injektivitat zu zeigen, betrachten wir den Kern. Sei g € o[[,,] im Kern von ¢,.
-1 -1

Schreibt man g = Z an’ypn, so folgt Z a;T" € (TP" -1), was aus Gradgriinden nur dann

moglich ist, wenn ao =..=ay_1=0. Es folgt ker(¢,) = {0}, das heilt ¢, ist injektiv.

Nun zeigen wir noch Surjektivitit. Sei f € o[T]. Schreibe f:= f(T +1) € o[T] = o[ X]
als f = qh, +r in o[ X] fiir geeignetes q € o[ X ] wie in 4.1.4. Schreibt man r(X - 1) =
ZlazX’ S0 gilt o zlaﬂp ) - z 0T = (T =1) = r(X) = F(X) mod (T*" —1), da
h (X) Tr" - 1. Nun 1st aber f(X) f(T-1) = f(T) = ¢, ist surjektiv.

Insgesamt folgt nun: ¢, ist ein Ringisomorphismus. O
Bemerkung 4.1.7 Der Isomorphismus @, ist abhingig vom Erzeuger .

Da o[I',] 2 o[ X]/(hy) gilt: limo[I',] = lim o[ X']/(hy,) und somit auch
neN neN
o[Z,] 2 im o[ X1/ (1)
neN

Wir wollen an dieser Stelle noch sehen, dass limo[X]/(h,) mit geeigneten Abbildungen

neN
tatsédchlich ein projektives System bildet. Definiere dafiir die zunéchst die Abbildungen.

Definition 4.1.8 Definiere fiir alle i € N die Abbildungen
fiir1 0 0[ X]/hi10[X] = o[ X]/hio[X] 7iv1 + (hiv1) = i + (hy).

Korollar 4.1.9 {o[X]/(h;), fii+1 |7 €N} bildet ein projektives System.
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Beweis Zu zeigen ist, dass h,,; ein Vielfaches von h, in o[ X] ist. Da aber nach 4.1.1
h, definiert ist durch h, = (X + 1)P" =1 = TP" — 1 ist dies dquivalent zu der Aussage:
TP —1 ist ein Vielfaches von 77" — 1 in o[T].

Da wir 77" — 1 auch schreiben kénnen als 7¢"" = (77" - 1)(p§:1 Tr"j), ist die Aussage
wahr und daher lim o[ X']/(h;,) wohldefiniert. FO O

neN

4.1.2 Der Isomorphismus zwischen dem projektiven Limes von
o[X]/(hy) und o[ X]

Wir definieren die Abbildung

e:o[X] ~ Lino[X]/(hn) g (rn+ hpo[ X ])nso
neN

Satz 4.1.10 € ist wohldefiniert.

Beweis Zu zeigen: 1,1 + (h;) = r; + (h;) fiir alle i € N,

Nach dem verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus (4.1.4) gibt es ein g € o[ X ] mit
9 = Qi1 - hiv1 + 141, Tiv1 € o[x] und deg(ri1) < pi*t! aber zugleich gilt auch g = ¢; - h; +7;
mit 7; € o[ X | mit deg(r;) < p* < p**i.

Dann kénnen wir aber r;,1 wiederum als Element von o[ X | auffassen und somit mithilfe
des verallgemeinerten Euklidischen Algorithmus (4.1.4) ausdriicken durch:

Tiv1 = fi- by + k; mit k; € o[ X] und deg(k;) < p'.

Dann ergibt sich:

9=Giv1 hivi + fi-hi+ ki =G ¢ -hi+ fi-hi+ ki = (qis1 - ¢’ + fi)hi + K.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Restes folgt k; = ;. Somit gilt:

g=71i+ (hi) = ki + (hi) = ki + fi+ hi + (hi) = ris1 + (hi) = 1y + (hi) = 73 + ()

= ¢ ist wohldefiniert. O
Satz 4.1.11 € ist ein Isomorphismus.

Beweis Zeige zunichst, dass € ein Ringhomomorphismus ist. Seien g, ¢’ € o[ X ]. Dann
gilt nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus (4.1.4):
g=fohn+r,VneNg =f'h,+r ¥VneN.
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=g+g = (fnhn + rn) + (féhn + r;z) = foln + fr/Lhn + Iy Ty, = (fn + frlz)hn +rp+1r,Vn e N
= Der Rest von g + ¢’ entspricht dem Rest von ¢ addiert zu dem Rest von ¢'Vn € N.

=e(g+g')=¢€(g) +e(g).

99" = (b +70) - (Falon +73) = Fabn filin + fulirly + P fubn + Tt

= (fatuhn + fary + v fp) i + 107,

= Der Rest von ¢ - ¢’ entspricht dem Rest von g multipliziert mit dem Rest von
g'VneN=e(g-g') =e(g)-e(g’)

= ¢ ist ein Homomorphismus. Zeige nun die Bijektivitat. Um zu beweisen, dass € injektiv

ist, zeigen wir zunéchst per Induktion: h, = (X +1)P" =1 € (p, X))+

Induktionsanfang:
p-l }
n=1 h=(X+1)-1=  Xr +3% () X/
o = e
=X-Xr-le(X,p) EpU[X]E o[ X]
[ —
€(p.X)?

= (X+1)P-1€(p,X)?
Induktionsvoraussetzung: Es gelte (X +1)P" —1 € (p, X)™*! fiir n € N fest aber beliebig.
Induktionsschritt:
B = (1+ X)P" —1
=((1+X)P" )y -1
=((1+X)P"-1+1)p-1
=(h,+1)P-1
p .
% (o

p-1

- m R0
e 7=1 —~—
E(p,X)n+2 e(p7X) e(p,X)n+1

—
€(p,X)"+2

Somit ist h, = (X + 1)P" =1 € (p, X)™*! fiir alle n € N. Wir wollen zeigen, dass im
Kern von € nur die Null liegt. Ein Element liegt im Kern genau dann, wenn es fiir al-
le n aus N im von h,, erzeugten Hauptideal liegt. Wir gezeigt, dass h,, € (p, X)**! ist,
es genligt als zu zeigen, dass ﬂN (p, X))+t = {0} ist. Dafiir betrachten wir die Menge
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J={Y anX™|Vm<n:a,¢ep* ™o} c o[ X] mit beliebigem, aber festem n € N.
m=0
Zunachst zeigen wir, dass J ein Ideal ist.

1. Zeige: 3+ 2. Es gilt 0= 3 0-X™ und 0 € p"mo ¥ m<n=0eJ =3+ 2
m=0
2. Zeige: Fiir figeJgilt f+geJ.Sei f= Y apnX™g= Y b, X™
m=0 m=0
Dannist f+g= Y anX™+ Y bpX™ = Y (G + b)) X™, wobei (a,, +by,) € p~o fiir
m=0 m=0

m=0
m <n, da a,, und b,, € p"~™o fiir m < n.
3. Zeige: Fiir Ae o[ X] und feJist A-feJ. Wenn A€ o[ X], dann ist A = OZO: Cry X™ fiir
m=0
o0 o k
geeignete ¢, €0.Sel f= Y a, X™ Dannist A\-f= Y ¥ (ambp_m)X"*, wobei a; € p"o
m=0

m=0m=0
fir m < n. Daher ist auch (a;bx_;) € p» ™o fiir m < n und daher auch die Summe in

pvmo. Also ist A- f €.

~

Somit haben wir nun gesehen, dass J ein Ideal ist. Als Néchstes zeigen wir, dass ei-

ne Gleichheit zwischen den Idealen J und i pmXmo[X] in o[ X] gilt. Zeige dafiir
m=0

Jo ¥ prmXmo[X]und 32 ¥ pr-mXmo X].
m=0 m=0

[ee]
7c” Sei ¥ ap,X™ e J. Da a, € p»™o konnen wir a,, schreiben als a,, = p*™a!,
m=0

mit a/, € 0. Fiir 0 <m <n -1 gilt dann:

Y XM=Y pvmX™meal + X" Y a, XM
m=0 m=0

m=n

n
€S pr-mXmo[X] ey pr-mXmo[X]

m=0 m=0

727 Es gilt p»™ € J. Da J ein Ideal ist, ist p» ™ X™eJ= ¥ p»mX™mo[X] cJ.
m=0

Nun zeigen wir die Gleichheit zwischen den Idealen % prmX™mo[X] und (p, X)" in
m=0

o[ X], indem wir wieder Mengeninklusionen in beide Richtungen zeigen.

» z_:opn—me € (pyX)n = z_:opn—meUHXﬂ C (p’X)n

7 27 Diese Richtung zeigen wir mit Induktion iiber n. Der Induktionsanfang ist fiir n =

0 klar. Es sei fiir n € N fest aber beliebig (p, X )" € i p X ™o[ X ]. Nun machen wir
m=0

den Induktionsschritt von n nach n + 1. Es gilt:
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(p, X)"* = p(p, X)" + X (p, X)"
= p(mizop"‘mX mo[ X]) + X (mizop”"”X mo[ X)

— % pn+1mem0[[XI| + ipn—meJrlolIX]]
m=0 m=0

i pn+1—me0[[Xﬂ + 721: pn+1—1—me+10[[Xﬂ
m=0 m=0

n n n+1
Z pn+1—me0|IXI| + Z pn+1—(m+1)Xm+10|IXﬂ — Z pn+1—me0[[XI|
m=0 m=0 m=0

= (p, X)) c 3 prmXmo[X]
m=0

Also haben wir nun gezeigt: (p, X)" = i prmXmo[X] =3
m=0

= 01 (p, X)" = 013 ={ Z_:Oame | VneN:a, epr o} ={0}.
Somit folgt N Ay = {0} = ker(e) = 0 = € ist injektiv.
n>1

Nun fehlt nur noch die Surjektivitdt, deren Beweis wir im Folgenden skizzieren wol-
len.

Zu zeigen: Fiir jede Folge von Resten (7, +h,0[ X]),s0 gibt es eine Potenzreihe g € o[ X,
sodass €(g) = (rn + hpo[ X ])ns0-

Sei (ry, + hy,0[ X ])nso eine explizite Folge von Resten. Aufgrund der Vertriglichkeit gilt:
Tn+1—Tn € hpo[ X ] € h,0[ X ]. Schreiben wir r, = OZO:O alP Xm e o[ X7, so ist fiir jedes m € N
die Koefﬁzientenfolge(ag,? ))neN eine p-adische C;l_chyfolge in o, weil h,0[ X] ¢ (p, X))+
Daher konvergiert jede Koeffizientenfolge (afff ))neN gegen ein a,, € 0. Damit liegt die zu-
gehorige Potenzreihe ¢ := §o amX™ in o[ X]. Sie erfilllt €(g) = (7, + hpo[X])nz0. Somit

ist € bijektiv. Wir haben gezeigt: € ist ein Isomorphismus. O
Nun wissen wir, dass es insgesamt einen Isomorphismus ¢ : o[ X] — 0[Z,] gibt mit

1 = p~l o€, wobei ! aus den Komponentenfunktionen ¢! besteht.

4.2 Der Isomorphismus zwischen o[Z,] und u(Z,,0)

Um zu zeigen, dass der komplettierte Gruppenring der proendlichen Gruppe Z,, isomorph

ist zu der Mafalgebra 11(Z,,0), konstruieren wir Linearformen L, auf der Menge der
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lokal konstanten K-wertigen Funktionen auf Z,. Hierbei wird u(Z,,0) weiterhin als o-

Unteralgebra von u(Z,, K') verstanden.

Definition 4.2.1 Sei A € (\,)nen € 0[Z,]. Definiere eine Abbildung
Ly:C>(Z,, K) - K wie folgt. Fir f e C°(Z,,K) finde m € N, sodass f konstant

modulo p™Z, ist und setze: Ly(f):= %  cm(x)f(x), wobei Ay = Y cm(x)z.
€y [P Ly €y [P Ly

Bevor wir zeigen, dass L) wohldefiniert ist, zeigen wir, dass es fiir jede lokal konstante

Funktion f e C*~(Z,, K) ein m € N gibt, sodass f konstant modulo p™Z, ist.

Lemma 4.2.2 Fir f e C*(Z,, K) existiert m € N, sodass f konstant modulo p™Z, ist.

Beweis Sei f € C~(Z,,K). f ist lokal konstant, daher gibt es fiir alle x € Z, ein
m(x) €N, sodass f |,,,mez, konstant ist, wobei 2 +p™(*)Z,, eine kleine, offene Umgebung
von z in Z, ist. Da Z, nach 3.2.21 kompakt ist, besitzt jede offene Uberdeckung von Z,
eine endliche Teiliiberdeckung. Die offenen Umgebungen z + p"™(*)Z, bilden eine offene
Uberdeckung von Z,, daher gilt xgp(x +pm(@7Z,) = ZL:SJ1 (z; +p™i@®Z,). Setze nun m :=

min{m(z;)}. Dann ist f auf jeder Teilmenge der Form x + p™Z, konstant = Es gibt ein

m, sodass f konstant modulo p™Z, ist. O
Zeige nun:

Satz 4.2.3 L, ist wohldefiniert.

Beweis Angenommen f ist modulo p™Z, und p"Z, konstant mit m,n € N,m # n. Sei

0.B.d.A. n >m. Dann gilt:
firm: \,= Y cn(x)reoZ,/pmZ,] La(f)= ¥ cn(z)f(x)

x€lp [p™ Ly x€lp [P Ly
firn: A= ¥ ea(y)yeolZy/pLy] In(f)= X e(y)f(y)
YeLp/p" Ly YeLp [P Lp

Damit L) wohldefiniert ist, muss gelten: Y cn(z)f(x)= >  cu(y)f(y)

T€Lp [P Ly Y&l [P ZLp

An und A, sind beide Folgenglieder der Folge A = (\;);ey € @o[Zp/p”Zp]. Daher sind
neN
An und ), vertriglich. Unter der Ubergangsabbildung ¢ : o[Z,/p"Z,] - 0[Z,/p™7Z,] des
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projektiven Limes o[Z,] wird daher A, auf A, abgebildet.

Betrachte dafiir A, = > ca(y)y, wobei p(y) der Repréisentant in Abhéngigkeit von
yeZy, [p" Lp=
p(ygw"Zl;

y ist. Bilde nun A, auf \,, ab, wobei der Représentant fest bleibt, jetzt aber als Element

von p™Z, betrachtet wird:
Yoayr X a(y) (p(y) +p" L) = Am= ¥ ()T

p(y)+p"Zp yeZp [P Lp €Ly [P Ly
Da n > m konnen in Z,/p™Z, Elemente aus Z,/p"Z, zusammenfallen. Berticksichtigt

man dies, so ergibt sich eine weitere Darstellung von A, in Standardschreibweise:

> oy (py)+pZy)= ¥ (X cuy))e

yeLp[p"ZLp o€lp [P Ly YELp[P"Lp
p(y)+p™ Lp=x
Dann gilt nach Koeffizientenvergleich fiir alle x aus Z,/p™Z,:

Cm (I) = > Cn (y)
YeLp[p"Lp
p(y)+p" Lp=x

Da f konstant modulo p"Z, und p™Z, ist, gilt:
Fir y1 = p(y1) + 0"Zy,y2 = p(y2) + p"Zy mit p(y1) + p"Zy = x = p(y2) + pZ, gilt:
fQn) = (@) = f(y2)

Dann folgt insgesamt:

Y oem()f(x)= X (X a)f(x)= X (¥ aw®)f(y)

x€lp [P Lp xelp[p™Lp  YELp[p"Lp x€lp[p™Lp  YELp[p"Lp
p(y)+p" Lp=x p(y)+p™" Lp=x
= Y afy)
€Ly [P Ly
= Y cn(@)f(x)= ¥ cu(y)f(y), also ist Ly wohldefiniert. |
€y [P Ly x€Zyp [P Ly

Da wir schlussendlich Ly als Element von p(Z,,0) betrachten wollen, miissen wir zei-
gen, dass sich L) zu einem eindeutigen Element in p(Z,,0) fortsetzt. Bevor wir diese

Fortsetzung zeigen konnen, zeigen wir zunéchst, dass L) folgende Eigenschaften besitzt:

Lemma 4.2.4 Sei L) wie in 4.2.1 definiert, X € o[Z,]. Dann gilt:
i) Ly ist K-linear

i) Ly ist stetig

iii) | L] < 1

Beweis i) Seien f und g € C*°(Z,, K): Sei f konstant modulo Z,/p™Z, und g konstant
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modulo p"Z,. Sei 0.B.d.A. n > m. Aufgrund der Vertréglichkeit erhalt man analog wie

im vorherigen Beweis

em(z)= ¥ ()
yelp[p" Lp
p(y)+p" Lp=z
Da f konstant modulo Z,/p™Z, ist und n > m ist, ist f auch konstant modulo Z,/p"Z,

und dann folgt analog zum obigen Beweis:

L= ¥ cem(@)f(@)= ¥ cay)fy)

€lLp [P Lp YELp [P Lp

Betrachte nun :

Laf+g9)= Y c)(f+9)(y)

YLy [P Lp
= ¥ a)(f(y)+9y))
YELp [P Ly
" %M cn(y) f(y) +cn(y)g(y)
= Y af+ ¥ caly)
YLy [P Ly YLy [P Lp
=L \(f) + Lx(9)

Fiir alle a € K gilt:
Ly(af)= ¥ cyaf(y)=a( ¥ c(y)(f(y))=a-Lr(f)

Y&l [P ZLp YeZp [p™ Ly
Somit ist L, K-linear.

ii) und iii) kénnen wir gemeinsam zeigen. Betrachte die folgende Abschétzung:

LAl =1 2 ) f<maz( [en(y)] [f @) <[l
yeZp[p"™ Ly —_——
co=|cn (y)|<1
Da C*~(Z,, K) und K normierte Réume sind und L, K-Linear ist, gilt:
L, ist stetig < sup“"“‘}ﬁf)' < ¢, wobei ¢ eine endliche Konstante ist.
Es ergibt sich aufgrund der obigen Abschétzung:

sup'ﬁ}ﬁi)‘ < supH}c”” =1= L, ist stetig und |L,| < 1. m

Nun wollen wir Ly : C*(Z,, K) - K zu Ly : C(Z,, K) - K fortsetzen. Da C*(Z,, K)
nach 3.3.10 dicht in C'(Z,, K) liegt, gibt es fiir beliebiges f € C(Z,, K) eine Funktionen-
folge (fn)nen € C*(Z,, K), die gegen f konvergiert. Setze EA(f) = lim Ly(fp).

Lemma 4.2.5 Die Fortsetzung von Ly zu ﬁ,\ st eindeutig.
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Beweis Angenommen es gilt f = 7}1_{{)10 found f = il_g)lo Gn- Da (fr)neny und (gn)nen in
C>(Zy, K) liegen, ist auch (f,—gn )nen in C*(Z,, K'). Da die Folgen denselben Grenzwert
haben, gilt gggo(fn —¢,) =0in C*(Z,, K). Dann gilt aber auch 7113}10 Ly(fn-9n)=0€K.
Da L) nach 4.2.4 K-linear ist ergibt sich:

T (La(fa - 92)) =0 € K

e I (Ly(f) ~ La(gn)) = 0

e lim Ly(f) - lim Ly(g.) =0

< lim Ly(f,) = lim Ly(g,)

= L, ist eindeutig. O

Nun wollen wir zeigen, dass L, ein Element der Mafkalgebra ist.

Satz 4.2.6 Sei Ly so wie oben definiert. Dann gilt: L € w(Zy,0).

Beweis Sei f € C(Z,, K),(fn)nen € C*(Z,, K) eine Funktionenfolge mit ,}L%L(fn) = f.
Zu zeigen: Ly ist K-linear, stetig und | Ly < 1.
K-Linearitét: Sei auch g € C(Z,, K), (gn)nen € C*(Z,, K), sodass il_{go(gn) = ¢g. Dann
gilt:
Ly(f +9) = lim La(fo +gn) = lim (La(fa) + La(9)) = lim Ly(fy) + lim Ly (g)
= L (f) + La(9)
Seiae K
Ly(af) = lim Ly(af,) = lim aLy(f,) = a lim Ly(f,) = ala(f)
Somit ist L, K-linear. Stetigkeit und |L,| < 1 konnen abermals gemeinsam gezeigt
werden. Betrachte:
A | im Ly (fn)l

= -_— T = 1 ‘L)\(fn)|
SUPTTL = SUPT T (7l = SUp im St <1

n-oo Ifnle

Dies gilt, da die Normen stetig sind. Somit haben wir gezeigt: L, ¢ w(Zy,0). O

Nun konnen wir eine Abbildung ¢ von o[Z,] nach u(Z,,0) definieren durch:
¢:0[Zy] = 1(Zy,0) A Ly

Satz 4.2.7 ¢ ist ein Isomorphismus von o-Algebren.
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Beweis Zeige zunédchst: ¢ ist ein Ringhomomorphismus.
Seien Ay, As € 0[Z,]. Wir miissen zeigen: Ly, ,x, = L, + Ly,

Sei f e C(Z,, K) beliebig. Da A; + A\g € 0[Z,] ist, gilt fiir die m-te Komponente

Am; = % Cpy(@)x von A\ beziehungsweise A\, = Y ¢y (@) von Ao
welp[p™ Ly welp[p™ L
Mgt A= 2 e (@)z+ Y e (x)zVmeN.
€y [P Ly €l [D™ Ly

Schreiben wir f e C(Z,, K) als f = lim f;, und ist f; konstant modulo p™Z,, so gilt:
Ly (fi) = 2 (e (@) + cmy (7)) fil2)

€y [P Ly

= xezp%)mzp Cm, (%) fi(z) + IGZP/ZPMZP Cmy (%) fi ()

= Ly, (fi) + Lo, (f2)-

Dann gilt fiir die Fortsetzung;:

Ly on(f) = lim (Lo, 0, (f3)) = (L, (fi) + Lo, (fi)) = T (L, (f3)) + im (L, (f3))
= Lo, (f) + Ly (f)

Somit folgt fiir die Abbildung ¢: ¢(A\; + Ag) = Ly, + Ly, = ¢(A\1) + ¢(A2).

Zu zeigen: (Ly, * Lx,)(f) = Lap,(f) mit f € C(Z,, K) beliebig. Dies ist fquivalent
zu lim (Ly, * Ly,)(f) = im (Ly,x,)(fn) Wir beweisen, dass fiir jedes Folgenglied f,, €
(fn)neN gilt: L)\1)\2(fn) = (LM * L/\Q)(fn)

Sei f,, konstant modulo p™Z,. Dann gilt fiir die jeweils m-te Komponente von \; bezie-
hungsweise As:

Ay Amy = (X e () f (@)X emy()fW) = X em (2)emy (y) (2 +y)

welep [p™ Ly welep [p™ Ly welp[p™ Ly
Sei f, € C(Z,, K) konstant modulo p™Z,. Dann ist acuc}ylez(zgyf:p»—>Z pT_,,;( f»)) konstant mo-
dulo p™Z, und daher auch (z = Ly, (7,(f,))) konstant modulo p™Z,. Somit gilt fiir
Lo (f):
Lo (fn) = Lag(x = Ly, (72(fn)))

= > CmQ(Z)'LM(Tz(fn))

2€Lyp [P Ly

48



= Y m(2)-( X emy)7(f)®))

z€lip [p™ Lp yeL[p™Z
= Y () (X e (W) fulz+y))
2€Lp [P Ly yeZ/p™Z

= > > sz(Z)le(y)fn(Z+y)

2€lp [P Lp YeLp [P Lp

= Z Cm2(Z)le (y)fn(z+y)
2,Y€lLp [P Ly

= L/\1/\2(fn) = (L>\1 * L)\z)(fn)
Also ist gl_)rg) Ly (fn) = ,11_,% (L, * L) (fn) = ff,\l,\g(f) = (fm * j;/\z)(f)'

Zu zeigen ist nun noch, dass ¢(lez,1) = Luz,0)- Bs gilt ¢(Lloz,1) = (An)nen € 0[Zp]
1 falls x =0+p"Z,
mit \, = Y cp(z)r und ¢, (x) =
a€lp [p" L 0 sonst

Nach 3.3.12 ist 1,(z,,0) = 6o, wobei &g := (f = f(0)) € C(Z,, K)'. Wir zeigen Abbildungs-
gleichheit zwischen ¢(1,7,]) und dg. Sei f € C*(Z,, K) konstant modulo p"Z,, dann
gilt nach Konstruktion ¢(1oz,1)(f) = X cal2)f(2) = f(0) = do(f).

x€lip [P L
Da n beliebig war, stimmen damit ¢(1o[z,7) und dy auf C*(Z,, K) iiberein, aus Stetig-
keitsgriinden dann aber sogar auf C(Z,, K'). Daher gilt ¢(1,[z,1) = o

= ¢ ist ein Ringhomomorphismus.

Nun beweisen wir Injektivitat. Zu zeigen: ZA},\1 = [AOQ = A1 = Aa.

Wenn zwischen Ly, und Ly, Abbildungsgleichheit gilt, gilt Ly, (f) = Ly, (f) fiir alle
f e C(Z,, K), also insbesondere auch fiir f € C*(Z,, K) ¢ C(Z,, K). Da L, |co(2,,5)= Lia
muss somit auch gelten: Ly, (f) = Ly, (f) fiir alle f € C*(Z,, K'). Betrachte nun die Funk-
tion f:= 1y,pnz,. [ ist konstant modulo p"Z,. Daher gilt fiir die n-te Komponente

Ay = 2 cu(b+pZ,)(b+ptZ,) von Ai:

+p" Lp
€Zp [p" Ly
L)\1 (f) = > Cn,y (ac)f(x) = > Cn,y ($)1b+p"Zp($) = Cnl(b +anp)
€Ly [P Ly €y [P Ly

Analog folgt Ly,(1ppnz,) = Cny (b + p"Zy). Da aber nach Voraussetzung gilt:
Ly, (Lpiprz,) = Ly (Lpeprz,) gilt auch ¢, (b+p"Zy,) = ¢y, (b+p"Zy) fiir alle b+ pnZ, €
Zyp|p"Zy. Also gilt A, = Ay, fiir alle n e N = X\; = \y. Somit gilt Injektivitat.
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Abschliefsend miissen wir noch die Surjektivitét zeigen. Sei p € p(Z,, K). Zu zeigen:
Es gibt A = (A )nen € 0[Z,] mit Ly = p. Setze
M= Y (1) b €o[Z,/p"Z,] fiir n>1.

beZy [P Ly —~—
€0

Um zu beweisen, dass dieses A = (A, )nen das Gesuchte ist, miissen wir beweisen, dass
(An)nen € 0[Z,] ist, also die A, unter den entsprechenden Abbildungen eine vertrégliche
Familie bilden. Danach bleibt noch zu zeigen, dass fiir dieses A tatsdchlich gilt: Ly = pu.
Sei foni1: 0[Zy/p"* 2, - 0[Z,[p"7Z,] die Ubergangsabbildung gegeben durch

2 Cn+1(5)l_) > X 2 Cn+1(5,))5

BEZP/anrlZP geZp/anP Blezp/pn+lzp
[
Es gilt:
fn,n+1()\n+1) = fn,n+1(7 Z M(lg)g) = Z ( Z ﬂ(lg’))l_)
beZy [p" 17y beZy /P Ly b €Zy/p"t 7,
bb
= X 1(15)b = Ay
beZy [p" Ly

Somit haben wir die Vertraglichkeit gezeigt. Wir haben schon gesehen: Ly (1) ist der Ko-
effizient vor b= b+ p"Zy von A,. Somit nehmen Ly und v auf allen Funktionen der Form
1ppnz, ;N € N, b € Z, denselben Wert an. Ly und p sind beide K-linear, daher stimmen
sie auch auf allen Linearkombinationen von Funktionen der Form 1,07, n € N,b € Z,
tiberein, also auf ganz C*(Z,, K). Aufgrund der Eindeutigkeit der in 4.2.5 gezeigten
Fortsetzung gilt dann auch: Ly = (. Wir haben nun insgesamt gezeigt: ¢ ist ein Isomor-

phismus. O

4.3 Der induzierte Isomorphismus zwischen o[ X] und

N(Zﬁm 0)

Da wir bereits Isomorphismen ¢ : o[ X ]| — 0[Z,] (siehe S. 43) und ¢ : o[Z,] — p(Z,,0)
(siche 4.2.7) gefunden haben, wissen wir, dass Abbildungen v : o[ X ] - w(Z,,0) mit
v=¢otpund vt u(Z,,0) - o[ X] mit v =171 o ¢! existieren, die Isomorphismen
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sind. Somit gibt es zu jedem Mak p eine assoziierte Potenzreihe F), = Y a; X*. Wir wol-
i=0
len den Zusammenhang zwischen dem Maf und der assoziierten formalen Potenzreihe

konkretisieren, indem wir die Koeffizienten a;,7 € N, von F), bestimmen.

Sei ¢ : o[ X] - 0[Z,] der erste Isomorphismus. Nach Konstruktion ist seine Kompo-
sition mit der n-ten Projektion pr, : o[Z,] - o[Z,/p"7Z,] gegeben durch pr,(¥(X)) =
pra(e(e(X))) = 9 — 1 mit v, = 1+ p"Z, € Z,/p"Z, = T',. Der Kern dieser Abbildung

ist dann das Hauptideal, das von (X + 1)P" - 1 erzeugt wird.

Sei ¢ : 0[Z,] - u(Z,,0) der zweite Isomorphismus. Betrachte die Umkehrabbildung
¢ t:0[Z,] - u(Zy,,0). Dann ist die Verkettung von ¢~! mit der n-ten Projektion pr,

.
gegeben durch: (pro 0 971) : (u(Zy, 0) > o[ Zy[p Ly, pr> B pi(Lraprz, )

Dies folgt aus der Konstruktion von ¢. Der Surjektivitdtsbeweis von ¢ (4.2.7) zeigt ndm-

lich o = Ly = ¢(\) mit X = (M)meN)und Ay = Y p(1aaprz, )T = (Prao @7h)(1).
w€Zp [p" Ly
Zu jedem x € Z,[p"Z, existiert aber nach 3.2.18 ii) genau ein 0 < r < p" mit © + p"Z, =

r+p"Zy,=1(1+p"Z,) =~ (in multiplikativer Schreibweise).

.(z-k+1)

Definition 4.3.1 Definiere die Abbildung (3): Z, - Q, durch x o)

Mithilfe dieser Voriiberlegungen konnen wir nun den folgenden Satz formulieren:

Satz 4.3.2 Fir alle p € j(Zy,0) gilt: (~Lop™)(n) = kgoﬂ((i))fk

Beweis Sei N € N und F := § 1((7))x*. Dies ist eine formale Potenzreihe in o[ X, da
k=0
1((7)) € 0. Wir wollen zeigen, dass (1)1 0 ¢71)(u) = F.

(o

p"-1 p"-1
Fir neNsetze F,:= ¥ (% (3)p(Lrapnz,)) X* € 0[X] c o[ X].
k=0 r=0

€0
Wir betrachten im Zuge des Beweises das folgende Lemma:

Lemma 4.3.3 Fir k € N ist die Abbildung (i) stetig.
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Beweis Da k € N ist, ist der Nenner fiir alle £ ungleich Null und die Abbildung (’,g) als

Produkt stetiger Funktionen stetig.

Die Abbildung (i) ist sogar eine Abbildung von Z, nach Z,. Denn fiir m € Z ist auch der
Binomialkoeffizient (TZ) ganzzahlig. Nach Bemerkung 3.2.20 liegt Z dicht in Z,, daher
gibt es fiir jedes x € Z, eine Folge (m,,)neny von ganzen Zahlen mit lim m,, = x. Da (i)

stetig ist und Z,, als Teilmenge von Q, abgeschlossen ist, ergibt sich:
x ’11_1)1010 mnY _ 1 Mn
(i) = (75" = lim (") €Z,

n—>oo
—

eZ
Aufgrund der Stetigkeit von (z) gibt es zu festem N € N und jedem z € Z,, ein n(k), € N,
sodass (1) - (V) € pNZ, gilt fiir alle y € Z, mit @ —y € p"®=Z,. Ist 1, ...,z € Z, ein

Reprisentantensystem von Z,/p"Z,, so setze n(k) := maz{N,n(k)s,,...,n(k)s,. }- Dann

n

gilt (7)-(Y) e pNZ, fir alle 2,y € Z,, mit z—y € p*(MZ,. Betrachte nun (§) —pz () 1rspnz,
mit n > n(k). Wir werten die Funktion auf einem beliebigen y € Z, aus :,:fld erhalten
(Z) - (Tk”), wobei y € 7, + p"Z,. Da Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind,
ist r, eindeutig. Es ist y - r, € p*Z, ¢ p"®Z, da n > n(k). Aufgrund unserer obigen
Ergebnisse wissen wir, dass dann auch gilt |(Z) - (r]j)|p <pN.Day € Z, beliebig war, gilt

beziiglich der Supremumsnorm:

n

p"-1 p" =
||(£) - Eo (;)1T+pn2p\|m = ngp |(2) - gjo (;)1r+pnzp (z)|, <p™ falls n > n(k).

Da p K-linear ist, ergibt sich:

(o)

p((D) =T (rrz,)

W)= 1('S ()
W) -"E (iaripes,)

Wir haben bereits gezeigt, dass fiir alle u = Ly € u(Zy,0) gilt: |u(f)] = [LA(F)] < || f]leo

fur alle f e C(Z,, K). Somit ist u((i)) —pZ (;)u(lr+p7LZp) e pNo fiir n > n(k).
0

Setze nun n := max{n(k) |0< k< pN} > N. Dann ist

F-F,
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= 5 u((DX S (S (D, )X

=<pk:;1u<(z)>Xk+ 5 X-CE (8 Oz, )X 5, 5 (larrs, )XY
=(pk;u((i))X’“ Z_l(Z_l()u(1r+pnzp))Xk)+(k=§NM((;))Xk il(pg()ﬂ(lﬂpnzp))xk)

“(S GGD-"E, (Diarprz,)) X1 +

epNo

((E M0 = (F CF (itarrz, )X)X7)

eXPNo[[X]]
=F-F,e(p,X)N co[X].

Nun wollen wir zeigen, dass auch (¢t o ¢~1)(u) — F,, in (p, X))V liegt. Dafiir zeigen

wir zunéchst, dass (¢~ o ¢™1) () — F,, im Kern von pry, o1 liegt. Es gilt:
-1

(pra o) (71 0 71) (1)) = pra(d7H (1)) = Z (Lripnz, )75

Andererseits gilt aber auch:

(pron oY) (Fy)

= (oo 0)(E (T (i, )XY
=2 (S (irirz,)) G- DF
S (T (0= 1) iripz,)

~~

Tn

p"-1
= ZO N(lr+p"Zp )7:1

Da 1 ein Isomorphismus, also insbesondere auch ein Homomorphismus ist, folgt
(pryo)((¥~togp=t)(u)—-F,) = 0 wie behauptet. Es ergibt sich sogar (¢"to¢t)(u) - F, €
ker(prpov) = (X +1)P" =1)o[X] € (p, X)**1 c (p, X)* ¢ (p,X)N da N >n, wobei die
Inklusion ((X +1)" —1) ¢ (p, X)**! im Beweis von 4.1.11 gezeigt wurde.

Damit folgt insgesamt:

(Wt oo ™) (W) = F = Fu+ Fr = (71097 (1))
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=F-F,~((Wtog™)(u) - F,) € (p, X)N.

e(p.X)N e(p.X)N

Da N e N beliebig war, folgt
F-((W o) () e N (p,X)N ={0}, wobei die Gleichung N (p, N)V = {0} im Be-
NeN NeN

weis von 4.1.11 gezeigt wurde.

= F= (07 o0)(w). Also ist (o o™)(n) = T p((7) X" .

Somit haben wir herausgefunden, dass die Koeffizienten der zu p assoziierten Potenzreihe

F,, gerade p((5)) sind.

Bemerkung 4.3.4 Der Isomorphismus (=1 o ¢7t) = u(Zy,,0) - o[ X] von o-Algebren

wird auch als p-adische Fouriertransformation bezeichnet. Er ist nach dem obigen Satz

gegeben durch p OZO: n((3))X*.
k=0

Durch diese Abbildungsvorschrift steht der Isomorphismus in engem Bezug zum soge-

nannten Satz von der Mahlerentwicklung.

Satz 4.3.5 (von der Mahlerentwicklung) FEine Funktion ¢ von Z, nach o ist stetig

o0
genau dann, wenn Elemente a, aus o existieren, sodass |a, |~ 0 und ¢(z) = ¥ a,(%).
n=0

Die Folge (an)nen ist eindeutig bestimmt durch .

Beweis Siehe Cyclotomic fields 1 and 2, Serge Lang, Kapitel 4, §1 theorem 1.3
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