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1 Einleitung

In dieser Arbeit geht es darum, den Korper der p-adischen Perioden zu konstruieren
und einige Eigenschaften kennen zu lernen. Wir werden damit beginnen, Grund-
kenntnisse iiber diskrete Bewertungsringe und projektive Limiten einzufiihren, um
dann mit der Theorie der Wittvektoren und des Tiltingverfahrens die wesentlichen
Bausteine fiir den Korper der p-adischen Perioden zu erlernen. Dafiir starten wir
mit einem vollstéindigen, diskret bewerteten Koérper K der Charakteristik 0 und
positiver Restklassencharakteristik p und erweitern diesen zu einem vollstdndigen,
algebraisch abgeschlossenen Korper Cg. Auf diesen Korper konnen wir zunéchst
die Tiltingtheorie anwenden, um anschlieBend mit Hilfe der Wittvektoren und des
projektiven Limes den Koérper der p-adischen Perioden Byr zu konstruieren. Da-
bei werden wir sehen, dass dieser konstruierte Korper selbst diskret bewertet und
vollstdndig ist und dass dessen Restklassenkorper wieder Cg ist. Abschlieflend wer-
den wir kurz darauf eingehen, inwiefern Byg fiir die algebraische Zahlentheorie von
Bedeutung ist. Dabei beschranken wir uns darauf, die Unterkategorie der de Rham
Darstellungen der Kategorie der stetigen Q,-linearen Darstellungen der absoluten
Galoisgruppe gewisser Korper einzufiihren.

Diese Arbeit baut auf die Vorlesung ,,p-adische Galoisdarstellungen“ von Prof. Dr.
J. Kohlhaase aus dem Sommersemester 2015 auf, in der ausfiihrlich auf die Theo-
rie der Wittvektoren und die Tiltingtheorie eingegangen wurde. Die Konstrukti-
on des Korpers Byr geht iiber den Stoff der Vorlesung hinaus und orientiert sich
an [uBC|. In den Abschnitten 2, 4 und insbesondere 5 dieser Arbeit werden al-
le Beweise ausfiihrlich ausgearbeitet. Lediglich der Abschnitt 3 iiber Wittvektoren
hat den Charakter eines Uberblicks und enthilt viele Referenzen auf das Standard-
werk [Bou83|.



2 Grundlagen

2.1 Diskrete Bewertungsringe

Wir beginnen mit einer grundlegenden Art von Ringen, die fiir diese Arbeit von

grofler Bedeutung ist.
Definition 2.1.

i) Ein kommutativer Ring R mit 1 heiit diskreter Bewertungsring, falls R ein

lokaler Hauptidealring ist, dessen maximales Ideal m von 0 verschieden ist.

ii) Jeder Erzeuger des maximalen Ideals wird Uniformisierer genannt. Es handelt

sich dabei um von 0 verschiedene Primelemente von R.

Bemerkung 2.2. Sei R ein diskreter Bewertungsring und 7 ein Uniformisierer.

Dann gelten
i) R* = R\m,

ii) die Abbildung ((u,n) = un™): R* xZsy - R\{0} ist eine Bijektion. Insbesondere
gilt
() "R ={0},
neZso
iii) die Abbildung v: R\{0} — Zs0, die durch Inversion der Abbildung aus [ii) und
Verkniipfung mit der Projektion auf Zsg hervorgeht, ist surjektiv und besitzt
die Eigenschaften

a) fir alle z,y € R\{0} gilt v(zy) = v(x) +v(y),
b) fiir alle z,y € R\{0} gilt die starke Dreiecksungleichung

v(x+y) >min{v(x),v(y)}.

Beweis:

i) Mit dem Lemma von Zorn zeigt sich, dass jedes echte Ideal in einem kommuta-
tiven Ring mit 1 in einem maximalen Ideal enthalten ist (vgl. Satz 6 des dritten
Kapitels von [Bos09]). Ist nun a € R\m, so kann das von a erzeugte Ideal kein
echtes sein, denn m ist das einzige maximale Ideal von R. Folglich ist a eine

Einheit. Andererseits enthilt m als maximales Ideal keine Einheiten.

ii) Da R ein Hauptidealring ist, ist jedes von 0 verschiedene Primideal maximal
(vgl. Satz 6 des zweiten Kapitels von [Bos09]). Damit erhalten wir, dass alle
Primelemente assoziiert zueinander sind. Nach der eindeutigen Primfaktorzer-

legung existieren zu a € R\{0} eindeutige Elemente v € R*, n € N mit a = un",



woraus wir die Bijektivitdt der Abbildung folgern. Ist nun a € N,, 7" R mit a # 0,
so existieren v € R* und k € N mit a = ur®. Damit ergibt sich aber wegen
ur® = a € N, 7R € 'R und der Nullteilerfreiheit von R der Widerspruch
uemR=R\R".

iii) Die Surjektivitéit von v folgt aus der Bijektivitét in ii) und der Surjektivitit der

Projektion. Weiter ist fiir uq,us € R* und nq,no € N
v(ur ™™ - ugm™?) = v(ugug ™™ ) = ny + ng = v(ur ™) + v(um'?)
und fiir nq < noy

v(urm™ +uam™?) = v(m™) + v(ug + ugw?")

>ny = min{v(u;m"), v(ugm"?)}. O]

Lemma 2.3. Sei R ein diskreter Bewertungsring, m ein Uniformisierer, vy die
induzierte Abbildung aus Bemerkung , K := Quot(R) der Quotientenkiorper

von R, dann gelten

i) Die Abbildung v: K* — Z, 3 = vr(a) - vr(b), fir a,be R\{0}, ist wohldefiniert,

surjektiv und unabhdngig von der Wahl von .
ii) Fiir x,y e K* gilt v(zy) =v(z) +v(y).
ii1) Fiir z,y € K* gilt v(z +y) > min{v(x),v(y)}.

iv) Als Teilmengen von K* betrachtet gilt {z € K* | v(2) > 0} = R\{0} und {z ¢
K*|v(z) >0} =m\{0}.

Bemerkung 2.4. Setzen wir v durch v(0) = co auf K fort, so besitzt diese Ab-
bildung dieselben Eigenschaften, indem wir x + co = oo setzen fiir € Z U {oo}.
Eine solche Abbildung wird diskrete Bewertung von K genannt. Wir erhalten au-
Berdem {z € K | v(2) >0} = Rund {z € K | v(z) > 0} = m. Es ist einfach zu
sehen, dass ein diskret bewerteter Korper (K,v) einen diskreten Bewertungsring
o = {z € K | v(2) > 0} mit maximalem Ideal mg = {z € K | v(z) > 0} liefert.
Fiir eine genauere Betrachtung sei dazu auf den dritten Abschnitt aus dem zweiten
Kapitel von [Neu92] und insbesondere auf Satz 3.9 verwiesen. Es gilt K = Quot(ox),
denn zu z € K* existiert 0 # a € 0 mit v(za) =v(z)+v(a) >0, also za € 0. Damit

folgt x = raa™ € Quot(og).



Beweis:

i) Fiir die Wohldefiniertheit seien
Folglich gilt

7,5 € K* gleich, das bedeutet ad = bc in R.

o(§) = vr(@ - 0n(®) = vrlad) - va(d) - va(®)

= vgr(bc) —vR(b) -~ vr(d) = vr(c) —vr(d)
- (3)
=v(5);

also ist v wohldefiniert.

Die Surjektivitit der Abbildung folgt aus v(1) = v(7%) = 0, v(7") = n und

U(%n =v(l) —v(n"™) = —-n fiir neN.

Da zwei Uniformisierer assoziiert zueinander sind, ist v unabhéngig von der
Wahl von 7. Sind namlich 71,79 Uniformisierer und @ € R* mit am; = mo, so

ergibt sich fiir u e R* und n e N
umy = ut" Ty

und uwa"™ ist noch immer eine Einheit.

ii) & iii) Die beiden Aussagen folgen aus den Gleichungen

v (% - 2) — (%) = vn(ac) = vr(bd) = vi(a) + va(c) — (vr(b) + vr(d))

=vg(a) - vr(b) + vr(c) - vr(d)

(3)()

(5+2)- (%)
=vg(ad+bc) —vr(bd)
> min {vg(a) + vr(d),vr(b) + vr(c)} —vR(b) - vR(d)
=min {vg(a) - vr(b),vr(c) —vr(d)}

o) ()}

ny

und

iv) Seien a = ugm"*, b = upm™ wie zuvor und v (%) =ng —np 2 0. Wegen 7t ™ ¢
R\{0} und u;' € R* erhalten wir ¢ = uqu; ™™™ ¢ R\{0}, also {z ¢ K* | v(z) >

0} € R\{0}. Die andere Inklusion folgt sofort aus Bemerkung [2.2i)).
Es gilt {z € K* | v(z) = 0} = R*, denn v(1) = v(}) = vg(1) - vg(1) = 0 und



daher 0 < v(r) <v(r) +v(r™t) = v(1) = 0 fiir eine Einheit € R*, also v(r) = 0.
Andererseits ist fiir 7 € K* mit v(a) -v(b) =0 und a = U bzw. b = uyr¥®)
das Element % = uaub_lwv(“)_”(b) = uaub_1 € R*. Da R ein lokaler Ring ist, erhalten
wir m = R\R* = {z ¢ K | v(z) > 0}, wobei wir wie in Bemerkung v(0) = o

setzen. ]

2.2 Nicht-archimedische Korper

Bemerkung 2.5.

i)

ii)

iii)

iv)

v)

Sei (K, v) ein diskret bewerteter Kérper und e € R, ;. Dann erfiillt die Abbildung
|-|:= e K - Ry fiir ,y € K die Eigenschaften

a) |z| =0 genau dann, wenn x = 0,

b) |xy| = |xllyl,

c) | +y| < max{|z|, |y|}.

Eine solche Abbildung wird nicht-archimedischer Absolutbetrag genannt. Fiir
nicht-archimedische Absolutbetrige setzen wir stets voraus, dass sie nicht trivial
sind, d.h. |K|#{0,1}.

Gilt |z| # |y| fur z,y € K, so ist |z + y| = max{|z|, |y|}.

Ist K ein Korper und |- | ein nicht-archimedischer Absolutbetrag auf K, so
ist o = {x € K: |z| < 1} ein lokaler Ring mit maximalem Ideal mg := {z €
K: |z| < 1} und Quotientenkorper K. Insbesondere gilt: Ist R ein diskreter

Bewertungsring und K sein Quotientenkorper, so gilt R = ox und m = mg-.

Durch d(z,y) := | — y| werden K und sein Bewertungsring ox zu metrischen
und topologischen Rdumen. Dabei héingt die Topologie nicht von der gewéahlten
Zahl e € R,y ab.

Ein nicht-archimedischer Koérper K ist genau dann vollstéindig, wenn sein Be-

wertungsring o vollstandig ist.

Beweis:

i)
ii)

Dies folgt direkt aus den Eigenschaften der diskreten Bewertung.

Angenommen, es gilt |z| < |y| und |z + y| < max{|z|,|y|} = |y|, so erhalten wir mit
[yl = [ +y - 2| <max{lz +yl,| - 2|} = max{|z +yl, |2[} <|y|

einen Widerspruch.



iii) Die Abgeschlossenheit der Addition und Multiplikation fiir ox folgt aus den
Eigenschaften des nicht-archimedischen Absolutbetrags. Fiir Elemente = € 0x
und a € mg ist wegen |az| = |a||z| < 1 auch ax € mg. Zusammen mit der Tatsache,
dass myg eine Untergruppe bzgl. der Addition von oy ist, sehen wir, dass my
ein Ideal von o ist. Weiter gilt 1 =|1] = [z2™!| = |z||z™"] fiir ein Element z € 0%,

also |z| = 1 = |z7|. Andererseits ist ein Element z € K mit |z| = 1 invertierbar

in 0x, denn aus obiger Gleichung erhalten wir 1 = |27}, also 27! € ox. Es folgt,

dass 0k ein lokaler Ring ist. Die letzte Aussage folgt aus Lemma [2.3jv)).

iv) Dies folgt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags. Sind e, f € Ry; und r > 0,

So ist

1

(zeK:|aly <™} = {ze K: fr@l8re < p) = (p e Kifa|, < 7).

Damit sind offene Kugeln bzgl. einer Topologie auch offene Kugeln bzgl. der

anderen.

v) Ist (rn)n € 0k € K eine Cauchyfolge bzgl. |-|, so ist sie nach Annahme konvergent
in K gegen ein x € K. Wegen der vorigen Bemerkung und |z| = limy, e |1 < 1
ist © € o und daher (r,), ebenfalls in ox konvergent. Dabei haben wir die
(Lipschitz-)Stetigkeit von |- | ausgenutzt, die aus der umgekehrten Dreiecksun-
gleichung folgt.

Sei andererseits (), € K eine Cauchyfolge, also insbesondere betragsmiflig
beschrinkt durch eine Schranke M € N. Da |K| # {0,1} existiert b € K mit
1 # |b| # 0. Indem wir gegebenenfalls b durch b™! ersetzen, konnen wir 0 < |b| < 1
annehmen. Eine gewiinschte Potenz liefert uns die Existenz von a € R mit
0 < |a| £ 1/M. Wir sehen mit |az,| = |a||z,| < |a|M < 1, dass die Folge (axy)n
auch in R eine Cauchyfolge bildet und daher konvergent gegen ein Z € R ist.

Wir setzen z := % -a~' € K und kénnen |z, — | = [a7!||az, — Z| - 0 zeigen. O

Proposition 2.6. Sei R cin diskreter Bewertungsring und F sein Quotientenkdrper
und sei weiter S € R ein vollstindiges Reprdsentantensystem von & = R/m mit 0 € S.
Ferner wdhlen wir ein uniformisierendes Element m € R. Jedes x € F ist dann von
der Form einer konvergenten Reihe Y ,,c7 ™" am mit eindeutig bestimmten Elementen

am € S, wobei ay, =0 fir fast alle m € Z«y. Es gilt v(x) =min{m € Z | a,, # 0}.

Beweis: Fiir den Beweis sei auf den Satz 4.4 aus dem vierten Paragraphen des

zweiten Kapitels von [Neu92] verwiesen. O

Bemerkung 2.7. Seien F' vollstindig und a,, € S mit a,, =0 fir fast alle m € Zg.
Die Reihe Y, amm™ ist konvergent in F', denn die Folge der Partialsummen bildet

eine Cauchyfolge in F'. Das folgt aus der starken Dreiecksungleichung.



Satz 2.8. Ist (F,|-|) ein nicht-archimedischer Kérper, so existiert ein bis auf Iso-
morphie eindeutiger vollstindiger, nicht-archimedischer Korper (F,| ") und ein

Korperhomomorphismus v: F' — 13', sodass gilt
i) v ist isometrisch,
i) L(F)c F ist dicht,
i) (F,|-|) ist vollstindig.
Beweis: Wir verweisen dafiir auf Satz 2 des 23. Abschnitts aus [Lor97]. O

Bemerkung 2.9. Zu einem nicht-archimedischen Koérper F' und seiner Vervollstandi-

gung F existiert ein kanonischer Isomorphismus
UF/mF = oﬁ/mﬁ.

Beweis: Es gilt op = {z € F:|z| < 1} und mp = {x € F:|z| < 1}. Die Abbildung
ist dann gegeben durch x + mp = 1(x) + m; und sei bezeichnet mit ®, wobei ¢ der
eindeutige Kérperhomomorphismus aus [2.8|ist. Aus der Isometrie von ¢ erhalten wir
mp = ker(op > o 7 o p/mg), woraus sowohl die Wohldefiniertheit als auch die
Injektivitdt von @ folgen. Fiir die Surjektivitédt von ® sei € 0. Da o(F) ¢ F' dicht
liegt, existiert z € F' mit |¢(z) — Z|" < 1. Damit gilt

|z| = |e(2)]" = [e(x) — T + 2|" < max{|e(z) — 2|, |2} < 1.
Insbesondere ist damit « € op und & - ¢(z) € mz. Wir sehen
P(r+mp)=u(z)+mp=c(x)+(Z-1(x))+mp=2+mpg. O

Anstelle der Ideale mp und m; konnen wir auch die Ideale aop bzw. oz betrachten,
wobei a € 0p\{0}. Es gilt aop = {z € F : |z| < |a|} und der Beweis von op/aop
04/ao . folgt der gleichen Strategie.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des nicht-archimedischen Betrags wird geliefert
durch

Satz 2.10. Sei (F,|-|) ein vollstandiger nicht-archimedischer Korper und L eine
algebraische Kdrpererweiterung. Dann existiert ein eindeutiger nicht-archimedischer
Absolutbetrag |- |1, auf L, der auf F mit |-| dbereinstimmt. Ist L iber F' endlich vom

Grad n, so ist diese Fortsetzung gegeben durch

||z = /INLe ()]

Beweis: Fiir einen Beweis sei auf Theorem 4.8 des vierten Abschnitts aus dem

zweiten Kapitel von [Neu92| verwiesen. O



Lemma 2.11. Sei p eine Primzahl und A ein kommutativer Ring mit 14. Weiter
sei I € A ein Ideal mit p-14 € I und m,n > 1. Gilt fir a,be A die Kongruenz a =b

mod I"™, dann gilt auch a®" = b*" mod I"™*™.

Beweis: Der Beweis lduft per Induktion iiber n. Betrachten wir den Fall n =1 und
beliebiges m > 1. Sei P(X,Y) := Zf;ol XiyP1=i ¢ 7[X,Y]. Dann gilt wegen a = b

mod I'™ die Kongruenz
P(a,b) = P(a,a) = pa”! mod I™,

also P(a,b) € I, da paP™' € I und I™ c I. Wir erhalten, wegen a — b € I"™ und
P(a,b) eI, a’? -t = (a - b)P(a,b) e I™*!. Fiir den Induktionsschluss benutzen wir
den Induktionsanfang fir m’ =m+n, o’ =a?", b’ = bP". O
Satz 2.12. Sei o ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal
m. Angenommen K = o/m ist ein perfekter Korper mit positiver Charakteristik p.
Dann existiert eine eindeutige multiplikative Abbildung s: R — 0, sodass s o« =idg,
wobei a:0 - K die kanonische Abbildung ist. Es gilt s(0) =0 und s(1) = 1.

Beweis: Sei x € 8. Da R perfekt ist, konnen wir induktiv Elemente a; fiir ¢ > 1
wihlen mit a(a1)? = x und a(a;+1)P = a(a;). Weiter erhalten wir aus der Multipli-
kativitdt von « fiir i > 1 die Kongruenz af, | = a; mod m. Aus folgt af:l = al '
mod m**!. Das bedeutet, dass (a]iJ ) eine Cauchyfolge in 0 und damit konvergent
K3 .
ist, denn fiir alle n > m in N gilt v(a} —ab, ) >m. Wir setzen s(z) := lim;_0 a’ € o.
Zunéchst bemerken wir, dass s(x) unabhéngig von der Wahl der a;’s ist. Ist ndmlich
(b;); eine weitere Wahl, dann gilt a(a;)?" = = = a(b;)P" fiir i > 1. Da z — 2P auf
£ injektiv ist, folgt a(a;) = a(b;) und damit a; = b; mod m. Die Folge (afl - bfz)l

i

ist nach Lemma eine Nullfolge in o und wir erhalten lim;o a} "= lim; oo O .
Damit ist s: & - 0 wohldefiniert. AuBerdem existiert ein N € N, so dass s(z)—a? "em
gilt fiir alle 4 > N. Damit folgt auch a(s(z)) = a(ai)pi =x.

Sind nun x,y € & und (a;);, (b;); zugehorige Cauchyfolgen, so liefert (a;b;); eine
passende Cauchyfolge fiir zy € K. Daraus folgt die Multiplikativitéit von s. Fiir 0,1 € 8
wihlt man die konstanten Folgen (0)pen, (1)nen in 0 und erhilt somit s(0) = 0 und
s(1)=1.

Es bleibt zu zeigen, dass s eindeutig ist. Sei §:R — o0 eine weitere multiplikative

Abbildung mit a o § =idg. Fiir € 8 und 7 € N erhalten wir

als(2”)) =" =a(5(+")),

also
s (x/pfi) =3 (xpii) mod m.



Mit R.11] erhalten wir
s(x)=s (:L‘pii)p =3 (ajp% )p =5(z) mod m**!,
Daraus folgt s(z) — 3(z) € N; m**! = {0}, also s = 3. O

2.3 Der Projektive Limes

Im Folgenden werden wir den projektiven Limes einfithren. Dieser ist wesentlich
fiir die nachfolgenden Konstruktionen, denn es ist moglich, mit ihm einen Modul

beziiglich einer gewissen Topologie zu vervollstdndigen.

Definition 2.13.

i) Sei (I,<) eine partiell geordnete Menge. Falls zu jedem Paar i,j € [ ein k € I
existiert, sodass i < k und j < k gilt, so heifit (I,<) gerichtete Menge.

ii) Sei (I,<) eine gerichtete Menge. Unter einem projektiven System (von Mengen,
Gruppen, Moduln oder Ringen) iiber I versteht man eine Familie (M;);e; von
Mengen, Gruppen, Moduln oder Ringen M; mit Homomorphismen f;;: M; - M;
fiir 4,7 € I mit ¢ < j, die die Eigenschaften

a) fiir alle ¢ € I gilt f;; = ids,,
b) fiir alle 4,7,k € I mit i <j <k gilt fir = fij o fjx

erfiillen.

iii) Sei ((Mi)ig, (fij)iyjd) ein projektives System iiber I. Dann ist der zugehorige
i<j

projektive Limes definiert durch

lim M; := {(mi)iel € QMi | fij(mj) =m; Vi,jel:i SJ}~
iel 1€

Bemerkung 2.14.
Durch direkte Berechnung zeigt sich, dass Llnl M; ein(e) Untergruppe, -modul oder
-ring von [];.; M; ist, falls M; fiir alle ¢ € I eine Gruppe, ein Modul oder ein Ring

ist und falls alle f;; die entsprechenden Homomorphismen sind.

Lemma 2.15 (Universelle Eigenschaft des projektiven Limes).

Sei ((Mi)ier, (fij)i<j) ein projektives System tber I und sei N ein weiteres Objekt
des gleichen Typs wie die M; zusammen mit Homomorphismen g;: N — M fiir alle
Jjel mit fijog; = g; fiiri<j. Dann gibt es einen eindeutigen Homomorphismus
g N = lim_ M;, sodass fiir alle i € I die Abbildung

<«~—iel
g . pTOj;
jel JeJ



mit g; tbereinstimmdt.

Beweis: Sei dafiir n € N. Das Element (g;(n));es € [1 M; erfiillt fir i < j:
fij(gj(n)) = fij o gj(n) = gi(n)

und liegt daher in 1(£an Wir definieren nun die wohldefinierte Abbildung g :=
[Tgi: N — 1(£an c [1M;. Zusammen mit g; ist auch g ein Homomorphismus und
erfiillt die gewiinschte Eigenschaft. Fiir die Eindeutigkeit sei g: N — Llan ein wei-
terer Homomorphismus mit der Eigenschaft proj, o g = g; fiir alle ¢ € I. Wir erhalten

dann fiir ne N
g(n) = (proj;(g(n)))ier = (proj;(§(n)))ier = g(n),

also g = g. O

Wir mochten gewisse Typen von Topologien auf einem R-Modul M definieren. Es
zeigt sich, dass diese bei diskreten Bewertungsringen in bestimmten Situationen mit

der durch v definierten Topologie iibereinstimmen.

Definition 2.16. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und (M});ey eine absteigende

Folge von R-Untermoduln von M.

i) Eine Teilmenge U € M heiit offen bzgl. der Familie (M} ) jen, falls fiir alle 2 e U
ein j € N existiert mit x + M; = {z+y|ye M;} cU.

ii) Eine Folge (x;) ey in M heifit Cauchyfolge bzgl. der Familie (M;);jen, falls fiir
alle j € N ein NV € N existiert, sodass x,, — x,, € M; fiir alle natiirlichen Zahlen
m,n > N gilt.

iii) M ist wvollstindig bzgl. der Familie (M;) ey, falls jede Cauchyfolge in M kon-

vergiert.
Bemerkung 2.17.
i) Diese Definition von offenen Mengen gibt uns tatséchlich eine Topologie.

ii) Ist (R,v) ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m, so entspricht
die von der oben definierten Metrik induzierte Topologie (vgl. derjenigen,
die durch die Familie (m7);cy definiert wird.

Beweis:

i) Trivialerweise sind @ und M offen. Sei nun I eine Indexmenge und zu jedem
i € I eine offene Menge U; ¢ M gegeben. Wir wollen zeigen, dass auch die

Vereinigung dieser Mengen offen ist, also wahlen wir uns « € U U;. Nun existiert
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k e I mit x € Uy und, weil Uy, offen ist, j € N mit = + M; ¢ U, ¢ UU;. Damit
sind beliebige Vereinigungen offener Mengen offen. Ist nun I zusétzlich endlich
und z € NU;, so existieren j; € N mit x + Mj, ¢ U; fiir alle i € I. Setzen wir
J = max{j;: ¢ € I}, so erhalten wir z + M; ¢ z + M;, c U; fur alle i € I, also
x + M; ¢ NU;. Folglich sind endliche Schnitte offener Mengen offen.

ii) Sei 7 ein Uniformisierer und |-| = ™) mit e € Ry;. Dann ist m’ = 7/o = {z €
0: |z| < |7’} eine offene Kugel mit beliebig kleinem Radius, da |7/ - 0. Damit

entsprechen sich die Topologien. O

Im Folgenden betrachten wir eine wichtige Familie von projektiven Systemen. Sei
dafiir M ein R-Modul und (M), ey eine absteigende Folge von R-Untermoduln.
Dann ist (M/M;) ey ein projektives System von R-Moduln, wobei wir N mit der
Standardordnung versehen und die Ubergangsabbildungen gegeben sind durch die
kanonischen Abbildungen

m+ M jPm+ Mi
fiir 7 < 7.
Mit Hilfe der universellen Eigenschaft des projektiven Limes aus Lemma kon-
struieren wir eine R-lineare Abbildung ¢: M — &nid M/M; aus der Familie von

kanonischen Abbildungen g;: M — M /M; fiir j € N. Es zeigt sich, dass g gegeben ist
durch m — (m + M;);en.

Proposition 2.18.
Fiir diese kanonische R-lineare Abbildung g: M — l(iLnid M/M;, m — (m+ M;)ier
gilt
i) a) g ist injektiv genau dann, wenn
b) Njen M; =0 genau dann, wenn

¢) M Hausdorff (d.h. separiert) ist bzgl. der Topologie, die durch die Familie
(M;)jen gegeben wird.

ii) Weiter gilt
a) g ist surjektiv genau dann, wenn
b) M wollstindig ist (Definition ).
Beweis:

i) Fiir die erste Aquivalenz bemerken wir, dass ker g = Njen M.

Nun gelte b) und damit a). Seien x,y € M mit z # y. Damit ist g(z—y) # g(0) =0,

11



ii)

also existiert j € N mit x —y ¢ M;, sodass wir mit x + M; und y + M; zwei
disjunkte offene Umgebungen von z bzw. y gefunden haben. Ist andererseits
M + 0 Hausdorff und x € M\{0}, so existiert eine offene Umgebung U von 0,
in der z nicht enthalten ist. Da U offen ist, finden wir j € N mit M; c U, also
insbesondere x ¢ N; M; und damit (; M; = 0.

Sei zunéchst g surjektiv und (x, )ney eine Cauchyfolge in M und sei j € N. Nach
Definition existiert Nj € N, sodass x,, —zy; € M; fiir alle n > N; gilt. Damit
ist (Zm + Mj)men eine Folge in M /M, die wegen w,, + M =z, + M; fiir m > N

konstant wird.

Ist nun ¢ < j und n > max{N;, N;}, dann haben wir wegen
.’L'Nj+MZ‘=.’L'NJ,+Mj+MZ‘Za}n-i—Mj-i-Mi:xn-i-Mi:[I}Ni-i-Mi

ein wohldefiniertes Element y := (zn;, + M;); € lim M /M;. Aus der Surjektivitét
von g schliefen wir auf die Existenz von x € M mit y = g(z) = (x + Mj);, also
T-IN; € M; fiir alle j € N. Weiter gilt fiir n > N; 2 -2, = T—IN; +TN; —Tp € M,

was zeigt, dass x ein Grenzwert von (z;); ist.

Nehmen wir nun an, M sei vollstindig und (z; + Mj); € lim M /M;. Nach De-
finition des projektiven Limes erhalten wir x; — x; € M; fiir alle 7 < j, also fiir
n,m2j

Tp =T = Tp — Tj +Tj — Ty € M.

Die Folge (z;); bildet also eine Cauchyfolge in M und ist nach Annahme kon-
vergent. Sei x € M ein Grenzwert. Zu j € N wihlen wir n > j mit x -z, € M;.
Damit ist -z = -2y +x,—2; € M; fur alle j € N und damit g(z) = (z+M;); =
(zj + Mj). O
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3 Wittvektoren

Im Folgenden soll die Konstruktion des Rings der Wittvektoren eingefiithrt werden.
Dieser ist einer der zwei grundlegenden Bausteine fiir den Koérper der p-adischen
Perioden. Dabei geht es darum, fiir einen Ring A auf der Menge AN eine Ringstruk-
tur zu entwickeln. Zwischen diesem Ring, den wir mit W (A) bezeichnen werden,
und dem Ring AN mit den komponentenweisen Operationen werden wir einen Ring-
homomorphismus finden, was es uns erméglicht, die Struktur von W (A) weiter zu
untersuchen. Hauptquelle dieses Kapitels ist dabei das Buch Algébre commutati-

ve [Bou83|, auf welches wir fiir die meisten Beweise verweisen.

3.1 Die Wittpolynome

Definition 3.1.

Fiir eine natiirliche Zahl n € N heifit das Polynom
L . n—1i
d,, (X(), R Xn) = ZpZXZP € Z[X(],Xl, ce ,Xn] c Z[Xo,Xl, .. ]
i=0

das n-te Wittpolynom.

Bemerkung 3.2 (Beziehung zwischen Wittpolynomen).

Aus der Definition der Wittpolynome erhalten wir die zwei Beziehungen
(i) ®o(Xo) = Xo und ®1(Xo, X1) = X} +pX1,
(ii) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt

@1 (Xoy- oy Xna1) = @ (XGoo o, XD) + 9" X
n+1
:Xg +p‘I>n(X1,...,Xn+1).
Sei nun stets A ein kommutativer Ring mit Einselement 1 4.
Lemma 3.3. Seien m e N5, ne N und ag, ..., an,bo,...,b, € A.

i) Falls a; =b; mod p™A fiir alle 0 <i<n gilt, so gilt fir alle0<i<n

®,(ag,...,a;) = P;(by,...,b;) mod pm+iA'

ii) Falls p-14 € A kein Nullteiler ist, dann ist auch die umgekehrte Richtung in i)

wahr.

Beweis: Diese Aussage findet sich in Proposition 1 aus dem ersten Paragraphen

aus dem neunten Kapitel von [Bou83| wieder. O
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Betrachten wir nun den Ring

AV:=TT A= {(an)nen | YR eN:a, € A}

n>0
mit den komponentenweisen Operationen und die Abbildungen
fa: AN 5 AN (ag,a1,...) = (a1,a9,...) Ringhom.,
va: AN = AN (ag,aq,...) = (0,pag, pay,...) Hom. add. Gruppen,

®,: AN > A (ag,a1,...) ®,(ag,...,a,) € A Polynomabb.,
Py AN > AN, (ag,at1,...) ~» (®nao,...,an)),y Abb. von Mengen.

Lemma 3.4.
i) Falls p-14 € A kein Nullteiler ist, dann ist ® 5 injektiv.
it) Fallsp-14 € A eine Einheit ist, so ist ® 4 bijektiv.

Beweis: Dies entspricht der Proposition 2 des ersten Paragraphen aus dem neunten
Kapitel von [Bou83]. O

Proposition 3.5. Sei ¢: A - A ein Ringhomomorphismus mit ¢(a) = a? mod pA
fiir alle a € A. Dann ist A" :=® 4 (AN) c AN ein Unterring von AN mit

Z) fA (A’) S A,;
ii) va (A") c A,
iii) A’ = {(un)neN e ANt ¢(un) = uns1 mod ptAVN > 0}.

Beweis: Hierfiir sei auf Proposition 2 des ersten Paragraphen aus dem neunten

Kapitel von [Bou83| verwiesen. O

Wir betrachten nun den Ring A = Z[ Xy, X1,...,Y0,Y1,...] der unendlich vielen
Unbekannten X, Yy, X1, Y1,... iiber Z und den Ringhomomorphismus ¢ : A - A,
f(Xo, X1,...,Y0,Y1,...) » f(XE,XV,....,Y), Y], ...) zusammen mit den Elemen-
ten X := (Xo,X1,...) e AN und Y := (Y, Yy,...) e AN,

Bemerkung 3.6.

i) Die Multiplikation mit p ist injektiv auf A, also ist ®4 injektiv nach Lemma

34).

ii) Da A/pA=Fp[Xo,X1...,Y0,Y1...] und 2 » 2P auf IF,, die Identiét ist, erhalten
wir die Kongruenz ¢(f) = f? mod pA fiir alle f € A.
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3.2 Die Ringstruktur des Rings der Wittvektoren
Proposition 3.7.

i) Es existieren eindeutige Elemente S = (Sp)nen, P = (Pp)nens I = (In)nen, F =
(Fp)nen in AN, sodass in AN Folgendes gilt:

a) Pa(5) = Pa(X)+2a(Y),
b) Pa(P)=Pa(X) Pa(Y),
c) Pa(l) =-2a(X),

d) PA(F) = fa(@a(X)).

ii) Fir alle natirlichen Zahlen n € N gilt Sy, P, € Z[Xo,... X, Y0,... Y], I, €
Z[Xo, C ,Xn] und Fn € Z[XD, - ,Xn+1].

iii) Fir alle natirlichen Zahlen n € N gilt die Kongruenz Fy, = X} mod pA.

Beweis: Fiir den ersten Teil bemerken wir, dass die Eindeutigkeit der Polynome
aus der Injektivitat von ®,4 folgt. Die Existenz folgt aus Proposition Fiir den
restlichen Beweis sei auf den dritten Abschnitt des ersten Paragraphen aus Kapitel

IX von [Bou83| verwiesen. O
Bemerkung 3.8. Es ist
i) So(Xo,Yo) = Xo + Yo,
ii) Py(Xo,Yo) = XoYo und Py (Xo, X1,Y0,Y1) = X{V1 + X0 YY) + pXa Y,
iii) Io(Xo) = =Xo und I1(Xo, X1) = 5 (=(X§ +pX1) = (-1)7X).
Beweis: Es ist

Do (Xo + Y0) = Xo + Yo = (0. Folgenglied von ®4(X) + P4(Y)) = &(5) = So,
-0 (Xop) = -Xo = (0. Folgenglied von ®y(I)) = Iy
und
Do (XoY0) = XoYo = (0. Folgenglied von ®4(X)®4(Y)) = ®o(P) = F.

Damit erhalten wir bereits die Polynome Sy, Py und Ij.
Weiter ist ®1(X)®1(Y) = (X§ +pX1) (Y] +pY1) = Xglf()p+p(X1}/()p+Xg}/1)+p2X1Y1,
also mit Bemerkung

pP1 =®1(Py, P1) - Py =®1(X)®1(Y)-PY
=p(XEV1 + X1 YY) + p* Xa V5.
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Nun ist p kein Nullteiler in A, sodass wir P; = XY, + XY} +pX,Y] erhalten. Wegen
®(Xo,X1) = X! +pX; ist mit gleichem Argument wie zuvor

pl = (X +pX1) - (-Xo)P.
Fiir p = 2 ergibt sich pI; = —pX] + pX; und fiir p > 3 erhalten wir pI; = -pX;. Das
Polynom I = 1—1) (—(X¥ +pX1) - (-1)PX7) besitzt also Koeffizienten in Z. O
Sei nun B ein kommutativer Ring mit 1 = 1. Sei weiter W (B) = BY als Menge mit
den bindren Verkniipfungen @ und ®, gegeben durch

(an)neN 52 (bn)neN = (Sn(a07 Qt, ... ,bo, bla cee ))nEN

und (an)nsN © (bn)neN = (Pn(QOa agy... 7b07 bla ce. ))neN~

Setzen wir Oy (g) = (05,0p,...) und ly(p) = (15,0B,05,...), so kénnen wir den

ersten wichtigen Satz des Kapitels formulieren:
Satz 3.9 (Witt).

i) (W(B),®,0) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement Oy gy und Einsele-
ment 1y (py. Das additive Inverse von (byn)n ist (In(bo, .-, bn))n-

i) Die Abbildung ®g: W(B) - BY, (by)n ~ (®n(bo, . ..,bp))n ist ein Ringhomo-
morphismus.
Insbesondere ist @, : W(B) —» B, (by)n = ®m(bo,...,bm) ein Ringhomomor-

phismus fiir alle m > 0.

ii1) Falls p : By - Bg ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1 ist,
dann ist W(p) = p" = ((bn)n > (p(bn))n) : W(By) - W(B3) ein Ringhomo-

morphismus.
Beweis: Wir verweisen hier auf Théoréeme 1 des ersten Paragraphen aus dem Ka-
pitel IX von [Bou83]. O
3.3 Die Frobenius- und Verschiebungsabbildung
Definition 3.10.
i) (W(B),®,0) wird Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in B genannt,

ii) fir b= (bo,b1,...) € W(B) heiit ®,,(bo,...,b,) € B die n-te Geisterkomponente

von b,
iii) F:W(B) > W(B), (bn)n+— (Fn(bo,b1,...))n heillit Frobeniusabbildung,
) g

iv) V:W(B) - W(B),(by,b1...) (0,bg,b1,...) heiit Verschiebungsabbildung.
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Bemerkung 3.11. Nach Konstruktion von (F},),, und Bemerkungkommutieren

die Diagramme:

W (B) -2 BN W (B) 22 BN
J{F J,fB j{V lUB
W (B) 22 BN W(B) 22 BN,

Proposition 3.12.
i) F ist ein Ringendomorphismus von W (B),
i1) V ist ein Homomorphismus additiver Gruppen beziiglich &,

iii) fir alle be W(B) gilt (FoV)(b)=p-b:=b&...ab,
| —

p-mal

i) fir alle a,be W(B) gilt V(a® F(b)) =V(a) ®b,

v) fiir alle be W(B) gilt F(b)=b:=bo...®b mod pW(B).
[ ——
p-mal

Beweis: Hierfiir sei auf Proposition 3 aus dem ersten Paragraphen von Kapitel IX

von |Bou83| verwiesen. O

Fiir m > 0 definieren wir
Vin(B) :=Im (V™) = {(b)n € W(B): by =...=bp-1=0}.
Es gilt
W(B)=Vy(B)2Vi(B)2...
und
ﬂo Vin(B) = {Ow )} -
m2!

Auflerdem handelt es sich wegen [3.12}ii]) und [iv)) bei V,,,(B) um ein Ideal von W (B).

Definition 3.13.
Wi (B) := W (B)/Vi(B) heifit Ring der Wittvektoren der Linge m.

Lemma 3.14.

i) Firm>1 und (by), € W(B) gilt
(bn)nZ(bo,...,bm_l,O,O,...)@(0,...,0,bm,bm+1,...),

ii) die Abbildung B™ — W (B), (bo,-...bm-1) = (Bos-.,bm-1,0,0,...) & Vin(B)

ist fiir m > 1 eine Bijektion von Mengen.
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Beweis: Fiir die erste Aussage verweisen wir auf Lemma 4 des ersten Paragraphen
von Kapitel IX von |[Bou83|. Die Surjektivitét der Abbildung in ii) folgt aus i). Fiir

die Injektivitét seien b;, ¢; € B fiir 0 < ¢ < m mit
(bo, eoybo1,0,0,.. ) @ Vm(B) = (Co, ey Cm-1,0,0,.. ) @ Vm(B)
Wir finden also (0,...,0,bm,bm1,...) € Vin(B) mit

(co,...7cm_170,0,...) =(bo,...,bm_l,o,o,...)@(O,...,O,bm,bm+1...)

Z:) (b07- .. 7bm—1ybm7bm+1 .. ')7
also ¢; = b; fir alle 0 <7 <m. ]

Bemerkung 3.15. Nach [3.9ii) und [3.14fi) ist ®¢ : W(B) —» B, (bn)n = bo ein

Ringhomomorphismus mit Kern V;(B). Wir erhalten einen Isomorphismus

Wi(B) = W(B)/Vi(B) = B.

Lemma 3.16. Die Abbildung 7: B — W (B), b~ (b,0,0,...) ist multiplikativ.

Beweis: Dies findet sich in Gleichung 38 aus Paragraph 1 des Kapitels IX von
[Bou83| wieder. O

Bemerkung 3.17. 7 ist ein mengentheoretischer Schnitt des Ringhomomorphismus
W(B) - B, b= (by)y ~ byg. Damit ist

b+ Vi(B) =71(by) + Vi(B).
7 wird auch Teichmiiller-Lift genannt.

Lemma 3.18. Fiir alle k > 1 gilt Vi(B)* = p*~1 - V1(B).

Beweis: Der Beweis lduft {iber Induktion nach k. Dabei ist der Induktionsanfang
fiir k£ = 1 offensichtlich. Fiir den Induktionsschritt benstigen wir auch den Fall k = 2:
Seien a,b € W(B). Nutzen wir |3.12ii)) und und die Additivitat von V' aus, so

erhalten wir
V(a)oV(b)=V(ae@ F(V(b)))=V(a®pb) =pV(a®b)
und damit V3 (B)? = pV4(B) = pIm(V). Gilt nun fiir ein & > 2 die Behauptung, so

ist
Vi(B)" = Vi(B)*VA(B) = p* ' Vi(B)VA(B) = p"Vi(B). O
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3.4 Eigenschaften des Rings der Wittvektoren

Definition 3.19. Sei B ein kommutativer Ring mit 1 und Charakteristik p. Dann

ist (b~ bP): B - B ein Ringendomorphismus, der Frobenius genannt wird.
Satz 3.20. Sei wie zuvor char(B) = p.

i) Fiir b= (by)n € W(B) gilt F(b) = (bh)n,

i) esist pb=V o F(b)=FoV(b)=(0,b5,b),...) fiir b= (bn)n € W(B),
ii1) fir alle n,m >0 und a,be W(B) gilt

V™(a) @ V"™ (b) = V™ (F"(a) @ F™(b)),

) fir alle n,m >0 gilt Vi, (B) © Vi (B) € Vipan(B),
v) fir alle k> 1 gilt pPW(B) c Vi(B)* ¢ p*'W(B),

vi) der natiirliche Ringhomomorphismus W (B) — lim W(B)/p*W (B) ist bijek-
tiv. Nach Proposition bedeutet das, dass W(B) p-adisch vollstindig und
separiert 1st.

Beweis: Die ersten drei Aussagen entsprechen den Gleichungen 51, 52 und 53 (ers-
ter Paragraph, Kapitel IX von [Bou83|). Die vierte Aussage folgt direkt aus der

dritten. Nun gilt fiir k£ > 1 unter Verwendung der zweiten Aussage

P*W(B) = (pW(B))* = (Vo F)(W(B)))*
c (Vi(B))" =p"'Vi(B)
c p*'W(B).

Fiir die letzte Behauptung verweisen wir auf Proposition 6 aus Kapitel IX von
[Bou83|. O

Proposition 3.21. Sei char(B) = p und B perfekt, d.h. (x = aP):B — B ist
bijektiv.

i) Fir b= (bp)neny € W(B) und m >1 gilt
m-1 —
be Vin(B) = 3 pir () ® Vin(B),

1=0

i) fiir alle k>0 gilt Vi,(B) = p*W(B) = Vi(B)*.
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Beweis: Die Gleichheit in i) kann mit [3.14f)) und [3.20k1) direkt nachgerechnet wer-
den. Fiir ii) bemerken wir, dass F' wegen der Perfektheit von B und ein
Ringautomorphismus von W (B) ist. Damit erhalten wir erneut mit

PW(B) = (Vo F)X(W(B)) = VI (F*W(B)) = VH(W(B)) = Im(V¥)
= Vi(B).
Dadurch folgt auch Vi(B)* = (pW (B))* = p*W (B). O
Satz 3.22. Sei B ein Kiorper der Charakteristik p. Dann gilt:
i) W(B) ist ein Integrititsbereich mit eindeutigem mazximalem Ideal V1 (B) = Im(V),
ii) W(B) ist Vi(B)-adisch separiert und vollstindig,

iit) Falls B zusdtzlich perfekt ist, so ist W(B) ein vollstindiger, diskreter Bewer-
tungsring mit Uniformisierer p und Restklassenkirper B. Fiir b = (by), € W(B)

gilt b= Y5207 ().
Beweis:

ii) Wegen p*W (B) c Vi(B)* ¢ p*"'W(B) (vgl. ) entsprechen sich die Topo-
logien, die durch die absteigenden Folgen (p*W (B)); und (V3 (B)¥), definiert
werden. Nun ist W (B) p-adisch separiert und vollstdndig nach , also
auch bzgl. der Topologie durch (V;(B)*);.

i) Wir haben in Bemerkung [3.15| gesehen, dass W (B)/V;(B) = B. Daraus folgt
bereits, dass Vi (B) ein maximales Ideal ist. Um zu zeigen, dass W (B) nulltei-
lerfrei ist, seien a = (0...,0,apn,@ns1,---),0 = (0,...,0,b1m,bm+1,...) € W(B)
mit ap, # 0 # by,. Es zeigt sich, dass dann a © b # Oy () gilt, denn

a®b = Vn(an7an+17"')QVm(bm7bm+1””)

Vn+m(Fm(an7”')@Fn(bm,...))
Vn+m((agm,...)®(b€:w--))
W )

'

(0...,0,a® R

n

.

_ Vn+m(ap bg@

n

H

Ow (B)-

Es bleibt zu zeigen, dass V;(B) das einzige maximale Ideal von W (B) ist.
Das folgern wir daraus, dass jedes b = (by,), € W(B)\V1(B) eine Einheit ist.
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Sei also b = (by)n, € W(B)\V1(B). Damit ist by € B\{0} = B*. Setzen wir
a=T1(bg') = (b5',0,0,...), so erhalten wir mit Lemma (3. 14f)

aob= (17017627"-):1W(B)®(0,Cl,62,...)

mit geeignetem ¢ := (0,c1,¢c2,...) € Vi(B). Damit ist (Xg(-1)%"), eine
Cauchyfolge bzgl. der Topologie, die durch (Vi (B)*);, definiert wird, also nach
konvergent in W (B). Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir, dass
der Grenzwert das multiplikative Inverse von 1 & ¢ = ¢ ® b ist. Damit ist auch
b invertierbar in W (B).

iii) Da p-ly(p) (0,1,0,0,...) #0, ist V1(B) = pW (B) von Null verschieden.
Nun ist nach den ersten beiden Teilen W (B) ein lokaler Integritéitsring, der
p-adisch separiert und vollstéindig ist. Damit kénnen wir jedes Element von
W (B) darstellen als Produkt einer Einheit und einer eindeutigen Potenz von p.
Fiir ein von 0 verschiedenes Ideal I ¢ W(B) bezeichne d := min{n ¢ N: p" e I'}.
Es gilt dann I = p?W(B), insbesondere ist W (B) ein Hauptidealring und

damit ein vollstandiger diskreter Bewertungsring. O

Bemerkung 3.23. Aus dem Beweis geht Folgendes hervor: Ist B lediglich ein null-
teilerfreier Ring mit Charakteristik p, so ist W (B) noch immer ein Integritétsbereich
mit Primideal Vi(B) =Im(V'). AuBlerdem gilt [3.22i)) noch immer.

Lemma 3.24. Sei B ein Korper mit Charakteristik p. Dann hat der Kdérper
Quot(W(B)) die Charakteristik 0.

Beweis: Sei [ eine Primzahl mit [ - 1yy(py = 0 in W(B). Dann ist [ = 0 in B =
W(B)/Vi(B), also | = p = char(B). Dies steht im Widerspruch zu p- 1y gy iR
(0,1,0,...) % 0. O

Satz 3.25 (Eindeutigkeit der Wittvektoren). Angenommen, (R, m) ist ein vollstindi-
ger diskreter Bewertungsring, dessen Restklassenkorper R/m =: & perfekt ist mit
Charakteristik p.

i) Es gibt einen eindeutigen Ringhomomorphismusy: W(R) — R, sodass y(x) = x
mod m in K fir alle x = (z;)eny € W(R).

it) Der Homomorphismus 7y ist stetig und erfillt
Y((@a)n) = 0" (),
n=0

wobei s: R - R der multiplikative Schnitt der Restklassenabbildung a: R - R
aus (212 ist.
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iit) Falls p-1g #0, dann ist v injektiv.

Beweis: Fiir die erste Aussage und die Stetigkeit verweisen wir auf Théoreme 2 des
zweiten Abschnitts aus Kapitel IX von [Bou83|. Die Darstellung von + finden wir
in Gleichung (4) an gleicher Stelle wieder. Fiir die dritte Aussage wihlen wir einen
Uniformisierer w € R. Da 0 # p e m = 7R, finden wir eine natiirliche Zahl e € N mit
v(p) = e, wobei v die diskrete Bewertung von R sei (vgl. Lemma [2.3). Fiir m € eN

setzen wir mp, :=pe . Sei nun (z,,)n € ker(7), also
0=7(zn)n) = Z pns(xg‘”) = Z Wnes(xgn)-
n=0 n=0

Aus der Eindeutigkeit von [2.6|erhalten wir s(zZ, ) =0 fiir n € N und folglich ,, = 0.
Damit ist ~ injektiv. O
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4 Der Tilt

In diesem Kapitel wird das zweite wesentliche Verfahren fiir die Konstruktion des
Korpers der p-adischen Perioden eingefiihrt. Hierbei stiitzen wir uns auf die Vor-
lesung zu p-adischen Galoisdarstellungen aus dem Sommersemester 2015 bei Herrn
Prof. Dr. J. Kohlhaase.

Definition 4.1. Ein Kérper K mit einem nicht-archimedischen Absolutbetrag |-
|: K - Ryg heifit perfektoid, falls

i) K vollsténdig beziiglich |- | ist,
i) [K*| € Ryo dicht ist,

iii) die Abbildung (x +~ zP):0x/pox — 0k [pox surjektiv ist, wobei p := char(Rg) >
0 und K den Restklassenkorper von K bezeichnet.

Als Beispiel zeigen wir dies fiir die Klasse von Kérpern, die im nachfolgenden Kapitel
fiir uns von Bedeutung sein werden. Sei p eine Primzahl, (K,|-|) ein vollstindiger,
diskret bewerteter Koérper mit perfektem Restklassenkorper £, sodass char(K) =0
und char(Rf) = p, zum Beispiel Q,,. Wir setzen C := K und wissen aus 2.8 und
dass sich der Absolutbetrag von K auf Cg fortsetzen ldsst.

Lemma 4.2. (Ckg,|-|) ist perfektoid.
Beweis:
i) Cg := K ist nach Konstruktion vollsténdig beztiglich |- |.

ii) Zu zeigen: |Cj| € Ry ist dicht. Da der Absolutbetrag auf K als nicht-trivial
vorausgesetzt wird, existiert 2 € K* mit ¢ := |z| # 1. Es folgt ¢% ¢ |K*|. Wegen
K* ¢ Cj folgt ¢% ¢ |Cy| € Ryg. Da alle Wurzeln von x als Nullstellen der
Polynome t" -z € K[t] in K ¢ Cg liegen (fiir alle n € N), erhalten wir

1
g% < |Ckl

und damit insgesamt
¢% c[Ckl-

Nun ist die Abbildung log,: R.p - R ein Homeomorphismus und Q liegt dicht
in R, sodass auch |Cj| € R, dicht ist.

ht =

— di
iii) Wir wissen aus Satz dass K € K = Ck, woraus wir mit Bemerkung
die Isomorphie oc, /poc, = 0 /pog folgern konnen. Nun ist die Abbildung

(z » 2P): 0 — 0 surjektiv, denn fiir ein festes y € 0; zerfillt das Polynom
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tP —y € 0z[t] ¢ K[t] in Linearfaktoren in K[t]. Fiir € K mit 2P = y gilt
|z|P = |2P| = |y| < 1 und damit auch |z| < 1. Wir erhalten = € 05 und damit
die behauptete Surjektivitdt. Dies impliziert sofort, dass auch die Abbildung
modulo p surjektiv ist und zusammen mit dem obigen Isomorphismus folgt die

Surjektivitdt der Abbildung = — zP: oc, /poc, — 0c, /Pocy- O

Definition 4.3. Sei K ein perfektoider Korper. Wir setzen

0= lim o /pox = {(an)neN e [Tox/pox | ap,y =an Ve N}-

r—>xP n=0

Bemerkung 4.4. Da p in £ Null ist, liegt p im maximalen Ideal von o, ist also
keine Einheit. Daher ist der Quotient 0x /pox von Null verschieden und wir erhalten
char(og /pog) = p. Die Abbildung (z — aP) ist folglich ein Ringendomorphismus
von 0k /pox, woraus resultiert, dass oy ein Unterring der Charakteristik p von

[T,eny 0 /Pox beziiglich der komponentenweisen Operationen ist.
Proposition 4.5.

i) Seia = (ap)p € 0 Mit ap = oy + pog fiir oy, € 0. Dann existiert der Limes

al == lim aﬁn o und ist unabhdngig von der Wahl der Reprisentanten ou,,

n—>0o0

i) die Abbildung §: o > 0, a v al, ist multiplikativ und erfillt a% + por = ay,

ii1) der Ring oy ist ein perfekter Ring mit Charakteristik p, d.h. (a — aP):0py —
0 15t bijektiv,

i) wir definieren das multiplikative Monoid

1(i£1 O) = {(ozn)n € H o |ab, =a, Vne N}.
TP neN
Dann ist die Abbildung liLanxp 0K = 0, (Qn)n = (Qy + DOK )nen €ine wohlde-

finierte, multiplikative Bijektion mit der Inversen
0 aaz(an)n9<(a1/pn)ﬁ) .
neN

Beweis:

. . .. _ . . p _
i) Sei zunéchst (a, + pog ), € 0xs. Wegen oy = lim ox/pog ist b, = o

(o

mod pog und mit erhalten wir af:: = ol mod p"*log, also eine Cauchy-
folge (aﬁn )n im vollstéindigen Ring ox. Der Limes al := lim,_ o ol existiert
also. Sei nun (8, + pox )n = (ap + POK )n € 05, also By, = a;, mod pog. Erneut
erhalten wir mit ol = 82" mod p"log, also ist (aﬁn —ﬁﬁn)n eine Nullfolge

T '
in o und es ist limy, o o =1lim, 0 35 .
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ii) Seien a = (an)n = (an + PoK)n,b = (bp)n = (Bn + POK )n € 0gs. Dann ist ab =

(anbp)n = (apfpn + pog) und wir sehen
(ab)! = Jiog Ccon)”™ =l 557 = fgm - i, 5 = )

Die Abbildung m:ox — ox/pok ist stetig, da Urbilder einelementiger Teilmen-
gen von 0 /pox von der Form x +pog in 0x und damit offen sind. Daraus folgt

. us . U .
al + pog =7m(al) =limy, oo m(ap)? =lim, o ah =lim, e ag = ag.

: Def. ..

iii) Sei a = (an)neN € 0fs </ im ok /por und 0 =a? = (ab,al,db,...)
= (af,ag; aq, ... ), also a = 0, was bereits die Injektivitidt der Abbildung (a ~
aP): 050 = 05 zeigt. Fiir die Surjektivitit sei a = (an )nen € 0 gegeben. Dann
ist b=(a1,a2,...) €0y und es gilt O = (af,db,...) = (ag,a1,...) = a.

iv) Fiir a = (an)nen € 0 gilt wegen der Multiplikativitét von f fiir alle n e N

((al/pn+1)ﬂ)l7 _ (ap/pnu)li _ ((Il/pn)ﬂ7

demnach ist die zweite Abbildung wohldefiniert und rechtsinvers zur ersten nach

ii), denn

a = (an)nen = ((al/pn)u)neN ” ((al/pn)ti +p0K)neN

i) ((al/p”)o)nEN = (an)pens

wobei mit (al/p")o der nullte Eintrag des Elementes a'’P" € op [Tox/pox

gemeint ist.

Es bleibt zu zeigen, dass die erste Abbildung injektiv ist.

Seien also (m )meNs (Bm)men € Liilexp ox mit oy, = B, mod pog. Nach
gilt fiir m,n € N wegen aynin = Bmsn mod pog

_ . pt _opp™ n+l
Qm = Oy = 6m+n = Bm mod p 0K-

Nun ist ox p-adisch separiert, das bedeutet N,,>1 p"0x =0, also ay, = Bm.

Die Multiplikativitdt der Abbildung zeigt sich durch
(anﬁn)n = (anﬁn +p0K)n = (an + pUK)n(IBn +p0K)n- O]

Proposition 4.6.
i) |- |v: 0 = Rso, a v |al| ist ein nicht-archimedischer Absolutbetrag,

i) es gilt |0y = |0x| aufgefasst als Teilmengen von Ry,
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iii) fir a,be oy gilt |al, < |b|, genau dann, wenn aogy C bogy,

) falls p* € oy die Gleichung |p°|y = |p| erfiillt, so ist die Abbildung ox» — 0x [pox,

(an)n = ao, ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern p’o . Wir erhalten

den Isomorphismus o [p* 0y = 05 [pog.

Beweis:

i)

ii)

Nach [4.5i) ist § multiplikativ. Mit |-| ist daher auch |- |, multiplikativ. Weiter
gilt wegen Of = 0 in ox auch |0], = 0. Andererseits folgt aus 0 = |a|, = |a!| fiir
ein Element a € 0y, die Gleichung a! = 0 und aus der Multiplikativitit von i

erhalten wir fiir alle n e N
((a'P"YP" =gt = 0.

Nun ist ox ein Integritiitsbereich, sodass (a'/7")f = 0 und damit nach [4.5v)
a =0 folgt.

Fiir die Dreiecksungleichung seien a = (ay)n = (apn + pog)n, b = (bp)n = (Bn +
POK )n € 0fs. Dann gilt

la+by, = |[(a+b)| = | lim (cn + Bn)? | = lim |, + Buf’”
n—00 n—>oo

< lim max{|ozn|pn, |ﬂn|pn} =max {|aly, by} -
n—oo

Per Definition gilt |0 |y € [0k |. Sei andererseits a € 0 \{0}. Da |K*| € R, dicht
ist (K perfektoid), existiert m € o mit |p| < |r| < 1. Dabei liegt p in mg, da
der Restklassenkorper die Charakteristik p besitzt. Wihle nun m > 0, sodass
|7 < |a| < |7 gilt. Daraus folgen die Ungleichungen |p| < || < |[77™a| <
1, also 7™« € ox. Da K perfektoid ist, existieren modulo pog jeweils p-te
Wurzeln v bzw. § von m bzw. 77"« in ox. Es sei bemerkt, dass wegen voriger
Ungleichungen v und § ungleich Null sein miissen. Weiter ist |y?| > |p|, denn
sonst wire mit v” auch m = 7w — P + 4P € pox im Widerspruch zu |r| > |p|. Wir
erhalten mit Hilfe der starken Dreiecksungleichung und |v?| > |p| > |1 — ~?| die

Gleichung
| = | =3P + 47| = max{|w = 7", |} = [27] = ]I

Mit der gleichen Argumentation fiir § und 7=« folgt
|T "l = |7 "o - 0P + 6P| = |9P.

Wir bekommen iiber diese Konstruktion also ein Element 31 := v§ € 0x\{0}
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iii)

mit der Eigenschaft, dass

lof =[x 7" a] = |x™ |7 af = [y = A1

Induktiv erhalten wir fiir jedes n > 1 Elemente 8, € 0x\{0} mit |a| = |8,"".
Nun konvergiert die Folge |8,| = |o|'/?" gegen Eins, sodass fiir geniigend grofie

natiirliche Zahlen n zusitzlich |p| < |5,| gilt.

Fiir ein solches n setze by = B, + pox € ox/pox und erginze mit Hilfe der
Surjektivitdt der Abbildung (z — 2P): ox/pox — ok /pox zum Element b =

(bn)nen € 0g. Nach Proposition [4.5i) ist bt — 3,, € pog, woraus |bf = 8,| < [p]
folgt. Mit Hilfe der Eigenschaft |p| < |3,| und der starken Dreiecksungleichung

sehen wir

[bly = [6*] = [0} = B + B = [Bal-
Damit erhalten wir |a| = |8,[F" = B[ = [B*"|, € |oge]s-

Seien zunéchst a = (an)n,b = (bn)n € 0g mit a0y € bogs. Es existiert also ein

2 € 0g mit a =bz. Wegen |0y = [ox| € [0,1] gilt

laly = [bzy = [bls|2], < [B]s.

Falls nun umgekehrt |al, < |b], gilt, dann setzen wir o, = (a'/?")! € of und
B = (b1P" ) € 0 fiir n e N. So ergibt sich die Gleichung

|| = |at| = [al, < [B]s = Y] = |Bo]

und daraus mit Hilfe von Proposition [4.51v) (Wohldefiniertheit der inversen
Abbildung) fiir alle n € N

lovn| = Jao| 2" < |Bo| M7 = |Bal.

Falls 8, = 0, so sehen wir auch 5y = 0 und damit auch a =0 =0 in 0xs. In diesem
Fall ist die Aussage trivial. Sei also 3, # 0 fiir jedes n € N. Wir kénnen aus obiger
Ungleichungskette auf die Existenz von 7, € 0 mit a,, = v, 5, schliefen. Erneut

erhalten wir aus der Wohldefiniertheit der Elemente (v, )n, (8n)n € lim 0K

<—x—>xP
(vgl. Proposition [4.5|[iv))
’Y"/Bn =Qp = O‘ZH = 77€+1ﬁ£+1 = ’75+1ﬁ”

und, da ok ein Integrititsbereich ist, daher ~, = ¥, ;. Wir bekommen ein

wohldefiniertes Element ¢ := (7, + pox )nen € 0x+. Nach Proposition 4.51v)) gilt
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a = (n +pog )neny und b = (B, + POk )nen- Es folgt a = be in 0 und damit die

Behauptung aogs € bogs.

iv) Wie zuvor lésst sich jedes ag € 0x /pox zu einer Familie (ay,), € 0 ergénzen.
Daraus folgt bereits die Surjektivitit der Abbildung ® := ((an)n = ag): 0> —
05 [pok. Zuletzt berechnen wir den Kern dieser Abbildung:

ker(®) ={acoxs: ap =0} {acog: al epog}
= {acog:fay =la*| <[p| = b’}

11;) pbOKb. UJ

Korollar 4.7. oy ist ein Integrititsbereich. |-|,: 0gv = Ryso setzt sich fort zu einem
nicht-archimedischen Absolutbetrag |-|y: K° - Rsg mit K° = Quot(ox:). Auferdem
gilt |K*), = |K| und o = {x € K': |2|, <1}, wobei K = Quot(og).

Beweis: Sei ab =0 in 0y. Dann gilt |aly|b], = |abl, = 0], = 0 in Ryo und daher |a|, =0
oder |b|, = 0. Nach Proposition ist |- |, ein Absolutbetrag, woraus a = 0 oder
b=01in op» folgt.

Die Abbildung |- |;: 0xs — Ry ist multiplikativ und ungleich 0 fiir Elemente aus
0x+\{0}. Eine Fortsetzung auf dem Quotientenkorper K’ ist daher gegeben durch

x

Y

:@ flir z,y € og» und y # 0.
p oyl

Wir erhalten mit Hilfe von Proposition
K1 = Jogo blo g {0}, = lox[lor \{0}™! = |KI.

Falls nun z = £ € K* mit || <1, y,2 € ogs und z # 0, so ist [y, <[z, und damit nach

Proposition Y € 20 . Insgesamt also z = ¥ € 0. Aus Proposition [4.5i)) folgt
logs]y = lox| €[0,1] und damit die umgekehrte Inklusion. O

Bemerkung 4.8. Falls p die Charakteristik von K ist, so ist 0x/pox = 0 und o
ist perfekt nach Definition . Die Abbildung ((an)nen = ag): 0xs = 11110;( - 0K
ist jetzt ein Isomorphismus von Ringen, der uns einen isometrischen Isomorphismus
(K*,|-|y) = (K,|-]) liefert. Das Tiltingverfahren ist in diesem Fall also trivial.

Proposition 4.9. K" ist ein perfekter Korper der Charakteristik p, der vollstindig
ist beziiglich | - |,.

Beweis: Nach [4.5ii) ist 0+ ein perfekter Ring der Charakteristik p. Daraus folgt
bereits die erste Behauptung, denn K® = Quot(og:). Es bleibt zu zeigen, dass oy
vollstindig beziiglich |- |, ist, denn daraus folgt wegen Bemerkung die zweite
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Aussage. Falls nun char(K) = p, so ist einerseits nach voriger Bemerkung (K, |-|) =
(K*,|-],) und andererseits K vollstindig nach Definition Das impliziert die
Vollsténdigkeit von K’ beziiglich |- |,.

Nehmen wir also an, dass die Charakteristik von K nicht p ist. Da p = 0 im
Restklassenkorper von ox ist, kommt jetzt nur noch 0 als Charakteristik fiir K
infrage. Sei (a(m))m = ((a;m))neN)meN eine Cauchyfolge in oxs. Da p # 0 in K
gilt, ist |p| # 0 und damit existiert fiir jedes beliebige n € N ein N > 0, sodass
al™ —a(™) e {beog: |l < [pPP"} fiir alle m,m’ > N gilt.

Sei b = (bg)x € {l;e 05c: [B]y < PP} € o+ Dann gilt |(b1/pn)ﬁ| = [pYP"), < |p|, also
(bl/pn)n € porg und daher mit 4.5*\/ b, = (bl/pn)n + porg = 0. Da wir mit einem

beliebigen n € N gestartet sind, miissen alle Komponentenfolgen (aﬁl’")) N stationér
me

werden in o0x /pog. Wir setzen
Gy = lim aflm) €0 /poK.
m—0o0

Es bleibt zu zeigen, dass diese Elemente uns einen wohldefinierten Grenzwert fiir
die Cauchyfolge liefern. Sei also n € N und danach m,, so grof3 gewéhlt, dass sowohl
ap = aﬁm") als auch a,41 = a(m") gilt. Da die Folge (a(m))m in ogs verlauft, gilt

0= () = ol .

a, 4 il = ap, und daher ist a := (ap)pen € 0x+ ein wohldefiniertes

Element.

Schlussendlich sei n € N gegeben. Wie zuvor gesehen existiert ein N > 0, sodass

n\
a\™ = q,, fiir alle m > N gilt. Nach [4.50v]) folgt 0 = a™ ~ay = ((a(m) - a)l/p ) ThoK

n T N
und damit | (a(™ —a)l/p b = |((a(m) —a)l/p ) | < |p|l- Da |-|, als Absolutbetrag
multiplikativ ist, folgt

o0

ja™ —aly < [pl”" — 0,
n—
also a = limyy, e a(™ beziiglich |- |, in 0. O

Definition 4.10. Ist (X, |-|) ein perfektoider Kérper, so heit (K&°,|-],) Tilt von
(K] -D)-
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5 Der Korper der p-adischen Perioden

Wir haben nun die wesentlichen Bausteine zur Konstruktion des Korpers der p-
adischen Perioden eingefiihrt, fiir die wir uns an Olivier Brinons und Brian Conrads
Notes on p-adic Hodge theory [uBC] orientieren. Sei in diesem Abschnitt p eine
Primzahl, (K, |-|) ein vollstdndiger, diskret bewerteter Kérper mit perfektem Rest-
klassenkorper R, sodass char(K) = 0 und char(8) = p gilt. Der Kérper Cg := K ist
nach Lemma perfektoid, sodass wir seinen Tilt C% und dessen Bewertungsring

o = llnp oc,/Poc, = Lglp oc, (als multiplikative Monoide)
=X T

betrachten konnen.
Zunéchst konstruieren wir einen Ringhomomorphismus 6: W(UO}( ) = oc, und erhal-

ten damit O: W(OC% )[%] — Cg. Wir werden zeigen konnen, dass die Kerne dieser
Homomorphismen Hauptideale sind. Wir definieren den Ring

1 .
Bip :=lmW(oc )[=]/ker(fk)’
JeN ©p

und konnen zeigen, dass dieser ein vollstdndiger, diskreter Bewertungsring ist. Sein

Quotientenkorper heifit Korper der p-adischen Perioden Bgp.

5.1 Die Abbildung ¢

Fiir n € N betrachten wir zunéchst die Ringhomomorphismen

¢ = (x> aP):0c, [poc, = 0c, [Pocy,

ﬁn = ((-rm)meN g xn):o(c'% - UCK/Z?UCK-

Nach Definition des projektiven Limes oc = @szp oc, /poc, gilt fiir alle natiirli-

chen Zahlen n die Gleichung ¢ o 9,11 = ¥,,. Wir haben in |3.91ii)) gesehen, dass die
Konstruktion der Wittvektoren funktoriell ist, sodass wir das kommutative Dia-

gramm von Ringen von Wittvektoren

W (oc,)

lw(ﬁ”ﬂ) W)

W (ocy /pocy ) W (ocy /pocy )

W (¢)=F=Witt-Frob.

erhalten.
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Setzen wir fiir n e N

On: W (o@K) M) W (oc . [pocy) = W (0, [pocy)
Jn: Wit (oc, /poc,) —> Wiy (oc, /pocy ) definiert durch
(a0, - - an) + Va1 (0c, [pocy,) +— (ab,...,al_ ) +V, (oc, [poc,)
so erhalten wir unter Verwendung von Ringhomomorphismen, die zusétzlich

die Eigenschaft 6,, = f,, o 8,,11 erfiillen, denn das Diagramm

w (o@{) E) (a(l))l = ((aﬁ))m)l LN (afll*)l)l + Vo1 (oc, /pocy )

g 2

(), + Vatociroc)  pom ((a8)), + Valoc, /pocy)

Def. o
e

kommutiert. Nach der universellen Eigenschaft des projektiven Limes erhalten wir

den eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

a: W (%;{) - Lim W, (oc . /pocy )

n

v (0n (V) )nen-

Proposition 5.1. « ist bijektiv.

Beweis:
Injektivitdt: Sei

v= (U(k))k - ((Ugf) +p0CK)meN)keN €W (OCEK)

mit (6,(v)),,n = 0. Das bedeutet, dass fiir n € N die n-te Komponente

0=0,(v) = (U,(LO) +POC, ;- - - ,vfl”_l) +p0(cK) + Vip(oc, /pocy)

erfiillt und damit vék) +poc, =0 in oc, /poc, fiir alle 0 <k <n gilt. Sei nun k e N

beliebig. Es ist zu zeigen, dass fu,(f) +poc, = 0 fiir alle n € N gilt. Fiir n > k& haben wir

dies bereits gesehen, fiir 0 < m < k+1 gilt, da v € W(OC;(), schon v](gli)l_m +poc,, =

m

P
(v](fr)l + poCK) = 0. Wir erhalten insgesamt v = 0 und damit die Injektivitdt von a.
Surjektivitdt: Sei

((%(10) +pocy, ..., +p0CK) + Vn(OCK/pOCK))neN € lim Wi (oc /pocy )-

n
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Mit 3.14|bi sehen wir, dass (717(1’?1 +PpoC, )p = v,gk) +poc, gilt fiir 0 <k <n.

) (k) (k) p e
Fir 0 < m < k+1 setzen wir v, 7+ poc, = (V.7 +POCk , sodass wir fiir

jedes k € N ein wohldefiniertes Element (v,(f) +p0¢;K) € ocy erhalten. Nun ist
n

m

v = ((vr(bk) +pocC, )n)k € W(U(cl}() ein Urbild, was die Surjektivitdt von « zeigt. [

Bemerkung 5.2. Gk = Gal(K|K) operiert auf K, Ck, oc,, 0c, /poc, und via o’
auf ock wobei ¢’ im Nachfolgenden konstruiert wird. Durch W(U") operiert Gg

dann auf W (0@}( ) und mit einer dhnlichen Konstruktion wie bei o’ erhalten wir die

G i-Operation auf LiLnfn W (oc, [pocy )-
Beweis:

Cg: Da nach der Absolutbetrag eindeutig auf K fortgesetzt wird, gilt fiir o €
Gal(K|K) stets |-|oo = |-|. Fiir z,y € K gilt dann |o(2)-0(y)| = |o(z—y)| = |-y,
womit jedes Element von Gal(K|K) stetig ist. Da K ¢ Cx dicht ist, existiert
nun eine eindeutige Fortsetzung & von o € Gal(K|K) auf Cx = K. Durch die

FEindeutigkeit erhalten wir so die Operation auf Cg.

oc,: Esgilt |-|oo =|-| auf Cx und daher o(oc, ) € oc, fiir alle 0 € Gx und damit
sogar o(oc, ) = oc,. Die Operation auf oc, ist also die Einschréinkung der

Operation auf Cg.

ocy /poc,: Hierfiir bemerken wir o(poc, ) = po(oc, ) = poc, . Die Abbildung

¢ =0 mod poc, = (z +poc, = (&) +Poc, ): 0, [Pocy = 0C, /POCy
ist wohldefiniert und liefert uns die gewiinschte Operation.

ocs Die Abbildungen & und (z ~ zP): oc, /poc, — oc,/poc, kommutieren. Da-
her existiert nach der universellen Eigenschaft des projektiven Limes o ocy —

ocs denn wir haben das kommutative Diagramm

1971,+1 o
0cs —— 0C,[POC, — 0C, /POCK

z—>zP

7
0C [POC, — 0¢, /POCy -
Dies gibt uns die Operation auf o -

LiLnf Wy (oc, /pocy, ): Seien zunéchst n € N und o € Gg. Wir kennen bereits die
Operation auf oc, /poc,, die wir nun ebenfalls mit o bezeichnen. Es gilt
W(J)(Vn(W(UCK/pocK))) C V(W (oc, [poc, )), denn o(0) = 0. Wir erhalten

32



somit eine Operation ¢ auf W, (oc,. /poc, ). Aus dem kommutativen Diagramm

l(iLnfk Wk(OCK/pU(CK) B Wn+1(0CK/p0(CK) L} Wn+1(0(CK/p0(CK)

T~ lfn

Wn(OCK/pO(CK) L} Wn(O(CK/pU(CK)

bekommen wir mit der universellen Eigenschaft des projektiven Limes die ge-

suchte Operation auf liinfn Wi (oc, [pocy ). O
Wir kénnen nun zeigen, dass die zuvor eingefiithrte Abbildung o auch G g-dquivariant

ist. Seien dazu 0 € Gk, v = ((uﬁ”)neN)leN eW (o(ch). Dann gilt

o(a(v)) = ((6a(v)),)) = o (@, ,0™D) + Vi(ocy fpocy)) )
= (o ((2)7(10)? . ,vT(l"’l))) + Vn(U(CK/pUCK))n
= ((o@), - (0] + Valoc, fpocy))
= a(o(v)).

Lemma 5.3. Fir n € N ezistiert genau eine Abbildung r: Wy, (oc, [poc,) —
oc, /P"ocy , die das Diagramm

(@m)men W(ocy) —————ock

Un
(am +p0(CK)m + Vn(OCK/pO(CK) Wn(OCK/pO(CK) E— OCK/pnOCK

kommutativ macht. ¥y, ist ein G g -dquivarianter Ringhomomorphismus mit
n-1 n—j
Y ((em +POCy Jmen + Va(oc, [pocy ) = ijcg) + "0
=0

Beweis: Die vertikale, kanonische Abbildung

W(OCK) - W(OCK/pUC}() - Wn(OCK/pOCK)

ist surjektiv, woraus die Eindeutigkeit von ), folgt.
Um die Existenz zu zeigen, verwenden wir Lemma Gilt fiir a,b € oc, die

Kongruenz a =b mod poc,., so auch

n—i n—1i i
a =V mod p™* oc,
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fiir 0 <7 < n und damit

n—1i s n—1

pla?" = pibP mod p"oc .
Wir erhalten die wohldefinierte Abbildung von Mengen

Py = 6n : Wn(O(CK/pU(CK) - 0(CK/pno(cK

n-1 .
((co+PpOcy,---,Cn-1 +p0cy ) + Vi (0c, [POC,)) — Z(:) P+ plocy.

i
Mit Hilfe der expliziten Darstellungen aller Abbildungen erkennen wir sofort, dass
das Diagramm in der Behauptung kommutiert.
Es bleibt zu zeigen, dass v, ein Gi-dquivarianter Ringhomomorphismus ist. Mit
Ausnahme von v, wissen wir bereits von den drei anderen Abbildungen im Dia-
gramm, dass sie Ringhomomorphismen sind (siehe Satz [3.9i])). Nun ist W (oc, ) -
Wi (oc, [poc, ) zusitzlich surjektiv, woraus insgesamt folgt, dass 1, ein Ringhomo-
morphismus ist.

Fiir die Gg-Invarianz wahlen wir uns ein beliebiges ¢ € Gk und berechnen

Pn (0 ((Cm +pO(CK)meN +Vn (UCK/pO(CK)))
= ((7(em) + POy ) ppen + Vin (0, [P0 )

n—1

P (a(e))" +p ocy
=0

e

= (% (Cm +p0(CK)meN +Va (UCK/pO(CK))) =

+pn0(cK)

||M\

Wir kommen jetzt zur Konstruktion von H:W(o(ch ) = 0c) . Zunichst kommutiert

das Diagramm

n+1(0CK/p0CK)—>0 K/pn+1 Ck

l o l

¥n
Wn(OCK/pO(CK) —_— O(CK/pno(CKy
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denn eine direkte Berechnung ergibt

n+l-j

wn+1

-1 1
(em +POC Josmen + Vas1 (0c, [pocy ) —— X2~ plef  +p™ logy,
Ican
1 . on+l-j
fn Z?:O p7€§) +pn0(CK
I

wn — y n—j
(cin +Pocy Josmsn-1 + Va0, [pocy ) ——— X35 p ()" + plocy,

sodass folglich auch

liLnfn Wh(oc, [pocy) — OCK/pn+1OCK (@m)m ——Yn+1(ans1)
oc, /P oc Un(an)

kommutiert. Nach der universellen Eigenschaft des projektiven Limes erhalten wir

einen G i-dquivarianten Ringhomomorphismus

Wl(iLan(UCK/PUCK) - l(iLnoCK/p"ocK
In "

und setzen

e}
~ . P,
6 : W(o(clk)—>thn(o@K/p0<cK)—>hm0<cK/p"0@K 2 0C,s
S neN

wobei wir bemerken, dass zusammen mit Cg auch oc, beziiglich (p"oc )nen voll-

stéandig und wegen |p| < 1 separiert ist. Explizit gilt die Formel

()= Er ()

fiir (™) = (r,(cn) + POC . )keN € ocs fiir alle n € N. Fiir den Beweis dieser Formel sei

zunéchst r = (7, +P0c . JneN € ocs wobei wir mit Hilfe von i die Reprisentanten

p - _

el = Tn I 0C, . Insbesondere gilt also rf = ry. 7 bezeichne erneut

so wahlen, dass r
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den Teichmiiller-Lift, also 7(r) = (r,0,...) e W (0@}(). Es ergibt sich

0(r(r)) =2 (a(r(r)))
= ((0n(7(7))) en)
=9 ((6n ((r,0,...)))pen)
=9 (((rn +poc,0. .. ) + Va(oc, /POy )) pen)

n—0 n-l - n—j
:((porﬁ + > PP ])+p”0CK)
j=1 neN

- (rfl +p”o@K)neN
= (10 + P"0Ck ) peny

:Tn’

wobei wir erst im letzten Schritt den Isomorphismus Lgl oc, /P"oc, 2 oc, anwenden
und 7o = 7! verwenden.

Nutzen wir nun aus, dass 6 wegen 6(p) = p stets p-adisch stetig ist, so kénnen
. . .. 3.2211 o .
wir fiir ein beliebiges Element (T(”))neN Yoo P T (r(")p ) € W(O‘Clk) die

Behauptung

o((),)- ol ()= 2o ()

neN neN

zeigen.

Bemerkung 5.4.
i) 0 ist surjektiv.

ii) Das Diagramm

W(U(C‘k) OCk

lcan lcan

On Un
WH(O(C;() E— Wn(O(CK/po(CK) —_— O(CK/pno(CK
kommutiert.
iii) Wir kénnen W(o(c;( ) als eine W (R)-Algebra auffassen.
Beweis:
(0) .
P

i) Sei s € oc,.. Wir setzen s’ := s und konstruieren mit Hilfe der Surjektivitét
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ii)

iii)

von (x = xP):0c, [poc, — oc, [poc, das wohldefinierte Element

(s(()o) +p0<cK,s§ ), )€ ocs, -

(0)

L, 0Ck mit ay,’ =

N(a)ch Proposition 4.5th existiert eine Familie (an ) € lim

sy’ mod poc, fiir alle n € N. Induktiv konstruieren wir nun ein Urbild «

(a®), € W(UC;() von s mit a®) = (a%k) + POC, )n € ocs, - Dafiir benotigen
wir eine Hilfsfamilie (s(*));, = ((sgk) +POC, )n)k € W(OC%), sodass wir folgende
Eigenschaften haben

i) fiir alle n,k e N gilt a(k) = a,(zk),
ii) fiir alle k € N gilt s(k) = oz](ck) mod poc,,
iii) fiir alle k € N gilt s — ijo pjag.]) = pkslik)

Den Fall £ =0 haben wir bereits betrachtet. Fiir k > 1 zeigt sich

k-1

14 _ i)
-3 pal?) LD el g
7=0

(k)

woraus wir auf die Existenz von s,/ € oc, mit der Eigenschaft iii) schlieBen

konnen. Wie zuvor erhalten wir ein Element (s( )+ POC, )n € oc: welches uns

mit Proposition ID die gesuchten Elemente oz( ) e oc, fiir n € N liefert.
Da |pk\ bei k gegen unendlich gegen 0 geht und da |s,(€k)| < 1 gilt, folgern wir

. - . . i . N
5= il = £ (@WHY = 5 (a0 )= 0((a®)y).
Fine direkte Berechnung ergibt

o ) —int 0o ) ~j
W(U(Ci}()3<T(j))j>0|6—>zp]((7"(]))p ) '$>ij (,,,[()J))pJ +pn00}(
= j=0 3=0

lcan I
n—

n-1

(To)) +V, (0@ ),_>(,n7<g)) +V, (UCK/po(CK)I—> Zp]( (J))p j+pnocK,
7=0

wobei wir fiir j € N die Reprasentanten ri) e oc, nach Proposition i erneut

@GP _ &

so wéhlen, dass r"/; =7y’ fiir alle n e N gilt.

Wir erinnern daran, dass eine endliche Korpererweiterung E|F vollsténdiger,
diskret bewerteter Korper unverzweigt heifit, falls die Koérpererweiterung ihrer
Restklassenkorper separabel und vom gleichen Grad ist. Nach Korollar 7.3 aus
dem siebten Abschnitt des zweiten Kapitels von |[Neu92| liefert das Komposi-
tum zweier unverzweigter Erweiterungen von F' selbst eine unverzweigte Erwei-

terung. Damit ist die Vereinigung aller endlichen unverzweigten Erweiterungen

37



von F ein Unterkérper eines algebraischen Abschlusses F, den wir mazimale un-
verzweigte Erweiterung von F' nennen und mit F™" bezeichnen. Sein Restklas-
senkorper ist nach Satz 7.5 aus dem siebten Paragraphen des zweiten Kapitels
von [Neu92| gegeben durch den separablen Abschluss des Restklassenkorpers

von F.

Hier ist also 85 = 8 der Restklassenkorper von K™ und nach ist er auch
der Restklassenkérper von K. Wir finden mit einen injektiven Ringho-
momorphismus h: W (&) — oz € ocy, da p- Lgnr # 0. Zusammen mit 3.2
bekommen wir mit eine Einbettung des Kérpers £ in oc «/Poc, vermoge

K2 W(R)[pW (R) = oc, [poc -

Aus der Perfektheit von R erhalten wir die Einbettung

P
(=g pin
t (.7} neN
und damit die gesuchte Abbildung W (j): W (8) - W(OC% ). O

Bemerkung 5.5. 0 ist W (E) - linear.

Beweis: Die Struktur von W (0@IK ) als W (f_i)—Algebra wird durch den Homomor-
phismus W(j): W (R) - W(U(Cz( ) aus der vorigen Bemerkung geliefert. Ferner ist oc
eine W (R)-Algebra vermoge des injektiven Ringhomomorphismus h: W (R) < oc,
von oben.

Zu zeigen ist 0o W (j)(w) = h(w) fur alle w e W (f_%) Wir bemerken, dass nach Satz
| jedes Element w = (wy,) von W (&) von der Form

w= nz:%p”T (wg )

ist. Da 6, h und W (j) Ringhomomorphismen und daher p-adisch stetig sind, geniigt

der Fall w = 7(c) mit c € & (vgl. mit dem Beweis der Formel fiir #). Wir erhalten

0 (W(j)(w)) =0(i(c),0,...) = j(c).

Auflerdem gilt
3291 _
h(w) = h(r()) B s () = s(c) in o,

wobei 1R - o € oc, der multiplikative Schnitt der Restklassenabbildung aus

K’VLT —_
2.12]ist. Betrachtet man nun die Konstruktionen von s und j aus den Beweisen von
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und [4.5]), so ergibt sich
s(e) =j(e)t,
also insbesondere

0o W(j)(w) = h(w).
Das beendet den Beweis der Bemerkung. O

Betrachten wir nun den G g-dquivarianten, surjektiven Ringhomomorphismus

O = (07" = p0(): W 0y ) [ ] = occ [ ] = T

wobei wir fiir die letzte Gleichheit feststellen, dass zu einem beliebigen x € Cx eine
natiirliche Zahl n € N existiert, sodass p"x € oc,. Zunéchst zeigen wir, dass ker =
fW(oC%) fiir bestimmte £ € W(o@k) gilt, woraus aber auch ker 0y = EW (0@{) [%]
folgt.

Satz 5.6. Sei p = (pvpl/p’pl/Pgw..) € lim 0cyk = Ogs mit pg = p, wobei dieses

<—x—>xP

Element induktiv konstruiert wird und wir die Identifikation aus verwenden.
Setze
~ B2dd - BR_ -~
€ = &=7(p)-p==" 7(p) - (0,1,0,...) = 7(p) + (0,1, %,...)
B (5, -1,4,..) e W(og, ),

dann gilt:
i) Das Ideal ker 6 c W(OC;() ist ein Hauptideal mit Erzeuger &,

ii) ein Element w = (r9,71,...) € ker ist genau dann ein Erzeuger von ker 0, wenn

*

ch -

1L €0

Bemerkung 5.7. Dapin K ¢ K ¢ Cg liegt, kénnen wir in K induktiv p-te Wurzeln

ziehen. Diese liegen wegen [p| < 1 in o¢, . So wird p konstruiert.

Beweis: Nach der expliziten Beschreibung von 6 und wegen

A= lim (pl/pn)pn =limp=p

n—-oo n—oo

liegt £ im Kern von 6, denn

0(¢) =0((p)) - 0(p) =p' ~p=0.

Auflerdem gilt ker Hﬂp”W(UC;{ ) = p" ker 6, denn einerseits ist fiir p™x € ker 6 p"6(x) =
0 in oc, und aufgrund von Nullteilerfreiheit folgt #(z) = 0. Andererseits ist 6 ein

Ringhomomorphismus, sodass wir insbesondere 6(p™z) = p"0(x) erhalten.
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i) Wir reduzieren die Aussage zunéchst auf kerf c (£,p). Sei dazu x € ker@ ¢
(&,p). Dann existieren aq, 71 € W(OC;{) mit = a1 +pri. Weil € ein Element im
Kern von 6 ist, gilt pry € ker mpW(o(Cik) =pker§. Da p # 0 im nullteilerfreien
Ring oc,, gilt, erhalten wir 7 € ker 6 ¢ (&, p). Induktiv gelangen wir so fiir jede

natiirliche Zahl n € N an eine Darstellung
r=€Sap oo,
i=1
mit a;, r; € W(UC;{). Nun ist I'/V(o(ctk) nach ) p-adisch separiert und
vollstéindig, sodass z’ == ¥.52, a;p ! in W(OC;{) liegt mit x = £2’. Fiir die erste

Aussage bleibt also zu zeigen, dass ker 6 ¢ (&, p). Sei r = (1 () ) ekerf c
W(U(Cz(), dann gilt

0=0(r) = Ep"(r(o)p MW= (rO) mod poc,,.
n=0

Wir erhalten (r(9)f € poc,., woraus wir mit Hilfe der Definition des Absolut-

betrags von ocs und
PO = 1(r O < |p| = 5] = [l

also 7(0) Eﬁ%'}(» folgern.

Nach {4.51i) ist (x — 2P): 0cy = 0cy  bijektiv und nach 3.208) gilt fiir (2(™) €
W(Uc;{)

p(z®, M )= (O,x(o)p,x(l)p, c).

Damit ist

r(o)eﬁocb

1/ 1/ 5
r=1(r@) 4 prW P ATy e (v D),p) € T (r(5),p)

T (¢ p)
ii) Ein beliebiges Element w = (r(® +(1) ) ekerf = fW(oC;{) ist von der Form

€60, = (B-1x,. (05D, )
(55, 75D - 5O+ p(-1)sD 5, )
(5@, s = sOF o ),
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da char(o(c;() = p. Ein Vergleich der Elemente ergibt () = ps() - s(OF. Wegen
[rM = 750 = s, < max(jps M, sO)

und [f], = [p#| = |p| < 1 haben wir die Aquivalenz: (1) € o*

¢ genau dann, wenn
K

50 ¢ 0%
Als Nichstes zeigen wir s(©) ¢ 06}( dann und nur dann, wenn (5(0), s ) €
W(UC;{)*. Fiir die Hinrichtung betrachten wir ein Element a = (ay,),, € W(U(Cl}{)
mit a € O(E;{ und bezeichnen mit by € o, sein Inverses. Dann gilt in W(o(c'k)

mit Lemma ﬂb a-b= (CL()b(),Cl,CQ,...)m 1+(0,¢1,c2,...) fir ein Ele-

ment ¢:= (0,c1,c,. .. ) pW(Ucb ). Die Reihe ¥, on(—1)"¢™ konvergiert in

W(o(c;{ ), denn dieser Ring ist p-adisch separiert und vollstindig und es gilt

fiir N <M aus N
M

Y (1) e pNW(O(C';()-
n=N

Weiter sehen wir mit Hilfe der Teleskopsumme, dass diese Reihe ein Inverses zu

1+c¢ = a-b liefert, weshalb auch a invertierbar ist. Die Riickrichtung folgt sofort
aus Bemerkung und wegen 1W(0 ) =(1,0,0,...). Insgesamt erhalten wir

also r(1) e UU genau dann, wenn ein s € W(o@ )" existiert mit w = &s.
Dies ist aufgrund der Nullteilerfreiheit von W(Ucb ) dquivalent zu wW(oCb )=
EW (0, ) = ker. O

Korollar 5.8.
i) Fir alle j > 1 gilt W(UCEK) N (ker O )’ = (ker0)7.
ii) Auferdem gilt Njz1(ker 0)7 = N1 (kerfx)? =0
Beweis:

i) Natiirlich ist (ker@)’ c W(U(C;( ). Weiter entspricht die Einschrinkung von 6
auf W(UC'}() der Abbildung 6, also folgt bereits (ker )’ ¢ W(chK) N (ker Ok )7.
Um die andere Inklusion zu zeigen, stellen wir zunéchst fest, dass £ in W(UC;( )
nicht durch p teilbar sein kann, denn angenommen, es existiert a € W(o@}( ) mit

& = pa. Da £ ein Erzeuger des Kerns von 6 ist, erhalten wir

0=0(&) = 0(pa) = pf(a).

Nun ist W(OC%) nullteilerfrei und p # 0 in W(ocg{), sodass wir 6(a) = 0, also
aekerf=¢ W(OC% ) erhalten. Aufgrund der Nullteilerfreiheit von W(%;( ) folgt
pE W(o@}{)*, im Widerspruch zu W(o(c;{)/pW(oq() 2og #0.
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Sei also &p "z € W(ock)m(ker O )’ mit x € W(”Ck% das heift £z € p”W(o(C;().
Da £ nicht durch das Primelement p teilbar ist, folgt p ™"z € W(OC;( ) und damit
Epx e (ker ). Das zeigt i).

ii) Zunichst existiert zu jedem x € W(o@% )[%] eine natiirliche Zahl n € N, so-
dass p"x € W(OC'}()' Damit zeigen wir N;(ker )7 = (N;(ker H)j)[%]. Sei dafiir
zunichst p~"x € N;(ker )7, also = € ﬂj(W(UC;() N (ker O )7)

2 N;(ker )7 und damit p~"z € (N;(ker G)j)[%].

Fiir die andere Teilmengenbeziehung seien n > 1 und
“n N
p e e () (ker8)) | -
j p

mit z € N;(ker 0)7. Da ker 6 = {W(O@K), existiert fiir alle j > 1 ein 2 € W(OC;()
mit z = {2} Damit liegt p™"z = p™"¢’z} in (ker0k)’, also p™"z € N (ker O ).
Um ii) zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, dass N;(ker ) =0 gilt. Sei dafiir
w=(r® M  )e N;(ker0) = N; §jW(oC;{). Das bedeutet, dass w durch
beliebige Potenzen von & = 7(p) —p = (p,—1, *,...) teilbar ist. Nach Definition
der Multiplikation auf W(OC;( ) ist dann (0 teilbar durch beliebige Potenzen
von P in o@kund wegen |p|, < 1 folgt daher |r(9], = 0, also r(®) = 0.

Nach und der Perfektheit von ogs —existiert w' e W(o@k) mit w = pw'.
Wir erhalten damit w’ € (N (ker6)?) [%] = N;(ker k)’ und insbesondere w’ €
W(U(C;() N (kerfg )’ = (ker®)’ fiir j > 1. Damit ist w = pw’ € pN;(kerf)’ und
induktiv folgern wir w € N, p"W(ocg{) = 0 nach [3.20vi). O

5.2 Der Korper der p-adischen Perioden und sein diskreter Bewer-

tungsring

Wir bemerken, dass wir aus dem letzten Resultat eine Einbettung
1 + ) 1 j
W(U(Cz() 5 > BdR ::@W(O(c?{) ]—) /(kerQK)
J
erhalten. Dies wird als die (ker 0 )-adische Komplettierung von W(U(C;() [%] be-

zeichnet.

Bemerkung 5.9. Mit 6 ist auch 0 Gi-dquivariant, sodass wir eine G'g-Operation
auf W(UC;{)[%]/(ker 0r )’ fiir alle j € N und damit auch auf B}, erhalten.

Satz 5.10. B}, ist ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring mit Restklassenkiorper
Ck.

42



1

P
denn ein maximales Ideal in diesem Ring korrespondiert zu einem maximalen Ideal
in W (0@( ) [%], das (ker fx )’ und damit auch das maximale Ideal ker % enthiilt.

Beweis: Zuerst stellen wir fest, dass W(U(CZ()[ ]/(kerGK)j ein lokaler Ring ist,

Wir setzen nun 6,: By, — W(OC%) [%] /kerfx — Cp und kénnen zeigen, dass
proj Ok

ker 0}, genau aus den Nichteinheiten von Bj, besteht. Einerseits bildet nédmlich
07 als Ringhomomorphismus Einheiten auf Einheiten ab, andererseits gilt fiir eine
Nichteinheit = = (Z,,) € B}, dass mindestens eine Komponente von z keine Einheit
ist. Das liegt daran, dass auf dem projektiven Limes die Multiplikation komponen-
tenweise stattfindet und wiren alle Komponenten invertierbar, so wire die Familie
der Inversen ein wohldefiniertes Element im projektiven Limes und damit ein Inver-
ses von x. Sei also j > 1, sodass ; keine Einheit ist. Da W(Ucl}()[%]/(keraK)j ein
lokaler Ring ist, folgern wir 7; € ker 0 /(ker 0 )’. Nach der Definition des projekti-
ven Limes folgt Z1 = 0, da x1 — x; € ker 0, also gilt x € ker 6.

Wir haben bislang gezeigt, dass B, ein lokaler Ring mit Bj,/ker 0}, = Ck ist. Im
Folgenden zeigen wir, dass ker 6}, ein Hauptideal ist und dass Bjj, nullteilerfrei ist.
Seien dazu n > 1 und b = (b; + (kerfx)?); € (kerd}y), also gilt by € (kerfx) und
damit b, = b, —by +b1 € ker O Daher existieren b/, € W(Ucb )[%] mit by, = b],£. Weiter
ist W(OC% )[%] wegen Bemerkung und Korollar nullteilerfrei und wegen
&bl =) = by — by € (kerg)" = an(OC%)[%] erhalten wir ein wohldefiniertes
Element

b = (Vo + (Ker 0)" ) € Bl

mit b = £b’, wobei mit £ die konstante Familie gemeint ist. Zudem ist b’ eindeutig
bestimmt, denn angenommen, wir haben ein weiteres Element ¢’ € B}, mit b = €.
Fiir n € N gilt dann b/,¢ = ¢/,¢ mod (kerfx )™ und wir erhalten wie zuvor b], = ¢/,
mod (ker §x)"1, also b’ = ¢’. Das zeigt einerseits, dass ker 0 ein von & erzeugtes
Hauptideal ist und andererseits wegen der Eindeutigkeit von o', dass ¢ kein Nullteiler
ist. Dabei ist zu beachten, dass £ # 0 im Ring W(U(C;()[Z—lj] = Blp ist. Da & =0 in
w (UCEK) [%] / (ker )’ erhalten wir aber N;(ker6,)7 = 0.

Insgesamt existiert zu jedem Element in dem lokalen Ring Bj,\{0} eine eindeu-
tige Darstellung, die ein Produkt einer Potenz von £ und einer Einheit aus Bj,
ist. Daraus folgt unmittelbar, dass B, keine Nullteiler besitzt, denn £ ist nicht
nilpotent. Wir mochten nun zeigen, dass jedes Ideal ein Hauptideal ist. Sei also
I ¢ Bjj, ein von Null verschiedenes Ideal und a € I\{0}. Wir setzen v(a) := max{j €
N: a € (ker63;)7}. Dieses Maximum wird wegen a # 0 in N angenommen. Wegen
Bip\ker0j, = (B;R)* existiert u € (BJR)* mit a = u€¥(®. Wie zuvor zeigt sich fiir
d = min{v(a): aeI\{0}}, dass I =¢B},.

Wir mochten nun zeigen, dass By, (ker 0, )-vollstéindig ist. Sei dazu ((a_sgn) )j)n €eine

Cauchyfolge in By, = @W(UC;{)[%]/(ker 0 )’. Das bedeutet, dass es zu jedem
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k €N ein N e N gibt, sodass fiir m,n > N gilt
(jg'n) - i‘§m) )j € (ker03p)" = €" Bip.

Insbesondere finden wir fiir alle j € N wegen & = 0 ¢ W(UC%)[%]/(kerHK)j ein
N; €N, sodass fiir m,n > N; gilt

Wir kénnen damit Z; := limg, oo 575-”) € W(UC%)[%]/(ker 0 )7 setzen und es gilt 7 :=

(Z)j = ]jmn_wo(i‘j(.n) )j € Mjen W(ock)[%]/(ker 0r)?. Wir miissen nun noch z € B},
zeigen. Zu j € N finden wir aber n € N mit I; = ign)

z; = x4 mod (kerfg)’, da (f§"))

und Ty = igfi Es folgt
€ Bip.

Damit handelt es sich bei B, um einen vollstéindigen diskreten Bewertungsring.
Jeder Erzeuger von ker 0, aufgefasst als Element im projektiven Limes, ist ebenfalls

ein Erzeuger des maximalen Ideals ker 0}, und es gilt B},/ker 67, = Cg. O
Definition 5.11. Byp := Quot(B}y) heiBt Korper der p-adischen Perioden von K.

Bemerkung 5.12. G operiert auf Byg (siche Bemerkung . Fiir jedes unifor-

misierende Element 7 von Byg und fiir alle n € Z ist 7" Bjj;, G'k-stabil.

1
P
riant, da die Operation auf Bj, komponentenweise stattfindet und da O selbst

Beweis: Die Abbildung 0}, B, — W(oc )[ ]/ker@K = Cg ist Gg-iquiva-
proj K 0K

Gk-aquivariant ist. Damit gilt fiir o € Gk stets o(7) € 7B, = ker 6}, und damit ist
auch 1" B}, G g-stabil. O

Proposition 5.13. Es existiert eine eindeutige G -dquivariante Einbettung K —
Bip.

Beweis: Wir haben in Bemerkung ) gesehen, dass W(OC;{ ) eine W (R)-Algebra
ist. Damit konnen wir den Korper Ky := W (RK) [%] c W(R) [%] in dem Ring B, =
LiLnjeN W (%k) [%] /(ker O )’ einbetten.

Bezeichne nun S den ganzen Abschluss von Ko in Bjjp, d.h.

S ={a € Bjg|3p € Ko[t] normiert: p(a) =0} <  Bjp.

Unterring

Wir mochten zeigen, dass S ein algebraischer Abschluss von Kj ist, und daraus

folgern, dass S auch ein algebraischer Abschluss von K ist. Dafiir stellen wir zunéchst

fest, dass S ein Korper ist, denn fiir x € S mit z # 0 existieren n € N und ag, ...,a,_1 €
Ky € B mit
n-1 )
n el
T+ Z ajr’ = 0.
§=0
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Da x # 0 und Bj, nullteilerfrei ist, konnen wir annehmen, dass ag # 0, also ag € K.

n-1 )
l=x-|-ag" (2" "+ > aja? M |].
j=1

Wegen K ¢ S ist der rechte Faktor ebenfalls in S, also x € S*.
Nun sei f ein normiertes, irreduzibles Polynom mit Koeffizienten in Ky. Da nach
char(Ky) = 0 gilt, ist f separabel. Betrachten wir nun f im algebraisch abge-

schlossenen Kérper Cx = Bjj,/m, wobei m das maximale Ideal von B}y bezeichne.

Damit ist

Die Reduktion von f zerfallt folglich in paarweise verschiedene Linearfaktoren und
nach Hensel’s Lemma (Satz 3 des 23. Paragraphen von |Lor97]) zerfillt dann auch
schon f iiber Bjj, in Linearfaktoren. Alle Nullstellen liegen in S, da sie Nullstellen
des normierten Polynoms f € Ky[t] sind. Daher ist S ein algebraischer Abschluss
von K.

Wir zeigen nun, dass K iiber K endlich ist, denn dann ist S auch ein algebrai-
scher Abschluss von K. Dabei verstehen wir Ky ¢ B, - Ck ebenfalls als einen
Unterkorper von Cg. Hierbei ist W(R) = ok, .

Zuniéchst iiberlegen wir uns, ob wir W (8) als Unterring von oy verstehen kénnen.

Dazu stellen wir fest, dass die Einbettung

W (&) > W(R) E] > W (og, ) [}3] > Big > W (og,. ) [%] Jker O 25 Cre

der Abbildung 6: W (8) < Ck entspricht und als Einschrinkung des Kérperhomo-
morphismus GK:W(ﬁ)[%] — Cg injektiv ist. Nun ist aber # nach Bemerkung
insbesondere W (8)-linear und aus der expliziten Darstellung von h: W (R) — oc,
erhalten wir h(W(R)) c ok.

Sei e := vg(p). Da p = 0 in K, folgt p € mg, also e > 0. Nun besitzen K und
K denselben Restklassenkorper (siehe ), sodass wir zeigen kénnen, dass 0x
als W (8)-Modul von den Potenzen 7' erzeugt wird, wenn 0 < i < e gilt, wobei
7 ein Uniformisierer von K ist. Fiir m € Z finden wir durch Division mit Rest
Elemente n,i € Z mit m = ne+4 und 0 < i < e und setzen m,, = p"xr’. Damit
erhalten wir Elemente aus K mit der Eigenschaft vg(my,) = nvg(p) + ivg(w) =
ne +i = m. Wir bezeichnen mit 2 ¢ W(R) ein vollstiandiges Reprisentantensystem
von & = W(RK)/pW (8) mit 0 € Q. Dann bildet Q, aufgefasst als Teilmenge von og,

ebenfalls ein vollstdndiges Reprisentantensystem, denn wir haben das kommutative

Diagramm

0K, /POK, — 0K /Mmk.
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Ist nun = € K, so kénnen wir mit Proposition mo € Z und a,, € Q fiir m > mg

finden mit x = 3,5, @mTm. Nun haben wir

e—1

x = Z AmTm = Z( Z ane+z'pn)7riu
m>mg =0 \n>ng

wobei nachdie Reihe },,5,,, @ne+ip™ in Ko konvergiert. Damit haben wir z € Ko[7]

und K = Ky[r] gezeigt. Daraus folgt, dass S auch ein algebraischer Abschluss von

K ist, also K ¢ Bjp.

Da Ky € K, operiert G trivial auf Ky. Damit gilt GxS €S und die obige Einbet-

tung ist Gi-dquivariant. O

Bemerkung 5.14. Es gilt K = K ¢ BdGé{ und nach Satz 4.4.13 von [uBC] gilt
sogar Gleichheit.

5.3 de Rham-Darstellungen

Im Folgenden méchten wir noch kurz darauf eingehen, in welcher Art der Korper
der p-adischen Perioden Verwendung findet. Dazu bendtigen wir zwei Kategorien,
die wir zunéchst einfithren wollen. Sei F' ein Kérper und Gp := Gal(F*?P|F), wobei
mit F*°P der separable Abschluss von F' in einem algebraischen Abschluss F' gemeint
ist. Eine stetige Q,-Darstellung von G ist ein endlichdimensionaler Q,-Vektorraum
V mit einer Abbildung ((g,v) — gv):Gp xV =V sodass gilt

i) fiir g e Gp ist (v~ gv):V -V Qp-linear,
ii) fiir alle v eV gilt 1gv = v,
iii) fiir alle g,h € G und alle v € V gilt g(hv) = (gh)v,

iv) die Abbildung GpxV — V ist stetig, wenn wir G mit der Krulltopologie und V'
mit der natiirlichen Normtopologie ausstatten. Dabei betrachten wir auf GpxV

die Produkttopologie.

Wir bezeichnen dann mit Repa’:t(G r) die Kategorie der stetigen Qp-linearen Dar-
stellungen von G'r. Die Homomorphismen sind die Q,-linearen Abbildungen, die
automatisch bzgl. der Normtopologie stetig sind.

Sei nun K ein vollstéandiger, diskret bewerteter Koérper mit Charakteristik 0 und
perfektem Restklassenkorper der Charakteristik p > 0 und Bgg der Korper der p-
adischen Perioden. Wir bezeichnen mit G die absolute Galoisgruppe Gal(K*?|K).
Zusammen mit Bemerkung erhalten wir Quot(Bgg)®* = BdGé‘ = K. Fiir ein
Objekt V aus der Kategorie Repr?:t(GK) definieren wir Dgr(V') = (Bar xq, V)GK
geméf dem Vorgehen nach Beispiel 5.1.3 von [uBC|. Diese Konstruktion ist ein
K-Vektorraum mit dimg Dgr(V') < dimg, V' (vgl. 1. Aussage von Theorem 5.2.1
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von [uBC]). Falls Gleichheit gilt, so nennen wir V' eine de Rham Darstellung und
bezeichnen mit Repé]j(G k) die Unterkategorie von Repa’:t(G k) aller de Rham Dar-
stellungen (vgl. Abschnitt 6 (de Rham representations) aus Teil II von [uBC]). Sie
spielen in vielen Fragestellungen der modernen arithmetischen Geometrie eine her-

ausragende Rolle.
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