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1 Einleitung

In der Zahlentheorie ist die Untersuchung der absoluten Galoisgruppe Gal(L*“P|L) fiir einen nicht-
archimedischen Korper L von wesentlicher Bedeutung. Fiir vollstindige, diskret bewertete Korper F
haben wir in der Vorlesung ,,p-adische Galoisdarstellungen® im Sommersemester 2015 von Prof. Dr.
J. Kohlhaase die Kategorie der endlich erzeugten stetigen Z,-Darstellungen von Gal( E*“P|E’) in Bezie-
hung zu den étalen ¢-Moduln iiber einem Cohenring von E setzen konnen. Auerdem konnten wir dieses
Resultat iiber den Satz von Fontaine und Winterberger, der besagt, dass fiir einen perfektoiden Korper
K die Galoisgruppen Gal(K*?|K) und Gal((K"*)*®P|K") isomorph sind, zu einer Kategorieniquiva-
lenz zwischen den stetigen Q,-Darstellungen von Gal(Q,”|Q,) und den étalen (¢, I')-Moduln iiber
einem Cohenring von F,((¢)) tiberfithren. In dieser Situation wihlt man den Korper K = Qmo].
Dies ermdglicht es, die Galoisgruppe mit Hilfe semilinearer Algebra zu untersuchen.

Durch den Ubergang zu iiberkonvergenten (¢, I')-Moduln erhilt man Zugriff auf weitere Metho-
den. Dieser Ubergang wurde im klassischen Fall K = Qmo] von Cherbonnier und Colmez bewiesen,
siehe [CheCol] Theorem II.3.2 oder auch Theorem 2.6.2 von [Ked]. Ein dhnliches Resultat wollen wir
hier fiir den Korper K = Lab zeigen, wobei L eine endliche Erweiterung von @, ist. In diesem Fall
ist der Uberkonvergenzsatz ein aktuelles Resultat von de Shalit und Porat (siehe [ShaPor]). Wir werden
wiederholen, inwiefern die Kategorie Rep,(G) der stetigen o-Darstellungen von G = Gal(L|L) #qui-
valent zur Kategorie der étalen (¢, I')-Moduln ist und dann ausfiihrlich beweisen, dass diese wiederum
dquivalent zu der Kategorie der iiberkonvergenten étalen (i, I')-Moduln ist. Dass dieser Ubergang zu
iberkonvergenten (o, I')-Moduln nicht in jeder Situation moglich ist, zeigt [FouXie]. In Theorem 0.6
wird dort behauptet, dass in der dortigen Situation Lubin-Tate (¢, I')-Moduln nicht notwendigerweise
tiberkonvergent sind.

Fiir diese Arbeit werden wir in den folgenden beiden Kapiteln einen Uberblick iiber die Theorie der
verzweigten Wittvektoren und des Tiltingverfahrens gewinnen. Wir orientieren uns dabei an [Sch17] und
verweisen fiir die meisten der Beweise auf diese Quelle. Mit Hilfe dieser Theorien werden wir den Ring
A7, konstruieren, der es im vierten Kapitel ermoglicht, die Kategorieniquivalenz zwischen Rep,(G)
und Modg’F(A 1) vorzustellen. Dabei werden wir auf die Beweise verzichten und verweisen hierfiir auf
unsere Hauptquelle [ShaPor]. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf dem letzten Kapitel, der Aquivalenz zwi-
schen Modg’F (Ar) und Modg,F(ATL). Hier werden wir den Unterring ATL ¢ Ay, der iiberkonvergenten
Elemente von A 1, konstruieren. Der Basiswechsel A L® il M fiir einen (o, I')-Modul M T iiber AE wird
eine Kategorienidquivalenz zwischen Modg’r(,& 1) und Modf,f,r(AE) induzieren. Insbesondere ist damit

jede Galoisdarstellung V' € Rep, (G) iiberkonvergent (vergleiche Satz 5.21).



2  Verzweigte Wittvektoren

Im Folgenden orientieren wir uns an Kapitel 1.1 von [Sch17], um die Konstruktion des Rings der ver-
zweigten Wittvektoren vorzustellen. Wir fixieren eine Primzahl p und eine endliche Korpererweiterung
L|Q, der p-adischen Zahlen. Mit o bezeichnen wir den diskreten Bewertungsring von L, mit 7 € o0 ein
uniformisierendes Element und mit 8 = o/7o den zugehorigen Restklassenkorper mit g = p! Elementen.
Die im Folgenden fiir eine perfekte K-Algebra B konstruierte o0-Algebra W (B), bildet die Grundlage
fiir die Konstruktion der Ringe A und A 1, und damit auch fiir AT und Az.

2.1 Die Wittpolynome
Definition 2.1

Fiir eine natiirliche Zahl n € N heif3it das Polynom

L . n—i
P, (XD,. . .,Xn) = Z?TZXiq € O[XQ,Xl,... ,Xn] c 0[X07X1,...:|
=0

das n-te Wittpolynom.

Bemerkung 2.2 (Beziehung zwischen Wittpolynomen)

Aus der Definition der Wittpolynome erhalten wir
(i) @O(X()) = Xg und (I)l(XU, Xl) = Xg + 7TX1.
(i1) Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt

q)n+1 (XOa cee 7Xn+1) = (I)n (Xg> s 7X7('1L) +7T”+1X7L+1
n+1
ZXg +7T(I>n(X1,...,Xn+1).

Sei nun B eine kommutative unitire o-Algebra.

Lemma 2.3

Ist I € B ein Ideal mit 7B < I, so ist fiir m,n > 1 und by = by mod I™ bereits b?n = bgn mod ™™,

Beweis: Ein Spezialfall liefert das Lemma 1.1.1 von [Sch17]. Der Beweis ldsst sich iibertragen. Wir
konnen induktiv n = 1 annehmen. Ist by = by mod I"™, so ist b — b2 = (by — b2) Zg;ol bibg_l_i =
(b1 — b2)P(by,b2). Nun ist P(by,b2) = P(b1,b1) = qb‘llf1 mod I,und da ¢-1p € wB ¢ [ ist, erhalten

wir b] = b3 mod I". O

Lemma 2.4

Seien m € Ny1, n € Nund ag, . ..,an,bg,...,b, € B.

i) Falls a; = b; mod ™ B fiir alle 0 < i < n gilt, so gilt fiiralle 0 <i <n

(I)i(GOa e 7ai) = (I)i(b(), . _,bi) mod T B.

ii) Falls m-1p € B kein Nullteiler ist, dann ist auch die umgekehrte Richtung in i) wahr.



Beweis: Diese Aussage findet sich in Lemma 1.1.2 in [Sch17] wieder. O

Betrachten wir nun die 0-Algebra

BY:=T] B ={(ba)nen | YR eN: b, € B}

n>0

mit den komponentenweisen Operationen und die Abbildungen
fp:BY - BN (by,by,...) > (b1, bo,...) Hom. von o-Algebren,
vp: BY - BN (by,b1,...) ~ (0,7bg, wby,...) Hom. von 0-Moduln,
®,:BY - B ,(bg,b1,...) > ®,(by,...,by) € B Polynomabb.,
®p: BN » BN (b, b1,...) = (®p(bo, .-, bn)), .y Abb. von Mengen.

Lemma 2.5

Fiir eine 0-Algebra B gilt,
i) falls m-1p € B kein Nullteiler ist, dann ist ® g injektiv.
ii) Falls m-1p € B eine Einheit ist, so ist P g bijektiv.
Beweis: Dies entspricht Lemma 1.1.3 von [Sch17]. ]

Proposition 2.6
Sei ¢: B - B ein Endomorphismus von 0-Algebren mit ¢(b) = b? mod = B fiir alle b € B.

i) Falls by, ...,bp—1 € B, u; :== ®;(bo,...,b;) fiir 0 < i < n -1 und falls u, € B ist, dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(a) 3b, € B :uy = Pp(bg, ..., by),
(b) ¢(un-1) =u, mod 7" B.

ii) B':=®p (BN) c BN ist eine o-Unteralgebra von BN mit

a) p (B’) c B,
b) vp (B,) c B,
¢) B'={(un)nen € BY: ¢(up) = ups1 mod 7" B ¥n > 0}.

Beweis: Hierfiir sei auf Proposition 1.1.5 von [Sch17] verwiesen. ]

Dieses Resultat hilft uns unter anderem dabei, den Ring der verzweigten Wittvektoren als eine o-
Algebra aufzufassen. Die Identitit auf o erfiillt die Bedingung id(\) = A\? mod 7o und daher finden
wir zu A € o ein Element () € o mit ®,(2(\)) = (A, ),...). Dieses Element ist nach Lemma 2.5
eindeutig bestimmt durch A, da 7 € o kein Nullteiler ist.

Beispiel 2.7
Wegen @o(X) = X ist Qo(A) = Po(22(N)) = A.

Wir betrachten nun die o-Algebra A = o[ Xy, X1,...,Y0,Y1,...] und den Homomorphismus von
o-Algebren ¢: A - A, f(Xo, X1,...,Y0,Y1,...) » f(X{, X],...., Yy, Y], ...) zusammen mit den
Elementen X := (X, X1,...) e ANund Y := (Yp,Y7,...) e AN,



Bemerkung 2.8

Mit Hilfe von A werden wir die Ringstruktur der Wittvektoren konstruieren. Es gilt, dass
i) die Multiplikation mit 71 4 injektiv auf A ist, also ist ® 4 injektiv nach Lemma 2.5i).

ii) Da A/mA =~ & Xo,X1...,Y0,Y1...]und z — 27 auf K die Identitit ist, erhalten wir die Kongruenz
o(f) = f? mod A fiir alle f € A.

2.2 Die Ringstruktur der verzweigten Wittvektoren

Proposition 2.9
i) Es existieren eindeutige Elemente S = (Sp)nevs P = (Po)news I = (In)nevs F = (Fp)pen in AN,
sodass in AN Folgendes gilt:
a) 24(S) =2a(X) +Pa(Y),
b) a(P)=24(X) 24(Y),
c) ®a(I) = -Pa(X),
d) ©4(F) = fa(®a(X)).

ii) Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt S,,, P, € o[ Xo,... Xpn, Y0,... Y], I, € o[ X0, ..., X, ] und
Fn € O[Xo, ce ,Xn+1].

iii) Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt die Kongruenz F,, = X;} mod 7A.

Beweis: Fiir den ersten Teil bemerken wir, dass die Eindeutigkeit aus der Injektivitit von @ 4 folgt. Die
Existenz folgt aus Proposition 2.6. Fiir den restlichen Beweis sei auf Lemma 1.1.7 und den Abschnitt auf

Seite 11 in [Sch17] verwiesen. OJ

Beispiel 2.10
Wegen (I)()(X) = XO ist S()(X(),YZ)) = XO + YO und P()(Xo,Yb) = X()YE)

Fiir eine 0-Algebra B setzen wir W (B), = BY als Menge mit den biniren Verkniipfungen & und ©,
gegeben durch
(an)nEN & (bn)neN = (Sn(QOa ai,...,bo,b1,... ))nEN
und (@n)nen © (bn)nen = (Pn(ao, a1, .., b0, b1, ... ) )nen-
Setzen wir weiter Oy (g), = (0B,0p,...) und 1y (p), = (15,08,0p,...), so konnen wir den ersten

wichtigen Satz des Kapitels formulieren:

Satz 2.11 (Witt)
Sei B eine 0-Algebra.

i) (W(B)L,®,®) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement Oyy (), und Einselement 1y (p), . Das
additive Inverse von (by,)pen ist (I (bo, - - -, bn) )nen-

ii) Die Abbildung Q:0 - (W (B)r,®,®) ist ein Ringhomomorphismus, der (W (B)r,®,®) zu einer
0-Algebra macht.



iii) Die Abbildung ®5: W (B)1, - BY, (by)nen = (®n(bo, - ., bn))nen ist ein Homomorphismus von
0-Algebren.

Insbesondere ist ®,,,:W(B)r = B, (bp)nen = Pp(bo,-..,bn) ein Homomorphismus von o-
Algebren fiir alle m > 0.

iv) Falls p: By - Bg ein Homomorphismus von 0-Algebren ist, dann ist

W ()L = ((bn)nen = (p(bn))new) : W(B1) > W(Ba2)L
ein Homomorphismus von o-Algebren.

Beweis: Wir verweisen hier auf Proposition 1.1.8 von [Sch17]. O

2.3 Die Frobenius- und Verschiebungsabbildung

Definition 2.12
Sei B eine o-Algebra.

i) (W(B)pr,®,®) wird Ring der verzweigten Wittvektoren mit Koeffizienten in B genannt.
ii) Fiirb = (bg,b1,...) € W(B)r heibt ®,,(bo, .. .,by,) € B die n-te Geisterkomponente von b.
iii) F:W(B)r > W(B)p, (bn)n+ (Fr(bo,b1,...))n heibt Frobeniusabbildung.
iv) ViW(B) - W(B)r, (bo,b1...) ~ (0,bg,b1,...) heiBt Verschiebungsabbildung.

Bemerkung 2.13

Nach Konstruktion von (F,), und Bemerkung 2.2 kommutieren die Diagramme:

W(B), —25 BN W(B), —2 BN

F e po

W(B)p —2 W(B), —2s BN,

Dies hilft insbesondere beim Beweis der nachfolgenden Proposition, auf den wir allerdings nicht weiter
eingehen wollen.

Proposition 2.14
Sei B eine 0-Algebra.

i) F ist ein Endomorphismus der o-Algebra W (B) .
ii) V ist ein Endomorphismus des o-Moduls W (B) .
iii) Fiir allebe W (B)p, gilt (F o V)(b) = mb.
iv) Fiir alle a,be W(B)p, gilt V(a® F(b)) =V (a) ®b.

v) Fiirallebe W(B)y gilt F(b) =b? mod nW(B)r.



Beweis: Fiir den Beweis sei auf Proposition 1.1.10 [Sch17] verwiesen. O

Fiir m > 0 definieren wir V,,,(B)r, := Im (V™) = {(bn)n € W(B)r: by = ... = by—1 = 0}. Dies
liefert uns nach 2.14ii) und iv) eine absteigende Kette W (B)r, = Vo(B)r, 2 Vi(B)r 2 ... von Idealen
mit

N Vn(B)r = {Ows), } -

m20
Definition 2.15
Fiir eine 0-Algebra B heilit W,,,(B)r, := W(B)L/Vim(B)L der Ring der verzweigten Wittvektoren der

Linge m.

Lemma 2.16
Sei B eine 0-Algebra.

i) Fiirm>1und (by,), € W(B)y, gilt
(bn)n = (607"'7bm—170707"')® (07"‘7ovbm7bm+17~-')7
ii) die Abbildung B™ — Wm(B)L, (bo, RN bmfl) — (bo, vy b-1,0,0, ... ) @ Vm(B)L ist fiirm > 1
eine Bijektion von Mengen.
Beweis: Vergleiche Lemma 1.1.13 von [Sch17]. O

Bemerkung 2.17
Nach 2.11iii) und 2.16ii) ist &9 : W(B) - B, (by), + b ein Homomorphismus von o-Algebren mit
Kern V; (B). Wir erhalten einen Isomorphismus von o-Algebren

Wl(B)L = W(B)L/Vl(B)L ~ B.

Lemma 2.18
Die Abbildung 7 : B - W (B)p, b~ (b,0,0,...) ist multiplikativ.

Beweis: Vergleiche Lemma 1.1.15 in [Sch17]. O

Bemerkung 2.19

7 ist ein mengentheoretischer Schnitt des Homomorphismus W (B) — B, b = (b, ), + bg. Damit ist
b+ Vi(B) = T(bo) + Vl(B)

7 wird auch Teichmiiller-Lift genannt.

Lemma 2.20
Fiir alle k > 1 gilt Vi(B)% = 7%1.v1(B) .

Beweis: Vergleiche Lemma 1.1.17 in [Sch17]. ]



2.4 Eigenschaften des Rings der Wittvektoren

Definition 2.21
Fiir eine K-Algebra B ist (b — b?): B — B ein Endomorphismus von o-Algebren, der Frobenius genannt
wird. B wird perfekt genannt, wenn der Frobeniusendomorphismus bijektiv ist.

Satz 2.22
Sei B eine K-Algebra.

i) Fiirb= (bp), € W(B) gilt F(b) = (b})n.

ii) Esisttb=V o F(b) = FoV(b) = (0,60, 8F,...) fiir b= (by)n € W(B)L.
iii) Fiir alle n,m >0 gilt Vi, (B)L © Vo (B) L € Vipsn(B) L.
iv) Fiiralle k > 1 gilt ™W (B) ¢ Vi(B)% c 7" 'W(B) .

v) Der natiirliche Algebrahomomorphismus W(B)r — lim W (B)/m*W (B)y, ist bijektiv. Insbe-

sondere ist W (B) , w-adisch separiert und vollstindig.
Beweis: Vergleiche Proposition 1.1.18 von [Sch17]. O

Proposition 2.23
Sei B eine perfekte R-Algebra.

i) Fiirb=(by)nen € W(B) und m > 1 gilt
m-1 i
b&Vin(B)p= 3. w7 (b )@ Viu(B)1,
i=0
ii) fiir alle m >0 gilt Vo, (B), = "W (B), = Vi(B)}.
Beweis: Vergleiche mit Proposition 1.1.19 in [Sch17]. O

Satz 2.24

Sei B eine Korpererweiterung von K. Dann gilt:
i) W(B)y ist ein Integritdtsbereich mit eindeutigem maximalem Ideal V1(B) = Im(V).

ii) Falls B zusdtzlich perfekt ist, so ist W (B) , ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring mit Unifor-
misierer  und Restklassenkorper B. Fiir b= (by), € W(B)r giltb =" 7"T (b%ﬁn )

Beweis: Vergleiche Proposition 1.1.21 von [Sch17]. O

Lemma 2.25
Sei B eine Korpererweiterung von K. Dann hat der Korper Quot(W (B),) die Charakteristik 0.

Beweis: Siehe Bemerkung 1.1.22 von [Sch17]. ]



Proposition 2.26
Angenommen, wlp ist kein Nullteiler in einer 0-Algebra B und B besitzt einen Endomorphismus von
0-Algebren o mit o(b) = b? mod 7B fiir jedes b € B. Dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus

von 0-Algebren sp: B - W (B)p, sodass ®,, o sg = o" fiir jedes n > 0. Uberdies ist sg injektiv.
Beweis: Vergleiche mit Proposition 1.1.23 aus [Sch17]. O

Korollar 2.27

Sei B eine 0-Algebra. Unter den Voraussetzungen

a) wlp ist kein Nullteiler in B,

b) B|r B ist perfekt,

c¢) die natiirliche Abbildung B — @m B/7™ B ist bijektiv und

d) B besitzt einen Endomorphismus von o-Algebren o, sodass o(b) = b? mod = B fiir einb € B

ist die Verkniipfung B -~ W (B) - W (B/nB)y ein Isomorphismus von 0-Algebren.

Beweis: Fiir einen Beweis siehe [Sch17] Korollar 1.1.24. J

Beispiel 2.28

Der Bewertungsring Z,, der p-adischen Zahlen Q,, ist eine Z,-Algebra, in der p kein Nullteiler ist. Der
Restklassenkorper ), ist perfekt und auerdem ist Z;, vollstindig und separiert. Die Identitét auf Z,
erfiillt id(z) = 2P mod pZ,, fiir alle z € Z,. Insgesamt ist also W (F})q, = Z, nach Korollar 2.27.

Allgemeiner gilt sogar

Korollar 2.29
Es gilt W(R)r 2 o.

Beweis: Dies ist eine direkte Konsequenz aus dem vorigen Korollar fiir B = 0, da o/70 = R. U

Lemma 2.30

Ist R eine -adische separierte und vollstindige 0-Algebra, sodass die R-Algebra L = R/mwR perfekt
ist, so existiert genau eine multiplikative Abbildung s: L — R, sodass die Verkettung mit c: R — L die
Identitdt auf L ist.

Beweis: Zu z € £ wihlen wir induktiv a; € R mit a(a1)? = z und a(a+1)? = a(a;), wobei wir die
Perfektheit von £ ausnutzen. Wir finden a(a;4+1)? = a(a;), also af,; = a; mod mR. Nach 2.3 ist agfll =
a?i mod 7" R, also bildet (agi)ieN eine Cauchyfolge im m-adisch vollstindigen Ring R. Wir setzen
s(x) = limj_ oo agi € R. Nach Konstruktion erfiillt dies die Bedingung a(s(z)) = x, denn a(a? 1) =x
fuir alle ¢ € N. Fur die Unabhingigkeit von der Wahl der a; sei b; eine andere Wahl, also a(ai)qi ==
a(b;) fiir alle i € N. Wir erhalten o(a;) = e(b;) und erneut mit 23 a?i = bgi mod 7" R. Die Folge
(agi - bgi)i bildet demnach eine Nullfolge, sodass lim;_, o a?i = lim;_ o0 bgi. Daraus folgt auch direkt,
dass s multiplikativ ist, denn sind (a;’i ); und (bgi ); passende Folgen zu x respektive ¥, so bildet (a?i bgi )i

eine geeignete Folge fiir zy.



Ist 5: £ — R eine weitere multiplikative Abbildung mit oo § = id, so ist fir z € £ und alle 7 € N
bereits a(s(z? ') = 27" = a(5(z?")) und damit s(z7 ') = §(27 ') mod 7R. Nach der erneuten
Anwendung von 2.3 und der Multiplikativitit von s und § ist s(z) = §(2) mod 7**'R fiir alle i € N,
sodass s(z) = 5(x) gilt, da N; 7' R = 0. O]

Satz 2.31 (Eindeutigkeit der Wittvektoren)
Sei R eine m-adisch separierte und vollstindige o-Algebra, sodass die R-Algebra L := R/m R perfekt ist.

i) Dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus von o0-Algebren v:W (L) — R mit v(x) = xg
mod 7R fiir alle x = (X )neny € W(L) L.

i) +y ist stetig und erfiillt

Y((@n)n) = 3 7"s(af ),
n=0
wobei s : L - R der multiplikative Schnitt von a: R — L aus 2.30 ist.

iii) Ist R ein volistindiger diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m und gilt w- 15 € m\{0}, so

ist 7y injektiv.
iv) Ist R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal R, so ist vy bijektiv.

Beweis: Sei wieder a: R — R/mR = L die Restklassenabbildung. Fiir die Existenz von -y bemerken
wir zundchst, dass W (a): W(R), - W(L) ein surjektiver Homomorphismus von o-Algebren ist.
AuBerdem ist (by, )ney € ker(W () ) genau dann, wenn b,, € ker « fiir alle n € N ist. Wegen 7R = ker «
undi+¢™ " > i+ (m—i)=mfirie{0,...m}ist ®,,(bo,...,bn) = X7 ﬂibfmfi e 71 R, Insbeson-
dere erhalten wir fiir alle 7 € N einen wohldefinierten Homomorphismus 7,,,: W (£) 7, - R/7™"1 R von

o-Algebren, der eindeutig ist mit der Eigenschaft, dass das Diagramm

W(R), —2ms R 2my Rixm1R
_-7
W(O‘)Ll -7

w(L)

kommutiert. Nach Bemerkung 2.13 ist ®,,, o F' = ®,,,,; als Abbildungen von W (R) - R. Bezeichnen

WIr mit Qi1 m+2: R/ 72 R — R/m™*!' R den kanonischen Morphismus, so erhalten wir

YmoFoW(a)p =ymoW(a)pLoF
=ms1 0P o F
= Q41 © Pyt
= Om+1,m+2 © Om+2 © D11

= Om+1,m+2 © Ym+1 © W(a)L-

Nun ist W (a)y, surjektiv, sodass v, © F' = Quni1,m+2 © Ym+1 fir alle m € N. Aus dieser Gleichung



erhalten wir zusammen mit der Bijektivitit von F' aus 2.22, da £ perfekt ist, dass auch das Diagramm

o~ (m+1)
W(L), o Ripm2 R

lam+1,m+2
YmoF ™™
R/

7.[.77"0+1_R

kommutiert. Aus der universellen Eigenschaft des projektiven Limes erhalten wir einen eindeutigen Ho-
momorphismus y: W (L) — liLnR/ﬂerlR ~ R, sodass 41 © 7y mit v, o F~™ auf W(L)/, iiber-
einstimmt. Insbesondere ist cvo y o W () = 90 FC o W () = a0 ®g = &g o W (), wobei wir
®(X) = X( ausnutzen. Aus der Surjektivitit von W (), erhalten wir die gewiinschte Eigenschaft, dass
aovy=®q.

Angenommen 4: W (L) — R ist ein Homomorphismus von o-Algebren mit o o 4 = ®j. Wegen
TW(L) 223 Ker Dy ist F(rW (L)1) € ker(a) = mR und damit ¥(7*W (L)) ¢ 7R fiir alle i > 0.
Daher ist 7 stetig. Schreiben wir & = (,),, € W (£), mit Satz 2.24 als x = .22 77 (z% ), so erhalten

wir aus der Stetigkeit von 4 die in ii) behauptete Aussage

Sa) = S A (For) (@) = 3 ams(xl ™),
n=0 n=0

denn wegen o o ¥ = @ ist a o ¥ o 7 die Identitiéit auf £ und damit 7 o 7 = s wegen der Eindeutigkeit aus
2.30.

Fiir Teil iii) sei w € R ein Uniformisierer. Fiir die diskrete Bewertung vy auf R setzen wir vg () = e.
Ist m € e- N, s0 setzen wir mp, := 7 ¢ , also ist v () = vr(w™) = m. Fiir 2 = (2, ), € ker(v) ist dann
0=~(z) =% ms(zd ") = Yoo Tnes(z2 ). Wir nutzen nun die Eindeutigkeitsaussage von [Lan05]
auf Seite 488 in Kapitel XII und folgern s(z% ) = 0 fiir alle n € N und damit z7 = a(s(z2 ")) = 0
und damit = = 0, also ist ~y injektiv. Ist 7 sogar selbst ein Uniformisierer, so zeigt die Aussage auf Seite
488 von [Lan05], dass y surjektiv ist. OJ

Sei nun B eine &-Algebra. Wir wollen nun die Z,-Algebra der Wittvektoren W (B) = W(B)q,
und die o-Algebra der Wittvektoren W (B), in Beziehung zueinander setzen, wenn B perfekt ist. Die
R-Algebrastruktur & — B liefert tiber Funktorialitdt einen Homomorphismus W (&) — W (B) von Z,-
Algebren. Wir konnen daher W (3) als W (8)-Algebra auffassen. Genauso finden wir wegen 2.31 einen
Homomorphismus W (&) — o, sodass auch o eine W (R)-Algebra wird. Wir erhalten dann die folgende
Isomorphie.

Proposition 2.32
Fiir eine perfekte R-Algebra B ist 0 ®yy (z) W(B) = W(B), ein Isomorphismus von o-Algebren. Die
Abbildung id ® F' auf der linken Seite stimmt via diesem Isomorphismus mit dem Frobenius F auf der

rechten Seite iiberein.

Beweis: Vergleiche Proposition 1.1.26 von [Sch17]. O
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3 Der Tilt

Dieses Kapitel behandelt das Tiltingverfahren, das in dieser Formulierung auf Scholze zuriickgeht (ver-
gleiche [Scho]). Es gibt uns die Moglichkeit, fiir gewisse nicht-archimedisch bewertete Korper K einen
neuen vollstindigen Korper K mit nicht-archimedischem Absolutbetrag in funktorieller Weise zu kon-
struieren, der Charakteristik p hat und perfekt ist. Die Grundlage dieses Kapitels ist Kapitel 1.4 von
[Schl17].

Wir sind wieder in der Situation, dass L|Q, eine e/nilliche Erweiterung und 7 € o ein Uniformisierer

im Bewertungsring von L ist. Seinun L ¢ K ¢ C,, := (QTp ein Zwischenkorper.

Definition 3.1
Ein Korper K mit einem nicht-archimedischen Absolutbetrag | - |: K — Ry heifit perfektoid, falls

i) K vollstindig beziiglich | - | ist,
i) |K*| < Ry dicht ist,
iii) die Abbildung (x — aP): 05 /pox — 0k [pok surjektiv ist.

Beispiel 3.2
C, ist perfektoid, sieche vor Lemma 1.4.10 in [Sch17].

Sei nun im Folgenden zusitzlich K perfektoid und sei w € mg mit |w| > |7r|. Wir setzen

oo
Ofch = Lin 0K [wog = {(an)neN e [Jox/wok ‘ al  =an VneN}.
n=0

x4

Bemerkung 3.3

Zunichst ist 05 /wox wegen |w| > |7| eine K-Algebra. Da x — x? auf K die Identitt ist, ist x — x7 auf
0 /wo i ein R-Algebrahomomorphismus. Daher ist auch o eine &-Algebra. Diese ist nach Bemerkung
1.4.4 von [Sch17] sogar perfekt.

Proposition 3.4

n
i) Seia=(an)n €0 mit ap = oy + WO fiir o, € 0. Dann existiert der Limes al := lim o inog
n—00

und ist unabhdngig von der Wahl der Reprdsentanten cu,.
ii) Die Abbildung : 0 — o, a — ab ist multiplikativ und erfiillt a! + wok = ay.

iti) Wir definieren das multiplikative Monoid

LiLn O) = {(an)neNe H o |l =ay VneN}.
neN

x>

Dann ist die Abbildung l(in LOK = Og, (an)nen = (Qn + WO K )nen eine wohldefinierte, multi-
r—=x

plikative Bijektion mit der Inversen

0 3a = (ap)nen — ((al/qn)n) .

11



Beweis: Vergleiche dafiir mit dem Abschnitt auf Seite 43 und insbesondere mit Lemma 1.4.5 von
[Schl17]. O

Dieses Resultat zeigt insbesondere, dass wegen des kommutierenden Diagramms

(an+wog )n—>(an+ToK )n

. o
lim qu/woK > lim o 0K /ToK

<«—I—>T <X
N /
lﬂlx»—m‘l 0K

die R-Algebra oy unabhédngig von der Wahl von w ist.

Lemma 3.5
Fiir einen perfektoiden Korper K ist

i) |- |p:ogs = Rsq, a = |ab| ein nicht-archimedischer Absolutbetrag.

ii) Es gilt |oy|y = |0k |, aufgefasst als Teilmengen von Ry.

iii) Fiir a,b € og ist |al, < |bl, genau dann, wenn ao ey C bo .

iv) Falls W’ € 0y die Gleichung |w°|, = |w| erfiillt, so ist die Abbildung oy — 0x Jworc, (an)n = ag

b

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern w’o yv. Wir erhalten den Isomorphismus

OKb/waKb = OK/WOK.

Beweis: Die Aussage entspricht Lemma 1.4.6 von [Sch17]. O

Korollar 3.6

0y ist ein Integritdtsbereich. |- |,: 0 — Ryq setzt sich zu einem nicht-archimedischen Absolutbetrag
|-|v: K* - Ryo mit K := Quot (o) fort. AuBerdem gilt | K|, = | K| und o = {x € K":|z|, < 1}, wobei
K = Quot(og).

Beweis: Sei ab = 0 in 0. Dann gilt |al,|b], = |abl, = [0, = 0 in Ryo und daher |a|, = 0 oder ||, = 0.
Nach Lemma 3.5i) ist | - |, ein Absolutbetrag, woraus a = 0 oder b = 0 in 0 folgt.

Die Abbildung |- |y: 0+ — Ry ist multiplikativ und ungleich 0 fiir Elemente aus o0x:\{0}. Eine
Fortsetzung auf den Quotientenkorper K ist daher gegeben durch
]

i=—flirz,ycopy und y £ 0.
y o |y

X

Y

Wir erhalten mit Hilfe von Lemma 3.5ii)

K]y = logols -l MO} = Jox] - lor\{O}™" = |K].

Fallsnunz = ¥ € K* mit |z < 1,y,2 € 0 und z # 0, so ist [y|, < |z[, und damit nach Lemma 3.5iii)

Yy € 20y Insgesamt also x = £ € oy. Aus Proposition 3.4 folgt [0, = [ox| € [0,1] und damit die
umgekehrte Inklusion. O
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Proposition 3.7
K" ist ein perfekter Korper der Charakteristik p, der beziiglich |- |y vollstiindig ist.

Beweis: Siehe Proposition 1.4.7 in [Sch17]. ]

Definition 3.8
(K*,|- ;) heit Tilt von (K, |-|).

Bemerkung 3.9

Sind L ¢ K1, K ¢ C, perfektoide Zwischenkdorper, so schrinkt sich ein stetiger Kérperhomomorphis-
mus o0: K1 - Ky auf die Bewertungsringe ein. Insbesondere induziert o einen Ringhomomorphismus
o' 0t = O Via (an + g, )+ (0(a) + moxk, ). Wegen

lim ox, — o

<—qx—>xd

[ -

lim pa OKo —7 Ofg

<—IT—

ist o injektiv und setzt sich zu einem Kérperhomomorphismus o: K '1’ - Kg fort. Damit ist Tilting

funktoriell, denn es gilt offenbar id’ = idys und (00 7)" = 0’ o 7°.
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4 Kategorieniquivalenz zwischen Rep,(G) und Mod,, r(A )

In diesem Kapitel wollen wir die Kategorieniquivalenz zwischen Rep, (G) und Mod,, (A1) vorstellen.
Dafiir definieren wir zunédchst den Ring Ay, und stellen dann die Kategorien vor. Wir orientieren uns
dabei an Kapitel 2 der Hauptquelle [ShaPor] von de Shalit und Porat. Dabei befinden wir uns wieder in
der Situation, dass L|Q,, eine endliche Korpererweiterung, 7 € o ein Uniformisierer von L ist und dass
der Restklassenkorper & von L ¢ = p/ Elemente mit f € N besitzt. Wegen L = L*P ist die absolute
Galoisgruppe gegeben durch G := Gal(L|L). Die Beweise werden wir groBtenteils nicht ausfiihren.

4.1 Der Ring A,

Definition 4.1
Eine stetige o-Darstellung von G ist ein endlich erzeugter 0-Modul V' mit einer Abbildung G x V -V,
(g,v) = gv mit folgenden Eigenschaften:

i) Fir alle g € G ist die Abbildung (v — gv):V — V o-linear.
i1) Firalle v e Vist 1gv = v.
iii) Fiir alle g,h € Gund v € V ist g(hv) = (gh)v.

iv) Die Abbildung G x V' — V ist stetig, wenn wir G mit der Krulltopologie, V' mit der m-adischen
Topologie und G x V' mit der Produkttopologie versehen.

Eine o-lineare Abbildung f:V; — V5 zwischen zwei stetigen o-Darstellungen von G wird G-invariant
genannt, wenn f(gv) = ¢gf(v) fiir alle g € G und v € V' gilt. Wir bezeichnen mit Rep,(G) die Kategorie

der stetigen o-Darstellungen von G.

Sei nun F ein Lubin-Tate-Modul iiber 0 zum Primelement 7 (vergleiche Definition 4.5 auf Seite 361
von [Neu92]). Wir bezeichnen nun wie in [Neu92] auf Seite 365 den Korper der 7"-ten Teilungspunkte
Ly, = L(F(n)) mit F(n) = ker([#"]£). Nach dem Satz 5.4 von [Neu92] ist L,|L eine rein verzweigte
Erweiterung vom Grad ¢ !(¢q — 1). AuBerdem ist jedes w, € F(n)\F(n - 1) ein Primelement von
L,, also gilt insbesondere |w,,| = |7r]q”+<q-1) Wir finden induktiv Elemente w,, € F(n), sodass wy # 0
und [7]7(wps1) = wy. Weiter setzen wir Lo, = U1 Ly,- Nach Proposition 1.4.12 von [Sch17] ist Lo
perfektoid. Wegen wg +1 = wp, mod 7 (vergleiche Definition 4.5 auf Seite 361 von [Neu92]) ist w :=

(Wn + o) nx0 ein wohldefiniertes Element von (Loo)". Es gilt w], = limp o0 [wd | = |7T|ﬁ = q_q%.

Beispiel 4.2
Ist L = Q,, 7 = p und wihlt man fiir 7 die multiplikative Gruppe, so ist L,, = Q,(up») nach dem
Beispiel auf Seite 365 von [Neu92].

Nach Korollar 5.7 von [Neu92] ist die maximal abelsche Erweiterung von L gegeben durch L% =
L™ Lo, wobei L™|L die maximal unverzweigte Erweiterung ist. Wir setzen nun K = L2, Insbesondere

ist K unabhingig von der Wahl des Uniformisierers.

Proposition 4.3
Der Korper K ist perfektoid.
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Beweis: Wir iiberpriifen die drei Punkte aus Definition 3.1. Dabei ist der erste Punkt per Konstruktion
von K direkt erfiillt. Da IT; bereits perfektoid ist, ist insbesondere |IT;| ¢ R, bereits dicht. Fiir einen
nicht-archimedischen Korper F und seiner isometrischen Vervollstindigung F ist fiir o € 05\{0} das
Ideal aop = {z € op:|z| < |a|} und wir erhalten einen Isomorphismus op/aog = 0p/ao0z. Nun ist
Ldf; perfektoid nach Proposition 1.6.8 in [Sch17] und daher ist der Frobenius auf

OK/pUK = Oﬁ,/polj@ = ULab/pULab
= OLanw/pULanoo
= O0Ugz1 LaLeo /pOUdzl Lgle

= U O0L4Leo /poLdLoo
d>1

= U OLdz:/poLdE:
d>1

surjektiv. Insgesamt ist K perfektoid. O

Bemerkung 4.4
Im klassischen zyklotomischen Fall betrachtet man den Korper K = Qp(jp~). Dann ist F' = K ™

F,((t)) [tz%“’ ]. Wir setzen nun F := K als den Tilt von K. Nach Proposition 1.1ii) von [ShaPor] kann F

mit dem Korper der formalen Potenzreihen ¥, c7[,-1] amw™ identifiziert werden, wobei a;, € Rfist und

fiir jede reelle Zahl M nur endlich viele m € Z[p™!] existieren mit m < M und a,, # 0.

Wir definieren nun die o-Algebra

. 232
Ap=W(F)L 2 0@y W(F)

und setzen T := Gal(L®|L). Die Operation von I" auf L setzt sich wegen der Funktorialitit von (-)~,
Bemerkung 3.9 und der Funktorialitit von W (-)1, zu einer o-linearen Operation auf Ap = W(F)p =
W((f‘ﬁ))b) 1, fort. Uber die Projektion G - G/H = T mit H = Gal(L|L) erhalten wir auch eine o-
lineare G-Operation auf A ;. AuBerdem setzt sich der Frobenius x ~ ¢ auf F via o = W (z — 29)],
zu einem o-linearen Automorphismus auf W (F’), fort (vergleiche Satz 2.11). Da die I'-Operation auf F’
mit  ~ z9 kommutiert, kommutiert die I'-Operation mit dem Frobenius auf Ar.

Der Ring Ay ist nach Satz 2.24 ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring mit Uniformisierer 7
und Restklassenkorper F'. AuBlerdem werden wir fiir die Elemente von Ay eine explizite Darstellung
durch Potenzreihen angeben. Diese werden wir benutzen, um den Ring ATL zu beschreiben. Sei dafiir
vp(+) = 110%“;' = logy(+) die p-adische Bewertung auf C;, = (@)* mit v, (p) = 1. Der Restklassenkorper
der Vervollstindigung des diskreten Bewertungsrings von L™ ist & und ist daher nach 2.27 isomorph
zu Wy, := W(R)L = 0 ®y(g) W(R). Bezeichne A die Menge der Potenzreihen Y. a,,, X, wobei m ¢
Z[p~'],am € Wy, ist und fiir jede reelle Zahl M nur endlich viele m mit m < M und vy(a,,) < M

existieren.

Proposition 4.5
A wird via ZmeZ[p*l] am X™ + ZmEZ[p’l] b X™ = ZmeZ[p*l](am + b ) X™ und ZmeZ[p*l] ap X -
Yomez[p-1] bmX ™ = Enezp-1](Zkez[p-1] @kbm-k) X™ zu einer o-Algebra.
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Beweis: Zunichst wollen wir zeigen, dass die Reihe ) j.c7[,-1] @kbm-k in dem vollstidndigen Ring W7,
fiir festes m € Z[p~'] konvergiert. Das bedeutet in dieser Situation, dass es zu jedem ¢ > 0 nur endlich
viele Summanden cj, = ayb,,_j gibt mit |c| > € beziehungsweise dass es zu jedem C' > 0 nur endlich
viele Summanden ¢, gibt mit v,(c;) < C.

Fir C > 7 ist k < C oder m — k < m — C < C. Aufgrund der Voraussetzungen an die Koeffizienten
finden wir nur endlich viele k¥ < C mit vy(ag) < C und nur endlich viele k € Z[p™] mit m - k <
C und vy (by,-) < C. Da in der Vervollstindigung W, des Bewertungsrings von L™ alle Elemente
nicht-negative Bewertung haben, existieren nur endlich viele k € Z[p™] mit v,(arbm_x) = vy(ag) +
Vp(bm-k) < C. Somit konvergiert die Reihe 7,17 axbm-x im vollsténdigen Ring W

Sei nun M € R. Nach Voraussetzung existieren nur endlich viele m < M mit v,(a,,) < M oder
Up(bm) < M. Ist m < M mit vy(an,) > M und v,(by,) > M, dann erhalten wir vy(am, + by,) >
min{wv,(am), vp(bm)} > M, und damit ist die oben definierte Addition wohldefiniert. Fiir die Wohlde-
finiertheit der Multiplikation miissen wir zeigen, dass v, (Y. keZ[p—1] abp—1) < M nur fiir endlich viele
m < M gilt. Angenommen, wir haben eine Familie von Elementen (m;);c; mit m; < M und fiir alle
i € Listvp(Ypezip-1] @hbm,—k) < M und damit auch M > vy (L pezip-1] @bm,—k) 2 infpezpp-11{vp(ag) +
Up (b, —) }- Dann existiert zu jedem m; < M ein k; € Z[p™'] mit vy(a,) < M und v, (b, _x,) < M fiir
alle ¢ € I. Da es nur endlich viele k£ > 0 mit v, (bas—i) < M gibt, setzen wir Cy = sup{k:v,(bps—) < M }.
Wir erhalten wegen v, (ba—(ar—(m,—k:))) = Up(bm,—k;) < M die Ungleichung M — (m; - k;) < C1, also
ki < Cy — (M —my;) < C fur alle i € I. Setzen wir M; = max{M,C;} € R, so ist k; < M; und
vp(ax,) < M, fur alle 7 € I, insbesondere sind nach Voraussetzung an (ay)j nur endlich viele k; ver-
schieden. Wir setzen Co = min;e;{k;} und My = max{M, M — Cy}. Dann ist m; — k; < M — Cy < My
und vy (b, -, ) < Mo fiir alle ¢ € I. Also sind wegen der Voraussetzung an (by ) auch nur endlich
viele m; — k; verschieden und daher nur endlich viele m; verschieden. Damit ist auch die angegebene
Multiplikation wohldefiniert auf A. O

Proposition 4.6

Die o-Algebra Ay, ist isomorph zu dem Ring der Potenzreihen ¥ a,, X™, wobei m € Z[p~'], am € Wi
und fiir jede reelle Zahl M existieren nur endlich viele m mit m < M und vy(a,) < M. Modulo 7 wird
X™ auf W abgebildet.

Beweis: Vergleiche Proposition 1.4i) von [ShaPor]. Es ist zu zeigen, dass A ein 7-adisch vollstindiger
diskreter Bewertungsring mit Restklassenkorper F' und Uniformisierer 7 ist, wobei X modulo 7 auf
w abgebildet wird. Die Aussage folgt dann aus Satz 2.31. Wir bemerken, dass die Konstruktion des
Schnitts s: F' — A fiir das Element w € ' wegen X mod 7 = w im Beweis von 2.30 s(w) = X liefert,
und damit auch s(w™) = X™ fiir alle m € Z[p~'] und aus der expliziten Beschreibung von ~ erhalten
wir y(7(w™)) = X™.

Bezeichne pr: Wy, = W(R);, — R die kanonische Projektion, so ist die Abbildung A - F, f =
Ymez[p-1] amX™ = Ymezp-1] 7 (@m)w™, wohldefiniert. Ein Urbild eines Elementes Y,,cz[,-1] bnw™
mit b,, € K ist gegeben durch YomeZ[p-1] 7(by ) X™. Der Kern der Abbildung ist gerade A, sodass wir
A/mA = F erhalten.

AuBerdem ist A m-adisch separiert, da fiir ein f = ¥, czpp-1]@mX™ € Npen 7' A bereits a,, €
Mnen "W, fiir alle m € Z[p~!] gilt. Weil W, selbst 7-adisch separiert ist, folgt f = 0.
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Als Nichstes zeigen wir, dass A m-adisch vollstindig ist. Sei dafiir (f(")),cy eine Cauchyfolge
in A mit f(®) = Y mez[p1] a{™ X™. Insbesondere bildet fiir jedes m € Z[p~'] die Folge (aﬁ,?))mN
selbst eine Cauchyfolge im 7-adisch vollstindigen Ring W;. Wir setzen a,, = lim,, e aﬁ,’f ) und f=
Ymez[p-1]@mX . Es bleibt zu zeigen, dass f der Grenzwert in A ist. Dafiir sei M € R. Wir finden
C > 0 mit vy(7¢) > M. Sei nun N > 0 mit £ — f(5) ¢ 7CA fiir alle n,k > N. Dann ist auch
a'™ — o € 2CW, fiir alle m € Z[p~'] und alle n,k > N. Ist nun m € Z[p~'], so existiert N,,, > N,

sodass v, (am, — afff)) > M fiir alle k > N,,,, also a,, — afﬁ) e 7T . Insbesondere ist

vp(am —agg)) = vp((am _agrlf)) + (agr]zc) _aq('ryzl))) > M

fir alle n > N und alle m € Z[p~'] und damit nach der starken Dreiecksungleichung auch vy (a,,) =
vp(afff )) < M, falls vy,(am) < M. Zu festem n > N existieren aber nur endlich viele solcher m <
M, daher ist f € A. Aus der Rechnung geht ebenfalls hervor, dass f ein w-adischer Grenzwert der
Cauchyfolge (f(™),ey ist.

Aus der Vollstandigkeit konnen wir tiber ein geometrisches Reihenargument zeigen, dass A lokal ist.
Ist ndmlich f € A\mA, so ist die Reduktion modulo 7 in F' eine Einheit. Sei g € A ein Lift der Inversen
von f mod 7, also f-¢g=1 mod 7. Dannist },,x(1 — fg)" ein Inverses von fg=1—-(1- fg) in A4,
sodass auch f invertierbar in A ist. Daher ist 7 A das einzige maximale Ideal von A.

Um zu zeigen, dass A nullteilerfrei ist, zeigen wir zunéichst, dass es zu f = 3 ,cp[p-1] @ X ™ € A ein
minimales j € Z[p~'] gibt mit |a;| = SUDezp-1]1@ml- Ist f # 0, so setzen wir C' = inf{vp(anm)} € Rxo.
Wegen v, (W) = vp(m)Z wird eine Folge (v, (my))ken mit limy o vp(my) = infp,ezpp-11{vp(am)}
stationdr, sodass wir j € Z[p~'] finden mit v,(a;) = inf,,ez(p-171{vp(am)} und damit auch |a;| =
SUPyez[p-1] [aml- Setzen wir M = max{C, j} + 1, so existieren nur endlich viele m < M mit vy(a,) <
M, insbesondere konnen wir j € Z[p~'] minimal mit der Eigenschaft vp(a;) = C wihlen. Ist nun
9= Ymezp-1]bmX™ € A\{0} und [ € Z[p~'] minimal mit |b;| = SUDPynez[p-1] b, 0 ist auch der Betrag
des Koeffizienten vor X7*! von fg nach der starken Dreiecksungleichung gleich |a;| - |b;| # 0 und damit
ist fg # 0.

Wir beenden den Beweis mit Hilfe von Bemerkung 1.1.20 von [Sch17], nach der A ein Hauptideal-
ring ist. O

4.2 Schwache Topologie

Fiir diese Arbeit ist die schwache Topologie wesentlich. Unter anderem werden wir fordern, dass die
I"-Operation auf den (p, I')-Moduln beziiglich dieser stetig ist. Wir werden ein fundamentales System
offener Umgebungen von 0 angeben, wollen aber zunichst die Definition kurz motivieren. Dabei orien-
tieren wir uns insbesondere an [Sch17] Kapitel 1.5. Statten wir F' mit der Normtopologie aus, so nennen
wir die Produkttopologie auf W (F"), die schwache Topologie (vergleiche mit dem Abschnitt auf Seite
66 von [Sch17]). Diese ist nach Lemma 1.5.5 von [Sch17] separiert und vollstindig. Weiter finden wir
in unserer speziellen Situation nach Bemerkung 2.1.5 von [Sch17] das folgende fundamentale System

offener Umgebungen.
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Bemerkung 4.7

Fiir jedes a« € W (op) mit 0 < |®g ()|, < 1 bilden die W (05) -Untermoduln oW (op) p+7" W (F) [,
mit m > 1 ein fundamentales System offener Umgebungen um 0 beziiglich der schwachen Topologie auf
W(F)pL.

Bemerkung 4.8

Nach Lemma 1.5.4 von [Sch17] ist Ay, ausgestattet mit der schwachen Topologie, ein topologischer
Ring. Die Abbildungen ¢ und ¢! sowie die I'-Operation auf Ap sind stetig beziiglich der schwachen
Topologie. Letzteres bedeutet, dass die Abbildung I" x Ap - Ap beziiglich der Produkttopologie links
stetig ist.

Beweis: Da ¢ und ! auf F beziiglich der Normtopologie stetig sind und auf W (F)z, via W ()L
und W ('), abbilden, sind sie auch stetig beziiglich der schwachen Topologie. Fiir die Stetigkeit
der I"-Operation orientieren wir uns an Lemma 1.5.3 von [Sch17]. Ist O ¢ W (F), offen und (o,b) €
I'x W(F)r mit o(b) € O, so finden wir eine offene Umgebung

Uam = {(a0,...,an,...) e W(F)r: ag,...,am-1 €a}

mit 0(b) + Uy m € O (vergleiche Seite 66 von [Sch17]) fiir ein offenes Ideal a von 0. Dabei beachten
wir, dass die von 0 verschiedenen Ideale von o eine Basis offener Umgebungen fiir 0 bilden, denn zum
einen bilden fiir 0 < € < 1 die Kreise {z € F:|z|, < €} € or von 0 verschiedene Ideale und zum anderen
ist fir 0 # a € a € op bereits {z € F:|z|, < |a],} € a, wenn a ein von Null verschiedenes Ideal ist. Da
I' x F'™ — F™ stetig ist, finden wir eine offene Untergruppe U C I' und ein offenes Ideal b C o, sodass
oU(b;+b) co(b;)+afiralle 0 <i<m— 1. Nunist

oU(b+Upm)=0U((bo+b,...by-1+6,0,0,...) + 7" W (F)L)
c(o(bo)+a,...,0(bp-1)+a,0,...)+ 7" W(F)L
= U(b) + Ua7m,

also ist die I'-Operation stetig. O

Wir kénnen nun die schwache Topologie auf Ay nutzen, um eine Topologie auf endlich erzeugten

Ay-Moduln zu induzieren. Dafiir nutzen wir die Quotiententopologie.

Definition 4.9
Sei X ein topologischer Raum und ¢: X — Y eine Surjektion von Mengen. Eine Menge U C Y ist genau

dann offen beziiglich der Quotiententopologie, wenn ¢! (U) offen in X ist.

Es ist einfach zu zeigen, dass dies eine Topologie auf Y definiert. Es ist die feinste Topologie auf Y
beziiglich der g stetig ist. Man zeigt leicht die universelle Eigenschaft der Quotiententopologie, dass eine
Abbildung f:Y — Z fiir einen topologischen Raum Z genau dann stetig ist, wenn die Verkettung f o ¢
stetig ist.

Fiir einen endlich erzeugten A7 -Modul wihlen wir nun d € N und eine Ay -lineare Surjektion A% -
M und nennen die durch die Quotiententopologie definierte Topologie die schwache Topologie auf M,

wobei wir A, mit der schwachen Topologie und ACLI mit der Produkttopologie ausstatten.
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Bemerkung 4.10

Fiir die schwache Topologie gelten die folgenden Eigenschaften:
i) Die Topologie auf M ist unabhingig von der Wahl von d und der Wahl der Surjektion.
ii) Jede Ay -lineare Abbildung f zwischen endlich erzeugten Moduln iiber A, ist stetig.
iii) Jeder endlich erzeugte Az-Modul ist ein topologischer Modul beziiglich der schwachen Topologie.

iv) Ist Ap - Aj ein stetiger Ringhomomorphismus und a: M — N ein p-semilinearer Homomor-

phismus zwischen endlich erzeugten Az-Moduln, so ist « bereits stetig.

Beweis: Wir beweisen zunichst Teil ii). Sei f: M - N Ay -linear und seien AdL - M, Ai - N Ap-
lineare Surjektionen. Wegen der Projektivitit von AdL existiert eine A -lineare Abbildung f : A% - AeL,

die das Diagramm

~d f ~
A7 —— AT

|

ML N

kommutativ macht. Nach der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie geniigt es, die Stetigkeit
von f Zu zeigen. f ist aber gegeben durch Matrixmultiplikation und ist daher stetig, denn Ay ist ein
topologischer Ring. Wir folgern Teil i) durch die Wahl M = N und f = idyy;.

Fiir iii) wahlen wir uns eine Surjektion x 5;: A‘z — M und erhalten fiir die Addition das kommutative

Diagramm
id L qd M g4
A7 x A7 —— A}

lX M XXM lx M

MxM —M M.

Nun ist fiir eine offene Menge U € M das Urbild +;; (U) genau dann offen, wenn +‘§'£ (X35 (M)) offen
ist. Da A, ein topologischer Ring ist, ist dies der Fall. Analog ist auch ApxM—> M stetig.

Fiir iv) sei XM:AZL - M eine Ay-lineare Surjektion. Wir fassen Ay via (id, ) als (AL,AL)—
Bimodul auf und schreiben dafiir A L,u- Wir erhalten den endlich erzeugten A .-Modul A Lu®f, A’E =
AT'. Nun ist ™ A7* — AT nach Voraussetzung stetig. Weiter sind die A -linearen Abbildungen id ®
XM:AL,,u ®;, A?f - AL,M ®;, M und a““:ALyu ®;, M — N mit a ® m — aa(m) stetig, also

insbesondere auch deren Verkettung. Wir erhalten das kommutative Diagramm

m
Am M Am  _ A . Am
Al — AT = Apu®;, AT

lx M J/Steti g

M—=—3 N

und mit der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie folgt die Behauptung. O
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4.3 (¢, I')-Moduln und die Kategorieniquivalenz

Definition 4.11

i) Ein @-Modul iiber Ay, ist ein endlich erzeugter A-Modul M mit einem ¢-semilinearen Endomor-
phismus @: M - M.

ii) Ein (¢, I')-Modul iiber AL ist ein p-Modul M iiber AL mit einer mit ¢;; kommutierenden steti-
gen ['-semilinearen Operation I' x M — M, wobei wir I' mit der Krulltopologie und M mit der

schwachen Topologie ausstatten.

iii) Ein Homomorphismus von p-Moduln iiber Ay ist ein Homomorphismus von Az-Moduln a: M —

N mitao @y = pnoa.

iv) Ein Homomorphismus von (@, I')-Moduln iiber A . ist ein Homomorphismus von ¢-Moduln « iiber

Ay, der mit der I'-Operation kommutiert.
v) Ein -Modul oder ein (¢, I')-Modul heift éfale, wenn ) bijektiv ist.

Bemerkung 4.12

1) Die Stetigkeit von o und ¢y ist bereits nach Bemerkung 4.10 gegeben, da « Ap-linear und © auf
Ar stetig ist.

ii) Da ¢ bijektiv ist, ist auch ¢ ® id bijektiv, sodass aus dem kommutierenden Diagramm

M:AL(@ALM

S lso@idw
i

AL,Q& ®AL M ——- M

folgt, dass die A r-Linearisierung goliM“: A Le®f, M — M genau dann bijektiv ist, wenn ¢ bijektiv

ist. Falls ¢ nicht bijektiv ist, wird die Bijektivitit von goljj} als Definition von étale verwendet.

Wir bezeichnen mit Modg,F(A L) < Mod%p(AL) die Kategorie der (étalen) (¢, I')-Moduln iiber
Ay. Das erste Ziel ist es, die Kategorieniquivalenz zwischen Rep, (G) und Modir(,& 1) vorzustellen.
Dafiir setzen wir zunéchst

A= W(F), 2 0 @y () W(F™P).

Wie bereits bei A, setzt sich der Frobeniusautomorphismus o-linear via ¢ = W (z ~ 29), auf A fort.
Weiter operiert die Gruppe G iiber den Quotienten I' = Gal(L|L) = G/H auf L® und wie zuvor auf
(m)" = F. AuBerdem operiert G auf C,, = @, also auf (C;. Da dies ein algebraisch abgeschlossener
Korper ist (vergleiche Lemma 1.4.10 von [Schl17]), ist F*P ¢ q’, und es ist schnell zu sehen, dass
sich die Operation von (C;) auf F*°P einschriinkt. Es gilt sogar Gal(F*“P|F') = H nach Proposition 1.2i)
von [ShaPor]. Da die Operation von G durch W (o), gegeben ist und da (F*?) = F ist, gilt Af = A,
fir H = Gal(LZ|L). Genauso folgt A¥=! := {z € A | o(z) = x} = 0 wegen (F*P)#=! = & und wegen
W(ﬁ) L=0.
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Sei also nun V' € Rep, (G'). Wir betrachten zuniichst den A-Modul A®, V. Fiir o € Gist oxo: AxV —
A ®, V eine o-balancierte Abbildung. Wir erhalten die diagonale Operation auf A ®, V. Setzen wir nun
D(V) = (A ®, V), so ist wegen obiger Gleichung D(V) ein A” = A;-Modul. AuBerdem erhalten
wir wegen G/H = T eine I'-semilineare Operation auf ID(V"). Da ¢ und die Operation von G auf A
kommutieren (G und ¢ kommutieren auf F'*“P), kommutiert auch ¢ ® id mit der Operation von G auf

A®, V, sodass ¢ ® id einen p-semilinearen Endomorphismus ¢y induziert.

Lemma 4.13
Es gilt D(V') € ModZ 1(Ap).

Beweis: Vergleiche Lemma 2.1 von [ShaPor]. Aus dem Beweis geht insbesondere hervor, dass die ka-
nonische Abbildung A ® i, D(V)~ A®, V ein G-invarianter Isomorphismus von ¢-Moduln iiber A ist.
Die Beweisstrategie ist dieselbe wie im von Fontaine behandelten zyklotomischen Fall (vergleiche Pro-
position 1.2.4 [Fon]): Man behandelt zuerst den Fall 7V = 0 mit Hilfe von Hilberts Satz 90, verwendet
dévissage fiir den -Torsionsfall und abschlieBend ein Mittag-Leffler-Argument fiir den Ubergang zum

inversen Limes V' = lim V/7x"V. O
<«—n

Fiir die Konstruktion des Funktors in die andere Richtung sei M ¢ ModgF(AL). Wegen der -
Semilinearitdt von ¢y ist die Abbildung Ax M — A®y M, (a,m) » ¢(a) ® par(m), Ar-balanciert.
Wir erhalten eine p-semilineare Abbildung ¢ = ¢ ® pps auf A ® AL M, die wir erneut mit ¢ bezeichnen.
Wir setzen V(M) := (A ®;, M)#! = {5 e A ®;, M:p(0) = 0}. Wegen A?=1 = o ist V(M) ein
0-Modul. Die G-Operation auf A ® AL M via o ® idj; kommutiert mit ¢ ® @z, daher erhalten wir auch
auf V(M) eine G-Operation.

Lemma 4.14
Es gilt V(M) € Rep,(G).

Beweis: Vergleiche Lemma 2.2. von [ShaPor]. Aus dem Beweis geht insbesondere hervor, dass der
kanonische Homomorphismus A®, V(M) - A® i, M ein G-invarianter Isomorphismus von ¢-Moduln

iiber A ist. Man folgt wiederum der urspriinglichen Strategie von Fontaine. O

Satz 4.15
Die Funktoren D:Rep,(G) — Modg’F(AL) und V: Modg’F(AL) - Rep, (G) sind quasi-inverse Aqui-

valenzen von Kategorien.
Beweis: Vergleiche Theorem 2.3 in [ShaPor]. O

Bemerkung 4.16
Aus dem Beweis ergibt sich, dass V' (bzw. M) genau dann ein 7-Torsionsmodul ist, wenn D(V') (bzw.

V(M)) ein m-Torsionsmodul ist.

Wir erinnern uns daran, dass es das Ziel dieser Arbeit ist, diese Kategoriereniquivalenz durch eine
Aquivalenz zwischen Modf;’r(AL) und Modgr(AZ) zu erweitern. Dies ist das Resultat des nachfol-

genden Kapitels.
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S Der Ring Az und Uberkonvergenz

In diesem Kapitel werden wir damit beginnen, den Ring der iiberkonvergenten Elemente AE einzufiih-
ren. Dieser wird weiterhin ein diskreter Bewertungsring mit Uniformisierer m und Restklassenkorper F'
sein. AuBlerdem wird sich zeigen, dass sich die Operationen von I' und G sowie der Frobenius ¢ auf A'L
einschrinken lassen. Wir konnen analog die Kategorie der iiberkonvergenten étalen (o, I')-Moduln ein-
fithren und beenden das Kapitel mit der Kategoriendquivalenz zwischen Modé(;’F (Ar)und Mod‘f,f’F (AIL)
Grundlage hierfiir bildet Kapitel 4 von [ShaPor].

5.1 Der Ring Az

Zur Konstruktion des Rings ATL fiihren wir eine Verallgemeinerung der Gaul3 Norm ein, vergleiche auch
mit Abschnitt 1.7 von [Ked].

Definition 5.1
Sei z = Y m () € A; = W(F)r mit z,, € F (vergleiche 2.24). Fiir 0 < r < oo setzen wir

2], = suppen{g " |znl; } € RU {oo} und fiir r = oo sei |7]eo = sup,en{|znls} € RU {oo}.

Bemerkung 5.2
Analog definieren wir | - |, fiir z = Y2, 77 (x,) € A = W(F*P), mit ,, € F*P. Es gelten die

folgenden Eigenschaften:

i) Fir r = 0 gilt fiir £ # 0 in F bzw. in F**? schon [¢|] = 1 und |0[; = 0, also ist |z|yp < co endlich fiir
alle x € AL und alle z € A.

ii) Fiir 0 < s < r < oo erhalten wir
; s
ol = sup{q"wnl}} = sup{q "wnly "} < sup{g " |zaly 7} < 2l
neN neN neN
iii) AuBerdem ist fiir 0 < r < oo

@]y = sup{q™"|anl; } < sup{|anl;} = (sup{lan)s})" = 2],
neN neN neN

iv) Falls x € W(op)y ist, so ist |z|, < oo fiir alle 0 < r < oo. Dafiir geniigt es nach iii), fir z =
Yoo T (zy) mit z,, € 0 zu zeigen, dass sup(|z,|y) < oo ist. Dies ist aber der Fall, da |z, |, < 1.

Beachte auch, dass £ € o und daher |z|, < oo fiir alle z € W (8), und alle 0 < 7 < oco.
v) Analog gilt |x|, < oo fiir alle € W (0pser )1, und alle 0 < r < oo.

= {zeAp:|z| < oo}

Wir wollen im Folgenden darauf hinarbeiten, dass fiir > 0 die Menge A(LO’T)

einen Unterring von A, liefert, auf dem | - | ein nicht-archimedischer Absolutbetrag ist.
Lemma 5.3

Fiirk>0und x =Y, n"1(xy) € W(op), setzen wir

Ni(x) = sup |zn|y € |op|y € [0,1].

0<n<k
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Dann gilt:
i) Fiir a € op gilt N},(x) < |al, dann und nur dann, wenn x € 7(a)W (op) g, + 7 W (0p) L.
ii) Np(z+y) < max{Ny(z), Np(y)} fiiry e W(op)L.

iii) Ni(zy) <sup,,;, {Ni(z)N;(y)} fiiry e W(or)L.

iv) ||, = Supgsoiq FNi(x)"} fiir 0 < 7 < oo.

Beweis: Wir orientieren uns an Lemme 1.4.2 von [FarFon]. Fiir die erste Aussage stellen wir fest, dass
Ni.(x) < |al, genau dann gilt, wenn fiir alle 0 < n < k auch |z,|, < |aly, also nach Lemma 3.5 z,, € aop
ist. Da 7 multiplikativ ist, finden wir x € 7(a)W (o), + 7' W (0p) .

Sei nun ohne Einschrinkung max{Ny(z), Nx(y)} = Ni(z). Wir finden a € op mit |a|, = Nx(z) >
N (). Insbesondere ist 2,y € 7(a)W (op) + 7**'W (0r), und damit auch z + 1. Aus i) folgt dann
Ni(z +y) <laly = max{Ny(z), Ni(y)}.

Fiir die dritte Aussage stellen wir fest, dass xy = ¥, <k T(«Tz'yj)ﬂHj mod 71 W (o). Ist nun

a € 0p mit

laly = max |2 ]s|y;], = max{max |z,|; - max|ynls} = sup {N;(2)N;(y)},
i+j<k i+j=k  n<i m<j i+j=

so erhalten wir zy € 7(a)W (o)1, + 7" W (o)1, also Ny (zy) < |ay, = sup;,j-x L Vi () N; (y) }.

Zuletzt stellen wir

el = sup{q"xnl;} = supsup{g *|a,[;} = sup sup {qFlznl}} = sup{g " Ni ()"}
n>0 n>0 k>n k>0 0<n<k k>0

fest und beenden damit den Beweis des Lemmas. O

Lemma 5.4
Fiir 0 < r < oo erfiillt | - |, fiir x,y € W (op)y, die Eigenschaften

i) x|, =0 <= x =0,

i) |zyle < |zl-ly

T
iii) |z +y| < max(|zl, |yl,).

Beweis: Die erste Eigenschaft ist eine direkte Konsequenz aus der Definition von |- |, und gilt sogar fiir

alle x € W (F') . Wir wenden nun das vorige Lemma an und erhalten fiir z,y € W (op)r
[+ ylr = sup {g Ny (¢ +y)"} < sup {¢~" max{Ny.(z), Ni(y)}"}
k>0 k>0
< max {sup{quk(:v)’"}, SUP{quk(Z/)T}}
k>0 k>0

= max {|z|, [y }

23



und

2yl = sup {g Ni()"} < sup {q-k sup {M(x)wj(y)’“}}
k>0 k>0

i+j=k

_sup{sup {q i(x)'q TN, i(y)" }} —sup{q ka(a: } Sup{q Ni(y)" }

k>0 \i+j=k
= |l |ylr
und damit ii) und iii). L]

Wir kénnen dies auf Aj, = W (F) [, iibertragen. Es gilt das

Lemma 5.5
Fiir 0 < r < oo erfiillt | - |, fiir ¥,y € Ay, die Eigenschaften

i) x|, =0 <= x =0,

i) |zyl, <
iii) |z +y| < max(|z|, [y]).

Beweis: Fiirz = Y 777 (2,),y = XM 77 (y,,) € W(F), finden wir a € F\{0} mit 7(a)z, 7(a)y €
W (op)r. Dann folgen die Aussagen fiir  und y wegen |7(a)z|. = |al;|z|.. Fiir ein beliebiges = =

Y2 o 7 () schreiben wir (V) = YN 77 (2,,) und erhalten so
(@ + ) = (@) + g < o 4 ] < max([2 ), [y, ).

Die dritte Aussage folgt nun, da fiir = € W (F), bereits |z| = limy_ o |#(N)|, per Konstruktion von | - |,

gilt. Mit dem gleichen Argument sehen wir auch ii). O

Lemma 5.6

Fiir x,y € W(F)p mit ||, |yl < oo gilt sogar |xy|, = |z| |yl

Beweis: Fiir r = 0 stammt |-|,, von der 7-adischen Bewertung und ist daher multiplikativ, vergleiche auch

Bemerkung 5.2i). Seien 0 # x,y € W (F') . Beachte zunichst, dass auch |z[; < oo, [y|; < co fiiralle t <r

nach Bemerkung 5.2ii). Zunéchst wollen wir zeigen, dass limy »,. |z|; = |2/, gilt. Dafur betrachten wir dle
==

Funktion ¢ ~ |z}, die als Supremum stetiger Funktionen unterhalbstetig ist, also ]x]r < liminfy -, \x|t
t

erfiillt. Aus Bemerkung 5.2ii) erhalten wir fiir ¢; < ¢2 die Ungleichung |x|;, < |ac|t2 und daher |ac|1t1 <
) it

1 1
|z[,2, sodass die Funktion ¢ — |z|/ monoton wachsend, also insbesondere oberhalbstetig in r ist, also

1 1 1
|z|7 > limsup, ., x|/ erfullt und damit stetig in r ist. Folglich ist die Verkettung t — |z|; = etlos(fzl)
ebenfalls stetig in r und wir erhalten limy -, |z|; = |z],.

Da |z| endlich ist, konvergiert

_ _ L _ t o _p(1-t L1t
0< g @ml = ¢ ™|amly” = (@ @mb) " ¢ ") < Jafrgm0)
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wegen ¢ < r gegen 0, wenn m — oo geht. Wir finden daher minimale j, k € N mit |z|; = ¢7/|z;| und
lyle = ¢ *|yx|t. Wir setzen z’ = Yoo T (Tn), Y = ol 7T (yn) und 'y’ = Y00 T (2,). Wegen
der Multiplikativitét von 7 ist z;,} = xjyk. Nun ist

&'yl 2 a7 zgenly = a7 ke lha lunl” = lellyle = [2'lely'le

und wegen der bereits gezeigten Submultiplikativitéit gilt hier bereits Gleichheit. Aus der Minimalitit
von j und k folgt |z — 2’|y < |x|¢ und |y — ¥'| < |y|:, wobei wir hier auch benutzen, dass x,y von Null

verschieden sind. Mit der starken Dreiecksungleichung erhalten wir

ey =2yl = (2 = 2"y - 2" (4 - y)le < max{|(2 - 2")yhs, |2 (y - )i}
<max{<z = a'lefyle, [2"ely - y'l¢}

<|zllyle = |="y'):

und damit |zyl; = [(xy—-2'y") +2"y|e = |2"y'|¢ = |z|¢|y|:- Insgesamt bildet ||, auf {x € W (F)p:|z|, < 0o}
einen nicht-archimedischen Absolutbetrag.
O

Bemerkung 5.7

Mit den gleichen Beweisen gelten die Aussagen auch fiir |- |, : A - [0, o0].

Fiir s < r ist wegen Bemerkung 5.2 A(LO’T) c A(LO’S) := {& € Ar:|z|s < co}. Wir konnen daher die

gesuchten Unterringe definieren durch

A= UAPD <Ay wd A= YAOD <A
Nach Bemerkung 5.2iv) sind das Algebren iiber W (o). Der Homomorphismus ¢: W (F');, — W (F)r,
mit (ap)n = (ad), erfiillt fir z € As (bzw. z € A) lo(x)|r = |z|qr- Insbesondere lisst sich ¢ auf ATL
einschriinken. Fiir o € G und fiir o € T gilt sogar |o(x)], = |z, firallez e A; und z € A, da|-|y00 = |-|,.
Statten wir A" und ATL mit den jeweiligen Teilraumtopologien aus, so sind ¢ und die Operationen noch

immer stetig.

5.2 Alternative Beschreibung

In diesem Unterkapitel geht es darum, die Herkunft des Namens von Ay, als Ring der iiberkonvergenten
Elemente zu klidren. Dabei nutzen wir die Identifikation von F' als Potenzreihen in w und die Identifika-
tion von Az, aus Proposition 4.6.

Wir setzen fiir 0 < r < oo
R, = q—rq/(q—l)'

Lemma 5.8

Sei A = L(AL) der Ring unter dem Isomorphismus v aus 4.6. Fiir 0 < r < oo betrachte die Abbildung
I+l A > Rog U o0} mit ||l = subpmezgpes){laml BT} fiir £ = Somezpr) amX™ Dann ist | - ||
submultiplikativ und erfiillt die starke Dreiecksungleichung.
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Beweis: Seien f,g € Amit f =3, czrp-17amX™ und g = 3,,e775-1] b X mit @y, by, € Wi Dann ist

If +gll-= sup {lam +bm|R"}
meZ[p!]

< sup  {max{|am|, [bm|} R}
meZ[p~]

Smax{ sup {lam|R)'}, sup {]bm]Rm}}

meZ[p~1] meZ[p~1]

= max{|| ||, lgllr}-

AuBerdem ist fg = Y nezp-1] X Xez[p-1] @bm-k € A und daher

Ifgll-= sup {| > arbmilR"}
meZ[p~t]  keZ[p1]

< sup { sup_ {|akbm K} R
meZ[p~1] keZl[p~

< sup {|ak|Rf}' sup {|bk|Rk}
keZ[p1] keZ[p=t

= {1£1l - lgll- O

Lemma 5.9

Wie in Lemma 5.6 zeigt sich, dass fiir f, g € A mit||fllr, |lgllr < oo sogar ||fgll- = /1l /lgll- gilt.

Beweis: Fiir 7 = 0 zeigt man, dass || - ||, von der w-adischen Bewertung stammt, vergleiche auch mit
dem Beweis von Proposition 4.6. Angenommen, f # 0. Wir wollen nun fiir 0 < ¢ < r zeigen, dass ein

minimales j € Z[p~"] existiert mit || f||; = |aj| R!. Dafiir stellen wir zuniichst fest, dass

m m
onl B =l (5] <A1k () 0
bei m — —oo. AuBerdem ist wegen R; < 1 und |a,,| < 1 auch nlbl—{%o lam| Ry = 0. Sei nun (my,)gen
eine beschrinkte Folge in Z[p~']. Ist C' = infyey my, so wihlen wir zu € > 0 ein M; > 0 mit eR;*

[p|M1. Setzen wir weiter My = supyeymg und M = max{ M, Ma}, so gilt |ap, |R]™ < |am,|RS <
Ip|™ RS < [p|MRY < e fiir fast alle my, < M. Insbesondere kann eine beschrinkte Folge (my, )y, fiir die
lam, | R;"* nicht gegen 0 konvergiert, nur aus endlich vielen verschiedenen Folgengliedern bestehen. Ist
also (my) ey eine Folge in Z[p™'] fir die |a,,, |R}"™ gegen ||f||: # O konvergiert, so kann diese nur aus
endlich vielen verschiedenen m;,’s bestehen. Wir finden also j € Z[p~'] mit ||f||; = |aj|Rg. AuBerdem
folgt daraus auch, dass wir j minimal wihlen kénnen. Der restliche Beweis folgt der gleichen Strategie

wie der Beweis von 5.6. O

Lemma 5.10
Der Unterring A7) = { f € A:||f]|, < oo} ist vollstindig beziiglich || - ||, fiir alle 0 < 1 < co.

Beweis: Sei (f(™),ay eine Cauchyfolge in A(%") beziiglich || - ||, mit £ = Ymez[p-1] @ o™ x™ Zu
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¢ > 0 finden wir N e N mit || f(™) — f(#)]|, < e fiir alle n, k > N. Insbesondere ist fiir alle m € Z[p~']
o) = a1 Ry < |IF) = F P <e,

also bildet fiir alle m die Folge (a§,’; ) )nen eine Cauchyfolge im vollstindigen Ring Wy,. Wir setzen a,, =

) und f = X men am X ™. Zuniichst zeigen wir, dass f € A = «(Ap) liegt, also dass fiir alle

reellen Zahlen M nur endlich viele m < M mit v, (a,,) < M existieren. Wegen vy, (-) = lfgj}fé)l‘ = log(+)
ist vy (am) < M dquivalent zu |a,,| > [p|*. Sei nun M € R. Wir finden N > 0, sodass ||f*) — f(™)||, <

Ip|™ RM fiir alle n, k > N ist. Insbesondere gilt fiir alle m < M

limy, 00 A

jal® — aSOIR < || F &) = fO < [p[M R,

also ]a,(n,lf) - a,(n,?)] < |pMRM=™ < |p|M. Fiir alle m < M mit |a,,| > |p|* gilt fiir alle n > N auch

Jam = | = |(am —aly)) = () —af?)] < o™,

wobei k > N jeweils abhéngig von m gewihlt wird, da ag,]f ) gegen a,, konvergiert. Dann muss wegen

der starken Dreiecksungleichung |a7(7ff )| = |am| > [p[™ fiir alle n > N sein. Zu festem n > N existieren
nur endlich viele solcher m. Damit erfiillt auch f die Bedingung an die Koeffizienten aus Proposition
4.6.

Da Cauchyfolgen beschriinkt sind, existiert ¢ € R mit ||f (”)||,« < c fiir alle n € N. Insbesondere ist
|| R™ = limp oo [ |R™ < limpoeo ||f ™|l < c fiir alle m € Z[p~'], und damit ||f}, < c, also
f € A7) Wir beenden den Beweis, indem wir zeigen, dass f der Grenzwert von (f (”))neN ist. Dafiir
wihlen wir e > 0 und finden N € N, sodass || f*) = f(")||, < ¢, also |a7(7§)—a7(7?)|R;” < efiirallem e Z[p™!]
und n, k > N. AuBerdem finden wir fiir alle m € Z[p~'] ein N,,, > N, sodass |a,, — afq]f)|RT < € fiir alle

k > N,,. Insbesondere ist
jam = SO IR = [(am = al)) = (al) - al) R < €

fiir alle n. > N und alle m € Z[p~'], sodass || f — f("™)||, < e fiiralle n > N gilt und damit f der Grenzwert
von (f(™),en in R ist. O

Proposition 5.11
Sei x € Ap, und f=ux)= Yomez[p-1] @mX " die zu x zugehorige Reihe unter dem Isomorphismus v aus
Proposition 4.6 mit am, € W, = 0 @y (g) W(R) = W(R) L. Dann ist fiir 0 < r < oo

[l = {11l = sup{Jam| 2"}

Bemerkung 5.12
Die Aussage ist auch fiir » = 0 wahr. Dafiir bemerkt man, dass beide Normen von der m-adischen Bewer-

tung stammen.

Beweis: Wir haben im Beweis von 4.6 bemerkt, dass ¢(7(w™)) = X™ fiir alle m € Z[p™'] gilt. Wir
zeigen die Aussage zunichst fiir Elemente 7(y) mit y € F, also dass |7(y)|. = |[c(7(y))]|- gilt. Ohne
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Einschrinkung konnen wir y # 0 annehmen und wir schreiben via der Identifikation von F' (verglei-
che mit Proposition 1.1ii)) von [ShaPor]) y = w" - v, wobei m € Z[p_l] und v € o}, ist. Wegen der

Multiplikativitit von 7 erhalten wir

U7 (y)) = u(r(w)™) - e(7(v)) = X"u(7(v)).

Nun ist zusammen mit v auch 7(v) und damit ¢(7(v)) eine Einheit. Wie in dem Beweis von Proposition
4.6 ist der Ring der formalen Potenzreihen ¥, 7,11, @m X" ein m-adisch vollstindiger und separierter
Ring, dessen Reduktion or ist. Aus Korollar 2.27 (wobei B der Ring der formalen Potenzreihen mit

m € Z[p~t]so ist) erhalten wir ||c(W (o) 7)||» € [0, 1] und wegen

L<le(r ()l - le(r (@)l <1

gilt sogar [[c(7(v))|l» = 1. Insgesamt erhalten wir |7(y)|, = [w™ - o[} = W™} = R = || X™|, =
(T ()l

Sei nun z = Y0 g7 (xy) in W(F)r = Ap und ay, = Yoo 7" 7(n,m) € W(R)L mit o(x) =
[ =200 Zmezip1] T T(nm) X™. Bsist |am| = ¢~ min{nlan,m*0} "da 7: & - W (R), ein vollstindiges

Reprisentantensystem liefert. Wir erhalten

||f||7“ = Sug{|am|R:*n} = Sug{rﬂf}wx q_nR;n:an,m * O} = sup {q_nR;n:O‘n,m # 0}'
me me

n,meN

Modulo 7 erhalten wir in £’ die Gleichung zo = },,e7p-1] @o,mw™. Also

(o)l = xoly = sup{|wl"™: aom # 0} = sup{R;": cwo,m # 0} = || follr,
meN meN
wobei wir fo = ¥,ez1p1] T(am)X™ setzen.
Betrachten wir nun 2’ = z — 7(x9), f”' = f — fo. So gilt nach Definition der Betriige bzw. obiger
Umformulierung |l = sup{|7(zo)ly. /|, } und [Lfl}. = sup{[Lfollr |/"[l-}. Seii mun ' = £ = o(7(x0))
die zu 2’ zugehorige Reihe. Wir erhalten wegen ||c(7(z0))||- = |7(x0)|» = || foll»

[1fo = (7 (o))l < max{{| follr, [e(7(z0))lr} = [l foll-

und konnen damit [| £ = sup{]| fol|, || /[ } zeigen. Wegen || £l = sup{[|follr, L/ [l } > [| fol|» nehmen
wir zundchst an, dass || f||, > || fol|» ist und erhalten wegen || fo — ¢(7(z0)) |- < || foll- < I f1lr = I/l

11l = 1 = 17+ (fo = e(r(@o))le = 11(f = fo) + (fo = el (@a))llr = IIf = (7 (@o))llr = £,

also [|fllr = [lfll = sup{[|foll,[l/"ll-}. Ist andererseits | f[l = [|follr, so ist [[f'[lr = |If = e(7(x0))llr <
sup{|| [l [l foll} = [| [}, also ebenfalls ||l = sup{]|foll |||l }- Setzen wir nun (1) = £ und fO) = L,
so erhalten wir eine Rekursion. Es bleibt zu zeigen, dass diese abbricht. Ist |x|, < oo, so kdnnen wir
erneut mit dem ¢ < r-Trick annehmen, dass j € N existiert mit |z|, = ¢7/|z;|T. Die Rekursion bricht dann
nach j + 1 Schritten ab, denn 2() = ¥%° 77 (2, ;) und daher |z], = |77 (2;)| = |77 £ = | £

Ist dagegen |z|, = oo, so ist die Folge 7" 7(x,) unbeschrinkt und damit ist auch die Folge 7" fén)
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unbeschrinkt. Insbesondere ist aber ||f]|, = sup,,en{ fo(n)} ebenfalls unendlich. Insgesamt erhalten wir

die Behauptung, dass |z, = ||o(z)||, fiir alle z € Ay, O

Fiir 0 < R < 1 betrachten wir nun V(R,1) = {X: R < |X| < 1} als rigid analytischen Kreisring

iiber dem Quotientenkdrper von Wy, und setzen V(R,1) = lim Xp(V(Rp_n, 1)). Der Einfachheit

halber ist hierbei X stets als Element von Quot(W,) aufzufassen (Komplettierung eines algebraischen
Abschlusses).

Korollar 5.13
i) AE besteht aus den Elementen f € Ay, die auf V(R, 1) fiir ein R < 1 konvergieren.

ii) Fiir 0 < r < oo besteht A(Lo’r) aus den Elementen f ¢ Ay, die auf f/(Rr,l) konvergieren und

beschrinkt sind.

Beweis: Fiir ii) schreiben wir f = ¥,,cz,-1] am X™ € A(LO’T) als f = f*+ f~ mit f* = ¥, 50amX™
und f~ = ¥, am X ™. Wir miissen fiir die Konvergenz von f* = ¥, c71p-17,, am X ™ zeigen, dass zu
¢ >0und X € V(R,,1) nur endlich viele m € Z[p~!]so existieren mit |a,, X™| > e. Fiir f € ATL und
e > 0 setzen wir M € R so groB, dass fiir festes X € V(R,,1) bereits | X|™ < e und |p|* < e ist. Nach
Voraussetzung an die Koeffizienten von f finden wir nur endlich viele 0 < m < M mit |a,,| > |p|™.
Damit ist |a,, X™| = |am||X|™ < e fiir fast alle m € Z[p~!]0, da sowohl |a,,| < 1 als auch |X| < 1 gilt.
Daher ist f* konvergent auf V (R, 1). Konvergiert f auf V (R, 1), soist || f*]l, = sup,,s0{|am|R™} < 1
fiir alle > 0 nach dem Maximumsprinzip der rigiden Geometrie und daher [ € ATL beschrinkt.

Fiir die Konvergenz von f~ sei nun € > 0 beliebig. Wir finden C' € Ry mit |a,,||X™| < € fiir alle
m < C. Setzen wir nun M > 0 so groB, dass € - |X|7¢ > |p|™, so finden wir nur endlich viele m < M mit
|| > [p|™ . Insbesondere ist |, || X ™| < |am||X €| < € fiir fast alle C' < m < 0 < M, also f~ konvergent
auf V(R,,1). Es gilt | f~(z)] < YmeZ[p1]eo [am| B < || f|lr < oo, also ist f~ und damit f beschrinkt
auf V' (R,,1). Ist andererseits f beschrinkt und konvergent auf V' (R,., 1), also sup,, {|a,»X"™|} < ¢ fiir
alle X € V(R,,1), so ist auch | f]|- € ¢ und damit f € A(LO’T). Danmit ist ii) bewiesen. Fiir i) sei f € A,
konvergent auf V' (R, 1) fiir ein R < 1. Istnun r > 0, sodass R > R, > 1, so ist f auf V (R, 1) konvergent

und beschrinkt, da |a,,||R)"| = |am|R™ - (%)m — 0 bei m — —oo. O

5.3 Eigenschaften von A}

Lemma 5.14

Fiir 0 < r < oo ist A(LO’T) = {x € Ap:|z|, < 0o} vollstindig beziiglich |- |,.

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus 5.10 und 5.11. O
Proposition 5.15

Es gilt W”Az = Az na"Ar und 7" AT = AT A 7"A.

Beweis: Sei z € A; mit 7"z € ATL A 7" Ay. Wir finden 7 > 0 mit |7" x|, < co. Nun gilt per Definition

|7" x|, = ¢""|z|, also ist auch |x|, endlich und damit 7"z € W”ATL. Der Beweis fiir A verliuft analog. [

Proposition 5.16

Az und A" sind diskrete Bewertungsringe mit Uniformisierer m und Restklassenkorper F bzw. F*P,
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Beweis: Sei zunichst x = Y02 7" () € AE\WAT, also xg # 0 nach Proposition 5.15. Wir wollen
zeigen, dass z invertierbar in ATL ist. Nach Multiplikation mit 7(z5') € W (F), kénnen wir zo = 1
annehmen. Sei y € AE mit 1 — z = 7y und sei r > 0 mit |1 — z|, < co. Da auch |y|, endlich ist, finden wir
wegen |y|s < |y|§ zu % > 1leinr > s >0, sodass |y|s < %1 und damit |1 — z|s = |7ryls < q‘l%l < 1.
Die geometrische Reihe Y ;° (1 — z)™ konvergiert daher im vollstdndigen Ring A(LO’S) beziiglich | - |
und liefert ein multiplikatives Inverses von 1 — (1 — x) = z. Daher ist WATL das einzige maximale Ideal.
Aus Bemerkung 1.1.20 von [Sch17] folgt auBerdem wegen N,,en W"ATL € MneN W”AL = 0, dass ATL
ein Hauptidealring ist, wobei ATL als Unterring von A7, nullteilerfrei ist. Damit ist ATL ein diskreter

Bewertungsring.

Wir erhalten aus Proposition 5.15 eine Injektion ATL/WATL > AL/TFAL =~ F'. AuBlerdem haben
c W(F)p mit 7z =

Yo T (xp-1) € W(op)L, so ist x,—1 € op aufgrund der eindeutigen Darstellung in 2.24. Damit ist

wir in Bemerkung 5.2 W (o) < Az gesehen. Ist x = Y07 7" 7(x,) € Az

bereits x € W (o) und es gilt 7W(op)r = W(op)r N ﬂ'ATL. Wir erhalten also auch eine Injektion

or EEW (o)1 /7W (0p) L - A} /AT . Also F = Quot(or) = Al /Al und damit A} /AT = F.
Genauso zeigt sich, dass AT ein diskreter Bewertungsring mit Uniformisierer m und Restklassenkor-

per F°¢P ist. O

Korollar 5.17
Fiirn e N gilt AZ/W”AZ ~ Ap/m"Ap und AT 7" AT = Ajm"A.

Der Beweis folgt per Induktion aus einem allgemeinen Resultat fiir Moduln.

Lemma 5.18

Sind M, N R-Moduln fiir einen kommutativen Ring R, ¢ : M — N ein Homomorphismus von R-
Y\ P

Moduln, M’ ¢ M,N' ¢ N R-Untermoduln mit M’ 2" N und M/M' L N/N’, so ist 1 bereits ein

Isomorphismus.

Beweis: Das ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Schlangenlemma. Ein direkter Beweis geht wie
folgt. Es ist ker ¢ € ker(M YN N/N"= M/M") = M’', aber da ¢y auf M injektiv ist, ist ker ¢ = 0.
Fiir n € N finden wir m € M mitn + N =¢(m) + N' € N/N" = M/M’. Also existiert m’ € M' = N’
mit n — ¢ (m) =1 (m’) und damit n = p(m +m’). O

Beweis: [von 5.17] Fiir n = 1 haben wir dies bereits im Beweis von Proposition 5.16 gesehen. Sei
also n > 1. Der Untermodul WATL /WnAE = ATL / W"‘1A2 ist nach Induktion isomorph zum Untermodul
WAL/TI'”AL x AL/TI'n_lAL. AuBerdem ist

(AE/T(”AZ)/(T(&E/W”AE) = Az/m&}g ~ Ap/mAp 2 (Ap/n"AL)/(xAL/7"AL).

Nach Lemma 5.18 ist dann bereits AE /W”Az ~Ag /77”& I. O

5.4 Uberkonvergente (¢, I')-Moduln

Die Definition eines iiberkonvergenten (y, I')-Moduls verlduft dhnlich zur Definition 4.11, allerdings
betrachten wir nun ATL—Moduln anstelle von AL—Moduln. Wir versehen dafiir ATL (bzw. A%) mit der

Teilraumtopologie von A 1, (bzw. A).
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Definition 5.19

Ein iiberkonvergenter (v, I')-Modul ist ein endlich erzeugter AE—MOdUl M mit einem (p-semilinearen
Endomorphismus ¢, : M — M und einer stetigen I'-semilinearen Operation I' x M — M, wobei wir I
mit der Krulltopologie und M mit der von AZ—induzierten Quotiententopologie ausstatten. Die Operation

und der Endomorphismus ¢y sollen dariiber hinaus kommutieren. M heif3it éfale, wenn @, bijektiv ist.

Bemerkung 5.20

Fiir o € W(or)z mit 0 < ®o() < 1 bildet nach Bemerkung 4.7 (oW (0r) 1, + 7™AL)men eine
offene Umgebungsbasis von 0 beziiglich der A -schwachen Topologie. Dann bildet oW (o), +7rmAz
eine Umgebungsbasis von 0 in A", wenn ATL c Ay, mit der Teilraumtopologie ausgestattet ist. Dafiir
verwenden wir W(op)p C ATL und 5.15. Insbesondere iibertragen sich die Argumente von Bemerkung

4.10.

Wir erhalten die Kategorie ModiF(ATL) c MOd@I(AE) der iiberkonvergenten (étalen) (p, I')-
Moduln. Der Uberkonvergenzsatz von de Shalit und Porat lisst sich in unserer Situation wie folgt for-

mulieren:

Satz 5.21 (de Shalit/Porat)
i) Der Basiswecffsel von Az zu Ay, induziert eine Aquivalenz zwischen den Kategorien Modif’r([&z)
und Mong(AL).

ii) Fiir V € Rep,(G) setzen wir D7 (V') := (A/L ®0 V), wobei H = Gal(L|L*) ¢ G diagonal auf dem
Tensorprodukt operiert. Es gilt D' (V) € MOd(Z,F(AE) und D(V') ist der Basiswechsel von Az U
Ar von DY (V), also Ay, ®5; D' (V) = D(V) in Mod? .(AL).

Der Beweis dieser Aussage ist das wesentliche Ziel dieser Arbeit und wird daher erst am Ende

durchgefiihrt. Wir werden im Folgenden auf diesen Beweis hinarbeiten.

Lemma 5.22

Sei M ein étaler p-Modul iiber Ap. Dann existiert ein étaler o-Modul M7 iiber Az, der in M enthalten

ist und die Eigenschaft besitzt, dass die kanonische Abbildung Ar® i M " — M ein Isomorphismus von
L

p-Moduln iiber Ay ist.

Wir merken an, dass also ¢+ = @ar|p. Fiir den Beweis bendtigen wir zunéchst zwei Aussagen
iber Matrizen. Aulerdem sei an dieser Stelle bemerkt, dass der Beweis auch gefiihrt werden kann, wenn
man die Ringe A, und AE durch A = W (F*?) und A" entsprechend ersetzt.

Bemerkung 5.23

Fiir eine Matrix A € Mat,(F') setzen wir |A|, = max; j{|a;;|s} Da ||, ein nicht-archimedischer Abso-
lutbetrag ist, definiert dies eine submultiplikative Matrixnorm. Sind ndmlich A = (a;;); j, B = (bij)ij €
Matg(F'), so ist

d d
|AB, = (D airbr;)i il = max(| D abi;ls)
k=1 bl k=1

< m‘cl.X(mgX(laikbkj\b) < H}%X(\aijlb) 'H}S}X(!bz‘j!b)

5

= |Aly|Bly.
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Mit gleicher Rechnung zeigt sich, dass diese Matrixnorm auch fiir Matrizen iiber Az, und A beziiglich

|- | submultiplikativ ist.

Lemma 5.24
Zu A € Gly(F) existiert eine Konstante c, die nur von A abhdngt, sodass fiir jede Matrix B € Maty(F)
Matrizen U,V € Maty(F) existieren mit |V|, < ¢, sodass

Alp(U)A-U=B-V.

Beweis: Wir bemerken erneut, dass der nachfolgende Beweis auch iiber dem Korper F*“P gefiihrt wer-

den kann. Sei
N
U= gw‘l(A) o A) (AT (B) (AT e (A) T T ()T

Dann bildet A~*¢(U) A-U eine Teleskopsumme und wir erhalten die Gleichheit A~*p(U)A-U = B-V

mit
V= (A) o 2(A) ..o N (A) o N(B) o N(A) oA T (AT

Wegen |7 (2)], = 27|, = |x|§’j fiir alle x € F und j € Z und der Submultiplikativitit von |-|, erhalten wir

1

_ _ _ -1 -N 1
o (A) @ 2 (A) N (A)y = AT T <max {1, A7)

Genauso ist auch |V (A)™1 ... o 2(A)7' - ¢ 1(A)7!|, unabhingig von N beschrinkt. Gleichzeitig
konvergiert |V (B)|, = |B |§_N gegen 1 bei NV gegen unendlich, sodass insgesamt V' so gewihlt werden
kann, dass |V, < cist. O

Lemma 5.25
Fiir einen noetherschen Ring R ist eine surjektive R-lineare Abbildung f zwischen zwei freien R-Moduln
vom Rang n bereits bijektiv. Insbesondere ist eine quadratische n x n Matrix genau dann invertierbar

iiber R, wenn die Spalten ein Erzeugendensystem von R™ bilden.

Beweis: Bezeichne K, := ker(f") und sei x € K1 € Ky € ... € R". Da R noethersch ist, ist der R-
Modul R™ noethersch nach Korollar 1.3 in Kapitel X von [Lan05] und damit ist der Untermodul U,,, K,
endlich erzeugt. Insbesondere finden wir m mit K,,, = K, fiir alle k > 1. Da f surjektiv ist, ist auch f™
surjektiv, sodass wir y € R"™ finden mit z = f™(y). Damit ist 0 = f(z) = f™"(y), also y € Ky1 = Ko,
und x = 0. O

Beweis: [von 5.22] Falls M ein Torsionsmodul ist, so finden wir n € N mit 7" M = 0, da M endlich
erzeugt iiber A 1, und AL lokal mit maximalem Ideal TrAL ist. Damit ist M = M /7" M ein endlich
erzeugter Ap /W”AL iéz ATL /W”ATL-Modul, also auch tiiber ATL endlich erzeugt. Wir konnen M ' := M
setzen und erhalten einen étalen (>-Modul iiber ATL mit ¢, + = . Fiir die geforderte Isomorphie sehen
wir

Apey M=Ap ey M/r"M=Ap/r"AL @ .z M[n"M 2 M[x"M = M.
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Sei nun M torsionsfrei. Da Aj ein Hauptidealring ist, ist M frei nach Theorem 7.3 in Kapitel 3 von
[Lan05]. Wir wihlen eine Basis e1, . . ., eq iiber Ar. Die zugehorige Abbildungsmatrix von ¢, sei ge-
geben durch A = (a;;);; € Gla(Ar), also par(e;) = $%; aije;. Ist nun U = (u;j)i; € Gly(Ar) und
e; = Zle ujje;, so bildet ef, ..., e/, eine weitere Ay -Basis von M und die Matrix von ¢, besitzt beziig-

lich dieser Basis die Darstellungsmatrix U~ A@(U ). Dafiir berechnen wir mit U~ = (v;5); ;

d d
enm(es) = om (Y uijei) = Y o(uij)pn(e:)

-1 i1
d d d d d
=Y o(uij) Y agier = Y, > o(uij)ar Y, vike
i1 P} i1 i=1
d d d
A
= Z Z Ulkak:i‘;@(uij)el
i=1f=1i=1

und (X4, 3%, upfarie(uij)); ist die j-te Spalte von
1 d d d
U Ap(U) = (v )ik (ari) i (0 (uiz) )i = )i (D arip(uiz) ey = (O vk Y agip(uij) )i ;-
=1 k=1 =1

Unser Ziel ist es nun, ein solches U zu finden, sodass C := Ut Ap(U) € Gld(ATL) invertierbar iiber ATL
ist, denn dann konnen wir MT = Z?zl ATLe} wihlen. Dies wire dann ein endlich erzeugter ATL—Modul
mit bijektivem -semilinearem Endomorphismus ¢+ = (¢ar)|as1, da C' € Gld(ATL). Dael,..., e/ eine
Ay -Basis von M ist, ist die Abbildung Ar® Al M" - M ein Isomorphismus.

Wir schreiben nun zunichst A = Y07 7" 7(Ay) € Glg(Ar) mit A, € Maty(F'), wobei wir 7(X) =
(7(2ij))i fiir eine Matrix X = (w;); ; schreiben und erneut A, = W (F)[, benutzen. Wir bemerken,
dass Ag = A mod 7in Glg(Ap/mAL) = Glg(F) invertierbar ist. Schreiben wir auch U = ¥.2° 77 (U,,)
mit U,, € Maty(F) und C = Ut Ap(U) = ¥2°, 7"7(C,,) und bezeichnen wir mit |C,, |, das Maximum
der Betrige der Eintrige von C),, so versuchen wir nun, U und C so zu konstruieren, dass |C),|, be-
schrénkt ist mit einer Schranke, die von n unabhéngig ist.

Setze Uy = I als die Einheitsmatrix. Angenommen U, ..., U,_1 seien bereits fiir n > 1 konstruiert.
Seien U’ = Y 7ir(U;) € Matg(W(F) 1), Co = Ag, C4,...,Cr1 € Maty(F) die Matrizen mit

n-1
U Ap(U') = Y 7'7(C;) mod 7"
i=0
Dafiir benétigen wir, dass U’ invertierbar ist. Dies ist jedoch der Fall, da U’ = I mod 7 die Einheitsma-
trix ist. Die Spalten von U’ modulo 7 bilden also eine Ay, /WA 1-Basis von AdL / A%, sodass sie nach dem
Lemma von Nakayama (vergleiche Kapitel 10 Lemma 4.3 in [Lan05]) bereits ein Erzeugendensystem

von AdL sind. Nach Lemma 5.25 ist U’ invertierbar.
Wir finden B € Matg(Ap) mit U Ap(U") - 1t 787 (C;) = 7" B, also

n-1
Ap(U")-U" > ='r(C;) =7"U'B.
=0
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Wir suchen nun eine Matrix U,, und eine Matrix C,, mit

(U +7"7(Un)) " Ap(U' + 7" 7(Uy)) = > 7'7(C;) mod 7™
1=0

und so, dass |C),|, unabhiingig von n beschrinkt ist. Mit obiger Argumentation ist U’ + 7" 7(U,,) inver-
tierbar und zwar unabhingig von der Wahl von U,,.
Sei B die Matrix B modulo 7 in Maty(Ay/mA;) = Maty(F), dann erhalten wir die folgenden

Aquivalenzen:

(U +7"1(U)) P Ap(U’ + 7"1(U,)) = Sk w7 (Cy) mod 7!
Ap(U" + 77 (Uy,)) = (U + 77 (Uy,)) Sy 77(Ch) mod 7™+
Ap(U) + 7" Ap(T(U,)) =U' Y0 1 7' (C;) + U'n"7(Cy) + "1 (U,) Sio 1 (C) mod 7"+
Ap(U") - U Y wir(Cy) + W”AT((p(Un)) =7"U'T(Cp) + 71 (U,) S 7 () mod 7!
7"U'B + 1" At(o(Uy,)) = 7"U'T(Cp) + 7" 7(Uy) Yo w7(Cy) mod 7™+
U'B+A1(p(U,)) =U'T(C) + 7(Uyn) i 77 (Cy) mod 7
UoB + Agp(Uy,) = UgC,, + U, Cy
B+ Agp(Uy) = G, + U, Ag
Aop(U) A - U, = -BAG + C, Ag?

reeretrn

5.23
Nach Lemma 5.24 kann U,, so gewihlt werden, dass |Cy, Ay |y und damit auch |Cy|, "< |CraAgth| Aol

unabhingig von n beschrinkt ist. Damit sind die Eintrige von C' in A(Lo’oo)

, also insbesondere in ATL und,
da C' = Ay mod 7 invertierbar ist, ist C' mit obiger Argumentation bei U’ invertierbar iiber ATL
Wir haben die Aussage nun gezeigt, falls M torsionsfrei oder ein Torsionsmodul ist. Ist M nun

beliebig, so betrachten wir die exakte Sequenz
0_’Mtors_>M§N_>Ov

wobei N = M /M, torsionsfrei ist. Da s bijektiv ist, ist @pr(Miors) = Miors. Daher bleibt N ein
endlich erzeugter étaler o-Modul iiber Ay, wobei N von ¢y induziert wird. Wir setzen dann M7 :=
prH(NT).

Da Moy endlich erzeugt ist iiber dem noetherschen Ring A%, ist auch pr~*(N) ¢ M ein endlich
erzeugter ATL—UntermOdul. Die Einschrinkung von ¢, auf M = pr~!(NT) bildet erneut nach M7
ab, denn fiir m" € M ist opr(m") + Miors = on(m' + Miors) € on(NT) = NT. Daher ist M7 ein
iiberkonvergenter étaler o-Modul iiber ATL

Fiir die Isomorphie Ap® il M?T - M wollen wir Lemma 5.18 benutzen. Dafiir bemerken wir,
dass Ap ®50 Mo ¢ Miors gilt. Da 0 — M~ M' ~ MM

tor: tors — 0 exakt ist und da AL ein
torsionsfreier und damit flacher A -Modul ist (Proposition 3.2iii), Kapitel XVI in [Lan05]), ist 0 —

tors

AL%T MtorseAchMM - Ar®;: : M) M, . — 0exakt, also ist (AL%TLMT)/(AL@M M )=
AL® (MT/ M ). NunlstwegenN’—pr(MT) M [ Myoys = M7/ M

Apeg (M) M) =AL®; ¢ NT2 N = M/Miors.
Dies beendet den Beweis. O
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Bemerkung 5.26

Aus 5.16 folgt, dass die Inklusion ATL - Ay, ein treuflacher Ringhomomorphismus ist. Daher ist fiir
jeder@-Modul N die kanonische Abbildung N — AL ® i N, n —» 1 ® n, injektiv. Insbesondere ist
fir N € Modg(,&z) Ar® il N ein endlich erzeugter Az-Modul, der N enthilt.

Lemma 5.27
Ist A € Gld(AZ), B « Gle(Az), U € Matgee(Ar) mit A-o(U) = U - B, dann ist bereits U €
Matdxe(AZ)‘

Bemerkung 5.28
Diese Aussage ist auch noch giiltig, wenn wir die Ringe durch die entsprechenden Ringe A und Af

ersetzen. Der Beweis verlduft identisch.

Beweis: Wir haben fiir s < r bereits A(LO’T) c A(LO’S) gesehen. Da A und B nur endlich viele Eintrige
besitzen, finden wir also r > 0, sodass die Eintrige von A und B in A(LO’T) liegen. Wir werden nun zeigen,

dass dann auch U Eintrédge in A(LO’T) besitzt.

. H.2 LZT —i
Angenommen |B|, < 1. Dann ist fiir ¢ > 1 auch [p™*(B)|, = |B|~i, < |Bl," =|BJ} < 1. Weiter
ist fiir jede natiirliche Zahl N ¢ N

o N(B) ... o 2(B) o (B e N (Bl (B < 1.

r<oo

Fiir beliebiges B, wihle 3 € F* mit |7(5)], = |B|; > |B|,. Dies ist moglich, da |B|, endlich und
|F*], € R5( unbeschrénkt ist. Dann ist wegen der Multiplikativitdt von 7 auch 7(5) € W (F')} und wir
schreiben B = 7(3) By. Es gilt wegen | Byl = |7(8) "' B|, = |7(8)7}|,|B|- < 1 auch

e N (B) - B <l N T BT T (Bl (Bo) - 07 (Bo)y
< |T(ﬁ)|q’NT R |T(ﬁ)’q’1r

< |18|:(q71+~-~+q7N)

r

1T
<max{1,]5], " }.

Insbesondere sind |V (B)-...- o 1(B)|, und [} (B)-...- ¢ ¥ (B)|, unabhingig von N beschrinkt.
Aus der Annahme Ap(U) = UB erhalten wir ¢(U) = A"'UB und, da ¢ ein Ringisomorphismus ist,
auch U = (¢ 1(A)) Lo 1 (U)p 1 (B). Iterativ konnen wir daher

U= (A) @ 2A) o (@A™ o™V (U) o M(B) 97N (B)

schreiben. Fassen wir dies zu U = AJ_\,1 ¢ N(U) By zusammen, so konnen wir aus obigen Uberlegungen
folgern, dass | A3 |- und | By/|, unabhingig von N beschrinkt sind, da (p~*(A4)) ™! = o7(A71).
Schreiben wir weiter U = 2%, 7'7(U;) und bezeichnen mit U(™) = ¥l 77 (U;) die Partialsumme,

so ist wegen U = U™ mod =™

U™ = Ao ™MU™)By  mod 7.
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Fiir festes n ist |U ()|, endlich, sodass N wegen |~ (U(™)], = |U(”)|q_NT < |U(”)|3_N grof} genug
gewihlt werden kann, sodass ]A]‘Vl o NU (n) )By| < cist fiir eine nur von A und B abhingige Konstante
c. Ist V = Y2, wir(Vi), so ist |V, = sup, {g~|Vi[l'} > [V™)|,.. Fir V = Al N (UM™)By ist V(™) =
U™, also erhalten wir

U} < 1AM (U) Byl <

und c ist unabhingig von n. Insbesondere ist |[U(™)], < ¢ fiir alle n € N. Fiir z = Y22 7°7(x;,) und
2™ =y 7k (2h) mit |2 ()], < ¢ fiir alle n € N ist nach Definition supgp,_1{q*|zx[[} < ¢ fiir alle
n €N, also auch |z|, < c. Wir folgern |U|, < ¢, also U ¢ Matdxs(ATL). O

Korollar 5.29

Der Untermodul M" € M aus Lemma 5.22 ist eindeutig bestimmt.

Bemerkung 5.30

Auch an dieser Stelle sei erwihnt, dass die Aussage giiltig bleibt, wenn wir étale -Moduln iiber A

betrachten.

Beweis: Wir nehmen erneut zunichst an, dass es n € N gibt mit 7" M = 0. Dann ist auch 7" M = 0, da

M ¢ M ein Untermodul ist, und M wird erneut zu einem A ;-Modul. Wir erhalten die Isomorphismen

M= MY r" M 2 A} /m"A] @51 g M a M

~ A A il i
:AL/TI'HAL ®ATL/7‘%A+LM /7TnM

112

X B Trnast ~ A . T
AL@ATLM/T( M —AL®A‘LM
M

1R

von A -Moduln. Dabei wird m € M" auf m € M in natiirlicher Weise geschickt. Es ist also M = M
eindeutig, falls M ein Torsionsmodul ist.

Ist M nun torsionsfrei, so ist auch M7 torsionsfrei und da ATL ein Hauptidealring ist, ist M frei.
Es gilt rk il M =rk AL AL ® i M7, da Tensorprodukte und direkte Summen kommutieren. Daher ist
rk i MT =1k i, M. Gibt es also einen iiberkonvergenten ¢-Untermodul M’ ¢ M mit Ar® i M~ M,
so wihlen wir jeweils Basen ey, ..., eq von M T bzw. €], ... ;e von M'. Schreiben wir e; = Zgzl Uij€is
soist U = (ui;);; € Glg(Az). Wir zeigen U € Gld(ATL). Wegen M’ c Aj, ®jt M' = M (als o-Moduln)

ist s = (par) |- Insbesondere sind M Tund M’ ) s-invariant und wir finden A, B € Gld(AZ) mit

d d
er(ej) =D aije; und  op(e)) =) bije;.
i=1 i=1
Aus dem Beweis von Lemma 5.22 erhalten wir Ap(U) = UB, also nach Lemma 5.27 U « Gld(ATL).
Damit ist M" = M.
Seinun M € Modif([% 1) beliebig. Wir schreiben wie zuvor M = Mo ® N, wobei N ¢ M ein freier

Untermodul ist. Insbesondere ist Mg, IN € Modg(A ). Ist M’ ein Modul wie in 5.22, so schreiben wir
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auch M' = M/

tors ® N, wobei N’ ¢ M’ frei ist. Aus dem Isomorphismus

(AL ®NL Mt,ors) @ (AL ®A+L N’) ~ AL ®‘&£ M =M= Miors ® N
erhalten wir Isomorphismen ) it Mo 2 Miors und AL ® it N' = N. Aus dem bisher Gezeigten
L L ~
folgt damit auch die Eindeutigkeit fiir M fiir beliebiges M ¢ Modfpt(A L) O

Korollar 5.31
Sind M und M wie in Lemma 5.22, dann gilt (Mf)(p:1 =M?1 ={meM|py(m)=m}.

Bemerkung 5.32
Da ) W (R)-linear ist, ist M #=! ein W (R) -Untermodul von M.

Beweis: Angenommen, M und damit auch M sind torsionsfrei, also auch frei. Sei e1,...,eq eine
ATL—Basis von M und wegen Ap® i M T~ M eine Az-Basis von M und sei A € Gld(ATL) die Abbil-
L

dungsmatrix zu @+ = () beziiglich dieser Basis. Ist m = >4 uie; € M¥71, so gilt

d
o(ui)pn(ei) = Zsﬁ(uz Z agier = Z > ario(uq)er

k=11i=1

en(m)

M& M=~

e (m)=m
= UEEE

e
I

1

und aus der letzten Gleichung erhalten wir A - p(u) = u. Nunist A € Gld(A ), u € Matgy1(Az) und
le Gll(AL) und damit nach Lemma 5.27 schon u € Matdxl(AL), alsom e (MT)#=L,

Fiir beliebiges M setzen wir N = M /M. N ist dann ein torsionsfreier, étaler p-Modul iiber A L
(vgl. Beweis von Lemma 5.22) und wie wir bereits gesehen haben, gilt N T Mt [Miors = M t /M tors

Wir betrachten das kommutierende Diagramm

b)) (N (M T = 1)), )

tora

0—— (]\4t0rs)<p:1 M('Ozl ng:l (Mtors/ Im((QPM - 1)\Mmrs ))

0—— (M,

abelscher Gruppen, wobei die vertikalen Abbildungen den kanonischen Einbettungen entsprechen. Die
Abbildung N¥™1 - (Miors/Im((¢ar — 1)‘Mtors) ist gegeben durch m + Mios — (oar(m) —m) +
Im((¢nr = 1), )- Eine einfache Rechnung zeigt, dass die Zeilen exakt sind. Nach dem Fiinferlemma
folgt die zu zeigende Gleichheit (M T)¥=! = M¥=! (vergleiche Seite 169 in [Lan05]). d

Bemerkung 5.33
i) Fir M’ € Modf,f(&}) ist M := A; ® i M’ ein endlich erzeugter A7 -Modul. Die Abbildung ¢ x
orr A x M — Ap @5 M’ ist A -balanciert, da ¢+ ¢-semilinear ist, sodass wir @7 = @ ® @
L ~
setzen konnen. Zusammen mit ¢ und ¢ps ist diese bijektiv, sodass M € Modg(AL) gilt. Wir
erhalten daher Funktoren zwischen den Kategorien Modf;(ATL) und Modf;(A L)
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ii) Wir stellen fest, dass der A-Modul Hom(M, N) = Hom i, (M, N) der Ap-linearen Abbildungen
zwischen zwei étalen p-Moduln M, N iiber Ay ebenfalls ein Objekt der Kategorie Modg(A L) ist.
Die (-semilineare Abbildung ist dabei gegeben via f — oy o fo gpj}. Da ¢ und ¢ bijektiv sind,
ist auch @ g (a7, v) bijektiv. Wir nutzen nun aus, dass M endlich erzeugt ist, und finden eine kurze
exakte Sequenz

0-kerd > A % M- 0.

Daher ist Hom(M,N) = Homj (A?/ker@, N) ein Ap-Untermodul des endlich erzeugten Mo-
duls Homj (A4, N), also selber endlich erzeugt, da Az, noethersch ist. Wir konnen nun unsere
Resultate auch auf Hom (M, N') anwenden und finden so (Hom (M, N)T)W:1 = Hom(M, N)SD:I.
Weiter ist f € HM(M,N)“’:]L genau dann, wenn py o f o goj} = f,also oy o f = fopy. Also
Hom(M,N)#=' = Hom,(M, N).

Lemma 5.34
Fiir M, N € Mod%(AL) ist Hom(M,N)" = Hom(M'",N") = HomAE(MT', NT).

Beweis: Mit einer analogen Argumentation wie in Bemerkung 5.33 sehen wir
Hom(M',NT) = Hom&L(MT,NT) e Mod$(A]).
Daher geniigt es aufgrund der Eindeutigkeit in Korollar 5.29 zu zeigen, dass
AL ®ATL HomAz(MTvN*) ~ HomAL(M,N) ~ HomAL(AL ®A1 MTjAL ®A+L NT)

gilt. Nehmen wir erneut an, dass M = M T ein Torsionsmodul ist, also dass n > 1 mit 7" M = 0 = 7" M "
existiert. Dann ist auch 7" Homg: (M", NT) = 0. Wir erhalten
L

Ap ®; HomA-;-L(MT,NT) =Ap ®5; (HomM(MT,NT)/W”HomA-;-L(M*,NT))
QAL/TFW'AL ®ATL/7‘%ATL (HOmAfL(MT,NT)/WW'HOWLAE(MT,NT))
~ . Toart n _ ot
_HomA'L(M SN 7 HomATL(M ,NT)
= Homgz: (M",N")

L
_ t oAt
—HomATL/w"A*L(M ,N )
= Homy, jni, (MT,NT)
= Homy (M',NT)
=Homy (M,N).

Dabei nutzen wir im letzten Schritt aus, dass das Bild einer A r-linearen Abbildung von M = Mo = M T
nach N bereits in Nigg = N, T cNT liegt.

tors —

Ist nun M € Modg(A 1) torsionsfrei, also frei, so ist auch M € Modg(AE) frei mit rkj Are® il
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M" =rk;; M" und daher M¥ = @ ;AT und M = @ A fiir ein d € N. Wir erhalten
L

Ar ®i Hom&;-L(M%,NT) =Ap ®i1 HomAz(ealeAz,NT)
=Ap ®5; (@;lzlﬂomAz(A;,NT))
=Af ®5; ol NT
—ol (AL ®51 NT)
:@El:l(HomAL(AL,AL ®ATL NT))
= HOmAL(GBfﬂAuAL ®5; NT)
= Homy (Ag ®; M Ap ®; N,

also ebenfalls die Aussage.

Fiir beliebiges M ¢ Modi}(& 1) schreiben wir M = Mgors @& M'T mit M'T frei iiber Az (vergleiche

Beweis von 5.29). Wir erhalten die Isomorphien abelscher Gruppen

T

A _ _ Tty ~ A . _ A Nal
AL(X)ATL HOTTLATL(M Y )_AL®AL HomATL(Mt & M ,N)

ors

= AL ®A+L (HOmAz (Mt‘

ors?

N%)e Homg;, (M",N7))

= (Ap @z Homy (M, N')) @ (Ap ®7 Homg, (M',N"))

= Homy, (AL ®NL MtJrors’AL ®AL N*) ® Homy (AL ®&;‘ M’T7AL ®ATL NT)

= Hom ((Ar @5 M) e (Apeg M), Ay ey N')

= HOTIl&L (AL ®Az MJF,AL ®AfL N?)
Dabei wird ein einfacher Tensor x ® f auf die Abbildung x - _ ® f geschickt. Diese Zuweisung ist auch
AL-linear. ]

5.5 Der Beweis des Hauptsatzes

Wir haben nun die Vorarbeit fiir die Hauptresultate abgeschlossen und konnen nun die I'-Operation mit
einflieBen lassen. Zunichst bendtigen wir noch weitere Resultate beziiglich der schwachen Topologie

und der I'-Operation.

Lemma 5.35

i) Sind M, My, M> endlich erzeugte AE-Moduln mit M = My & Ma, so entspricht die schwache To-
pologie auf M der Produkttopologie der schwachen Topologien auf M.

ii) Ist M € Modg(A L), so entspricht die Az-schwache Topologie auf M7 der Teilraumtopologie auf

M" ¢ M, wenn wir M mit der Ap-schwachen Topologie ausstatten.

iii) Ist M7 € ModgF(Az ), so operiert " diagonal auf M := Ar ®NL M und diese Operation ist stetig
bzgl. der A -schwachen Topologie auf M.
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Beweis: Fiir i) wihlen wir Projektionen ATLd - M7 und Aze — Mo und erhalten das Diagramm

K id ~ gid g kT
Al = Ald g Ale
| |

woraus die Aussage folgt, da der obige horizontale Isomorphismus ein Isomorphismus von topologischen
Réiumen ist.

Fiir ii) betrachten wir zunéchst den Fall, dass M ein Torsionsmodul ist. Wir finden also n € N mit
7" M = 0. Wegen MT = M miissen wir nun zeigen, dass die Ap-schwache Topologie auf M gleich der
AE-schwaChen Topologie auf M ist. Dabei wird M via ATL - AE /w”AZ ~ Az /m™Ar, zu einem endlich

erzeugten ATL -Modul. Wir finden also ein kommutatives Diagramm

A s Akl — 5 M

] z |

Ay RidanAld —y MY

Es geniigt also zu zeigen, dass auf AdL / W"AdL die A -schwache Topologie mit der Az-schwachen Topo-
logie tibereinstimmt. Weiter konnen wir nach Teil i) ohne Einschrinkung d = 1 annehmen. Sei U ¢ AE,
sodass das Bild U ¢ AL /W”AL AL-schwach offen ist. Das bedeutet, dass U + W”AL c A 1, offen ist und
es gilt (U + A )N AE =U+ W”Az nach Proposition 5.15. Da A’ ¢ Ay mit der Teilraumtopologie
ausgestattet wird, ist U + W"AE offen in ATL. Das zeigt, dass U € A, /W"A L Az-schwach offen ist.

Ist andererseits U ¢ ATL mit U ¢ Ap, /W"A 1. schwach offen bzgl. der Quotiententopologie Az -
AE/H’AZ ~ A /m"Ar, so ist U+7r"ATL c Az offen. Es gibt also O € A, offen mit U+7TnAE = OHATL.
Fir x € U ¢ O finden wir eine natiirliche Zahl m > n (und o € W (op)r mit 0 < |Po(a)|, < 1) mit

x+a"W(op)r +7"W(F)r € O. Da sowohl x als auch oW (og)y in Az liegen, ist
x+a"W(op)L S (x+a"W(op)L +7rmAL) mATL =z+a"W(or)L +7rmATL c Om&z =U +7"Af.
Insbesondere ist fiir y € Ap

(z+7"y)+a"W(op)L + amAp ey + U +7"Ap + AL c U + 7"Ap,

also ist U offen bzgl. der Ay -schwachen Topologie.
Ist nun M torsionsfrei (also frei) tiber A L, 80 finden wir Isomorphismen

Die Aussage ist dann klar, da ATL c Az mit der Teilraumtopologie ausgestattet ist.
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Fiir beliebiges M € Mod{(A ) schreiben wir M = Mo @® M, wobei M’ € M ein freier A-Modul
ist. Die Aussage folgt dann aus Teil 1).
® M'f, wobei auch hier M,

tores M'T € Mod$ [ (A])
sind und M'" iiber ATL frei ist. Es geniigt erneut, die Aussage fiir Mgors und M'T zu zeigen. Fiir MJOTS ist
=M/

tors

Fiir iii) zerlegen wir M erneut in M7 = M,Lrs

bors ist und die A r-schwache Topologie auf M;q,s

die Aussage klar, da in diesem Fall A} ® i M, i
. L
der NL—schwachen Topologie auf MJOYS

Sei also M e Mod‘;r(ATL) frei iiber ATL Wir finden einen Isomorphismus von ATL—Moduln ATLd =
M. Insbesondere ist dies ein Isomorphismus topologischer Riume nach Bemerkung 4.10ii). Nun ist die

entspricht.

diagonale I'-Operation unter dem Isomorphismus AdL *A;p® Al Azd gegeben durch
L

d d
(7, Y aies) = > y(ai)y(ed).
i=1 i=1
Wir erhalten fiir j € {1,...,d} die stetigen Abbildungen
d Ad Atd Atd - xd
(1 30ie0) = (v.€5) = () T x Af > T x Al ~ B € &7
i=

und

d ~ ~ ~
((7, 2 aier) = (7,a5) = 7(a;)):T x A > T x Ap — A
i=1

Weiter ist nach Bemerkung 4.10 sowohl die Multiplikation Ap x A% - AdL als auch die Summation
A‘z X AdL - AdL stetig beziiglich der Ay -schwachen Topologie, sodass insgesamt I' x AdL - AdL eine
stetige Abbildung ist. O

Proposition 5.36 (de Shalit/Porat)
i) Die Funktoren M — M := AL Qi M" und M — M induzieren eine Aquivalenz zwischen den
- oL
Kategorien Modg(Az) und Modg (Ar).

ii) Sei V € Rep,(G) eine stetige Darstellung von G. Dann ist M7 fiir M = D(V) = (A®, V) ¢
Modg’F(AL) c Modf}(AL) gegeben durch M = (AT ®, V).

Beweis: Zunichst ist nach Konstruktion fiir M Modg(A L)
Apeg MT=M.
L

Andererseits ist nach Bemerkung 5.26 AL ® i M T fir MT e Modf;(f&z) ein A7 -Modul, der M T enthiilt.
L

Aus der Eindeutigkeit in Korollar 5.29 erhalten wir
(AL ®A+ ]\JT)T = M%.
L

Die Funktoren M — M und M — A7 ® i M T sind also quasi-invers auf den Objekten der jeweiligen
L

41



Kategorien. Weiter haben wir (vergleiche auch Bemerkung 5.33)

— p=1 — Tye=1 - T Tye=1
Homy,(M,N) = Hom(M,N) m(Hom(M,N) ) MHom(M ,NT)

= Hom,(M",N™).

Fiir ii) haben wir bemerkt, dass die Aussagen in 5.22 und 5.29 giiltig sind, wenn wir Ay durch A
ersetzen. Sei nun V' € Rep, (@) und sei M := D(V) = (A ®, V)? € MOdi,F(ANL) c Modf’;(.lzke). Wir
erhalten einen G-invarianten [somorphismus von (étalen) p-Moduln A ® i M=A® i D(V)zA®,V
iiber A (vergleiche Lemma 4.14).

Wir wollen nun zeigen, dass unter diesem Isomorphismus auch AT ® i M T Al @, V gilt, wobei

L

wir diese Moduln via A ® i+ (L) als Untermoduln von A ®, V auffassen (vergleiche fiir diese Einbettung
auch mit Bemerkung 5.26). Zunéchst ist Ale i M T ein endlich erzeugter étaler -Modul iiber AT mit
L

-semilinearer Abbildung ¢ ® ¢ ,,+. Aulerdem haben wir den Isomorphismus von ¢-Moduln
A AT Ty ~ A o A A Y ~ A
A®A+(A ®A%LM)=A®A%LM =A®AL(AL®AEM)=A®ALM

iiber A. Es giltalso (A®; M)"= AT o5 M.
~ L ~
Andererseits ist AT ®, V' ein endlicher erzeugter étaler (-Modul iiber A" via ¢ ® id und wir haben

den Isomorphismus von -Moduln
Aoz (ATe,V)zAw,V.
Insbesondere gilt (A ®, V)" = AT ®, V. Aus der Eindeutigkeit in Korollar 5.29 folgt
Aey M'=hle,V.

Da dieser Isomorphismus G-invariant ist, erhalten wir insbesondere (AT ® il MHH = (AT ®, V) ¢
D(V') = M. Es bleibt also zu zeigen, dass unter diesem Isomorphismus (A ®51 MHH = (AT e, V)H
M gilt. Im Fall 7"V = 0 fiir ein n € N gilt auch 7”M = 0 und daher M = M = (A ®, V)
(AT ®, V) nach Korollar 5.17. Ist andererseits V' torsionsfrei, so ist auch M torsionsfrei und damit frei.
Wir finden erneut d € N mit M T = (Az)d. Da H auf M trivial operiert, erhalten wir (Az ®, V) =
(AF ®i1 MHH = [(AT)4H =~ (ATL)d ~ M. Fiir ein beliebiges V' ziehen wir uns erneut durch die
Zerlegung in eine direkte Summe auf die beiden obigen Fille zuriick. O
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Beweis: (von Satz 5.21)
Sei zunichst M € Mod‘f’f’r(ATL). Auf dem endlich erzeugten étalen p-Modul M = A; ® i M7 iiber
Ay, operiert T' diagonal und stetig (siche 5.35). Diese Operation ist in natiirlicher Weise I'-semilinear.
AuBerdem kommutiert I' mit ppr = ¢ ® ¢, s+, da die Operation mit ¢,,+ und mit ¢ kommutiert. Daher
ist M € Mod 1 (A).

Ist andererseits M € Mod‘:’;’F(AL) c Modif(AL), so ist fiir v € T' der p-Untermodul v(M ") ¢ M
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noch immer ein endlich erzeugter, étaler ¢-Modul iiber Az = W(ATL), der wegen
Ar @y y(M") =span (v(M")) = y(spang  (M")) = (M) = M

ebenfalls die Bedingungen aus Lemma 5.22 erfiillt. Aus der Eindeutigkeit erhalten wir (M = M7,
also schriinkt sich die I'-Operation von M auf M ' ein. Weiter ist die I'-Operation auf M stetig, wenn wir
M mit der schwachen Topologie bzgl. ATL bzw. dquivalent mit der Teilraumtopologie von M ausstatten
(vel. Lemma 5.35). Damit ist M ModS 1 (AD).

Ein Morphismus von (¢, I')-Moduln ist ein Morphismus von ¢-Moduln mit der zusitzlichen Eigen-
schaft, dass er mit der I'-Operation kommutiert. In Proposition 5.36 haben wir bereits Hom,, (M, N') =
Hom,, (M T,NT) gesehen, sodass insbesondere die Homomorphismen der (¢, I')-Moduln iibereinstim-
men.

Die zweite Aussage von Satz 5.21 folgt nun direkt, indem wir die Funktoren aus 5.21i) und 5.361)

verketten. Dann ergibt sich
D'(V) = (A" @ V) = ((A@ V))T =D(V)

und daher auch
Apey DY(V)=AL ez D(V) 2D(V).
L L

Dies beendet den Beweis. O

Beispiel 5.37

Sei V eine freie stetige o-Darstellung von G' = Gal(L|L) vom Rang 1. Sei x: G — Aut,(V) = o* der
Homomorphismus zur Gruppenoperation von G auf V. Da o* abelsch ist, faktorisiert x iiber G/H =
Gal(L®|L). Insbesondere ist o(v) = v fir alle v € V und o € H. Ist v € V eine o-Basis von V, so ist
1® v eine A-Basis von A®, V. Istac A, c e Hundo(a- (1®v)) = a- (1 ®v), so folgt a = o(a). Wir
erhalten D(V) = (A®, V)7 = A ©, V = A;, ® V und DT(V) = ATL ®, V. In diesem Sinne sind alle

freien stetigen o-Darstellungen vom Rang 1 trivialerweise iiberkonvergent.

Bemerkung 5.38
Fiir die Konstruktion weiterer nicht-trivialer Beispiele sei an dieser Stelle nur verwiesen. Dafiir betrachtet

man Tate-Moduln tiber elliptischen Kurven, siehe zum Beispiel Abschnitt 1.1.4 (2) in [FonOuy].
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