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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, das von Jean-Marc Fontaine aufgestellte explizite Reziprozi-
tatsgesetz

[x,u) = TrK|Qp(res(x ~diog(Col(u))))

herzuleiten. Dabei ist u eine Einheit in einem lokalen Korper E der Charakteristik
p > 0 und x ein Element eines geeigneten p-Cohen-Rings Og von E. Auf der rech-
ten Seite der Gleichung wird durch K eine bestimmte unverzweigte Erweiterung der
p-adischen Zahlen Q, betrachtet und mit res bzw. Col die Residuenabbildung bzw.
der Coleman-Isomorphismus bezeichnet. Es fillt sofort auf, dass hierbei viele Begriffe
wie beispielsweise ,p-Cohen-Ring”, ,unverzweigte Erweiterung” oder ,Coleman-
Isomorphismus” auftauchen, welche nicht direkt zu verstehen sind, aber fiir das
explizite Reziprozitatsgesetz benotigt werden. Aus diesem Grund ist die vorliegende
Arbeit im Wesentlichen in zwei Teile aufgeteilt.

Der erste Teil besteht dabei aus den Kapiteln 1 bis 6, in denen essentielle Grundbegriffe
erklart werden, welche fiir das weitere Verstdndnis unabdingbar sind. Fiir die Bewei-
se wird hierbei grofitenteils auf die Literatur verwiesen. Dabei wird zundchst die
Theorie der diskreten Bewertungsringe und Kohomologiegruppen eingefiihrt. In Ka-
pitel 3 werden wir sehen, wie jedem 2-Kozyklus eine Azumaya-Algebra zugeordnet
werden kann und wir somit eine Isomorphie zwischen der zweiten Kohomologie-
gruppe einer Korpererweiterung E’|E und der Brauergruppe von Azumaya-Algebren
erhalten. Dadurch lésst sich eine Briicke zwischen den Kohomologiegruppen, auf
welchen die lokale Klassenkorpertheorie und die Invariantenabbildungen aufbauen,
und den Azumaya-Algebren schlagen. Anschlieffend konstruieren wir in Kapitel 5
den Ring der Wittvektoren W(B) fiir einen kommutativen Ring B mit Einselement 15.
Von essentieller Bedeutung wird dabei der diskrete Bewertungsring

O¢ = {Z a,t" | a, e W(k), nlir_n a, = O}

neZ
sein, welcher einen p-Cohen-Ring fiir E = k((t)) bildet, wobei k ein perfekter Korper
der Charakteristik p > 0 ist. Abschliefiend fiir den ersten Teil gehen wir dann noch et-

was genauer auf die Kategoriendquivalenz von Fontaine ein, welche im Wesentlichen
aussagt, dass die Kategorie der stetigen Z,-linearen Darstellungen der Galoisgruppe



Gg = Gal(Es|E) mit der Kategorie der etalen p-Moduln tiber O tibereinstimmt. Da
diese Arbeit auf die Vorlesungen , Algebraische Zahlentheorie II im Wintersemester
2014/2015 und ,p-adic Galois representations” im Sommersemester 2015 bei Herrn
Prof. Dr. Jan Kohlhaase an der Universitdt Duisburg-Essen aufbaut, in welchen der
Grofiteil der Resultate aus Kapitel 1-6 gezeigt wurde, wird im Folgenden fiir einen
Beweis lediglich auf eine entsprechende Quelle verwiesen.

Der zweite Teil dieser Arbeit besteht darin, mit den Mitteln aus den ersten Kapi-
teln das explizite Reziprozitdtsgesetz herzuleiten, wobei hier alle Beweise vollstan-
dig ausgefiihrt werden. Die Grundlage liefern dafiir die Seiten 265-268 der Arbeit
,Représentations p-adiques des corps locaux” [Fo2] von Jean-Marc Fontaine. Dabei
greifen wir auf ein wichtiges Resultat von Ernst Witt in seiner Arbeit , Zyklische
Korper und Algebren der Charakteristik p vom Grad p". Struktur diskret bewerte-
ter perfekter Korper mit vollkommenem Restklassenkorper der Charakteristik p.”
[Wi] zurtick, welches die Invariante einer bestimmten Azumaya-Algebra explizit be-
schreibt. Fiir einen Korper E = k((t)) der Charakteristik p > 0 mit perfektem Restklas-
senkorper k werden wir dabei zunédchst die Existenz eines Frobenius-Lifts ¢ auf dem
p-Cohen-Ring O¢ nachweisen. Auf dieser Grundlage konstruieren wir zum einen die
Residuenabbildung res, die einer sogenannten Differentialform (3,7 a.t") - djoet je-
weils den Koeffizienten gy zuordnet, und zum anderen den Coleman-Isomorphismus
Col: E* = (Og¢)Ne. Mittels der Kategoriendquivalenz von Fontaine entwickeln wir zu-
dem eine Abbildung 6¢, welche jedem Element von O¢ einen stetigen Gruppenhomo-
morphismus von G in die ganzen p-adischen Zahlen Z, zuordnet. Darauf aufbauend
lasst sich die Abbildung

[x,#): 0 x E* > Z,, (x,u) = [x,u) := (6¢(x)) (4, E))

definieren, wobei (-, E) das sogenannte universelle Normrestsymbol bezeichnet. Im
letzten Schritt werden wir dann mittels der expliziten Darstellung der Invarianten
einer Azumaya-Algebra nach Witt das explizite Reziprozititsgesetz herleiten.



1 Diskret bewertete Korper

In dem gesamten Kapitel sei durch F ein beliebiger Korper gegeben.

1.1 Diskrete Bewertungsringe

Definition 1.1. Eine diskrete Bewertung v auf F ist eine surjektive Abbildung
v:F > Z u {0}, sodass fiir alle x,y € F

(i) v(x) =00 <= x=0;
(i) 0(x)-0(y) = o(x) + o(y);
(iii) v(x+y) > min{v(x),v(y)}.
F nennt man in diesem Fall einen diskret bewerteten Korper.

Definition 1.2. Ein nichtarchimedischer Absolutbetrag auf F ist eine Abbildung
|-|:F - Ry, sodass fiir alle x, y € F

(i) |x|=0<x=0;
(i) |x-yl=x]-[y;
(iii) |x +y| < max{lx|, [y|}.

Bemerkung 1.3. (i) Istv: F - Zu{oo} eine diskrete Bewertung auf F, so wird fiir jedes
g € Rmitq > 1durch|-|: F - Ry, x = ¢~ ein nichtarchimedischer Absolutbetrag
auf F definiert.

(i) Aus v(x-y) = v(x) +v(y) in 1.1 folgt, dass v(-x) = v(x) bzw. v(x!) = —v(x) fur
alle x e Fbzw. x € F*.

(iii) Sind x,y € F mit v(x) # v(y), dann ist v(x + y) = min{v(x),v(y)}. Denn ange-
nommen v(x + ) > min{v(x),v(y)} und ohne Einschrankung v(x) > v(y), so ist
v(y) =v(x+y—-x) > min{v(x+y),v(x)} > v(y), was offensichtlich ein Widerspruch
ist.

Definition 1.4. Ein kommutativer Ring R mit Einselement 1 = 1z heifst diskreter
Bewertungsring, falls gilt:



(i) Ristein Hauptidealring;
(ii) R hat genau ein maximales Ideal m # 0.

Wegen (i) folgt dann, dass ein 7 € R existiert mit m = 7 - R. Ein solches Element heifst
Uniformisierer des diskreten Bewertungsrings R.

Bemerkung 1.5. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Korper, g4 € R mit 4 > 1 und

|- |:F > Ry, x = g7, der zugehorige nichtarchimedische Absolutbetrag. Dann ist F
zusammen mit d(x,y) := |x — y| ein metrischer Raum und wir konnen die typischen
topologischen Begriffe auf F definieren.

e Eine Folge (x;,).>1 mit Elementen aus F konvergiert gegen ein x ¢ F, falls

VC>03INeINVn>N:v(x-x,)>C.

e Eine Folge (x,)u1 in F heifst Cauchyfolge, falls
VC>03INeINVn,m>N:v(x,-x,)>C.
Man beachte dabei, dass aufgrund von (iii) in 1.1 dies dquivalent ist zu

VC>0INeINVn>N:o(x,1 —x,) > C.

o Auf F wird wie folgt eine Topologie definiert:

UcFistoffen < VxeU3neN: {yeF|v(x-y)>n}cl

Lemma 1.6. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m und Uniformisierer
1t € R. Dann gilt:

(i) R* =R\ny;
(ii) Jedes Ideal ungleich Null in R ist von der Form "R fiir ein n € IN;
(iii) Die Abbildung R* x Ny - R\{0}, (u,n) — un", ist eine Bijektion.

Beweis. Die Inklusion R* ¢ R\m ist trivial. Da zudem jedes echte Ideal in einem maxi-
malen Ideal enthalten ist und m das einzige maximale Ideal in R ist, ist auch R\m c R*.
Ist g € R ein Primelement, so ist auch g ein Uniformisierer, da gR ein maximales Ideal
in dem Hauptidealring R ist, also gR = m = nR. Damit ist 7 bis auf Multiplikation mit
einer Einheit das einzige Primelement in R. Aufgrund der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung in Hauptidealringen folgt die Behauptung in (iii).

Sei nun schliefdlich noch I # 0 ein Ideal in R. Da R ein Hauptidealring ist, existiert
ein a € R mit I = a-R. Nach (iii) ist a = un” fur ein u € R* und n > 0. Damit ist
[ =aR =un"R = "R. Aufgrund der Bijektivitdt in (iif) ist zudem n > 0 eindeutig. O



Definition 1.7. Sei R ein diskreter Bewertungsring und 7 € R ein Uniformisierer. Nach
Lemma 1.6 gibt es fiir x € R\{0} ein eindeutiges n € Ny mit xR = t"R. Damit wird durch

v:R\{0} - Z, x » v(x) =1,

zusammen mit v(0) := oo eine diskrete Bewertung auf R definiert. Man beachte dabei,
dass diese Abbildung unabhéngig von der Wahl des Uniformisierers ist, da sich zwei
Uniformisierer 11, 7’ € R wegen mR = m = 'R nur um eine Einheit unterscheiden.

Bemerkung 1.8. Sei R ein diskreter Bewertungsring, v: R -~ Z u {0} die nach Definition
1.7 zugehorige diskrete Bewertung und K := Quot(R) der Quotientenkorper von R.
Nach den Eigenschaften von v ist dann

v:K > Ry, ; ~v(x) -o(y) fur x e R,y €« R\{0},

eine diskrete Bewertung auf K. AufSerdem ist
{zeK|0(z) > 0} = {hy e K |0(x) > 0(y)} = {¥fy e K| xR c yR} = R

Lemma 1.9. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Korper. Dann ist O := {x € F | v(x) > 0} ein
diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal mp = {x € F | v(x) > 0}, Einheitengruppe
Or* ={x e F|v(x) =0} und Quot(Or) = F. Auflerdem stimmt die zu O assoziierte diskrete
Bewertung aus Definition 1.7 mit v iiberein.

Beweis. Wegen Definition 1.1 (ii) und (iii) ist O ein Ring und my ein Ideal. AufSerdem
gilt fiir x € Op:

xeOr & 3dyeOrmitx-y=1<0v(x) =0 x e Op\mp.

Also ist mp das einzige maximale Ideal in O. Ist nun I # 0 ein Ideal in Of, so setzen
wir n := min{v(a) | a € I} und wéhlen a € I mit v(a) = n. Nach Wahl von a und n ist
dann I = a- Or und somit ist Or ein Hauptidealring und schliefSlich sogar ein diskreter
Bewertungsring.

Ist nun a € Or,a + 0 und 7@ € Of ein Uniformisierer, so ist nach Lemma 1.6 aOr = O
fiir ein n > 0. Damit unterscheiden sich 2 und 7" nur um eine Einheit und es ist
n = v(n") = v(a). Nach Konstruktion der zu O assoziierten diskreten Bewertung
stimmt diese mit v tiberein.

Quot(Or) = F ist trivial, da entweder x € Op oder x~! € O fiir alle x € F. O

Definition 1.10. Ein diskreter Bewertungsring (R,v) bzw. ein diskret bewerteter Kor-
per (F,v) heifit vollstandig, falls jede Cauchyfolge in R bzw. K einen Grenzwert in R
bzw. K besitzt.

Lemma 1.11. Sei R ein diskreter Bewertungsring, F = Quot(R) und v:F - Z.u {0} die zu-
gehdorige diskrete Bewertung. Dann ist (R, v) vollstindig genau dann, wenn (F,v) vollstindig
ist.



Beweis. Sei (F,v) vollstandig, (x,), eine Cauchyfolge in R und x € F ein Grenzwert von
(x ). Wir miissen nun zeigen, dass x bereits in R liegt, d.h. v(x) > 0 gilt. Ist x = 0, so
ist trivialerweise x € R, d.h. wir konnen ohne Einschrankung x # 0 annehmen. Damit
existiert ein N € IN, sodass v(x - x,,) > v(x) € Z fiir alle n > N. Zusammen mit der
Bemerkung 1.3 (iii) folgt somit

v(x) = min{o(x),v(x —x,)} =v(x - (x —x,)) = v(x,) >0 fiir alle n > N.

Sei nun umgekehrt (R, v) vollstaindig und (x,), eine Cauchyfolge in F. Damit existiert
ein N € N, sodass v(x,41 —x,) > 0 fiir alle n > N. Wegen der strengen Dreiecksunglei-
chung folgt damit fiir alle n > N

v(x,) > min{o(x, - x,-1),...,0(Xn+1 — Xn),0(xN) } > min{0,v(xN)} =2 m € Z.

Ist nun 7t € R ein Uniformisierer, so ist wegen v(nt"x,) = v(x,) —m > 0 fir allen > N,
(1t7™x, )n>n eine Folge in R. AufSerdem ist (1t7"x;, ),y eine Cauchyfolge in R, da (x;,)usn
eine Cauchyfolge in F ist und v(7t"x,,1 — ©"x,) = v(Xy1 — X, ) — m. Also existiert ein
y € R mit lim,,,., m"x, = y. Man sieht dann sofort, dass 7"y € F ein Grenzwert der
Folge (x,), ist. O

In einem vollstandigen diskret bewertetem Korper F sieht man recht leicht, dass
aufgrund der vereinfachten Cauchyfolgen-Eigenschaft eine Reihe Y24, in F genau
dann konvergiert, wenn die Folge (a,).s0 eine Nullfolge ist. Da nattirlich nicht jeder
Korper vollstandig ist, geht man haufig zur eindeutigen Vervollstindigung tiber.

Satz 1.12. Fiir einen diskret bewerteten Korper (F,v) gibt es einen bis auf isometrische
Isomorphie eindeutigen, vollstindigen, diskret bewerteten Korper (E,9), sodass F dicht in F
liegt und 0, = v. Der Korper (E,9) ist die sogenannte Vervollstindigung von (F,v).

Damit hat auch jeder diskrete Bewertungsring (R,v) eine bis auf isometrische Isomorphie
eindeutige Vervollstindigung (R, ) mit den obigen Eigenschaften.

Beweis. Einen Beweis der eindeutigen Vervollstindigung findet man in [Lo2] in §23,
Satz 2 auf Seite 63. Dabei sei angemerkt, dass in dem Beweis ein zu v assoziierter
Absolutbetrag genommen wird, was aber keinen Unterschied macht. m]

Definition 1.13. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und (M;) jcn, eine absteigende Sequenz
von R-Untermoduln von M, d.h. M; ist ein R-Untermodul von M fiir alle j € Ny und
My > M; > M, >....Dann definiert

U c M ist offen bzgl. (M;)jen, < VxeU3jeNp: x+M;c U

eine Topologie auf M und es lassen sich die iiblichen Konvergenzbegriffe wie z.B.
Cauchyfolge und Vollstandigkeit auf M einfiihren.



Bemerkung 1.14. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und I c R ein zweiseitiges Ideal. Die
durch (I'M) e, definierte Topologie auf M wird als I-adische Topologie bezeichnet.
Ist (R,v) sogar ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m, so stimmt die
durch v induzierte Topologie auf R mit der m-adischen Topologie tiberein.

Satz 1.15. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und (M;)ja, eine absteigende Sequenz von
R-Untermoduln von M. Man sieht leicht, dass dann

((M/Mf)jeNor (fij‘M/Mj - M/M;, m +M;—>m +Mi)isj)

ein projektives System bildet. Die kanonische R-lineare Abbildung

giM - lElM/M] = {(m] +M]')]'€]N0 € H M/M] | Vj <i: mj—m; € M]}
jeNg jeNo

m = (m+M;) jen,
ist
(i) injektiv < Njan, Mj = 0 < M ist separiert bzgl. (M;) jen,/
(i1) surjektiv < M ist vollstindig bzgl. (M) jen,-

Beweis. Zu (i): Nach Definition von g ist ker(g) = Njan, M;, womit bereits die erste
Aquivalenz gezeigt wére. Wir nehmen nun an, dass Njay, M; = 0 gilt und wihlen
X,y € Mmitx # y. Dannist x—y # 0 und es existiert ein j € Ny mit x—y ¢ M;. Damit sind
aber x+M;, y+M; disjunkte, offene Umgebungen von x bzw. y und deshalb M separiert.
Sei umgekehrt nun M separiert und 0.B.d.A. M # 0. Fiir ein x ¢ M mit x # 0 existiert
dann eine offene Menge U c M mit 0 € U und x ¢ U. Da U c M offen ist, existiert ein
j € Nomit M; = 0+M; c U. Damit ist aber insbesondere x ¢ M; und deshalb N cn, M; = 0.

Zu (ii): Wir nehmen zunédchst an, dass g surjektiv ist und betrachten eine Cauchy-
folge (x;)ien, in M. Fixieren wir ein j € Ny, so existiert ein N; € Ny, sodass fiir alle
n2Nj:x,—xy €M, Also wird die Folge (x, + M;)uen, stationdr in M/M;, denn
Xm + Mj = xn; + M fiir alle m > N;. Ist zudem i < j und n > max{N;, N;}, so gilt:

M'CM,‘
xNj +Mi = XN]. +M]'+Mi =X, +M]'+Mi = XN; +M]'+MZ' = XN; +M1'.
Also ist y := (xn; + M) jen, €in wohldefiniertes Element von lim], N M/M;. Wegen der
<—JjelNp

Surjektivitdt von g existiert ein x € M mit y = ¢g(x) = (x + Mj)jan,, d-h. x - xn;, € M;
fiir alle j € INp. Wahlen wir nun n > N; fiir ein beliebiges j € Ny, so folgt: x - x,, =
X —Xxn; + XN, — X, € M. Also konvergiert (x;) jen, gegen x und somit ist M vollsténdig.

Sei nun umgekehrt M vollstaindig und (x; + M;)jaN, ein beliebiges Element von



lim _ M/M;. Nach Definition von lim___ist dann x; - x; € M; fiir alle j < i. Daher gilt
<—jelNp J <—jelNp ] ]

tir alle n,m > j:
Xn = Xm = Xy — Xj+ Xj — Xy € M,

d.h. (x))en, ist eine Cauchyfolge in M. Wegen der Vollstandigkeit von M existiert
somit eine Grenzwert x € M der Folge (x;);eN,. Fiir j € Ny gibt es daher ein 7 > j mit
x - x, € M;. Dann gilt aber

X=Xj=X~=X;+X, —Xj €M
Daraus ergibt sich (x; + M) jen, = (X + M;)jan, = §(x) und somit die Surjektivitat von
g. |

Definition 1.16. Sei (R, v) ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m. Wir
bezeichnen mit kg := R/m den Restklassenkorper von R.

Lemma 1.17. Sei (R,v) ein diskreter Bewertungsring und (R,9) seine Versvollstindigung.
Dann stimmen die Restklassenkorper von R und R iiberein.

Beweis. Ist 1t € R ein Uniformisierer von R, so ist 7 wegen 9(m) = v(m) = 1 auch ein
Uniformisierer von R. Damit ist wegen R c R bereits kx c kj.
Fiir ein % € R existiert aber auch ein x € R mit £ - x € R, da R dicht in R liegt. Also ist

x+mR=%+(x-%)+nmR=%+nR
und dementsprechend auch k; = R/nR c R/nR = k. O

Beispiel 1.18 (Die p-adischen Zahlen). Fiir ein x € Q* schreiben wir x = "/x mit m,n €
7Z\{0}. Dann konnen wir fiir p eine feste Primzahl m, n schreiben als m = p'm’ und n =
p*n’ mit eindeutig bestimmtenss, r € Ny, m’,n’ € Z\{0}, sodass ggt(m’,p) =ggt(n’,p) = 1.
Setzen wir v,(x) := r — s und ©v,(0) := oo, so erhalten wir durch v,:Q - Z u {0} eine
wohldefinierte diskrete Bewertung auf Q mit Bewertungsring

m
Z ) ={er|vp(x)20}={;e@|meZ,neZ\pZ}
und Uniformisierer p. Wir definieren
Q, := Vervollstindigung von Q bzgl. v,  (p-adischen Zahlen);

Z, := Vervollstandigung von Z,) bzgl. v, (ganzen p-adischen Zahlen).
Wie man in [Nel] in Kapitel 2, §1 & §2 detailiert nachlesen kann, ist

Zp =lim Z(p)/an(p) ~ lim Z/an
neN neN
= {(an +P"ZL)wso € [[Z/p"Z | Vm <n:ay,—aye€ me}

n>0

und Q, = Quot(Z,). Nach Lemmma 1.17 ist zudem der Restklassenkorper von Q,
gegeben durch ko, = Z,/pZ, = Z.) [pZp) 2 F,.



Beispiel 1.19 (Der Korper der formalen Laurentreihen). Es sei k ein Kérper und
k[[t]] = {Z Ant™ | ay, € k}
m=0

der Ring der formalen Potenzreihen {iber k in der Variable t. Man sieht recht leicht,
dass k[[t]] ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal ¢ - k[[#]]
ist. Wir bezeichnen mit k((¢)) := Quot(k[[t]]) den sogenannten Korper der formalen
Laurentreihen iiber k in der Variable t, d.h. Reihen der Form },,.,, a,t" mit a,, € k
und my € Z. Damit ist nach Lemma 1.11 der Korper k((t)) ein vollstindiger, diskret
bewerteter Korper mit Restklassenkorper k.

Von nun an fixieren wir die folgenden Notationen:

e (F v) sei ein vollstandiger, diskret bewerteter Korper;

o O = {x € F|v(x) > 0} sein Bewertungsring, welcher nach Lemma 1.9 und 1.11
ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring ist;

e mp = {x € Flo(x) > 0} = nOr das maximale Ideal von Or und damit 7t € Of ein
Uniformisierer;
o kr = Op/mg der Restklassenkorper von F.

Lemma 1.20. Sei S c O ein vollstindiges Reprisentantensystem von kp mit 0 € S und 1, € F
mit v(m,,) = m fiir alle m € Z. Dann hat jedes x € F eine eindeutige Darstellung

X= ) Ay Ty

meZ.
mit a,, € S und a,, = 0 fiir fast alle m < 0. Auflerdem ist v(x) = min{m € Z|a,, + 0}.
Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Lo2] in §24, F2 auf Seite 92. O

Lemma 1.21. Sei p eine Primzahl, R ein kommutativer Ring mit Einselement 1g und I c R
ein Ideal mit p-1g € I. Sind m,n >1,a,b € R, sodass a =b mod I", dann ist

@ =" mod "™,

Beweis. Es gentigt den Fall n = 1 zu beweisen, da man dadurch induktiv auf allen e N
schlieflen kann. Wir setzen

p-1 ‘

P(X,Y) =Y XY e Z[X,Y].

i=0

Wegen I c [ ist insbesondere a =b mod I und damit
P(a,b)=P(a,a) modI=p-a"' modI=0 modI, dap-lgel.

Alsoista? —b” = (a-b)-P(a,b) e I"*!, d.h. a? = ¥ mod I"*. m



Satz 1.22. Ist kr ein perfekter Korper der Charakteristik p, so gilt:

(i) Es existiert eine eindeutige multiplikative Abbildung s:kp — Op mit s(0) = 0 und
s(1) = 1, deren Komposition mit der kanonischen Abbildung can: O — k die Identitiit
ist.

(ii) Ist zusitzlich char(F) = p, so ist s:kp — O ein Ringhomomorphismus und F ist isome-
trisch isomorph zu ke ((t)).

Beweis. Einen Beweis der Aussage und die Konstruktion von s findet man in [Ar] in
ChapterTen auf den Seiten 190-192. m|

Satz 1.23 (Hensel’s Lemma). Sei f € Or[X] sodass f mod mp = § - h in ke[ X] mit zuein-
ander teilerfremden g, h € ke[ X] und g ist normiert. Dann gibt es g, h € Op[X] mit g normiert,
¢ mod mp=g,h mod mg=hund f =g-hin O[X].

Beweis. Fur einen Beweis des Henselschen Lemmas sei auf [Lo2], §23, Satz 3 auf Seite
72 verwiesen. O

Satz 1.24. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Korper und E|F eine endliche Korpererweiterung.
Dann existiert genau eine diskrete Bewertung vg auf E derart, dass (E, vg) wieder vollstindig
ist und vg), = e(E|F) - v fiir ein e(E|F) € IN mit e(E|F) | [E : F].

Beweis. Eine allgemeinere Aussage fiir einen Schiefkorper E wird in [Ke], Lemma 12.6
auf Seite 72 bewiesen. m]

Definition 1.25. Sei (F,v) ein diskret bewerteter Korper und E|F eine endliche Kor-
pererweiterung. Die in Satz 1.24 eingefiihrte Zahl ¢(E|F) € IN bezeichnet man als
Verzweigungsindex der Korpererweiterung E|F. Ist iy € F bzw. 7ig € E ein Uniformi-

sierer von F bzw. E, so ist wegen Satz 1.24 7ty ¢ RE(HF)OE c g Ok.
Dabher ist kg eine Korpererweiterung von kr und man bezeichnet mit f(E|F) := [k : k]
den Restklassengrad von E|F.

Lemma 1.26. Sei E|F eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt:
(i) [E:F]=e(E|F)- f(E|F);
(ii) O ist ein freier Op-Modul vom Rang [E : F];

(iii) Sind yy,...,Y¢Er) € O Vertreter einer kp-Basis von kg und mg € O ein Uniformisierer
in Og, so ist

{yj”%} 1<j<f(E|F),
O<i<e(E|F)-1

sowohl eine F-Basis von E, als auch eine Or-Basis von Of.

Beweis. In [Ar] findet man in Chapter 3, Theorem 6 & Theorem 7, auf den Seiten 58-59
einen vollstindigen Beweis der Behauptungen. m|
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1.2 Unverzweigte Erweiterungen
Definition 1.27. Eine endliche Erweiterung E|F eines vollstindigen diskret bewerteten
Korpers (F,v) heifst unverzweigt, falls e(E|F) = 1 und kg|kr separabel ist.

Bevor wir uns nun mit unverzweigten Erweiterungen beschiftigen, mégen wir uns
nochmal gewisse Grundlagen der Galoistheorie vor Augen halten. Ist ndmlich E|F
eine beliebige Galoiserweiterung, so entspricht

Gal(E[F)= lim  Gal(E'|F)c ]  Gal(E'|F)
FEE FcE'cE
E'|F endl. Galois E'|F endl. Galois

dem projektiven Limes des projektiven Systems tiber alle endlichen Galoiserweite-
rungen von F in E.

Versieht man Gal(E’'|F) mit der diskreten Topologie, [T Gal(E'|F) mit der Produkttopo-
logie und Gal(E|F) c [] Gal(E'|F) mit der induzierten Topologie, so gilt in Gal(E|F):

U c Gal(E|F) ist offen <> Yo e U3F c E, c E,E,|F endl. Galois: ¢ - Gal(E|E,;) c U

Diese Topologie auf Gal(E|F) wird auch Krull-Topologie genannt. Nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie erhdlt man durch

{E'|FcE cE,[E':F]<oo}s{H | H < Gal(E[F) ist offen}
E'" —»Gal(E|E")
E" «H

wohldefinierte, inklusionsumkehrende, zueinander inverse Bijektionen. Des Weite-
ren ist E'|F, mit F c E' c E, endlich Galois genau dann, wenn Gal(E|E") < Gal(E|F) mit
endlichem Index.

Fiir eine etwas detailiertere Ausfithrung dazu sei hierbei auf [Bo], Kapitel 4.2, Seiten
146-154 verwiesen.

Fiir den folgenden Satz sei an die Konventionen nach Beispiel 1.19 erinnert.
Satz 1.28. Sei E|F eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt:

(i) Ist E|F unverzweigt, so ist E|F separabel;

(ii) die Abbildung

{F ¢ E' < F | E'F endl. unverzweigt} - {kp c I c ke | I|kp endl. separabel }
E’ g kEI

ist eine Bijektion, wobei Fbzw. kr einen al gebraischen Abschluss von F bzw. kr bezeichnet;

11



(iii) E|F ist unverzweigt und Galois genau dann, wenn kg|kr Galois ist. In diesem Fall ist
Gal(E|F) — Gal(kglkg), 0~ G := (x + mg — o (x) + mg),
ein Isomorphismus.
Beweis. Einen vollstindigen Beweis findet man in [Lo2], §24, Satz 3 auf Seite 95. O

Lemma 1.29. Das Kompositum zweier unverzweigter Erweiterungen von F ist wieder un-
verzweigt.

Beweis. Es sei hierbei auf [Nel] Kapitel 2, Korollar 7.3, Seite 161 verwiesen, wo die
Behauptung bewiesen wird. |

Satz 1.30. Sei (F,v) ein vollstindiger, diskret bewerteter Korper. Dann gilt:
(i)
.= U E
FcEcF

E|F endl.
unverzweigt

ist eine Galoiserweiterung von F, die sogenannte maximale unverzweigte Erweiterung
von F.

(ii) F" ist ein diskret bewerteter Korper mit Bewertungsring

OFW = U OE ,
FcEcF
E|F endl.

unverzweigt
Uniformisierer mp € F ¢ F"" und Restklassenkirper kg™ . Des Weiteren ist

Gal(F"|F) - Gal(kg™" |kp), 0+ & = (x + mg > a(x) + mg),
ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Wegen Lemma 1.29 ist F"" ein Korper und nach Satz 1.28 auch separabel. Sei
nun E|F endlich unverzweigt und ¢ € Gal(F**|F). Aufgrund der Eindeutigkeit von
Ug(p) in Satz 1.24 ist v5) = v o 071, Damit ist e(6(E)|F) = e(E|F) = 1, Op = Oy(g) und
Mg = Myg), was zu einem Isomorphismus 6:kg — k, (g fiihrt. Da kg |kr separabel ist, ist
auch k, g |kr wieder separabel. Dementsprechend ist o(E)|F wieder unverzweigt, d.h.
o(E) c F" und damit F""|F normal.

Fur (ii) sei x € F* und E|F endlich unverzweigt mit x € E. Wir definieren die Ab-
bildung
v:F" - Z u{oo}, x = v(x).

12



Da F" die Vereinigung unverzweigter Korper ist, ist v eine wohldefinierte diskrete
Bewertung von F"" und
Or= U O

FcEcF
E|F endl.

unverzweigt

mit Uniformisierer 7tr € F. Zusammen mit Lemma 1.28 folgt schliefSlich noch

ka = U l = szep
kpclckp
Ilkp endl.
separabel

und

Gal(F"|[F)=  lim  Gal(E[F)= lim  Gal(E|F)

FcEcF"™ FcEcF
E|F endl. Galois E|F endl. Galois

& unverzweigt
= lim  Gal(llkr)

kpclckg®?
I kg endl.

= Gﬂl(kpsep|kp).
O

Lemma 1.31. Sei (F,v) ein vollstindiger, diskret bewerteter Korper mit char(kr) = p >0
und @:Op - O ein Ringhomomorphismus, sodass ¢(x) = x* mod mg. Dann existiert ein
eindeutiger Ringhomomorphismus @:Opr — Opw, welcher @ fortsetzt, sodass ¢(x) = xP
mod Mg fiir alle x € Opn.

Diese Fortsetzung ist stetig bzgl. der mp-adischen Topologie und lisst sich eindeutig auf
Opw = O fortsetzen.

Ein Ringhomomorphismus @: O - Op mit @(x) = x» mod m fiir alle x € O nennt man
dabei einen Frobenius-Lift.

Beweis. Nach Satz 1.30 ist der Bewertungsring von F" die Vereinigung aller Bewer-
tungsringe endlicher, unverzweigter Erweiterungen E|F und damit gentigt es zu zei-
gen, dass ¢: Or - O eindeutig fortgesetzt werden kann zu ¢: O - Of.

Da kglkr separabel ist, existiert ein x € O, X := x + mg € kg, sodass kg = kp[X]. Wir
setzen f bzw. f als das Minimalpolynom von % bzw. x iiber kr bzw. F. Trivialerweise
ist dann deg(f) < deg(f), da f normiert ist und f mod mg die Nullstelle ¥ besitzt.
Aufgrund von e(E|F) = 1 und Lemma 1.26 ist aber auch

deg(f) = [F[x]: F] < [E: F] = [k : kr] = [ke[%] : ke] = deg(f) < deg(f).

13



Also gilt sogar iiberall Gleichheit und damit f = f mod mg und E = F[x]. Nach Lemma
1.26 (iii) ist zudem {1,x,x2,...,x/END~1} eine Op-Basis von O, d.h.

Ok = Of[x] = Or[t]/(f).

wir definieren ¢:kg - kg, y — yP, und setzen @:kg - kg bzw. @:Or - Of fort auf
ke[t] bzw. Of[t], indem man ¢ auf die jeweiligen Koeffizienten anwendet. Damit ist

@(f) € Op[t] mit

@(f) mod mg = o(f) = p((t-x)-g(t)) = p(t-x)-p(g(t))
= (t-x7)-p(g(t)) fur ein g(t) € ke[t].

Aufgrund der Separabilitit von kg|kr ist ggt(t—%, ¢) = 1 und damit existierenr,s € kg[¢]
mit 1 = r(t - X) + sg. Wenden wir ¢ auf diese Gleichung an, so erhalten wir

1=91) =p(Ne(t=2) +(s)(g) = p(r)(t =) + ¢(s)p(8),

das heifdt auch ggt(t - 7, p(g)) = 1. Nach Hensel’s Lemma existiert somit ein y € O
mit (p(f))(y) =0und y =x7 mod mg.

Als néchstes betrachten wir den Ringhomomorphismus
Y: O[] > Op, = 3 ait' = 3 (a)y' = (9(h)) (y)-

Da y eine Nullstelle von ¢( f) ist, faktorisiert ¢» durch

[E:F]-1 [E:F]-1 [E:F]-1

(P:OE = OF[ /(f) _> Ok, ale g aiti + (f) g (P(lll')yi.

i=0 i=0 i=0

"I'J
o

Modulo dem maximalen Ideal mg gilt dann fiir ein z = ZE&FH aix' € Og:

[E:F]-1 .
@(z) mod mg = e(a;))y’ mod mg
[E:

:

und damit insbesondere @ (mg) c mg. Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, ist p(m}) c
@(mg)" fiir alle n € N, woraus die Stetigkeit von ¢: O — Of folgt.

—

sl
— o

-1
a’(x*)" mod mg, da ¢ ein Frobenius-Lift ist,

M

r—‘,..

E:F]-1
aixi) mod mg, da char (kg) =p >0,

mod mg
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Somit bleibt nur noch die Eindeutigkeit von ¢ zu zeigen. Sei dafiir ¢: O - Of ei-
ne weitere Fortsetzung von ¢: Or - O mit ¢(x) = x» mod mg fiir alle x € Of.

Da f separabel ist und @:kg — kg, v ~ y¥ injektiv, hat auch ¢(f) = @(f) mod mg
keine mehrfachen Nullstellen in kg. Sind also z,Z € O zwei Nullstellen von ¢( f) mit
z — Z € mg, so muss bereits z = Z gelten. Nun ist aber

(P(f)(y) =0=0¢(0) =P(f(x)) = (¢())(P(x)) = (¢(f))($(x))
=¢(f)

und damit wegen ¢(x) = x¥ = y mod mg entsprechend ¢(x) = vy = ¢(x). Aufgrund
von O = Og[x] und ¢, =@ ist dann ¢ = ¢. o

1.3 Lokale Korper

Es sei wie gewohnt (F,v) ein diskret bewerteter Korper mit Bewertungsring O und
Restklassenkorper k.

Definition 1.32. (F,v) heifst lokal, falls der Restklassenkorper kr endlich und F bzgl.
|- |:F = Rsp, x = |x| := [kr| ™ vollstandig ist.

In Beispiel 1.18 haben wir bereits gesehen, dass fiir eine beliebige Primzahl p > 0 die
p-adischen Zahlen Q, einen lokalen Korper bilden. Ein weiteres Beispiel liefert der
Korper der formalen Laurentreihen k((t)), wenn der Korper k endlich ist.

Als nichstes wollen wir untersuchen wie sich Satz 1.28 und Satz 1.30 fiir lokale
Korper formulieren lassen.

Satz 1.33. Sei F ein lokaler Korper und E|F eine endliche unverzweigte Erweiterung. Dann
gilt:

(i) E|F ist Galois;

(ii) die Abbildung Gal(E|F) — Gal(kglkp),0 — G := (x + mg — o(x) + mg) ist ein wohldefi-
nierter Isomorphismus von zyklischen Gruppen;

(iii) ist g € Gal(E|F) der zu (% — %) € Gal(ke|kr) korrespondierende Automorphismus,
so ist @gjr ein Erzeuger von Gal(E|F) und wir nennen @gr den Frobeniusautomorphis-
mus von E|F.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Lo2], §24, Satz 4 (iii), auf Seite 97. O
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Satz 1.34. Sei F ein lokaler Korper und n € IN. Dann gibt es genau eine unverzweigte
Erweiterung F,|F mit [F, : F] = n. Damit ist auflerdem kg, die eindeutige Erweiterung
von kg vom Grad n. F, ist dabei gegeben durch F(C), wobei C eine primitive (|kg|" — 1)-te
Einheitswurzel ist.

Beweis. Die Behauptung wird in [Lo2], §24, Satz 4 (i), auf Seite 97 bewiesen. m|
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2 Kohomologie fur endliche Gruppen

Wiéhrend des gesamten Kapitels sei G eine endliche multiplikative Gruppe mit Eins-
element 1 = 1¢. Die folgenden Ausfithrungen und Vorgehensweisen orientieren sich
dabei an [Ne2].

2.1 G-Moduln

Definition 2.1. (i) Ein G-Modulist eine abelsche Gruppe (4, +) zusammen mit einer
Abbildung G x A - A, (0,a) - 0 -a, sodass

e l-a=a;
e g-(t-a)=(o1) 4
eo-(a+b)=0-a+0-b.
furalleo,7 € Gunda,b € A.
(ii) Sind A, B G-Moduln und f: A — B ein Gruppenhomomorphismus, dann nennen

wir f einen G-Homomorphismus bzw. G-dquivariant, falls f(o-a) = o - f(a) fir
allece Gunda e A.

(iii) Wir setzen Hom(A, B) als die Menge der Gruppenhomomorphismen von A nach
B und Hom (A, B) als die Menge der G-Homomorphismen von A nach B. Dabei
wird Hom (A, B) durch (¢- f)(a) :=0- f(c7!-a) selbst zu einem G-Modul.

Definition 2.2. Mit Z[G] bezeichnen wir die freie additive Gruppe tiber den Elemen-
ten von G;
Z[G] = {Z n,0 | ng € Z}.
oeG
Mit der tiblichen Summen-Multiplikation wird Z[G] zu einem Ring mit Einselement
12[(;] = 121@.

Definition 2.3. (i) Der Ringhomomorphismus €:Z[G] = Z, Y ,.c 1150 = Y. 4ec 1o heifdt
Augmentation und wir setzen

Ig = ker(e) = {Z n,0 € Z[G]| Y n, = 0}

oeG oeG

als das sogenannte Augmentationsideal.

17



(ii) Mit dem Element Ng := Y ;0 € Z[G] bezeichnen wir die sogenannte Norm von
Z[G].

(iii) ZNg ist ein Ideal in Z[G] und wir setzen J; := Z[G]/ZNg.

Bemerkung 2.4. Man beachte, dass ein G-Modul A durch (Y ,.c1,0) -a:= Y sec1s(0-a)
automatisch zu einem Z[G]-Modul wird. Auf der anderen Seite wird auch jeder
Z[G]-Modul B durch die Einschrankung G < Z[G],0 = 170, zu einem G-Modul.

Lemma 2.5. Sei X ein freier Z[G]-Modul und 0 - A L B L C = 0 eine kurze exakte
Sequenz von G-Moduln. Dann ist die Sequenz

0 — Homo(X, A) 275 Home (X, B) 2% Home(X,C) — 0

von Homomorphismen von abelschen Gruppen exakt.

Beweis. Einen Beweis findet man in [Ne2], Satz 1.6, auf Seite 9. O

d d + . .
Lemma 2.6. Ist ... < X, 4 ~ X, Dk Xg41 <+ ... eine exakte Sequenz von freien Z-Moduln

und D ein beliebiger Z-Modul, so ist

> fod, —fod,,
.. — Hom(X,1,D) 22" Hom(x,, D) -/

Hom(Xy1,D) — ...
eine exakte Sequenz von Z-Moduln.

Beweis. Es sei auf [Ne2], Lemma 1.7, Seite 10 verwiesen. O

2.2 Kohomologiegruppen

Wir mochten nun die Kohomologiegruppen einer Gruppe G und eines G-Moduls
A definieren. Bei der Vorgehensweise orientieren wir uns an [Ne2] und miissen zu-
ndchst bestimmte Z[G]-Moduln X, zusammen mit G-Homomorphismen d,: X, - X,
definieren.

o X,:=X_;:=2Z[G] als freien Z[G]-Modul von Rang 1.
o Firg>1:X,:=X4,4:=Z[G][G"] = @  Z[G](oy,...,0,) als den freien
(01,--,09)€ G1
Z[G]-Modul mit Basis GY.

Die G-Homomorphismen d,: X, - X,_; definieren wir {iber die Basiselemente wie
folgt:

e do(1) :=Ng;
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di(0)=0-1;

d,((01,...,00)) = 01(02,...,00) + Z?;ll(—l)i(al,...,ai_1,0i0i+1,ai+2,...,Gq)
+(=1)1(01,...,041) flirg > 1;

d-1(1) := Ygeg (071(0) = (0));
d_g-1((o1,.. .,o*q')) = Ypec 0 H(0,01,...,04)

+ Y0 2ot (1) (04, ..., 011,000,071, 0141, ..., 0) + > (-1)T (01, ..., 04,0) fiir g > 0.
0eG

Damit erhalten wir den folgenden Satz.
Satz 2.7. Die Sequenz

d_ d_q dy d d
e Xy X g2 Xy — Xy = ...

von freien Z|G]-Moduln mit Z|G|-linearen Abbildungen ist exakt.

Beweis. Einen ausfiihrlichen Beweis findet man in [Ne2] auf den Seiten 11-16. O

Definition 2.8. (Xq, dq)qez bezeichnet man als den freien Standardkomplex der Gruppe
G.

Sei (Xq,dq)qu der freie Standardkomplex und A ein beliebiger G-Modul. Wir defi-
nieren fiir g € Z
dy:Homg(Xy-1,A) - Homg(X,,A), f = fod,.

Nach Satz 2.7 und Lemma 2.6 ist dann

&q+1

)
.. — Homg(X,-1,A) - Homg(X,,A) — Homg(Xy1,A) — ...

eine Sequenz mit dy,q o d; = 0, d.h. insbesondere ist im(d,) c ker(d,.1) fiir alle g € Z.
Wir setzen

Zy:=24(G,A) :=ker(d,.1) (q-Kozykel von G mit Koeffizienten in A);
R;=R,(G,A) :=im(d,) (q-Kordnder von G mit Koeffizienten in A).

Definition 2.9. Fiir einen beliebigen G-Modul A und g € Z definieren wir die g-te
Kohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in A als

HY(G,A) = Z,/R, = ker(d,.1) /im(3,) .
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Um H7(G,A) in etwas expliziterer Weise angeben zu konnen, untersuchen wir
zundchst d,. Wir setzen A, := Homg(X,, A) fir q € Z. Wegen Bemerkung 2.4 ist
Homg(X,,A) = Homzc)(X,,A) und es ist jedes f € Homg(X,,A) eindeutig dadurch
bestimmt, was f auf den Basiselementen von X, bewirkt. Daher ist

Ay =A_y = Homg(Z[G],A) = Homzc)(Z[G],A) = Maps({1},A) 2 A;
Ay =A_4 1 = Homg(Z[G][G],A) = Maps(GT,A).

Mit Hilfe der Definition der Homomorphismen d, des Standardkomplexes ergeben
sich fiir d, die expliziten Definitionen

e do(x) = Ngx firxeA1=A;
o (di(x))(0)=0x-x fuirxeAp=Aund o eG;

) (8q(f))(61,. . .,O‘q) = O‘lf(O‘z, .. .,Gq) + Z?z_ll(—l)if(o‘l, ee.,0i-1,0i{0i41,0i42, .. .,Oq)
+(=1)1f(01,...,04-1) fir fe Ag1,(01,...,00) €GTund g > 1;

© d.1(f) = Loc(07'f(0) - f(0))  fur feA,;
o (a—q—l(f))(all- . -/Gq) = ZoeG[Gilf(Glall- --/Gq)

+ ¥ (1) f(o1,...,011,0i0,071, 041, ..., 04)
+(-1)™f(04,...,04,0)] fir feA_,o,(01,...,0,) € GTund g > 0.

Mit dieser Beschreibung der d, konnen wir nun die g-te Kohomologiegruppe fiir
kleine q € Z explizit angeben.

e H'(G,A):
Z_1 =ker(8o) :NGA: {X€A|NG'X=O}
R,l = 1m(8,1) = IGA
HY(G,A) = n AllcA
e H(G,A):
Zo=ker(d))=A°={xeA|VYoeG:0-x=x}
RO = 1m(80) = NGA
H°(G,A) = A°/NGA
e HY(G,A):

Z1=ker(dy) ={f:G—>A|Vo,7¢G: f(o1)=0f(7)+ f(0)}
Ri=im(d1) ={f:G—>A|IxecAVoeG: f(0) =0ox—x}
HY(G,A) = Z1/R,

20



e H*(G,A):

Zy = ker(ds) = {f:Gx G~ A| Yo,5,p € G f(o1,p) + f(0,7) = o (1,p) + f(0,7p)}
Ry =im(dy) ={f:GxG—->A|3¢:G > AVo,71¢G: f(o,7)=0g(t)-g(ot)+g(0)}
H?*(G,A) = Z,/R,

Operiert G auf A sogar trivial, dann ist H' (G, A) gegeben durch Hom(G, A). Fiir eine
detailiertere Beschreibung der Herleitung sei auf die Seiten 17-19 in [Ne2] verwiesen.

2.3 Der Verbindungshomomorphismus 6,

Es seien A, A" zwei G-Moduln und f: A -~ A’ ein G-Homomorphismus. Wir definieren
einen Gruppenhomomorphismus f;: A; - A, durch

o fo=f firqe{0,-1};
o f,(F):=foF firFeA;undgqeZ\{0,-1}.
Aufgrund der G—Aquivarianz von f ist dann f,.1 0 dgi1 = g1 © f;, also bildet f, g-

Kozykel auf g-Kozykel und g-Kordnder auf g-Kordnder ab und impliziert damit einen
wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

FiHI(G,A) » HI(G,A"), z+ R,(G,A) ~ f,(z) + R,(G,A") .

Istnun 0 > A > A" & A” 5 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln, so wollen wir fiir
ein q € Z eine Abbildung (5,7:H‘7(G,A") - H%'(G, A) definieren und gehen dabei wie
folgt vor.

Sei zundchst zl/ = z!! + Ry(G,A") € HY(G,A") mit z/ € Z,(G,A") = ker(dy.1), d.h.

dg:1(2])) = 0. Wegen der Exaktheit der Sequenz 0 — A L A" % A" 5 0 ist nach Lemma

25auch0- A, R A, LN A; — 0 exakt. Also existiert fiir z € Z,(G,A") c A, ein z] € A,

mit ¢,(z;) = z;'. Man beachte, dass dann

8q+1 (8q+1 (Zzlq)) = 8q+1 (gq(zl;)) = aq+1 (Zz;,) =0,

d.h. 8q+1(zé') € .ker( gq+1) = im(fg:1). Damit ldsst sich dy,1(zf) schreiben als dg.1(z)) =
fo+1(zg41) flir ein zgq € Agir.
Aufgrund der Injektivitdt von f,,, folgt aus

fq+2(aq+2(zq+1)) = &q+2(fq+1 (Zq+1)) = aq+2 o aq+1 (Z;) =0

S—————
=0
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schlief3lich, dass bereits z,,; € ker(dg.2) = Z5,1(G, A) ist.
Wir definieren die Abbildung

6;:H1(G,A") — H™(G,A), z + Ry(G,A") —> 2411 + Rpu1 (G, A) .

Lemma2.10. Ist0 > A 5 A’ 5 A" - 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln, so ist der zuvor
definierte Verbindungshomomorphismus 6, ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Beweis. [Ne2], Satz 3.1 auf Seite 22. O

Satz 2.11. Ist 0 - A ER A 3. A" 5 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln, so ist die hieraus
entstehende unendliche Sequenz

> HY(G,A) 511G, A 5 H9(G, A B HIN(G, A) > ...
ebenfalls exakt. Sie wird auch hiufig als die exakte Kohomologiesequenz bezeichnet.

Beweis. [Ne2], Satz 3.2, auf Seite 24. O

Satz 2.12 (Dimensionsverschiebung). Fiir einen G-Modul A und ein m € Z. setzen wir

IG®Z---®ZIG®ZA ,m<0,
—_———
—m-mal
A"=1A ,m=0,
]G®Z---®Z]G®ZA ,m > 0.
—_—
m-mal

Dann liefert die m-malige Hintereinanderschaltung des Verbindungshomomorphismus 6 einen
Isomorphismus
o"™:HT™(H,A™) - H(H,A)

fiir jedes q € Z. und jede Untergruppe H < G.

Beweis. Einen Beweis der Dimensionsverschiebung findet man in [Ne2], Satz 3.15, auf
Seite 32. O

Definition 2.13. Fiir eine Gruppe G setzen wir die Kommutatorgruppe G’ als die von
{[g h] = ghgth~'| g,h € G} erzeugte Untergruppe von G. Dann ist G’ ein Normalteiler
von G und wir definieren G* := G/G’ als den maximalen abelschen Quotienten von G.

Von nun an und fiir den Rest der gesamten Arbeit betrachten wir Z, Q und Q/Z als
G-Moduln mit der trivialen Operation.
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Lemma 2.14. Aus den beiden kurzen exakten Sequenzen 0 - Z — Q - Q/Z — 0 und
0 Ig - Z[G] = Z - 0 erhilt man:

(i) Der Verbindungshomomorphismus 6,: H' (G, Q/Z) - H*(G, Z) ist ein Isomorphismus
und wir bezeichnen mit

x(G) = Hom(G,Q/Z) = H'(G,Q/Z) = H(G, Z)
die sogenannte Charaktergruppe von G;
(ii) H*(G,Z) = G™.
Beweis. [Ne2], Korollar 3.18 & Satz 3.19, auf Seite 33. O

2.4 Inflation, Restriktion und Korestriktion

Im vorherigen Abschnitt haben wir untersucht, wie sich H7(G, A) verhilt, wenn sich
A verandert. In diesem Abschnitt mochten untersuchen, was mit H7(G, A) passiert,
wenn wir G variieren.

Sei dafiir H < G ein Normalteiler und A ein G-Modul. Offensichtlich ist dann A"
ein G/H-Modul via (¢H)-a:= g-a fiira ¢ A", g € G.Tst f € Al = Maps((G/H)7, AP) eine
sogenannte g-Kokette, so definieren wir fiir g > 1

inf,(f):G7 - (G/H)1 5 AH & A .

Man sieht recht leicht, dass dann d,,; o inf, = inf,.; © d 1, also inf, die Eigenschaft der
g-Kozykel und g-Korédnder beibehilt.

Definition 2.15. Die zuvor definierte Abbildung infq: AgI - Aq induziert einen Homo-
morphismus
inf,: H1(G/H,A™) - H(G, A) fiir g > 1.

Diesen Homomorphismus bezeichnen wir als Inflation.

Auf der anderen Seite wollen wir neben der Inflation nun die Restriktion einfiihren.

Definition 2.16. Sei A ein G-Modul, H < G eine Untergruppe und q € Z. Wir definieren
res,: H1(G,A) - H(H, A) wie folgt:

e resp:H’(G,A) = A°/NcA -~ A" /NyA = H(H,A),a + NcA + a+ NgA ;
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e Fiir q € Z definieren wir res, durch den Dimensionsverschiebungsisomorphis-
mus 67 als den eindeutigen Homomorphismus, sodass das Diagramm

HO(G, A1) % H1(G,A)
|
res | Tesg
¥
H°(H, A1) %Hq(H,A)
kommutiert.

In quasi umgekehrter Weise zur Restriktion mochten wir nun die Korestriktion
definieren.

Definition 2.17. Sei A ein G-Modul, H < G eine Untergruppe und g € Z. Wir definieren
cor,: H1(H,A) - H1(G, A) wie folgt:

o corg:H'(H,A) = A#/NyA - AS/NgA = H'(G,A),a+NyA~ ¥ 0-a+NGA;
0eG/H

e Fiir q € Z definieren wir cor, durch den Dimensionsverschiebungsisomorphis-
mus 67 als den eindeutigen Homomorphismus, sodass das Diagramm

H°(H, A7) —— Hq(IIJ,A)
cory | corg
N ¥
HY(G, A7) ——H'(G,A)
kommutiert.
Lemma 2.18. Sei A ein G-Modul, H < G eine Untergruppe und q € Z.. Dann ist
corgores; = (G : H) -idp(c a)-
Beweis. [Ne2], Satz 4.14, auf Seite 45. O

Lemma 2.19. Sei A ein G-Modul, H < G ein Normalteiler von G und g > 1. Ist H'(H,A) = 0
fiiralleie{1,...,q -1}, so hat man mit

resq

inf
0 — H9(G/H,A") — H(G,A) —> H1(H,A)
eine exakte Sequenz.

Beweis. [Ne2], Satz 4.7, aus Seite 38. O
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2.5 Das Cupprodukt

Es seien wie zuvor G eine endliche Gruppe und A, A" G-Moduln. Damitistauch A@zA’
ein G-Modul viao- (a®a’) := 0-a ® 0 -a’ und wir haben eine Z-bilineare Abbildung
ACxAC - (Aez A')C, (a,a") » a®a’. Unter dieser Abbildung wird NgA x NgA™ in
Ng(A ®z A") abgebildet und induziert damit eine Z-bilineare Abbildung

H°(G,A) xH(G,A") — H°(G,A®z A")
(1+NgA,a' + NcA ) —a@d + Ng(A®A') .

Satz 2.20. Es gibt eine eindeutig bestimmte Familie von bilinearen Abbildungen

U:HY(G,A) xH1(G,A") — H"(G,AezA"), pqeZ,

(@,a)—aud,
das sogenannte Cupprodukt, mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir p = q = 0 ist das Cupprodukt durch die zuvor definierte Abbildung gegeben;

(ii) Sind die G-Modulsequenzen 0 -~ A - A" - A" - 0 und
0->A®zB—~A"®zB— A" ®zB — 0 beide exakt, so ist das Diagramm

Hr(G,A") x H1(G,B) — Hr+1(G,A"” ®2 B)

Opxid l lénw

Hr1(G,A) x H1(G, B) — Hr*1*1(G, A ®2 B)

kommutativ;

(iii) Sind die G-Modulsequenzen 0 -~ B -~ B" - B" - 0 und
0->A®zB—>A®zB -~ A®zB" — 0 beide exakt, so ist das Diagramm

Hr(G,A) x H1(G,B") —— Hr*1(G,A ®z B")

idqul léw

Hr(G,A) x H1*1(G, B) — Hr*1*1(G, A ®7z B)
kommutativ.

Beweis. [Ne2], Definition 5.1, auf Seite 49. O

In gewissen Spezialfdllen konnen wir das Cupprodukt auf recht einfache Weise
explizit angeben.
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Satz 2.21. Ist p = 0 oder q = 0, so ist das Cupprodukt explizit gegeben durch

wHP(G,A) x H(G,A") — H"1(G,AezA),
(dp,ap) — dyua;=a,®a;

wobei a, bzw. a} ein Reprisentant von d, bzw. a ist,

Beweis. [Ne2], Satz 5.2, Seite 51.
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3 Azumaya-Algebren und
Brauergruppen

Fiir das gesamte Kapitel sei durch E ein beliebiger Korper bezeichnet. Die folgenden
Ausfiihrungen orientieren sich dabei grofitenteils an [Ke]

Definition 3.1. Eine (nicht notwendigerweise kommutative) E-Algebra A mit 1 heifst
Azumaya-Algebra tiber E, wenn

(i) dimg(A) < oo;
(il)) Zentrum(A)={zeAl|z-a=a-zVaecA} =E;
(iii) A ist einfach, d.h. 0 und A sind die einzigen zweiseitigen Ideale.
Ein einfaches Beispiel fiir eine Azumaya-Algebra tiber E ist A = E™*" fiir ein m € IN.

Definition 3.2. Zwei Azumaya-Algebren A, B iiber E heifSen dhnlich, wenn n,m ¢ N
existieren, sodass A ®¢ E"" = B®g E™*" als E-Algebren. Man schreibt dann auch A ~ B.

Wie man in [Ke], §3.4 genauer nachlesen kann, bildet die zuvor definierte Relation
~ auf den Azumaya-Algebren iiber E eine Aquivalenzrelation und wir setzen [A] :=
Aquivalenzklasse von A bzgl. ~.

Lemma 3.3. Br(E) := {[A] | A ist eine Azuyama-Algebra iiber E} ist eine kommutative
Gruppe bzgl. [A] - [B] := [A ® B] mit Einselement [E] = [E™™]. Br(E) ist die sogenannte
Brauergruppe von E.

Beweis. Fiir einen Beweis sei auf [Ke], §3.5, Seite 32 verwiesen. O

Satz 3.4. Es sei E'|E eine Korpererweiterung. Ist A eine Azumaya-Algebra iiber E, so ist
A ®¢ E’ eine Azumaya-Algebra iiber E' und es gibt einen Gruppenhomomorphismus

rene: Br(E) - Br(E'), [A] » [A®g E'].
Dabei gilt rgn g = renEr o Teiig fiir eine Korperkette E ¢ E' c E".

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Ke], §3.7, auf Seite 33. O
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Definition 3.5. Es sei E’|[E eine Korpererweiterung. Dann bezeichnen wir mit
Br(E'|E) = ker(rgg) = {[A] € Br(E) | [A®g E'] = [E']}

die relative Brauergruppe der Korpererweiterung E’|E, welche offensichtlich eine Un-
tergruppe von Br(E) ist.

Nach [Ke], §5.8 ist dann sogar Br(E) = Ug/| enar. Br(E'|E).

Galois

Satz 3.6. Es sei E'|E eine endliche Galoiserweiterung der Ordnung m = [E' : E] mit Galois-
gruppe Gpg und f:Gpip x Gpyg = (E')* ein 2-Kozyklus, wobei Gg/g kanonisch auf (E’)*
operiert, d.h. o - x = o(x) fiir 0 € Gpg und x € (E')*. Dann ist der m>-dimensionale E-
Vektorraum A = A(f) := @geq,,, E' - s (g formale Symbole) mit der durch

( Z xaua)'( Z yrur): Z Z xaa(yT)f(G/T)uaT
0€Gpr g 1€GprE 0€Gprip TGy

fiir x5,y. € E' definierten Multiplikation eine Azumaya-Algebra iiber E mit Einselement
Lo = (f(Logyer Lop ) thg,, - Ferner gilt:

(i) Durch x — x -1, wird E" in A eingebettet;
(ii) Esist u, € A* fiir alle 0 € Gprg;
(iii) Esist Zy(E'):={acA|x-a=a-xVxeE'} =F'.
Beweis. Einen Beweis des Satzes findet man in [Ke], §7.5, auf den Seiten 59-62. O
Bemerkung 3.7. Mit der zuvor definierten Multiplikation auf A(f) gilt:
(i) us-x=0(x)u, fiir alle 0 € Gg/g, x € E';
(i) g -u; = f(0,7)Ug, fiir alle 0,7 € Gprjg.

Beweis. (ii) ist trivial nach Definition der Multiplikation auf A( f). Fiir (i) erhélt man
unter Anwendung der 2-Kozykel-Relation von f:

g x = 1ty - (x(£(1L,1)) Dty = 0(x(F(1, 1)) f(0, Vit = 0(x)o(F(1, 1)) f(0, Dty
= 0(x)(0(f(L,1))f(0,1-1)(f(0,1-1))) f(o, D,
~0(x)(f(0-L,1)f(0-L,1)(f(0,1)™) " F(0, 1)u,

=0 (x)u,,

was zu zeigen war. O
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Satz 3.8. Es sei E'|E eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Gpg. Dann ist die
Abbildung
ape: H* (Gpe, (E')*) > Br(E'[E), [f] = [A(f)],

ein Gruppenisomorphismus.
Beweis. Fiir einen Beweis des Satzes sei auf [Ke], §8.3 auf Seite 71 verwiesen. O

Beispiel 3.9. Wir betrachten nun eine endliche Galoiserweiterung E’|E mit Galoisgrup-
pe Geje. Sei x:Gpg = Q/Z ein injektiver Gruppenhomomorphismus und u € E*.
Aufgrund der Injektivitdt von y handelt es sich bei E’|[E um eine abelsche Erweite-
rung. Wir setzen 7 := u - Npjg(E’)* € E*/Ngg((E’)*) = H*(Gpjg, (E')*) und bezeichnen
mit 6; den Verbindungsisomorphismus

61:HOW[(GEI‘E,Q/Z) = Hl(GE/‘E|Q/Z) l) Hz(GEI‘E,Z)
aus Lemma 2.14 (7). Mit Hilfe des Cupprodukts
UIHO(GE/“:", (El)*) X HZ(GEI‘E,Z) - HZ(GEI|E, (El)* Xz Z) = HZ(GEI|E, (E,)*)

erhalten wir das Element @ U 6:1(x) € H*(Ggg, (E')*). Sei f:Gpe x Gge — (E')* ein
2-Kozykel, welcher i u 0:(x) € H*(Ggg, (E')*) reprasentiert. Wir wollen nun versu-
chen einen Reprdsentanten f explizit anzugeben. Sei dafiir s:Q/Z — Q ein beliebi-
ger Schnitt, d.h. eine Abbildung s:Q/Z — Q, sodass fiir die kanonische Abbildung
can:Q - Q/Z die Komposition can o s = idgz.

Behauptung: ¢:Ge/g x Gpg = Z,(0,7) = so x(0) +s0 x(1) —so x(o7) ist ein wohl-
definierter 2-Kozykel.
Die Wohldefiniertheit sieht man hierbei leicht, denn fiir alle 0, T € G/ gilt:

can(g(o,7)) =canoso x(o) +canoso x(t)—canoso x(ot) = x(o) + x(7) - x(ot) =0.

Damit bleibt nur noch die 2-Kozykel-Relation zu zeigen. Diese ist aber gegeben, denn
fiir 0,7, p € Gpr gilt:

g(ot,p)+g(0,7) =sox(ot) +s0 x(p) —so x(otp) +so x(o) +so x(t) —so x(o71)
=sox(t)+sox(p)+sox(o)—sox(otp)
=sox(1) +sox(p)—sox(tp) +sox(0) +sox(tp) —so x(07p)
= &(7,p) +g&(o,7p)
=0-8(7,p) + g(g, 7p).

Dabei gilt die letzte Gleichheit aufgrund der trivialen Operation von Gg/g auf Z. Nach
Konstruktion von 6; wird 0; () sogar von g reprasentiert, denn d,(so x) = g. Dabei ist
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d, die Abbildung, welche sich aus dem Homomorphismus d, des Standardkomplexes
ergibt. Nach Satz 2.21 wird damit 7 u 6, (x) durch den 2-Kozykel

f:Gpe x Gepe —~ (E)*®Z = (E')*, (0,7) » u® g(o,7) m us"

reprasentiert. Nach unserer Voraussetzung ist E’|[E endlich, d.h. m := [E’ : E] < co. Dann
ist 0= x(1) = x(o™) = mx (o) fiir alle 0 € Gg/g. Also ist x(Gg/g) eine Untergruppe von
(2 +2Z). Da auch |(+ + Z)| = m = |Ggg| und x injektiv ist, stimmt die Gruppe x(Gg/r)
mit (1 +Z) iberein. Insbesondere existiert ein 0 € G mit x(0) = L +Z und Gg/g = (0).

Nun wollen wir den zuvor beliebig gewahlten Schnitt s:Q/Z — Z geschickt wah-
len, nédmlich so, dass s(£ + Z) = £ fiiralle k € {0,...,m - 1}. Dann ist ndmlich

0, furi+j<m,

g(d',0)) = {

1, furi+j>m
und damit

1, furi+j<m,
u

f(oi,oj) = {

, furi+j>m,

wobei i,j € {0,...,m - 1}. Damit konnen wir auch die nach Satz 3.6 zu f gehorige
Azumaya-Algebra A(f) explizit angeben. Da Gg/g = (0) zyklisch ist mit Erzeuger o,
ist A(f) gegeben durch

Af) = @ E'-ufzéE'-uai.

TEGEI‘E

Wegen f(o',0/) =1fiiri+ j<mund u,-u, = f(7,p)uy, fir alle 7, p € Gpy, ist ul, = 1,
furalleie {0,...,m—1}. Also ist

m-1 m-1 )
A(f)=PE u,=pE-t,
i=0 i=0
wobei t := u,. Auflerdem gilt
o "=yt = f(0,0™  Ugn =11y = 1u-1y35) = uund
o t-f=0c(p)tflurallefecE,

unter Berticksichtigung von Bemerkung 3.7.
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4 Lokale Klassenkorpertheorie

Fiir das gesamte Kapitel fixieren wir mit F|F, eine Galoiserweiterung und setzen
G = Gal(F|F,). Des Weiteren bezeichnen wir mit F|F, stets eine endliche Erweiterung.
Ist zudem Fy c E c F ein Zwischenkérper, so sei fortan Gg := Gal(F|E) und Ag := ACt
fiir einen G-Modul A. Haben wir sogar eine Korperkette Fy c F c E c F mit E|F Galois,
so ist Ap = A®t auf natiirliche Weise ein Ggjr := Gal(E|F)-Modul, da Ggr = Gal(E[F) =
Gal(F|F)/Gal(F|E) = Gr/Gg. Fiir eine endliche Galoiserweiterung E|F definieren wir
zudem die Notation H(E|F) := H1(Ggr, Ag) flir g € Z.

4.1 Klassenformationen
Definition 4.1. Eine Korperformation ist ein Paar (G, A), wobei A ein G-Modul mit

A= | A
FocECF
E|F endl.

ist und fiir jede Korperkette Fy ¢ F c E ¢ F mit E|F endlich Galois ist H'(E|F) =
Hl(GE‘p,AE) = 0

Ist nun (G, A) eine Korperformation und Fy c F c E c E’ c F eine Korperkette mit

. . . Gy
E’|F und E|F endlich Galois, so ist Ggr 2 Ggrie/Gpg und Ag = ACE = (AGE’)GE/GE’ =Ap "
Daher haben wir die Sequenz

inf; resp

1 — H?*(E|F) — H*(E'|F) — H*(E'|E)
von abelschen Gruppen, welche nach Lemma 2.19 sogar exakt ist.

Definition 4.2. Sei (G, A) eine Kérperformation und Fy c F c F ein Zwischenkérper.
Wir setzen
H?(E|F) = lim H*(E|F)
E
als den induktiven Limes des induktiven Systems (H?(E|F), inf, : H*(E|F) - H*(E'[F)),
wobei E alle Zwischenkorper Fy ¢ F ¢ E c F durchléduft, sodass E|F Galois ist.
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Da alle Inflationsabbildungen injektiv sind, kann man leicht zeigen, dass auch die
kanonischen Einbettungen

can

H(E|F) " H*(F|F) = lim H*(E|F)

E

injektiv sind. Daher schreiben wir einfach H*(F|F) = | J H*(E|F).
E

Definition 4.3. Eine Klassenformation ist eine Korperformation (G, A) mit der folgen-
den Eigenschaft: Fiir jede Korperkette Fy c F c E c F mit E|F endlich Galois existiert

ein Isomorphismus
1

(E:F] —Z/7

inVEu? : HZ(E|P)
von abelschen Gruppen, sodass

(a) Fiir jede Korperkette Fy ¢ F ¢ E ¢ E' ¢ F mit E’|[F und EJF endlich Galois ist
invgr = invE,m I wobei H2(E|F) c H?(E'|F) via inf, eingebettet wird;
H2 (EIF)

(b) Fiir jede Kérperkette Fy c F c E c E’ c F mit E'|F endlich Galois ist das Diagramm

VE/ |F

H2(E|F) = wnZ/Z
reszk l-[E:F]
H2(E'[E) —E E"E -L.7/7

kommutativ.
Die Abbildung invgr bezeichnet man dabei als Invariantenabbildung von E|F.

Man beachte, dass fiir eine Klassenformation die Eigenschaft a) aus Definition 4.3
zu einem injektiven Gruppenhomomorphismus

invE‘F 1

inve s H(FIF) = UHP(EIF) — Ut

—_7/7-0Q/|Z

fihrt.

Definition 4.4. Sei (G, A) eine Klassenformation und Fy c F c E c F eine Korperkette
mit E|F endlich Galois. Das eindeutig bestimmte Element

. 1
UgE = NV ( B + Z) ¢ H*(E|F)

heifdt Fundamentalklasse von E|F.

32



Satz 4.5. Sei (G, A) eine Klassenformation und Fy c F c E c F eine Korperkette mit E|F
endlich Galois. Dann ist

ME|FUZHq(GE|F,Z) —> Hq+2(E|F)
O +— UEr U o
ein Isomorphismus von abelschen Gruppen fiir alle q € Z.
Beweis. [Ne2], Hauptsatz 1.7, Seite 78. O

Korollar 4.6. Sei (G, A) eine Klassenformation und Fy c F c E c F eine Korperkette mit E|F
endlich Galois. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

SE\F : G%lfp L AF/NE|FAE ,
wobei Ngjp := NGElF.

Beweis. 9 ist eindeutig durch das kommutative Diagramm

H- Z(GEU:,Z) —>H0(E|F)

| |«
Gy - - <~ ArINep

definiert. Dabei handelt es sich bei dem linken vertikalen Homomorphismus nach
Lemma 2.14 (ii) und dem oberen horizontalen Homomorphismus nach Satz 4.5 um
Isomorphismen. O

Definition 4.7. Es sei die Situation aus Korollar 4.6 gegeben.

(i) 8;:|F Ap/NgrAg — G - ist der sogenannte Reziprozitdtsisomorphismus der end-
lichen Ga101serwe1terung E \F .
(i) (-,E[F):Afp = AF/NE|PAE %5 Gan

g|r ist das sogenannte Normrestsymbol der end-
lichen Galoiserweiterung E|F.

Mit dem folgenden Lemma mochten wir zeigen, dass eine gewisse Verbindung
zwischen dem Normrestsymbol und der Invariantenabbildung besteht.

Lemma 4.8. Sei (G, A) eine Klassenformation, Fy ¢ F ¢ E c F eine Korperkette mit E|F
endlich Galois, a € Ar und @ := a + NgrAg € H°(E|F). Dann gilt fiir jeden Charakter x €
X(Ggr) = HY(Ggr, Q/Z):

(@ EF)) = inogp (3001 (1) € L z1zc0/z,

F]

wobei 6 : H' (G, Q/Z) = H*(Ggjp, Z) der Verbindungshomomorphismus aus Lemma 2.14
(i) ist.
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Beweis. [Ne2], Lemma 1.10, Seite 78. O

Definition 4.9. Sei (G, A) eine Kérperformation und Fy c F c F eine Kérperkette. Eine
Untergruppe I < Ar heiflt Normengruppe, falls ein Zwischenkorper F ¢ E ¢ F mit E|F
endlich Galois und I = Ng A existiert.

Satz 4.10. Sei (G, A) eine Klassenformation und Fy c F c F ein Zwischenkérper. Dann ist
die Abbildung

{F c E c F mit EJF endl. abelsch} - {Normenuntergruppen I < A}
E  Ip := NgrAg

eine inklusionsumkehrende Bijektion

Beweis. [Ne2], Satz 1.14, Seite 82. O

4.2 Hauptsatz der lokalen Klassenkorpertheorie

Es sei E|F eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist sowohl die additive Gruppe
(E, +), als auch die multiplikative Gruppe (E*, ) auf kanonische Weise ein Ggr-Modul.

Satz 4.11 (Hilbert-Noether). Es gilt H' (Ggr, E*) = 0.
Beweis. [Ne2], Satz 2.2, Seite 85. O

Das gesamte Kapitel 2 tiber Kohomologiegruppen und Abschnitt 4.1 iiber Klassen-
formationen richtete sich nach dem Buch [Ne2]. Als ndchstes mochten wir gerne die
unverzweigten Erweiterungen E|F untersuchen und auch dabei der Vorgehensweise
von [Ne2] folgen. Es sei allerdings angemerkt, dass die folgenden Resultate in [Ne2]
nur fiir den Fall char(F) = 0 bewiesen werden, obwohl diese auch in allgemeiner Form
gelten, ohne Bedingungen an die Charakteristik von F zu stellen. Daher sei fiir den
Fall char(F) # 0 an das Buch [Ser] verwiesen, welches ebenfalls zu den folgenden
Resultaten kommt, allerdings mit einer anderen Herangehensweise als der Unseren.

Sei nun E|F eine endliche, unverzweigte Erweiterung von lokalen Korpern, sowie
0, : H*(Ggr, E*) — H*(Ggr, Z) der durch v := vg : E* —» Z induzierte Gruppenhomo-
morphismus. Des Weiteren sei 6, : H'(Ggp, Q/Z) -~ H*(Ggjr, Z) der durch die exakte
Sequenz 0 - Z - Q - Q/Z - 0 induzierte Verbindungshomomorphismus und wir
definieren den Gruppenhomomorphismus

¢: x(Ger) = H (Ger, Q/Z) — [El—:F]Z/Z
X+— X((PE|F),
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wobei @gr der in Satz 1.33 definierte Frobeniusautomorphismus von E|F ist. Wie man
in [Ne2] auf Seite 93 genauer nachlesen kann, handelt es sich bei 7,,5; und ¢ sogar
um Gruppenisomorphismen.

Definition 4.12. Ist E|F eine unverzweigte Erweiterung von lokalen Korpern, so sei

. e 1
INVEgF ZHZ(GE|F,E ) — ﬁZ/Z

der durch invg := ¢ 0 67! o 7, definierte Isomorphismus.

Satz 4.13. Sei F ein lokaler Korper, F := Fy"" die maximal unverzweigte Erweiterung von Fy,
G := Gal(F|Fy) und A := F*. Dann ist (G, A) eine Klassenformation mit den Invariantenab-
bildungen aus 4.12.

Beweis. [Ne2], Satz 4.6, Seite 94. O

Korollar 4.14. Es seien alle Notationen wie zuvor in Satz 4.13. Dann ist

H*(F"|Fo)= U H*(Gal(FIFo),F*)= U H*(F|Fo)
FocFcFy™ FocFcFy™
F|Fg endlich F|Fg endlich

isomorph zu Q/Z. und zwar durch den nach Definition 4.3 eingefithrten Homomorphismus
invg, : H*(Fo"'|F) - Q/Z.

Beweis. Injektivitdt folgt bereits aus der Bemerkung nach Definition 4.3. Fiir die Sur-
jektivitdt beachte man, dass Q/Z = U,en +Z/Z und es nach Satz 1.34 fiir jedes n ¢ N
genau eine unverzweigte Erweiterung F,|F vom Grad n gibt. Aufgrund der Definition
von invg, und da

1
[Fy : Fo]

. 1
1nVF,,\FO(H2(Pn|FO)) = Z/Z = ;Z/Z,

folgt die Surjektivitdt von invg,. ]

Definition 4.15. Sei F ein lokaler Korper und Fy** der separable Abschluss von F.
Dann definieren wir

Br(Fy) := H*(Fo*"|Fy) = U H?(Gal(F|F,),F*)
FocFcFo*P
F|F( endl. Galois

als die sogenannte Brauergruppe von F.

Satz 4.16. Sei F, ein lokaler Korper, Fy** der separable Abschluss, sowie Fy c F ¢ E c Fy**
eine Korperkette mit F|F endlich und E|F endlich Galois. Ist F,|F die eindeutige unverzweigte
Erweiterung von F vom Grad n := [E : F], so stimmen die beiden Gruppen H?(E|F) und
H?(F,|F) als Untergruppen von H?(Fy*"|F) iiberein.
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Beweis. In [Ne2], Satz 5.2 auf Seite 99 wird der allgemeinere Fall mit einem algebrai-
schen Abschluss von Fy bewiesen.

O
Korollar 4.17. Sei F ein lokaler Korper, dann ist

Br(F,) = H(Fo*|F,) = H*(F,""|Fo) 2 Q/Z.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 4.16 und Korollar 4.14. O

Definition 4.18. Sei E|F eine endliche Galoiserweiterung von lokalen Korpern wie in
Satz 4.16. Dann definieren wir

inv FulF 1

invys : H2(EJF) = H2(F,|F) —— !

——Z|7 = ——=7Z|Z.
[F, : F] / [E:F] /
Satz 4.19 (Hauptsatz der lokalen Klassenkorpertheorie).

Sei Fy ein lokaler Korper, G := Gal(Fy*?|Fo) und A := (Fo*?)*. Dann ist (G, A) eine Klassen-
formation mit den Invariantenabbildungen wie in Definition 4.18.

Beweis. Einen Beweis findet man in [Ne2], Satz 5.6 auf Seite 101. Auch hier sei wieder

angemerkt, dass der Beweis fiir einen algebraischen Abschluss FyvonFyund A = (Fy)*
gezeigt wird, aber in volliger Analogie fiir A := (Fy*?)* gilt.

O
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5 Der Ring der Wittvektoren

Bisher haben wir zu einem diskret bewertetem Korper (F,v) mit Hilfe der diskreten
Bewertung den Restklassenkorper kr konstruiert. In diesem Kapitel stellen wir uns
die Frage, ob man zu einem vorgegebenem Korper k der Charakteristik p > 0 einen
diskret bewerteten Korper F konstruieren kann, welcher als Restklassenkorper kr = k
besitzt. Man sieht sofort, dass F = k((t)) ein solcher Korper ist und char(F) = p > 0 gilt.
Finden wir auch einen Korper F mit char(F) = 0?

5.1 Cohen-Ringe

Fiir das gesamte Kapitel sei p eine positive Primzahl und k ein Kérper der Charakte-
ristik p.

Definition 5.1. Ein p-Cohen-Ring fiir k ist ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring
C mit maximalem Ideal pC und Restklassenkorper C/pC = k.

Wir haben bereits in Beispiel 1.18 gesehen, dass Z, ein p-Cohen-Ring fiir IF, ist.
Lemma 5.2. Es sei C ein p-Cohen-Ring fiir den Korper k. Dann ist

C':= {Z cat" | ¢y € C, nlil_n v(cy) = oo}

neZ.

ein p-Cohen-Ring fiir k((t)). Besitzt zudem C einen Frobenius-Lift ¢, so besitzt auch C' einen
Frobenius-Lift.

Beweis. Wir miissen zundchst einmal zeigen, dass es sich bei C’ iiberhaupt um einen
Ring handelt. Die Addition auf C’ ist dabei komponentenweise definiert und die
Multiplikation durch

(50) (50) -5 (o)

Dabei ist Yj.z cidik = Yis0 Ckdi—k + Yogeo Ckdi—k mit limy,.o cxdix = 0. Aufgrund der Voll-
standigkeit von C konvergieren die beiden Reihen in C und somit ist ;. cxdj—x € C
fur alle [ € Z. Auflerdem ist wegen

4 (Z delk) > rgizn{v(ck) +o(dik)},

keZ.
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limy_, o v(cx) = 00 und limy_, ., v(d)_x) = o0 auch wieder lim;_, o, v(Yjez cxdj_) = o0. Also
ist die Multiplikation wohldefiniert und damit C’ ein Ring.

Man betrachte nun den wohldefinierten, surjektiven Ringhomomorphismus

p:C"—k((t)), D cat" —> > (ca+pO)t".

nez. nezZ

Dann ist ker(p) = pC’, also C'/pC’ = k((t)) und somit insb. pC ein maximales Ideal von
C.

Als néchstes definieren wir die Abbildung v: C" — INU{oco}, ¥, Cut" = min,ez{v(c,)},
tir die gilt:
V(Y cnt") =m <> VneZ: v(c,) > mund Ing € Z mit v(cy,) = m
neZ
< VneZ: c, ep"Cund Ing € Z mit c,, € p"C\p"*'C
< Y ot" ep"C\p™IC'.

nezZ

Also handelt es sich bei v/ um die p-adische Bewertung auf C'.

Ein weiterer Punkt, der noch zu zeigen bleibt, ist dass C’ bzgl. der p-adischen Topo-

logie vollstindig ist. Sei deshalb mit () := ¥, ., it ¢ C’ eine Cauchyfolge gegeben.
Fiir i > 0 sei entsprechend N; € IN, sodass fiir alle n > N;:

isw’(f(”)—f(””)):min{ (<”> ,Sf”))} (%)

meZ.

Fixieren wir nun ein m € Z, so folgt aus (*), dass fiir alle n > N;: i < ol = ).

Also ist (ann))nzo eine Cauchyfolge in C und es existiert ein c,, := lim,,_, o C,(n”) eC,daC
vollstandig ist. Wir setzen f := . .7 Cut™.

Behauptung 1: f € C’, d.h. lim,,,_ ¢, = 0.
Fiir i, N; € N wie zuvor wahlen wir M > N;, sodass fiir alle m > M: c(N) e piC. Ist nun
n > M, so erhdlt man aus (*)

S el = (ND N D D e e i

Also ist ¢ = ¢ — (¢ = ¢§?) € piC und damit ¢, = llmn—>]<\>4<>C e piC fur alle

m > M, da p'C abgeschlossen ist. Die Abgeschlossenheit von p'C sieht man da-
bei recht leicht, denn fiir eine Folge (x,), in p'C konnen wir ohne Einschriankung
lim,,, o X, =t x # 0 annehmen. Dann existiert ein n € N mit v(x — x,,) > v(x) und es gilt
bereits v(x) = min{v(x,),v(x - x,)} = v(x,) > i.
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Behauptung 2: f = lim,_., f in C’ fiir die p-adische Topologie.

Seien wieder i, N; € N, n > N; wiein (%), sowie n’ > nund m € Z. Dann ist v(c,(n”) —c,Sf')) =
v(cg,f) B cf,’f,)) >i,dh. ™ - ¢ p'C. Da n’ > n beliebig war und piC
abgeschlossen ist, ist ¢ e pC fiir alle n > N; und m € Z. Also gilt f(") — f € piC’

fiir alle n > N;, was nichts anderes bedeutet, als dass f( p-adisch gegen f konvergiert.

Als nachstes mochten wir gerne (C')* = C'\pC’ zeigen. Sei deshalb f € C’' mit f ¢
pC’ =ker(p), d.h. p(f) # 0. Aufgrund der Surjektivitdt von p und da k((t)) ein Korper
ist, existiert ein g € C' mit 1 = p(f)p(g) = p(fg). Damit ist fg =1 - ph fiir ein h € C'.
Da aber 1 - ph € (C")* ist mit Inversem 3.7, (ph)’, ist auch f eine Einheit in C’ mit
=g phy.

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass es sich bei C’ auch um einen Hauptideal-
ring handelt. Wie wir zuvor schon gesehen haben, ist fiir ein f € C’\{0} die p-adische
Bewertung wegen 50 p"C’ = 0 gegeben durch v'(f) = max{j € Ny| f € p/C’'}. Man
sieht recht leicht, dass dann ein Ideal I ¢ C' mit I # 0 gegeben ist durch I = p/C’, wobei

j=min{v(f)|fel}.

Also handelt es sich bei C’ tatsdchlich um einen p-Cohen-Ring fiir k((t)).

Ist schlieslich noch ¢:C — C eine Frobenius-Lift, so impliziert Lemma 7.6 weiter
unten, wobei man W durch C und F durch ¢ ersetzen muss, dass auch C’ einen
Frobenius-Lift besitzt. O

Satz 5.3. p-Cohen-Ringe sind bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Wa], theorem 22.11 auf Seite 191. O

5.2 Wittvektoren

Wie zuvor sei durch p > 0 eine Primzahl fixiert. Die folgenden Ausfiithrungen orien-
tieren sich grofitenteils an [Sch].

Definition 5.4. Fiir n € Ny definieren wir durch
n . n—i
@n(Xo,Xl,...,Xn)IZZplX? GZ[Xo,Xl,...]
i=0

das sogenannte n-te Wittpolynom.

Definition 5.5. Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 14. Es ist ANo := ], ., A
bzgl. der komponentenweisen Operationen ein Ring und wir definieren die Abbil-
dungen
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fAIA]NO —>ANU, (ﬂo,a1,...) = (611,&12,...),’

v ANo > AN (ag,aq,...) » (0,p-aq,p-az,...);

D,:ANo > A, (ag,ay,...) ~ Du(ao,...,a,);

Dy ANo > ANo, (ag,aq,...) > (Dy(ag, ..., a41) )ns0-
Lemma 5.6. Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 1,.
(1) Ist p-14 kein Nullteiler, so ist ®, injektiv.
(ii) Ist p-14 € A%, so ist D4 bijektiv.
Beweis. [Sch], Lemma 5.3 auf Seite 21. O

Satz 5.7. Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement 14 und ¢: A — A ein Ringhomomor-
phismus mit @(x) = x mod pA fiir alle x € A. Dann ist A’ := im(Dy) ein Unterring von
ANomit va(A") c A!, fa(A’) c A" und A’ selbst ist gegeben durch

Al = {(un)nzo e AN |V >0:¢p(u,) =ty mod p"”A}.
Beweis. [Sch], Satz 5.5 auf Seite 22. 5

Wir betrachten nun den Polynomring A := Z[X,,Xj,..., Yo, Y1,...] in unendlich
abzahlbar vielen Variablen X, Yy, Xj, Y3, ... tiber Z. Des Weiteren definieren wir den
Ringhomomorphismus

§01A —>A, (P(f(Xo,Xl,...,Y(),Yl,...)) = f(Xp,Xrlj,,Yg,le),)

In A ist die Multiplikation mit p offensichtlich injektiv und A /pA = FF,[Xo, X1, ..., Yo, Y1,...].

Da die Abbildung (x ~ x7):[F, - IF, die Identitat ist, haben wir ¢(f) = f¥ mod pA
und somit die Voraussetzungen von Satz 5.7 erfiillt.

Satz 5.8. Sei A = Z[X,,...,Yo,...], sowie X := (Xo, Xq,...) e ANound Y := (Yo, Yq,...) €
ANo. Dann gilt:

(i) Es existieren eindeutig bestimmte S = (Sy)ns0, P = (Pn)ns0, I = (In)uso und F = (F;)ns0
in ANo sodass

o Dy(S) = Pa(X) +Da(Y);
o Oy(P) =Dy(X) - Du(Y);
o Dy(I) = -Da(X);

o Oy(F) = fa(Pa(X));

(ll) Sn,Pn € Z[Xo,. . .,Xn, Y(),. . .,Yn],ln € Z[Xo,. . .,Xn] und Fn € Z[Xo,. . -/Xn+1];
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(iii) Yn>0: F, = X}, mod pA.
Beweis. [Sch], Seite 23. O

Mittels der Definition von @, und der Eindeutigkeit in Satz 5.8 (i) sieht man sofort,
dass Sg = Xo + Yo, Po=Xo- Yo, Ip = —Xound Fy = Xg + pX; gelten muss.

Definition 5.9. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1. Wir setzen
W(B) := BNo und definieren zwei Operationen ® und @ auf W(B) wie folgt:

b (ﬂn)nzo (bn)nzo = (Si’l(aO/all .. -,bolblf---)nzo;
4 (an)nzo o] (bn)nzo = (Pn(aO/ Ay, ... /bO/ bl/ .. -)nzO

fiir (a,)ns0, (bn)uzo € W(B). Des Weiteren setzen wir Owg) = (0p,03,...) und Ly p) =
(15,03,03,...).

Satz 5.10 (Witt). Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1p.

(i) (W(B),®,m) aus Definition 5.9 ist ein kommutativer Ring mit Nullelement Oy z),
Einselement 1y gy und (I,(bo, by, . ..))ns0 als additivem Inversen von (by)so.

(i) Die Abbildung ®g: W(B) - B™No, (b,)uso = (P (bo, ..., bn))uso ist ein Ringhomomor-
phismus. Insbesondere ist @, : W(B) - B, (by)ns0 = ©m(bo, ..., bw) fiir alle m > 0 ein
Ringhomomorphismus.

(iii) Fiir jeden Ringhomomorphismus p: By — B, von kommutativen Ringen mit Einselement
ist

W(p): W(B1) =~ W(Bz2), (bu)nz0 = (p(bn))n0,

ein Ringhomomorphismus.
Beweis. [Sch], Satz 5.9, Seite 25. O
Definition 5.11. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 15.
(i) (W(B), s, 3) nennt man den Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in B.

(ii) Die Abbildung F:W(B) - W(B), (by)ns0 = (Fu(bo, b1, ...))ns0 ist der sogenannte
Frobenius.

(iii) Die Abbildung V:W(B) - W(B), (b, b1, ...) = (b1, by,...) ist die sogenannte Ver-
schiebung.

Lemma 5.12. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1.
(i) F:W(B) - W(B) ist ein Ringhomomorphismus.

(ii) V:W(B) — W(B) ist ein Homomorphismus von additiven Gruppen.
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(iii) (FoV)(b)=p-b=bm...@bfiiralleb e W(B).
————
p—mal
(iv) V(amF(b)) =V(a)mb fiirallea,b e W(B).
(v) F(b)=b?=bm...nb mod pW(B) fiir alle b e W(B).
|
p—mal
Beweis. [Sch], Satz 5.11 auf Seite 26. O

Definition 5.13. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1. Fiir m > 0
setzen wir V,,,(B) = im(V™) = {(by)ns0 | bo = ... = b1 = 0}. Wegen Lemma 5.12 sind
Vu(B) Ideale von W(B). Man bezeichnet mit W, (B) := W(B)/V,,(B) den Ring der
Wittvektoren der Lange m.

Lemma 5.14. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1.

(i) Fiir jedes m > 1 und jedes (b, )ns0 € W(B) gilt
(bn)nzo = (bg,b1,. . .,bm_1,0, .. ) (O, .. .,O,bm,bm+1,. . )

(ii) Die Abbildung ((bo,...,bm-1) = (bo,b1,...,bm-1,0,...) 8 V,,(B)): B" > W,,(B) ist fiir
jedes m > 1 eine mengentheoretische Bijektion.

(iii) Mittels der Identifikation in (ii) und der Verschiebung V:W(B) — W(B) erhilt man
einen wohldefinierten Homomorphismus

\% Wm,l(B) - Wm(B), (bo,...,bm,Q) = (O,bo,...,bm,z) .

(iv) W(B) ist vollstindig und separiert bzgl der durch (V,,(B))mso definierten Topologie.

Beweis. (i) & (ii) werden in [Sch], Lemma 5.14 auf Seite 26 bewiesen und (iii) ist trivial
nach der Definition von V. Fiir (iv) gentiigt es nach Satz 1.15 zu zeigen, dass die
kanonische Abbildung

8:W(B) —» lim W(B)/V.u(B), b= (b8 Viu(B) )0,

m>0

bijektiv ist. Die Injektivitdt sieht man dabei aber sofort, da

ker(g) = () Viu(B) = {(by)uso € W(B) | b, = 0¥n >0} =0.

m>0

Fiir die Surjektivitit sei ((b™, 56", ...) 8 V,u(B))uso € lim ~ W,(B). Nach Definition
des projektiven Limes gilt dann -

@™, Y@ V,(B) = (b{,b",..) ®m V,(B) fiir alle n < m.
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Aus Teil (ii) erhalten wir dann schlieslich b?") = bj(.m) fiir alle 0 < j < n < m. Daher ist

wegen (i) entsprechend g(b) = (5", 6",...) 8 V,u(B) )so mit b := (65,50 € W(B)
und deshalb g surjektiv. m|

Lemma 5.15. Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement 1 = 1p.
(i) Es gilt W1(B) = B.
(ii) Die Abbildung t:B - W(B), b~ t(b) := (b,0,0,...) ist multiplikativ.

Diein (ii) definierte Abbildung heif$t Teichmiiller-Lift und wir nennen t(by) einen Teichmiiller-
Reprisentant von bm V1 (B) fiir b= (by, by, ...) € W(B).

Beweis. Fiir (i) betrachte man den surjektiven Ringhomomorphismus ®,: W(B) —
B, (bn)uso = Po((bn)ns0) = bo, mit ker(dy) = V1(B), welcher entsprechend einen Iso-
morphismus W;(B) 2 B induziert. Die Multiplikativitat in (ii) wird in [Sch], Lemma
5.16 auf Seite 27 bewiesen. O

Wir sagen, dass ein kommutativer Ring B mit Einselement 15 die Charakteristik p
hat, falls p-15 = 0 gilt in B. In diesem Fall ist (b ~ bP): B - B ein Ringhomomorphismus.
Wir nennen B zudem perfekt, falls dieser bijektiv ist.

Satz 5.16. Hat B die Charakteristik p, so gilt:

(i) Fiir b = (b,)us0 € W(B) ist F(b) = (b})uso und p-b = (Fo V)(b) = (Vo F)(b) =
(0,05, 1,...);

(ii) Der Ringhomomorphismus

W(B) - im W(B)/p*W(B), b = (bBp*W(B))e1
k>1

ist bijektiv;
(iii) Vy(B) 8 Vy(B) € Viyun(B) fiir alle n,m > 0;
(iv) p*W(B) c V1(B)* c p-'W(B) fiir alle k > 1.

Beweis. (i) folgt direkt aus Satz 5.8 (iii) und Lemma 5.12 (iii). Einen ausfiihrlichen
Beweis der restlichen Punkte findet man in [Sch], Satz 5.19 auf Seite 28. O

Satz 5.17. Ist B ein perfekter Ring der Charakteristik p, so gilt:
(1) Fiir b= (by)nso € W(B) und m > 1 ist
m-1

be V,(B) = Y, Pt )@V, (B);
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(ii) Vu(B) = p"W(B) = V1(B)™ fiir alle m € IN,.
Beweis. [Sch], Satz 5.20 auf Seite 30. O
Satz 5.18. Sei B ein Korper der Charakteristik p, dann gilt:

(i) W(B) ist ein Integrititsbereich mit genau einem maximalem Ideal, nimlich V1(B);

(ii) Der Ringhomomorphismus

W(B) » im W(B)/V1(B)", b+ (b® V1(B) i1
k>1

ist bijektiv, d.h. W(B) ist vollstindig und separiert bzgl. der V1(B)-adischen Topologie;

(iii) Ist B zudem perfekt, so ist W(B) ein vollstindiger, diskreter Bewertungsring mit ma-
ximalem Ideal pW(B) und Restklassenkorper B. Fiir jedes b = (b,)ns0 € W(B) gilt
auflerdem

i::p (V") e W(B).

Beweis. [Sch], Satz 5.22 auf Seite 31. O

Lemma 5.19. Ist B ein Korper der Charakteristik p, so hat der Quotientenkorper von W(B)
die Charakteristik 0.

Beweis. Angenommen char(Quot(W(B))) = [ fiir eine Primzahl [ > 0. Dann miisste
wegen B ~ W(B)/V(B) aber auch I - B = 0 gelten und dementsprechend bereits [ = p
sein. Das ist aber ein Widerspruch zu p - 1y ) = (0,1,0,...) # Ow(s) nach Satz 5.16

(7). O

Satz 5.20 (Eindeutigkeit von Wittvektoren). Sei (R, m) ein vollstindiger, diskreter Bewer-
tungsring mit perfektem Restklassenkorper k der Charakteristik p > 0. Dann gilt:

(i) Es existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus y: W(k) - R mit y(x) = xo mod m
fiir alle x = (x,)ns0 € W(k);

(ii) 7y ist stetig und erfiillt y((Xn)uz0) = Yoo p”s(xﬁ_n ) fiir alle (x,,)us0 € W(k), wobeis:k - R
die in Lemma 1.22 definierte Abbildung ist;

(iii) Ist p-1g # 0, so ist y injektiv;
(iv) Gilt sogar m =p-R, so ist y bijektiv;
Beweis. [Sch], Satz 6.3 & Korollar 6.4 auf den Seiten 34-35. O
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Korollar 5.21. Sei k = F,. der endliche Korper mit p" Elementen, d.h. insbesondere ist
char(k) = p und k ist perfekt. Dann ist Quot(W(IF,»)) die eindeutige unverzweigte Erwei-
terung von Q, vom Grad n und Bewertungsring W(IF,»). Insbesondere ist damit W(IF,) =
Z, = Og,.

P Q

Beweis. Q, ist ein lokaler Koérper mit diskretem Bewertungsring Z,, und Restklassen-
korper F,. Sei K,,|Q, die eindeutige unverzweigte Erweiterung vom Grad n. Ist kg, der
Restklassenkorper von K, so muss wegen [k, : IF,] = [kg, : kg,] = [Ky : Q,] = 1 be-
reits kg, = IF,» gelten. Aufgrund der Unverzweigtheit von K, |K ist pOy, das maximale
Ideal des vollstindigen diskreten Bewertungsrings Ok,. Also haben wir sowohl mit
Ok,, als auch W(IF,») einen vollstindigen diskreten Bewertungsring mit Uniformisie-
rer p und Restklassenkorper [F,» gegeben. Nach Satz 5.20 ist dann W(IF,») = Ok,
und daher Quot(W(IF,:)) = Quot(Ok,) = K, die eindeutige unverzweigte Erwei-
terung von Q, vom Grad n. Fiir den Spezialfall n = 1 erhdlt man entsprechend
W(IFP) = OK] = OQP = Zp. O

Der Einfachheit halber schreiben wir zukiinftig nur noch + und - anstatt @ und =.
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6 Fontaines Kategorienaquivalenz fur
lokale Korper der Charakteristik p

In diesem Kapitel mochten wir die Kategoriendquivalenz von Fontaine untersuchen,
welche im Wesentlichen aussagt, dass fiir bestimmte Korper E die Kategorie der ste-
tigen Z,-linearen Darstellungen der Galoisgruppe Gal(E**|E) mit der Kategorie der
etalen p-Moduln iiber dem Ring O; tibereinstimmt. Um diese Aquivalenz verstehen
zu konnen, miissen wir zundchst alle notigen Begrifflichkeiten erklaren.

Wir fixieren fiir das gesamte Kapiel einen vollstindigen diskret bewerteten Korper E
der Charakteristik p > 0 mit perfektem Restklassenkorper k. In Satz 1.22 haben wir
bereits gesehen, dass dann E = k((t)) gilt.

Mit W := W(k) bezeichnen wir den Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in k,
welcher nach Satz 5.18 ein p-Cohen-Ring fiir k ist. Des Weiteren sei durch F: W — W
wie gewohnt der Frobenius auf W definiert.

In Lemma 5.2 haben wir bereits gezeigt, dass

Og := {Zant” |a, e W, lim a, :O}
nezZ =00

ein p-Cohen-Ring von E 2 k((t)) ist und es einen Frobenius-Lift ¢: O¢ - O¢ gibt, wel-

cher F: W — W fortsetzt. Damit ist £ := Quot(O¢) ein vollstandiger diskret bewerteter

Korper der Charakteristik 0 mit Restklassenkorper E = O¢ /[pOs.

Wie bereits zuvor bezeichnen wir mit £” die maximal unverzweigte Erweiterung
von &, was nach Satz 1.30 wieder ein diskret bewerteter Kérper mit Uniformisierer p
ist. Auflerdem ist £"|€ Galois mit Galoisgruppe Gal(£™|E) = Gal(E*P|E) =: Gg. Unter
dieser Identifikation konnen wir also eine Gg-Operation auf £ definieren.

Da £ im Allgemeinen nicht vollstindig ist, betrachten wir mit £ := £7 die nach
Satz 1.12 gegebene Vervollstindigung von £" mit diskretem Bewertungsring Oy =
Oz = Ogwr. Nach Lemma 1.31 lasst sich der Frobenius-Lift ¢: Og - O¢ auf eindeutige
Weise zu einem Frobenius-Lift auf Ogw bzw. O¢ fortsetzen.
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Fiir ein 0 € Gg = Gal(£™|€) ist die Einschrankung o0: Ogn - Ogn ein Ringhomomor-
phismus und damit trivialerweise stetig bzgl. der p-adischen Topologie. Also ldsst
sich o auch auf die Vervollstindigung von Ogw fortsetzen und wir erhalten dadurch
eine Gg-Operation auf Oy = Ogn.

6.1 Z,-Darstellungen und ¢-Moduln

Definition 6.1. (i) Eine stetige Z,-lineare Darstellung der Galoisgruppe G ist ein
endlich erzeugter Z,-Modul V, zusammen mit einer linearen und stetigen G-
Operation Gg x V' — V. Dabei wird Gg bzgl. der Krull-Topologie, V bzgl. der
p-adischen Topologie und Gg x V bzgl. der Produkttopologie betrachtet.

(ii) Wir bezeichnen mit RepCZ":ft' (Gg) die Kategorie der stetigen Z,,-Darstellungen von
Ge.

(iii) Eine Z,-lineare Abbildung f:V; — V, zwischen zwei stetigen Z,,-Darstellungen
V1 und V, von Gg heifit Ge-Homomorphismus, falls f(0-v) = 0 f(v) fliralle o € G
und v € V;. Wir sagen, dass V; isomorph zu V), ist, falls ein Gg-Isomorphismus
existiert.

Neben den stetigen Z,-Darstellungen von G wollen wir nun noch die ¢-Moduln
uber O¢ einfiihren.

Definition 6.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und ¢:R — R ein Ring-
homomorphismus.

(i) Ist M ein R-Modul, so heifit eine Abbildung f: M — M @-semilinear, falls
o f(m+m')=f(m)+ f(m') und
o f(r-m)=q(r)- f(m)
fur alle m,m’ e M und r € R.

(ii) Ein ¢p-Modul tiber R ist ein Paar (], f), bestehend aus einem R-Modul M zu-
sammen mit einer g-semilinearen Abbildung f:M — M.

(iii) Seien (M, f) und (N, g) jeweils p-Moduln tiber R. Ein Homomorphismus von
@-Moduln von (M, f) nach (N, g) ist dann eine R-lineare Abbildung F:M — N,
sodass Fo f =goF.

Sei wie in der vorherigen Definition R ein Ring mit Einselement, ¢:R — R ein
Ringendomorphismus und (M, f) ein ¢-Modul iiber R. Wir betrachten nun R selbst
als R-Modul via r es := @(r)s fiir r,s € R. Man kann leicht zeigen, dass dann das
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Tensorprodukt R ® ) M = R®r M via r » (' ® m) = rr’ ® m auch wieder ein R-
Modul ist. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert zudem
eine R-lineare Abbildung

fRiR®wpyM > M, reme fr(rem):=r-f(m).

Definition 6.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, ¢:R — R ein Ringen-
domorphismus und (M, f) ein p-Modul tiber R.

(i) Die R-lineare Abbildung fr:R ®r,) M — M heifst R-Linearisierung von f.

(ii) Der @-Modul (M, f) heifst etal, falls M ein endlich erzeugter R-Modul ist und es
sich bei der R-Linearisierung fr von f um eine Bijektion handelt.

(iii) Mit @% bezeichnen wir die Kategorie der etalen p-Moduln iiber R.

Lemma 6.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, ¢: R — R ein Ringendomorphis-
mus und (M, f) ein o-Modul iiber R, dessen unterliegender R-Modul endlich erzeugt und
frei ist mit {m,...,m,} als R-Basis. Ist As := (a;j)1<ij<r € R™" die durch f(m;) = Yi_oa;jm;
definierte Matrix, so gilt:

(M, f) ist etal < Ay ist invertierbar in R™".

Beweis. Da {my,...,m,} eine R-Basis von M ist und

r

R®®ep)M = ROy (EBR) > P (ReryR) 2 AR = M,
i=1 i=0

i=0

(T’i ® Si)lgisr ind (T’i(P(Si))lsiSr

ist {1®my,...,1®m,} eine R-Basis von R® g,y M. Aufierdem ist fr(1®m;) = 1-f(m;) =
Yi-oaijm;, d.h. fg hatbzgl. der R-Basen {1®m;,...,1®m,} und {my,..., m,} die gleiche
darstellende Matrix wie f. Daher gilt:

(M, f) ist etal < fg ist bijektiv < Ay ist invertierbar.

O

Von nun an sei wieder ¢: Og — O¢ ein Frobenius-Lift und ¢: Og - O¢ seine eindeu-
tige Fortsetzung auf Og. Man beachte, dass ¢: Og - O mit allen ¢ € Gal(E™|E) = Gg
kommutiert, da sowohl ¢: Oz - O, als auch 671 o @ 0 0: O - O¢ eine Fortsetzung von
@:Og — O ist, aber eine solche nach Lemma 1.31 eindeutig ist.

Lemma 6.5. (i) O;% = {xeOx|VoeGg: o(x)=x} =g und £ = £.
(i) (O)?=' = {x € Oz | p(x) = x} 2 Z, und ()7 = Q,.
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Beweis. [Fol], Proposition 2.29 auf Seite 34.

Unser Ziel ist es nun zwei Funktoren
ID:Reptg™ (Gr) — %,
Vi@, — Rep" (Ge)
zu konstruieren, sodass fiir ein V € Repczf:t'(GE) und M € @p,
V(D(V))z2zVund D(V(M)) =M

gilt.

6.2 Konstruktion von D

Wir starten mit einer stetigen Z,,-Darstellung V ¢ Repcz":t'(GE). Dann operiert Gg auf
O¢ ®z, V via 0 ® 0 tiir 0 € Gg und wir setzen

D(V) = (0 ®2, V) = {m e Os ®z, V| Vo € Gg: 0-m =m}.

Wir wollen nun zeigen, dass es sich bei ID(V) um einen ¢-Modul iiber O¢ und sogar
um einen etalen p-Modul tiber O¢ handelt.

Zundchst einmal ist klar, dass es es sich bei Og ®z, V via s * (rev) =sreo, fur
1,5 € Og und v € V, um einen Og-Modul und damit wegen O¢ c O¢ insbesondere um
einen Og-Modul handelt. Nach Lemma 6.5 (i) ist (Oz)¢t = Og und die Gg-Operation
auf (Op ®z, V) dementsprechend Og-linear. Also ist D(V) := (O ®z, V) ein Og¢-
Untermodul von O ®z, V. Wegen Lemma 6.5 (ii) erhalten wir einen Gruppenhomo-
morphismus

(P®id105 ®ZP V> Og— ®Zp V.

Istnunm =Y;f; ® v; e D(V) und o € Gg, so gilt

o (poia)n <o (To(p) o) - Ko p() o otw)

1

=(p®id)(c-m) = (peid)(m), dameD(V).

= Z(p 0(7(,31') ®U(0i) = (go@id) (Zﬁ(ﬁz) ®G(Uz’))
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Damit ist die Einschrankung f := fpwv) = ¢ ® id‘D(v):]D(V) — ID(V) wohldefiniert. f
ist sogar ¢-semilinear, denn fiir ein @ € Oz und m = ¥, f; ® v; € D(V') haben wir

1

= Z(P(“)(P(ﬁi) ®v; = ¢p(a) Z(p(ﬁi) ® U;

flam) = (p i) (S ap 07) - Deplap) o0

- pla)(p i) (T 001 - pla) )

Also haben wir fiir V € RepCZ":t'(GE) durch (ID(V), f) einen ¢-Modul iiber O¢ konstru-
lert.

Satz 6.6. (i) Fiir Ve RepCZ":t-(GE) ist die natiirliche Abbildung

Og ®0, D(V) - Og ®Zp vV, ﬁ ® (Zai ® ’()i) = Zﬁai ® 0;,
i i
ein Isomorphismus.

(ii) Fiir eine exakte Sequenz 0 — V' Lvhvisoim Repfz":t-(GE) ist auch

ido, 83 ido, ®h
0 —D(V')——D(V) ——D({V") —0
eine wohldefinierte exakte Sequenz von @-Moduln iiber Og.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Fol], Proposition 2.30 auf Seite 34.
Teil (ii) des Satzes wird dabei im Beweis selbst gezeigt. O

6.3 Konstruktion von V

Wir starten nun von der anderen Seite, ndmlich mit einem etalen ¢-Modul (], f) €
% _. Da f entsprechend ¢-semilinear ist, erhalten wir einen Gruppenhomomorphis-
mus

PO f:0s00, M — Oz ®0, M.

Wie man sofort sieht, ist auch dieser p-semilinear, d.h. man hat mit (Og ® o, M, ¢ ® f)
einen ¢-Modul iiber O¢ gegeben. Wir setzen

V(M) = (Op ®0, M)*™ = {x € Og @0, M| (¢ ® ) (x) = x}

und wollen nun zeigen, dass es sich bei V(M) um eine Z,-Darstellung von G handelt.
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Nach Lemma 6.5 (ii) ist Z, = (Oz)?"! ¢ Og und damit V(M) ein Z,-Untermodul
von Og ®0, M. Aus Teil (i) von Lemma 6.5 wissen wir, dass O¢ = 04°f, wodurch wir
fiir jedes 0 € Gg einen Gruppenhomomorphismus

o ®idM: Og ®0, M — (/)g ®o, M
erhalten. Damit haben wir durch 0 ®idy eine Gruppenoperation von Gg auf Og ®, M.

Istnun 0 € Geund m = ;i @ m; € V(M) = (Og ®0, M)?7!, so gilt wegen der Ver-
tauschbarkeit von ¢ und o schliefdlich

(9o )0 m) = (o ) (Lag)om) - Dol o fn)

i

- Toog(p) e fm) =0 (Tl o fm)
=0-(p® f)(m)=0-m, dameV(M).

Also schrankt sich die Gg-Operation auf O ®p, M zu einer Gg-Operation auf V(M) =
(Oz ®0, M)*=! ein.

Satz 6.7. (i) Fiir (M, f) € ®,_ ist die natiirliche Abbildung
Og ®Zp V(M) - Og ®0, M, ﬁ ® (Z(Xi ® mi) = Zﬁai ® mi;

ein Isomorphismus.

(ii) Fiir eine exakte Sequenz 0 — M’ SMEM S 0in Y _ ist auch

id@g®G idog®H
0— V(M) —— V(M) —— V(M") — 0

eine wohldefinierte exakte Sequenz von Z,-Moduln mit Ge-iiquivarianten Homomor-
phismen.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Fol], Proposition 2.31 auf Seite 36.
Teil (i) des Satzes wird dabei im Beweis selbst gezeigt. ]

6.4 Kategorienaquivalenz

Als Schlussfolgerung der vorherigen Resultate erhédlt man die Kategoriendquivalenz
von Fontaine.
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Satz 6.8 (Kategoriendquivalenz von Fontaine). Die Funktoren
ID: Repp"" (Gg) — @, und  V:0% — Rep7™(Gg)
sind wohldefinierte, zueinander inverse Aquivalenzen von Kategorien, d.h.
(i) fiir Ve RepCZ”:t'(GE) ist V=V(ID(V)),
(i) fiir M e ®F_ ist M = ID(V(M)).

Beweis. Einen Beweis der Kategoriendquivalenz findet man in [Fol] auf Seite 36. O
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7 EXxplizites Reziprozitatsgesetz von
Fontaine-Witt fur lokale Korper der
Charakteristik p

7.1 Existenz eines Frobenius-Lifts auf O,

Es sei wie in Kapitel 6 zuvor E = k((t)) ein vollstindiger, diskret bewerteter Kérper der
Charakteristik p mit perfektem Restklassenkorper k. Wie wir bereits gesehen haben, ist
dann W := W(k) ein p-Cohen-Ring von k und O¢ = {},.z a.t" | a, € W, lim,,,_o, a,, = 0}
ein p-Cohen-Ring von E. Den Ring Og haben wir bisher immer beziiglich der p-
adischen Topologie betrachtet, wollen im Folgenden aber O¢ mittels der schwachen
Topologie untersuchen.

Definition 7.1. Die schwache Topologie auf O ist definiert durch:
UcOgistoffen < Vuel3n,meNy: u+p"Og +t"W[[t]] c U.

Man sieht dabei recht leicht, dass es sich bei der schwachen Topologie tatsachlich
um eine Topologie auf O¢ handelt.

Lemma 7.2. Die schwache Topologie auf O¢ besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) (Upp :=p"Og + t"WI[t]])nms0 ist eine offene Umgebungsbasis von 0 € Og;
(ii) Og ist bzgl. der schwachen Topologie ein topologischer Ring;
(iii) die schwache Topologie ist grober als die p-adische Topologie;
(iv) Og ist bzgl. der schwachen Topologie vollstindig und separiert.
Beweis. (i) ist klar mit der Definition der schwachen Topologie. Fiir (i7) setzen wir
® P:0gxOg - O, (a,f) »a-p;
® S5:0gx0¢— O, (a,p)»a+p;

L IZOg —>05,0é'—>—0(.
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Um zu zeigen, dass O¢ ein topologischer Ring ist, miissen wir die Stetigkeit von I, S
und P nachweisen. Sei deshalb U c O eine bzgl. der schwachen Topologie offene
Teilmenge von O;. Damit ist aber auch trivialerweise —U = [-1(U) offen und entspre-
chend I stetig bzgl. der schwachen Topologie.

Wiéhle nun ein (1,v) € ST (U) c Og xOg, d.h. u+v € U. Also existieren n,m € Ny, sodass
(u+v)+ Uy, c U. Wir setzen W, := u + U, und W, := v+ Uy, und haben damit jeweils
eine offene Umgebung von u bzw. v. Insbesondere gilt fiir x = u + p"a, + t" f, ¢ W, und
y=0v+p'a, +t"f, e W, mita,, a, € Og, fu, f» € W[[t]]:

x+y=(Wu+v)+p"(ay+a,) +t"(fu+ fo) e (u+0) + Upn c U

Somit ist (u,v) € W, x W, c S71(U), also S~ (U) offen und schliellich S stetig.

Um letztlich noch die Stetigkeit von P zu zeigen, sei (1,v) € P-1(U), d.h. u-v € U.
Es existieren n,m € Ny, sodass u-v + U, ¢ U. Da u,v € Of, lassen sich u und v
in der Form u = ¥,z at" und v = Y., bit* schreiben und es existieren N,,N, € Z,
sodass Qy = Yoy, Atk = p"H, € p"Og und Q, = Yoy, btk = p"H, € p"O¢ fiir geeignete
H,, H, € O¢. Wir setzen P, := Yjon, akt’, Py = Yjon, bith, M := max{m + |N,|,m + |[N,|},
W, == u+ U,y und W, := v + U,y. Nach Wahl von M ist dann tM"P, ¢ W[[¢]] und
tM-mp, e W[[t]]. Fur (x,y) € W, x W, existieren jeweils g,, g, € O¢, fu, fo € W[[t]] mit
X=u+p'g, +tMf,und y =v+p"g, + tMf,. Damit gilt:

P(x,y) =x-y = (u+p"gu+t"f) - (0+p'go+1"f)
SwoT p” (ugv T8l png“gv + guthv + thugv) +tM(Ufu + ufv + thufv)

:ZG€(9£
=u-0+p"(G+Hyfut" + H, ft") + " (""" P, £, + tMP, £, + M £ )
cu-v+p"Og+t"W[[t]]=u-v+ Uy c U

Also ist (u,v) € W, x W, ¢ P-1(U), damit P-1(U) offen und entsprechend P stetig
beziiglich der schwachen Topologie.

Fur (iii) sei U c O¢ offen beziiglich der schwachen Topologie. Wegen p"O¢ c U,y
tir alle n,m € Ny sieht man aber sofort, dass U auch bzgl. der p-adischen Topologie
offen sein muss, also die schwache Topologie grober ist als die p-adische Topologie.

Fiir (iv) zeigen wir zunichst die Separiertheit von Og. Sei dafiir Y.z axt* € Og\{0}, d.h.

es existiert ein ky € Z mit 0 # a, = ([1]5;))720 e W= W(k). Also muss es ein ry > 0 geben,

sodass a,ErO) + 0, d.h. insbesondere ay, ¢ V,, (k) = poW(k). Angenommen Y.z axt* € U,

fur m := fnax{ko +1,0}. Dann gébe es fiir alle k < m geeignete c, € W(k) mit a; = p"ocy.
Insbesondere wire damit ay, = p'ocy, € p®W, da ko < m. Das ist jedoch ein Widerspruch
und somit kann Y., axt* kein Element von U, sein. Also ist N, uen, Unm = {0}, was
dquivalent zu der Separiertheit von O ist.
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Um die Vollstindigkeit von Og zu zeigen, wahlen wir mit (f,),.n eine Cauchyfol-
ge in Og. Damit gilt:

Vn,me NIRe NVr>R: f,— fre Uy
Fiir die Koeffizienten von f, := Y12 algr) t € Og gilt dann

2" —a®™ ¢ p"W fiir alle r > R und k < m.

Da wir m € IN beliebig grofs wahlen konnen, ist (a,gr)),eN fiir jedes k € Z eine Cauchy-
folge in W. Nach Lemma 5.18 (iii) ist W vollstandig bzgl. der p-adischen Topologie

und dementsprechend existiert ein a; € W mit a; = lim, ., 2, () Wir setzen f = Yrez axtt.

Behauptung 1: f € O, d.h. lim,_o a2 = 0.
Fiir n € N existiert ein R € IN, sodass f, — fr € U, fiir alle r > R. Insbesondere ist dann

a,Er) (R) e p"W fiir alle k < 0. Da fr € O, existiert zudem ein M > R, sodass a ) e p"W
tir alle k < -M. Also gilt

Vr>M, Vk<-M: a,ir) = a,ER) + alir) R) ep"W

und man erhilt daraus »
. J— M r
Vk<-M: ac=lima." ep"W,
r>M

da p"W abgeschlossen ist. Somit gilt limy_,_., ax = 0, d.h. f € O¢.

Behauptung 2: f, konvergiert bzgl. der schwachen Topologie gegen f.
Fiir n,m € N existiert ein R € IN, sodass fiir alle M, N > R

fu=fu= @™ —a™) e prog + "WI[1]].

keZ.

Somit ist a(N) (M) e p"W fiir alle k < m und N, M > R. Da wir M beliebig grofs wéhlen
konnen und p”W abgeschlossen ist, gilt

a,EN) —a; = lim a,EN) (M) ep"W fiir alle N > Rund k <m,

M—oo
woraus
fu=f=3@" -a)t+ S @™ —a)tk e pOg + "W[H]]
k<m k>m
" O¢ W)

tiir alle N > R folgt. Also gilt lim,_,, f, = f in der schwachen Topologie und dement-
sprechend ist O¢ auch bzgl. der schwachen Topologie vollstandig. O
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Lemma 7.3. Sei s € Og, sodass s mod pOg € (t-k[[t]])\{0}. Dann existiert genau ein
bzgl. der schwachen Topologie stetiger Ringhomomorphismus @g: Og - Og mit @s(t) = s und

(Ps|w = ldw

Beweis. Da s = Y,.za," modulo p in (¢-k[[t]])\{0} liegt, existiert ein K ¢ IN mit
ag € W* = W\pW und a,, € pW fiir alle n < K. Also lasst sich s schreiben alss =p-v+tK-u
mit geeignetem v € Og und u := ¥ ¢ a,t" K e W[[t]]*. Setzen wir r:=v-t K. u1 € Og, s0
ists=(1+p-r)tku.

Behauptung 1: (s™).en ist eine Nullfolge in der schwachen Topologie.

Es seien N, M zwei beliebige natiirliche Zahlen. Da r ein Element von O ist, existieren
LeNN, 7 € Ogund r" € W[[t]], sodass r = pNr' + t-L¢"". Wahlen wirnunm > M+ (N -1)L,
so gilt

o m\ ..
Sm — (1 + pr)thmum — Z ( l )pzrlthum
i=0
N-1

E' (T)PitLir//ithum mod PNOS

N-1 oy '
= (i)p’r”lth‘Llu’” mod pNOg.

etKm-LIN-D W[ []]ctMW[[#]]

Also ist s™ € Uypy und damit (s™),,en eine schwache Nullfolge in Og.

Nach unseren Voraussetzungen ist s mod pO¢ # 0 und damit s € O¢\pO¢ = Of. Daher
macht es Sinn von s~! zu sprechen. Haben wir nun ein f = Y.z axt* € O¢ gegeben, so
setzen wir fy = Yp_y as*.

Behauptung 2: (fy)nen ist eine Cauchyfolge in Og.

Seien dafiir wieder n,m zwei beliebige natiirliche Zahlen. Da (s*)in eine Nullfolge
ist, existiert ein R; € IN mit s* € U, fir alle k > R;. Zudem gibt es wegen f € O; ein
Ry € N mit a; € p"W fiir alle k < —R,. Damit gilt fiir alle N,M > R := max{Ry, R, }:

N M
fu-fn= ws*+ > st € Uy,
k=M Py

wobei wir 0.B.d.A. M > N vorausgesetzt haben. Also handelt es sich bei (fy)nyen um
eine Cauchyfolge in Og. Wie wir bereits in Lemma 7.2 (iv) gezeigt haben, existiert ein
eindeutiger Grenzwert Y.z as* von (fy)nen in Og. Damit ist die Abbildung

¢s: 0 = Og; Y mt > ays,

keZ. keZ.
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wohldefiniert. Da zudem O¢ ein topologischer Ring ist, sind die Grenzwertbildung
und Ringoperationen vertauschbar und es handelt sich bei ¢, um einen Ringhomo-
morphismus.

Behauptung 3: ¢, ist stetig bzgl. der schwachen Topologie auf O¢.

Sei dafiir U c O¢ offen und f € @;"1(U), d.h. f(s) € U. Somit existieren N, M € Ny mit
f(s)+Unm c U. Wie zuvor schreiben wir s = (1+pr)tfu und r = pNr' +t-Lr", wobei ohne
Einschrankung L > K sein soll. Da (s)i eine Nullfolge ist, gibt es ein m € IN, sodass
s" e pNOg + tMHLIN-DW([¢]]. Es gibt also ein G € W[[t]] mit s = tM*LN-DG mod pNO¢.
Seinun f+pNg+t"he f+ Uny mit g€ Ogund h =Y, b,t" € W[[t]]. Man beachte:

h(s) =) bus" = by(1+pr)"t<u"

n>0 n>0
— Z Z (k) ktKn Z Z ( ) ktKnun mod pNOg
n>0 k=0 n>0 k=0
k<N
=3y ( )pkr”ktK”‘”‘u” mod pMOs.
n>0 k=0
k<N

EtK(N—l)—L(N—l) W[[f]]

Also existiert ein H € W[[t]] mit h(s) = tKN-D-LN-DH mod pNOg. Zusammen mit
s = tMHLIN-DG mod p"Og erhdlt man dann

s"h(s) = M KN-DGH mod pNOg.  (#)
N —
eMW[[H]
Damit folgt schliefslich
@s(f +pNg+t"h) = f(s) + pNg(s) +s"h(s) € f(s) + pNOg + tMW[[t]] nach (»),

cu

woraus die Stetigkeit von ¢, folgt.

Behauptung 4: W[t][+!] liegt dicht in O¢ bzgl. der schwachen Topologie.

Dafiir wihlen wir eine offene Menge U c Og, U # @, und ein F = Y, bit* € U. Dann
existieren N,M € IN mit F + Uyy ¢ U. Da F € O, existiert zudem ein R € Z, sodass
> i<r btk € pPNO¢. Schlieflich erhalten wir daraus

M
bt =F->"bt"+ > bet* e F+ Uy c U
k=R k<R k>M

—— —_—— —\—

eW[H][t1] epNOg  etMWI[[H]]
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Also ist U n W[t][t!] # @ und somit W[t][+!] dicht in O bzgl. der schwachen Topo-
logie.

Behauptung 5: ¢; ist eindeutig.

Angenommen es existiert ein weiterer stetiger Ringhomomorphismus ¢: Og - O¢ mit
Y(t) = s = @s(t) und ¢, = idw. Aufgrund der W-Linearitit von ¢ und ¢, ist dann
bereits Pslyt) %WMN]. Da O¢ separiert ist, ist {0} abgeschlossen in Og. Wegen der
Stetigkeit von ¢ und ¢, ist dann auch ker(¢ — ¢;) = ( — @) "1({0}) abgeschlossen mit
W[t][t7!] c ker(¢ — @5). Wie wir aber zuvor gezeigt haben, liegt W[¢][¢~!] dicht in O¢
und somit gilt bereits Og = W[t][t7!] c ker(¢ — ¢s) c Og bzw. P = ¢;. |

Wir wissen alsojetzt, dass wir fiir ein gegebenes s € O mits mod pOg € (¢-k[[t]]) \{0}
einen Ringhomomorphismus ¢;: Oz - O konstruieren konnen, sodass ¢;(t) = s gilt.
Im n&chsten Schritt mochten wir gerne zeigen, dass es sich bei ¢; sogar um einen
Isomorphismus handelt, falls s mod pO¢ ein Uniformisierer von E = k((t)) ist.

Satz 7.4. Fiir g = 3,51 a,t" € t-k[[t]] existiert genau ein Ringhomomorphismus @4 k[[t]] —
K[[t]], Sisoait® = Yisoaxg®, fiir den gilt:

@, ist ein Isomorphismus < a; # 0.

Beweis. Der Fall g = 0 ist hierbei trivial und wir konnen ohne Einschrankung ¢ # 0
annehmen. Da k[[]] bzgl. der t-adischen Topologie vollstindig und separiert ist und
g € t-k[[t]], handelt es sich bei (4,,8")ms0 um eine t-adische Nullfolge in k[[¢]] fiir
beliebige a,, € k. Also konvergiert die Reihe }.,.04,¢" eindeutig in k[[t]] und wir
erhalten eine wohldefinierte Abbildung

Qg k[[t]] > K[[t]], 3. amt™ = 3 ang”™

m>0 m>0

Da es sich zudem bei Pg,,, UM einen Ringhomomorphismus handelt und k[¢] dicht
in k[[t]] liegt, ist auch ¢, ein Ringhomomorphismus, denn k[[t]] ist ein topologi-
scher Ring. Aufgrund der Dichtheit von k[t] c k[[t]] ist @, eindeutig durch ¢@.(t) = ¢
und Pg), = id bestimmt. Setzen wir s := ¥, T(a,)t" € t - W[[t]], wobei 7:k - W der
Teichmiiller-Lift ist, so gilt s mod pO¢ = g. Wegen der Eindeutigkeit von ¢, muss
dann @, = (¢; mod pOg¢) gelten, wobei ¢, der nach Lemma 7.3 konstruierte Ringho-
momorphismus ist.

Wir nehmen nun an, dass ¢, ein Isomorphismus ist, d.h. es existiert ein f = },,oa,t" €
k[[t]] mitt=q@go(f) = X0ar8" =t Lyso but". Dabeiist 1 = by =a; - ay, also a; € k* = k\{0}.

Sei nun umgekehrt a; # 0. Ist f € k[[t]]\{0}, so ldsst sich f schreiben als f = t"u
mit 7 > 0 und u € k[[#]]*. Dann ist aber auch ¢, (u) € k[[t]]*, " # 0, da a; # 0 und somit
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Po(f) = 8" @q(u) #0. Also gilt ker(¢p,) = {0} bzw. ¢, ist injektiv.
Um die Surjektivitat von ¢, zu zeigen, wahlen wir ein beliebiges b = 3., b,t" € k[[t]]
und zeigen zunédchst die folgende Aussage:

m m
Es existieren ag, ay, ... €k, sodass » b,t" = > a,¢" mod " fiir alle m € IN,.
n=0 n=0

Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber m. Fiir m = 0 ist die Kongruenz mit
ao = by gegeben und wir nehmen im Folgenden an, dass die Aussage fiir ein m ¢ IN
erfullt ist. Das bedeutet, es existieren ay, ..., a4, € k und ein h := ¥, c,t" € k[[¢]] mit

m m
Y but" =Y a,8" + " h.
n=0

n=0

Da a; # 0 vorausgesetzt ist, setzen wir a,,,1 := ozI(m”) (bys1 + co). Damit gilt:

m+1 m

m
Z angn — Zangn n am+1gm+1 _ Z bntn _ tm+1h n am+1gm+1
n=0 = n=0

m+1
byt" + "+ (am+1 (Z ocktk‘l) -3 cktk)

k>1 k>0

I
M= L

B
Il
(=]

but" + t" (@10 — o) mod "2

11
o

3
T
=

b,t" mod t"*?, nach Wahl von a,,,,1.
0

=
Il

Also gilt die Behauptung und es ist Y, but" — @g( X150 @nt™) € Ninso " k[[t]] = {0}.
Damit ist ¢, surjektiv und schliefslich insgesamt ein Isomorphismus. |

Korollar 7.5. Sei s € Og, sodass s mod pOg ein Uniformisierer in E = k((t)) ist. Dann ist
der Ringhomomorphismus @s: Oz - Og, Y ,cz nt™ = Y.z AnS", €in Isomorphismus.

Beweis. Das mod pOg¢ ein Uniformisierer in k((¢)) ist, ist5:=s mod pOg = ¥,.51 at" €
t-k[[t]] mit @y # 0. Nach Satz 7.4 ist dann @s = (s mod pOg),,,,:k[[t]] — k[[t]] ein
Isomorphismus, welcher sich zu einem Korperautomorphismus @s:k((t)) — k((t))
fortsetzt. Damit erhalten wir das kommutative Diagramm

0, —> -0,
k((£)) —=k((t)),

wobei 11 und 71, jeweils die kanonischen Restklassenabbildungen sind.
Die Injektivitdt von ¢, sieht man recht leicht, denn fiir ein x € Og\{0} existiert ein
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n € INo und u € O} mit x = p"u. Daraus folgt aber, dass auch ¢s(x) = p"ps(u) # 0, da
@s W-linear und ¢;s(u) auch wieder eine Einheit in O; ist. Dementsprechend muss
ker(¢;) = {0} gelten und somit ¢, injektiv sein.

Fiir die Surjektivitdt von ¢, wahlen wir uns ein beliebiges y € Oc. Wegen der Sur-
jektivitdat von @s; und m; existiert ein xy € O mit @s(x9) mod p = @s(xo mod p) =y
mod p, d.h. y - @s(xp) € pOs. Es gibt also ein y; € O fiir das y — ¢s(x) = py1 gilt.
Mit der gleichen Begriindung wie zuvor gibt es auch fiir y; Elemente x;, y» € Og mit
Y1 — @s(x1) = py2. Induktiv erhdlt man dadurch x,, v, € O¢, sodass fiir alle N > 0

N N
y= Z(:)Pn(Ps(xn) +pN+1yN+1 = Qs (Z(:)ann) +pN+1yN+1.

Da (p"x,), eine p-adische Nullfolge in O ist und O vollstandig ist, konvergiert die
Reihe ;7 p"x, p-adisch gegen ein x € O¢. In Lemma 7.2 (iii) haben wir gezeigt, dass
die schwache Topologie grober ist als die p-adische Topologie. Daher muss Y2, p"x,
auch bzgl. der schwachen Topologie gegen x konvergieren. Da zudem ¢, bzgl. der
schwachen Topologie stetig ist und es sich bei (pN*1 yn+1)nz0 um eine Nullfolge handelt,
folgt

N N
o=y (o ) - S - a0,

n=0
Also ist @, auch surjektiv und damit insgesamt ein Isomorphismus. |

Korollar 7.6 (Existenz von Frobenius-Lifts). Es sei wie gewohnt F:W — W der Frobenius
inW.

(i) Die Abbildung ®p: Og - Og, ¥,z nt" = Y,z F(a, )" ist ein stetiger Isomorphismus.

(ii) Die Komposition ¢ := ¢ .pp-1) © Pr: Og = O, ¥z ant" = Yz F(a,) (1 + £)P = 1)"
ist ein stetiger Frobenius-Lift.

(iii) Fiir ein s € Og, dessen Restklasse s mod pOg¢ ein Uniformisierer in E ist, wird durch
@s o Dp: Og — Og¢ ein Isomorphismus gegeben.

Beweis. Zu (i): Wegen char(k) = p ist nach Lemma 5.16 (i) F(b) = (b}).so fiir alle
b = (by)ns0 € W. Da zusatzlich k perfekt ist, also (x = x?):k — k eine Bijektion ist, wird
wegen 5.12 (i) durch F:W — W ein Isomorphismus gegeben. Damit handelt es sich
bei @ insbesondere um einen wohldefinierten Ringhomomorphismus, da F selbst ein
Ringhomomorphismus ist. Aufierdem ist wegen

Op(p" O + " W[t]]) = p" ©(O¢) +t" Dp(W[[t]]) € p"O¢ + " W([t]],

— [ ——
cO¢ cW[[t]]
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®r stetig bzgl. der schwachen Topologie. Da F ein Isomorphismus ist und jedes Ele-
ment in O¢ eindeutig durch seine Koeffizienten bestimmt ist, wird auch durch ®r ein
Isomorphismus gegeben.

(7ii) folgt damit sofort aus (i) und Korollar 7.5. Fiir (ii) wahle ein Element Y., a,t" € O¢
und wende ¢ darauf an. Es gilt dann nadmlich

[0 (Z ant”) =Y F(a,)((1+8)f =1)"= > ay(#")? mod pOg

neZ. neZ. neZ.

= (Z ant”)p mod pOg, da char(k((t))) =p.

nez.

Die Stetigkeit von ¢ folgt dann direkt aus (i) und Lemma 7.3. |

7.2 Derivationen und Differentialformen

Definition 7.7. Sei S|R eine Erweiterung kommutativer Ringe und M ein S-Modul.
Wir bezeichnen mit

Derg(S,M) = {6:S - M | 6 ist R-linear, 6(s152) = 510(s2) +520(s1) fuir alle s1,5, € S}
die sogenannten R-Derivationen von S nach M.

Fuir den Spezialfall O¢|W setzen wir
Der{i™(Og, Og) = {6 € Derw(O¢, O¢) | § ist stetig bzgl. der schwachen Topologie}.

Wie man durch einfaches Nachrechnen sehen kann, wird Derg (S, M) durch («e0)(B) :=
a-6(B) zu einem S-Modul. Da O ein topologischer Ring ist, schrankt sich diese
Modulstruktur sogar auf Der{y"(Og, O¢) ein. Wie der néchste Satz zeigen wird, ist
Deri™(Og, O¢) dabei sogar von recht einfacher Form.

Satz 7.8. Der Og-Modul Der$™(Og, O¢) ist frei vom Rang 1 mit Erzeuger 6; := t%, wobei
4 die formelle Ableitung nach t bedeutet.

Beweis. Zunachst einmal miissen wir zeigen, dass 0; iiberhaupt ein Element von
Der(Og, O¢) ist. Die W-Linearitit folgt dabei sofort aus der W-Linearitit von 4.
Wihlen wir nun sy = Y,z a,t",sy = ¥,z b,t" € Og, so ist das Produkt der beiden
Elemente gegeben durch s, - s, = ¥,z oif! mit ¢; = ¥,,.z a,b1-,. Damit erhalten wir

5161(82) +20¢(51) = D> (DO (1= m)anbi)t + > (D" napbi_g )t = let' = 6 (s1 - 52).

leZ neZ leZ neZ leZ.
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Des Weiteren sieht man leicht, dass aufgrund der Definition von 6; schliefSlich auch
Or(p" O +t"W([[t]]) c p"Og +tmW[[t]] gilt. Damit ist 6; stetig bzgl. der schwachen Topo-
logie, also ein Element von Der{y" (Og, O¢ ). Um zu sehen, dass 0; sogar ein Erzeuger
von Deré"(Og, O¢) ist, untersuchen wir zundchst die Eigenschaften einer stetigen
W-Derivation 0 € Der{y" (O¢, O¢).

Behauptung 1: 6(#") = nt"~16(t) fiir alle n € Z.
Fiir n = 0 ist die Aussage wegen 6(1) =0(1-1) =1-6(1) +1-06(1) = 6(1) +6(1) gegeben.
Betrachtet man nun ein n > 0, so folgt die Behauptung induktiv durch

S(H™1) = - 5(t") + 7 - 6(t) = t- (nt"16(¢)) + "6(t) = (n + 1)t"5(t).

Auf der anderen Seite ldsst sich durch 0 = 6(1) = o0(#* - +) = £10(+™") + t"6(#") die
Aussage auch fiir negative Zahlen zeigen, denn

S(t™) = =ttt 15(t) = —nt " 15(t) fiirn > 0,

wodurch die Behauptung gezeigt ist. Aufgrund der Stetigkeit und W-Linearitdt von
6 folgt schliefilich

5 (Z ant”) =Y a,6(t") =Y n-a,t"o(t) = t716(¢)6, (Z ant”) :

neZ neZ neZ neZ

Also ist §; ein Erzeuger des Og-Moduls Der;@”t' (Og, O¢). Angenommen es existiert ein
a=Y,za,t" € Og\{0} mit a e §; = 0. Dann miisste aber insbesondere 0 = (a ¢ ;) (t) =
a-Oi(f) =a-t =Y ,za,t"" gelten, woraus schliellich a,, = 0 fiir alle n € Z folgt. Das ist
aber offensichtlich ein Widerspruch zu a # 0.

Alsoist o, =t- % eine O¢-Basis von Der{y" (Og, O¢). O

Definition 7.9. Wir bezeichnen mit Qo,w = O¢ - dt den freien Og-Modul vom Rang 1
mit Basiselement dt, die sogenannten Differentialformen von O iiber W.

Bemerkung 7.10. Fiir die Differentialformen von O¢ tiber W sieht man leicht, dass die
folgenden Anmerkungen gelten.

1. Die Abbildung Deriy™ (Og, Og) — Homo, (Qogw, O¢), 6 = (f -dt — f-5(t)) ist
O¢-linear.

2. Die Abbildung d:Og — Qp.\w, f = df := 4. 4t ist W-linear.
g el dt

3. Da t € O¢ eine Einheit ist, bildet auch djt := t7! - dt € Qp,w eine Basis des
Og-Moduls Qo w-

4. Fiir ein s € Og mit s =t mod pOg ist auch dgs := 57! - ds € Qp, w eine Og-Basis
von Qo |w-
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Zum letzten Punkt sei noch angemerkt dass fiir ein s € O¢ von der Form s = t + pr
mit r € O¢ die formelle Ableitung % =1+ p% eme Einheit in O¢ ist. Daher ist auch
s1. Zﬁ eine Einheit in O¢ und somit dlogs =571 2. dt eine Og-Basis von Qo |w.

Die zuvor angegebene Definition der Differentialformen von O iiber W ldsst sich
auch auf die Quotientenkorper K := Quot(W) = W[%] und & = Quot(Og¢) = (’)5[%]
fortsetzen.

Definition 7.11. Analog zur Definition zuvor bezeichnen wir mit Qg g := £-dt = £ -djot
die sogenannten Differentialformen von € tiber K.

Wir wollen nun den Quotientenkérper £ von O¢ etwas genauer untersuchen und
hoffen, diesen in einer dhnlich expliziten Form wie O¢ angeben zu konnen. Zunéachst
wéhlen wir dafiirein f e £. Da € = 05[%], existieren g = 3,z a,t" € Oz und m > 0 mit

f=8p™"= Z (app™) t"= Z Cat".
NeZ “———r nez
::c,,eW[%]:K

Fiir die Koeffizienten c, gilt dann

vp(cn) = vp(anp™) = vy(ay,) —m.

Da aber lim,,_,_., a, = 0, muss schliefilich auch lim,_,_., ¢, = 0 gelten. Auflerdem gilt
wegen v,(a,) > 0 und der obigen Abschitzung v,(c,) > —m fiir alle n € Z. Also muss
auch inf,cz{v,(c,)} > —-m > —co und damit

EC{Z cat" | cu € K, lim ¢, =0, 1nf{vp(cn)}> oo}

nezZ

gelten. Auf der anderen Seite konnen wir sogar Gleichheit der beiden Mengen zeigen,
denn fiir ein Element )., c,t" aus der rechten Menge ist

P> cat" =Y peat" € Og und 11m 1 pe, =0,
neZ NeZ ——
eW

wobei 7 := inf,z{v,(c,)}. Also ist .z c,t" ein Element von p'O¢ c (95[%] = &£, womit
die Gleichheit der beiden Mengen gezeigt ist. Mit dieser Darstellung der Elemente von
& konnen wir die Abbildung d: O¢ - Qo w fortsetzen zu d: £ - Qg f = df = % -dt.

Im néchsten Schritt mochten wir gerne tiber die schwache Topologie auf Og die
schwache Topologie auf £ definieren. Dazu wahlen wir uns zunéchst ein beliebiges
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n € N und definieren die schwache Topologie auf p O, wie folgt:

U cp™Og ist offen < p"U c O ist offen
< Vxep"UIN,M>0: x+p"Og + tMW[[t]] cp"U
< VxeUINM>0: x+p " (pNOg + t"W[[t]]) c L.

Ahnlich wie auf O; bilden die Mengen (l,lz(\'f]\),I = p (PN O + tMW[[t]]) )N men, €ine of-
fene Umgebungsbasis der 0 in p""O¢. Mit dieser Definition der schwachen Topologie
auf pOg¢ ist (x = p™x): Og - p""O¢ ein Homdomorphismus.

Die schwache Topologie auf £ definieren wir schliefilich durch

Ucé&=Jp"O¢ ist offen

n>0

<= Vn>0: Unp™Og c p™Of ist offen
< Vn20VxelUnp O INM>0: x+p " (PNOg + tMW[[t]]) c Unp™"Of
< Vn>0VxelINM>0: x+p’"(pN(95 + fMW[[t]]) cl,

wobei wir auf die letzte Aquivalenz noch etwas genauer eingehen sollten. Die Riick-
richtung ist dabei leicht zu sehen, indem man einfach mit p~"O¢ schneidet. Fiir die
Hinrichtung sei x € U und n > 0. Fiir den Fall x € p7O¢ ist nichts zu zeigen und
wir kénnen ohne Einschrankung x ¢ pO¢ bzw. v,(x) < -n annehmen. Allerdings
existieren wegen x € U n p%»® O natiirliche Zahlen N, M > 0 mit

x +p " (PNOe + MWI[H]]) € x+ p O (pNOg + tMW[H]]) c Unp? @O < U,

womit die Hinrichtung gezeigt wére. Die Mengen ( LII(\RI = p (PN Og+tMW[H]]) ) N MeN,
bilden damit eine offene Umgebungsbasis der 0 in £ bzgl. der schwachen Topologie.
Fithren wir auf analoge Weise die p-adische Topologie aus W fort zu einer Topologie
auf K, so ist eine Menge U c K genau dann offen, wenn fiir jedes x € U ein m > 0 mit
x +p"W c U existiert, was genau die Bewertungstopologie auf K ergibt.

7.3 Die Residuenabbildung

Im Folgenden sei durch s € O¢ stets ein Element mit s =t mod pO¢ gegeben. Wie wir
in Korollar 7.5 gesehen haben, ist dann ¢;: O - O¢ ein Isomorphismus, welcher sich
zu einem Korperautomorphismus ¢,: £ - & fortsetzt. Dieser Kdérperautomorphismus
ist sogar stetig bzgl. der schwachen Topologie auf £. Ist namlich U c £ offen und
n > 0 eine beliebige natiirliche Zahl, so ist p"U n O¢ c O¢ offen. Da Ps),,, €in stetiger

Ringautomorphismus ist, ist auch

plest(U) N Oe = 97 (P"UN O¢) = g (p"U 0 O) O offen.
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Nach Definition der schwachen Topologie auf £ und der beliebigen Wahl von n > 0
folgt schlieflich die Stetigkeit von ¢,: & — £.

Definition 7.12. Fiir ein w = (3,7 aut") - diogt € Qgx setzen wir resy(w) = ao € K.

Durch diese Definition erhalten wir ein K-lineare Abbildung res;: Qgx — K mit
resy(Qo,w) ¢ W. Definiert man auf Qgx die schwache Topologie durch € = Qg¢k, f ~
f - dt, so handelt es sich bei res; sogar um eine stetige Abbildung. Um dies zu zeigen
wihlen wir eine offene Menge U c K und ein x - dt = (3 axt’) - dt € res;'(U). Es
existiert also ein m > 0 mit a_; + p"W = res;(x - dt) + p"W c U. Sei nun n > 0 eine
beliebige natiirliche Zahl und setze N := m + n und M := 1. Dann gilt aufgrund der
K-Linearitat von res;:

resy((x + US)) - dt) = res,(x - dt) +pN " res;(Og - dt) +p ™" res,(MW([¢]] - dt)

~— ~—
=a_q =W =0
=a,+p"Wcl

Also ist res; ' (U) offen in Qgx und damit res;: Qgx — K stetig.

Satz 7.13. Wie gewohnt sei s € Og mit s =t mod pOg¢ und schreibe w = (¥ ,cz ant") - diogt €
Qe bzw. w = (X,ezbus") - diogs € Qeix beziiglich der Basen digt bzw. djes. Dann ist
resy(w) = ag = by =: resg(w).

Beweis. Wir setzen f(t) := ¥,z (-1} bns1t" € € und schreiben

w = (Z bns”) +diogS = by - diogs + ( > bns”)s‘1 +ds = by - diogS + f(8) - ds.

neZ neZ\{0}

Des Weiteren setzen wir F,,(t) := ¥ jyjcm bpsat™ € € fiir m € IN.

n+-1
Behauptung: lim,,_,., F,,(t) = f(t) in € bzgl. der schwachen Topologie.
Sei dafiir U c eine offene Umgebung von 0 und setze

k := max{0, -v,(f)} = max{0, -min{v,(bu.1) | n € Z\{-1}}} € Ny,

was wohldefiniert ist, da f € £ und damit die p-adische Bewertung der Koeffizienten
nach unten beschrénkt ist. Damit existieren N,M € N mit p*(pNOg + tIMW[[t]]) c U.
Des Weiteren existiert fiir f € £ ein m; € Z, sodass b,,1 € pN*O¢ fiir alle n < m;. Dann
gilt schliefSlich fiir alle m > max{|m|, M}

f_Pm = Z bn+1tn = Z bn+1tn + Z bn+1tn/
|n|>m n<-m n>m
n+-—1

epNFO¢ etMp=kW[[t]]
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nach Wahl von k und m. Alsoist f - F,, € UZ(\',;?A c U und damit gilt lim,,_., F(t) = f(t)
in £. Da ¢;: € — £ stetig ist , erhalten wir sogar

lim Fy,(s) = lim @s(Fu(t)) = @s(lim Fuu(£)) = @5 (f()) = f(5)-

Aus der Bemerkung zu Beginn dieses Abschnitts wissen wir, dass es sich bei ¢, um
einen Korperautomorphismus handelt. Somit existiert fiirjedes ¢ = g(t) e Eeinh(t) € £
mit g(t) = h(s(t)). Schreiben wir s(t) := ¥,z d,t" und h(t) := ¥,z cat", so gilt

dg = i—f -dt = %(h(s(t))) -t = (%n;cn (kédktk) )-dt
d

(b0
- ( 5 cnn( > dktk)n_l (Z dkktk-l)) dt

neZ. keZ. keZ.

=s(t) —45(t)

ds
= n-1 D—
= ( E C, NS ) I dt

neZ.
~—
=ds

=5ch(s)

dh
= % -ds.

Daher ist sowohl res;(dg) = 0, als auch res;(% - ds) = 0.

setzen wir G, := Y juj<m i"jll s"tl e £ fiir m > 0, so erhilt man di’” -ds = (Xjnjem bus18") -ds =
n+-—1 n+-—1

F,,(s)-ds. Wie wir gerade herausgefunden haben ist dann res;(F,,(s)-ds) = res;(2-ds) =
0 fiir alle m > 0. Aufgrund der Stetigkeit von res; ergibt sich damit

resi(f(s)-ds) = nlqim res;(F,u(s)-ds) = 0.
Des Weiteren erhalten wir durch die K-Linearitat von res; auch
resy(w) = resy(b - diogs) + res;(f(s) - ds) = bores;(diogs).

Also bleibt nur noch zu zeigen, dass res;(dj,es) = 1 gilt.
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Sei wie gewohnt r € Og mit s = (1 + pr)t. Dann ldsst sich djos schreiben als
digs =5 -ds=t71(1+ pr)‘lg -dt
=(1+pr) ' ((1+pr) + t%(l +pr))t - dt
= djogt + ((1 + pr)lp%r) -dt.

Wir setzen G = Y% =7 (-p)r'*! € O¢. Zundchst einmal muss man sich dabei klar
machen, dass G tatsdchlich ein Element von O¢ ist. Fiir i + 1 € IN schreiben wiri+1 =
pinig mit nq > 0,151 > 1 und p teilt nicht u;,4. Dann gilt i + 1 > p"+1 und wegen
der Monotonie des Logarithmus logp zur Basis p schlieSlich auch logp(i +1) > njy.

Aufgrund von lim;_, % = oo und lim,.o, log (x) = oo ist damit auch lim;.., logp(%) =
oco. Da 1,1 nicht durch p teilbar ist, muss u;,1 = .1 - 1y eine Einheit in W sein. Wegen

der Ungleichung i + 1 < p' ist insbesondere n;,; < i. Wegen r € O muss damit auch

N
i+_1(_p) = ugy (F1)p et

in O¢ liegen. Des Weiteren muss es sich wegen

vy (%(—p)irm) =i-0,(i+1)+({+1)v,(r) 2i-v,(i+1) =i-nq

, o p
>i-log,(i+1) —logp(i+1)
bei (5 (-p)r'*1);z0 um eine p-adische Nullfolge handeln, d.h. die Reihe 7% -5 (-p)/r*!
konvergiert p-adisch in O¢. Da die schwache Topologie auf O¢ grober ist als die p-
adische Topologie, konvergiert die Reihe auch bzgl. der schwachen Topologie. Fiir G
gilt dann:

dG S iid RS )i i - —1i
dG—E-dt—(;(—p)rdtr) dt—(;( pr))dtr dt = (1+pr) i dt.
N —
=(1+pr)~1

Aufgrund der K-Linearitdt von res; erhalten wir schliefdlich

resy(digs) = resy(digt) +p - resy((1 + pr)lgrdt) =1+p-res;(dG) =1,

womit die Behauptung gezeigt wére. |
Korollar 7.14. res := res¢ := res;: Qg g — K hingt nur von der Restklasse t mod pOg ab.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus dem vorherigen Satz 7.13. m|

67



7.4 Der Coleman-lsomorphismus

Sei wie in Lemma 7.6 (ii) ¢: Oz - O¢ ein Frobenius-Lift mit ¢(t) = (1 +t)? — 1. Wir
fixieren eine beliebige Nullstelle t von ¢(X) -t = (1 + X)? =1 -t in £ und setzen
E=E[t].

Lemma 7.15. Die endliche Korpererweiterung £'|E hat die folgenden Eigenschaften:
(i) &' ist vollstindig diskret bewertet;
(ii) p(X) —t=(1+X)P —1-tistirreduzibel iiber &;

(iii) Og = Og[t'];

(iv) e(&'|€) =1, d.h. pOg: ist das maximale Ideal von Og:;

(v) Bezeichnen wir mit E' den Restklassenkorper von &', so ist die Korpererweiterung E'|E
rein inseparabel, d.h. fiir jedes x € EE' ist das charakteristische Polynom in einem
algebraischen Abschluss gleich x(T) = (T —x)P = TF — xP.

Insbesondere ist £'|E wegen (v) nicht unverzweigt.

Beweis. (i) folgthierbei sofort aus Satz 1.24. Fiir (ii) nehmen wir an, dass ¢(X) -t = g-h
in O¢[X] zerfdllt, wobei g,h € O¢[X] nach dem Gaufi-Lemma normiert sind. Insbe-
sondere zerféllt damit auch XV -t = ¢(X) -t modp = g-hmit § = ¢ mod p,h = h
mod p € Og/pOs[X] = E[X] 2 k((t))[X]. Da aber X -t € k[[t]][X] ein Eisensteinpoly-
nom bzgl. des Primelements ¢ ist, muss X? - t = gh irreduzibel {iber k((t)) sein und
damit bereits 0 = deg(g) = deg(g) oder 0 = deg(h) = deg(h) gelten. Schlieflich ist
dann auch ¢(X) -t irreduzibel tiber €.

Fiir einen Uniformisierer n’ € Q¢ setzen wir t, := ' mod 7'Og/, was eine Nullstel-
le des irreduziblen Polynoms X? — t € E[X] ist. Wegen der Irreduzibilitdt von ¢(X) - ¢
uber £ erhilt man dann

p=[E[t,]:E]<[E'":E]<[E:&] =p.

Also gilt sogar Gleichheit und damit wegen Lemma 1.26 (i) e(£’|€) = 1, d.h. p ist ein
Uniformisierer von Og:. Des Weiteren folgt aus Lemma 1.26 (iii) und E’ = E[t,] = E[#/
mod pOg¢ ] auch Og: = Og[t'], womit (iii) und (iv) gezeigt sind.

Fiir (v) sei x € E' = E[t,] und m,(T) € E[T] das Minimalpolynom von x {iiber E.
Liegt x bereits in E, so ist m,(T) = T — x und damit x, = (T — x)?. Daher bleibt nur
noch der Fall x ¢ E zu zeigen. Wie wir zuvor bereits gesehen haben, ist [E' : E] = p
und daher muss auch deg(m,) = p gelten, also das Minimalpolynom bereits mit dem
charakteristischen Polynom {ibereinstimmen. Auflerdem existieren wegen E’ = E[t,]
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eindeutig bestimmte ay,...,a,1 € E mit x = Zfz_ol ait;. Da t, eine Nullstelle von X7 — ¢

und char(E’) = p ist, liegt 7 = ¥ a’t bereits in E. Aus Gradgriinden ist das Minimal-
polynom von x daher gegeben durch m,(T) =TF —x? = (T —x)P in E'[T]. ]

Wir behalten weiterhin die Bezeichnung t, := t' mod pO¢ bei und haben E’ :=
Elt,] 2 k((ty)). Aus dem Beweis des vorherigen Lemmas wissen wir bereits, dass O¢/
ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit Uniformisierer p ist. Also handelt es
sich bei Og/ um einen p-Cohen-Ring fiir E’. Aufgrund der Eindeutigkeit von p-Cohen-
Ringen nach Satz 5.3 und wegen Lemma 5.2 ist

Ogr = {Z at" |a, € W, lim v(a,) = oo}.
neZ e

Die vorherigen Resultate fiir O¢ gelten also auch vollig analog fiir den Ring O und
dementsprechend gilt

&' = {Z et | ey €K, lim ¢, = O,ian{v(cn)} > —oo}
nez =00 ne
und wir haben durch Lemma 7.6 auch einen Frobenius-Lift

@ = Q(astry-1) © Pr: Ogr > Ogr, Y ayt™ = Y F(ay)((1+ ) =1)" = F(a,)t".
neZ nezZ neZ
Aulerdem gilt p(t) = ((1+t')P-1) = (1+¢@(#'))P -1 = (1+t)P -1, d.h. ¢ schrankt sich
auf O¢ c Ogr zu unserem urspriinglichen Frobenius-Lift ein. Man beachte zudem, dass
@(O¢) c Og und die Einschrankung ¢: Ogr - O¢ sogar ein Isomorphismus ist. Dies
sieht man recht leicht, da nach Lemma 7.6 ®r ein Isomorphismus ist und aufgrund
der Definitionen von Qg und O¢ auch

P(styp-1): Ogr = O, Z ant" Z a,((L+t)P - 1)n = Z apt",
nezZ nez nezZ

offensichtlich bijektiv ist. Daher setzt sich ¢: Og - O¢ zu einem Korperautomorphis-
mus @:&’ = & fort.

Definition 7.16. Wir bezeichnen mit Ng/¢: £’ — £ die Kérpernorm und mit Trgg: £ — &
die Spur der endlichen Korpererweiterung £’|€. Da ¢:£’ — £ ein Isomorphismus ist,
haben wir die wohldefinierten Abbildungen

Np:& > & x = Nepe(p(x))  und  Try:€ - &, x> Tree(p~!(x)).

Satz 7.17. Die Reduktionsabbildung Of — (Og¢[pO¢)* = E* schrinkt sich zu einem Gruppen-
isomorphismus (O} )Ne = E* ein, wobei (O} )Ne = {x € O} | Ny(x) = x}.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Isomorphie O} /(1 + pO¢) = E* und betrachten dafiir
die kanonische Abbildung n: 0} = Og — (Og/pO¢) = E. Wegen O} = Og\pOs ist die
Einschrankung n: Of — E* ein wohldefinierter, surjektiver Gruppenhomomorphismus
mit ker(n) = 1+ pO¢. Also ist E* = Of/ker(n) = O;/(1 + pO¢) und wir erhalten die
exakte Sequenz

0 —1+p0¢ — O; — E* — 0.

Behauptung 1: N,(1 +pO¢) c 1+ pOs.

Seidafirx =1+px’ € 1+pQOg, y' := @ 1(x") und vy := ¢~1(x) = 1 + py’ € 1 + pOsr. Nach
Lemma 7.15ist {y1 =1, yp:=t,..., Yy = t7~11 sowohl eine O¢-Basis von O/, als auch
eine £-Basis von £’. Daher existieren eindeutig bestimmte 4;; € O¢ mit

p
v-yi=yi+p(yyi) =yi+p Y ajy;furalleie {1,...,p}.

j=1
Also ist die darstellende Matrix der Multiplikation mit y gegeben durch I, + pA,

wobei A = (a;j)1<ij<p € Os’’P die darstellende Matrix der Multiplikation mit y’ ist. Fiir
B:=1, +pA = (bij)1<ij< € OsP? gilt dann nach der Leibniz-Formel fiir Determinanten:

p p p

Ny(x) =det(B) = > sign(t) [ [ bieqsy = [ [ bi mod p = [ [ (1 + pa;;) mod p = 1 mod p.

765 P i1 i=0
g ——

=0 mod p,
falls t#1 Sp

Also gilt N, (1 +pO¢) c 1+ pO¢ und damit wird durch die Abbildung O A 0f -
O:/(1+p0O¢) = E* ein Gruppenhomomorphismus Ny:E* — E*, x- (1 +pO¢) - Ny(x) -
(1+pO¢) induziert.

Behauptung 2: N,: E* — E* ist die Identitét.

Sei dafiir wieder x € Og und setze y = p~1(x) € Og. Zudem bezeichnen wir mit
Xy € €[T] das charakteristische Polynom von y iiber £. Man beachte dabei, dass x,
bereits in O¢[T] liegt, da y € Og. Des Weiteren setzen wir i = y mod pO¢ € E’ und
Xy € E[T] bezeichne das charakteristische Polynom von .

Beachte: Ist y1,: £’ — £’ die Multiplikation mit y und pg: E’ — E’ die Multiplikation mit
¥, so gilt uy = Hyjo, mod pOg:. Daher ist die darstellende Matrix von pj gleich der

darstellenden Matrix von i, modulo p. Insbesondere gilt:

Xy = det(T - I, - darstellende Matrix von py)
= det(T - I, - darstellende Matrix von (¢, mod p))
= det(T - I, - darstellende Matrix von i,) mod p
=Xy mod p.
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Nach Lemma 7.15 (v) ist das charakteristische Polynom von i gegeben durch x3(T) =
TP - *. Da ¢ ein Frobenius-Lift ist, folgt damit

Xy modp=x;=T" -y =T -p(y) modp=T"-x mod p.

Wegen (-1)P*1 =1 mod p ist dann N,(x) = x mod p und T,(x) = 0 mod p, womit
Behauptung 2 gezeigt wire.

Betrachte nun den Gruppenhomomorphismus (N, - 1):0f - O, x + N")T(x) und das
kommutative Diagramm

0—1 +P05 Og)e E* 0
Lf=(N(p_1) jg=(N<p_1) ‘h:(Nw_l)
0——=1 +p05 Og* E* 0

mit exakten Reihen. Durch das Schlangenlemma erhalten wir nun die exakte Sequenz
0 — ker(f) — ker(g) — ker(h) - coker(f) - coker(g) — coker(h) — 0.
Insbesondere hat man wegen N,: E* — E* = idg- eine exakte Sequenz
0~ (1+pOe)¥e - (05N — E* — (1+pOe) (N, - 1)(1 + pO¢),

denn h ist der triviale Homomorphismus.

Behauptung 3: (1 +pOg)™ = (1+pO¢)/(Ny, - 1)(1 +pO¢) = 1.

Als erstes zeigen wir, dass (1 + pOg)Ne nur das Element 1 enthilt. Sei deshalb x =
1+px el+pOg Yy = (x") e Oggund y = 71 (x) =1 +p"y' € 1 +p'Op flir r > 1. Wie
bereits zuvor gesehen, ist die darstellende Matrix der Multiplikation mit v gegeben
durch B := I, + p"A = (bjj)1<ijp € Oc"", wobei A = (aij)1<ij<p € Oc"" die darstellende
Matrix der Multiplikation mit y’ ist. Durch die Leibniz-Formel fiir Determinanten
ergibt sich dann

p p p
Ny(x) =det(B) = > sign(t)- [[biw =]]bi modp™! =[](1+p'a;) modp™
TeS i=1 i=0 i=0
’ ——

r+1
’

=0 mod p
falls T¢15p

P
=1+p" > a; modp™'=1+pT,(x) modp™' =1 modp™!,

i=0

da, wie wir bereits zuvor gesehen haben, T,(x") =0 mod p fiir alle x’ € O¢. Wegen

(1+pO)\{1} = LA (L+p O\ +p™*0¢)) und Ny(1+p'Og) cl+p™O¢
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ist dann N, (x) # x fir alle x € (1 + pO¢)\{1} und damit (1 +pOg)Ne = {1}.

Als nichstes zeigen wir die Surjektivitat von (N, - 1):1+pOs — 1 + pO¢, was gleich-
bedeutend zu coker(N,, - 1) = {1} ist. Sei dafiir x = 1+ py € 1 + pOg¢ mit y € Og. Dann
ist aufgrund der Vollstandigkeit von O¢ auch

_ i@(—py)'l e (1+p0s).

Damit ist (N7, (x7!))nx0 eine konvergente Folge in 1+pOg¢ mit lim,, .., N (x™!) = 1, denn
Ny(1+p'O¢) c1+p+10; fiir alle r > 1.

Behauptung 4: Fur a, € (1 +pO;) gilt lim, .4, = 1 genau dann, wenn [];2,a, in
1+pO¢ konvergiert.
Da alle a, Einheiten sind, ist die Bewertung von [],_, 4, gleich O fiir alle m > 0. Zu-
sammen mit der Abgeschlossenheit von 1+ pO¢ und der Vollstindigkeit von O folgt
dann

lima,=1<VYC>0INeNVm>N: v(a,-1)>C

n—oo

< VC>0INeINVm>N: v(am—1)+v(l_[an)

m+1
< VYC>0INeNVm>N: U(Han Hﬂn)Z

n=0

< (H an) ist eine Cauchyfolge in 1 + pOg¢
= m>0
< [] a. konvergiertin 1 + pOe.
n=0

Also konvergiert insbesondere z := [T;2g Ng (x™!) in 1 + pOe.
Behauptung 5: x = 22
Es gentigt zu zelgen dass Ny(z) = N#(x71). Wir setzen z,, := ], Ni(x~!) und
wihlen fiir C>0ein N € N, sodass fur alle m>N:v(z-2zy,)>C,dh. z;lz=1+p¢y fur

ein §j € O¢. Aufgrund der Multiplikativitit von N, N, (1 +p"O¢) c 1+ p"*1O¢ fiir alle
r>1und N, (1) =1 gilt dann

Ny (zm) Ny (z) = Ny(z,'z) = 1+ p“z fiirein 2 € O¢.
Damit gilt fiir alle m > N:

m+1

0(Ny(z) - H1 N7 (x7")) = 0(Ny(2) = Ny (zm)) = 0(p< 2Ny (zm)) 2 C+ 1.
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Also ist Ny(z) = [0 N (x71) = x[T;2g Ny (x7!) = x - z, woraus schliefilich die Behaup-
tung und damit die Surjektivitdt von N, - 1 folgt.

Zusammengefasst hat man also die exakte Sequenz
1— (0N — E* — 1
und damit die zu zeigende Isomorphie. O

Definition 7.18. Der Isomorphismus Col: E* = (O3)N¢, der invers zum Isomorphis-
mus aus Satz 7.17 ist, heifst Coleman-Isomorphismus.

Korollar 7.19. Der Gruppenhomomorphismus (Of)Ne x (1+pO¢) - OF, (x,y) ~ x -y ist
ein Isomorphismus.

Beweis. Die Sequenz 0 - 1+ pOg - O} — E* - 0 ist exakt und Col: E* = (O})Ne = O}
nach Satz 7.17 ein Schnitt der Projektion Of — E*. |

Der Coleman-Isomorphismus wird uns im Folgenden noch sehr niitzlich sein, wir
wollen diesen jedoch kurz vernachlédssigen und uns stattdessen die Korpererweite-
rung £'|€ etwas genauer anschauen. Dazu bezeichnen wir mit C eine primitive p-te Ein-
heitswurzel. Wir haben bereits gesehen, dass das Polynom f(X) = (1+X)P-1-t € Og[X]
irreduzibel tiber £ ist. Damit ist aber auch trivialerweise f(X - 1) = X¥ — 1 -t irredu-
zibel tiber £. Da &' =E[H] =&[1+t]und XP -1 -t = HZ;&(X - (1+1)),ist £'[C] der
Zerfallungskorper von X? —1 -t tiber £. Alsoist £'[C]|€ Galois und damit insbesondere
auch &'[C]|E[C].

Man mache sich zundchst einmal klar, dass ganz allgemein ein diskret bewerteter
Korper (L,v) mit Uniformisierer p die primitive p-te Einheitswurzel C genau dann
enthélt, wenn p = 2 gilt. Fiir p = 2 ist ndmlich C = -1 € L. Nehmen wir umgekehrt an,
dass C bereits in L liegt, so muss wegen (¥ = 1 auch v(C) = 0 gelten. Betrachte nun das
Polynom
Xr -1
X-1

p-1 _
=X’°‘1+...+X+1=H(X—CZ),

woraus wir p = I"[p 1 (1-C%) erhalten. Somitist 1 = v(p) = Zp v(1-C"), d.h. also es exis-
tiert genaueinip e {1,...,p-1} mito(1-C0) =1. Aus 1 < v((l Co)(1+Ch)) =v(1-_30)
folgt aufgrund der Eindeutigkeit von iy entweder iy = 2ip mod p oder aber 2i; = 0
mod p. In beiden Féllen erhdlt man wegen 1 < iy < p - 1 schliefslich 2 = 0 mod p, was
p = 2 ergibt.

In unserem Fall bedeutet dies, dass entweder C kein Element von £ und &’ sein

kann oder p = 2 gilt. In beiden Fallen ist dann p -1 = [£/[C] : £'] = [€[(] : £] und damit
PR L L R R - e o (S R B o (S R (S R (SR ey

p_[gg]_ p_l - p_]. - p 1 _[E[C]S[C]]'
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Hieraus sieht man auch sofort, dass dann X” — 1 — t das Minimalpolynom von ' + 1
tiber £[(] ist und dieses daher irreduzibel sein muss.

Lemma 7.20. (i) 1- Cist ein Uniformisierer von K[C] und Ok = Ok[C] = W[(] ist in
der Bewertungstheorie vollstindig.

(i1) 1-Cistein Uniformisierer von E[C] und Ogc) ist in der Bewertungstopologie vollstindig.
Jedes Element f € Og[¢ besitzt eine Darstellung der Form f = 3,7 a,t" mit eindeutig
bestimmten Elementen a, € W[C], sodass lim,,_, .. a,, = 0 in W[(].

(iii) E[C] = Og[c][ﬁ] = ez Cut" | ¢ € K[C],lim,_o ¢, = 0,inf,ez{v(c,)} > —00}.

Beweis. Wie wir zuvor gezeigt haben handelt es sich bei K[C]|K um eine Kérpererwei-
terung vom Grad p - 1. Sei (K[(],v) die eindeutige Fortsetzung von (K, v,) nach Satz
1.24. Aufgrund der Eindeutigkeit von v ist v o ¢ = v fiir alle 0 € Gk := Gal(K[C]|K). Da
sich die Primzahl p schreiben lédsst als

-1
p:1p1+...+11+1:ii_!(1—C”): [[o(1-0)

0eGg

erhalten wir

e(K[CIK) =o(p) =v(J] 0(1-0)) = X veo(1-0) = 3, v(1-0) =[Gkl -0(1-0).

0eGg 0eGg 0eGg

Bei e(K[C]|K) handelt es sich jedoch um eine positive natiirliche Zahl mit e(K[(]|K) <
[K[C]: K] =p - 1. Also muss zum einen v(1 - C) > 1 und zum anderen

e(KICK) _p-1_,

A R R

gelten. Somit ist e(K[C]|K) = [K[C] : K] =p -1 und 1 - C ein Uniformisierer von K[C].
Nach Lemma 1.26 (iii) ist dann Ok¢j = Ok[1 - C] = Ok[C] = W[(] und wegen Lemma
1.11 auch vollstandig.

Fur (ii) folgt vollig analog zu (i), dass 1 - C ein Uniformisierer von £[C] ist und
Og(q) = O¢[C] vollstandig ist. Dementsprechend bleibt nur noch zu zeigen, dass jedes
Element f € Og[ eine Darstellung der Form f = Y, .7 a,t" mit eindeutig bestimmten
Elementen a, € W[(] besitzt, sodass lim,_,_.a, = 0 in W[C]. Wir zeigen zunichst,
dass tiberhaupt W[C][[t]] c O¢[C] gilt. Aufgrund der f-adischen Vollstindigkeit von
WI[C][[t]] lasst sich jedes Element f = },.a,t" € W[C][[t]] mit a, = ZZ;; anCk e W]
umordnen zu f = ZZ;S (2,50 @nkt™) k. Ahnlich wie zuvor definieren wir eine schwache
Topologie auf O¢[C] mit Basis offener Nullumgebungen ((1-C)"Og +t"W[C][[t]])n,mz0-
Vollig analog zu Lemma 7.2 zeigt man, dass O¢[C] bzgl. der schwachen Topologie
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vollstandig ist. Damit ergeben Reihen der Form Y, a,t" mit lim,_,_, a, = 0 in W[C]
tiberhaupt einen Sinn und wir konnen diese beliebig umordnen. Sei nun f € O¢[C],
d.h. es existieren fi = ¥,z aut" € Og mit

p-2 p-2 p-2
S S Y- 3 (zankck) S
k=0 k=0 nezZ neZ \k=0 neZ.
—_——

=1, W[(]
Fiir die Koeffizienten g, gilt dann

v(a,) > min{v(axC*) |0 <k<p-2}
= min{e(K[C]|K)v,(au) +ko(C) |0 <k<p-2}

=min{(p-1) v,(aun) |0<k<p-2} 5 .
——

n——oo

—_— 0

Ist insbesondere f = 0, so muss f; = 0 fiir alle k € {0,...,p - 2} gelten, denn O¢[(] ist
ein freier Ogz-Modul vom Rang p - 1. Aufgrund der eindeutigen Schreibweise von fi
in Og muss a, = 0 und damit auch a, = 0 fiir alle n € Z gelten.

Nach (i) und (ii) ist 1 - C ein Uniformisierer von £[C] und K[C], d.h. £[C] = Og[c][ﬁ]
und K[C] = Ok(q [117] Vollig analog zur Vorgehensweise nach Definition 7.11 erhalt
man

€[C] = Oerq [117] = {%Cnt" | cu € K[C], lim c, =0,inf{o(c,)} > —oo},

wobei man den dortigen Uniformisierer p durch den neuen Uniformisierer 1 - C
ersetzen muss. O

Bemerkung 7.21. Da E’' 2 k((t,)) = k((#')) und Og = Og[t'] ein p-Cohen-Ring von E’ ist,
folgt in absoluter Analogie:

o Ogp =0 [C] ={X,czant™ | a, € W[C],lim,,_,_c a2, = 0};
o &'C]={X ez cnt™ | cy € K[C],1im,, o ¢, = 0,inf,cz{v(c,)} > —00}.

Mit dieser eindeutigen Darstellung der Elemente von £[C] und £'[C] konnen wir
analog zur Abbildung d:& — Qg¢x die Abbildungen

d
dg[C] g S[C] -dt = QS[CHK[C]/ g d—jtr -dt
und

l4 4 ! d A
d:&'[C] = &'[C)-dt = Qeqiig, f d_ij ~dt
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definieren. Wir wollen uns nun verdeutlichen, dass die Galoisgruppe G := Gal(£’[C]|E[C])
auf Qg durch o(f - dt’) := o(f) - do(t') operiert. Die Operation von 1 ist dabei
offensichtlich trivial. Da £’[C] der Zerfdllungskorper von X? — 1 — ¢ ist, zerfdllt dieses
Polynom komplett in Linearfaktoren

p-1

XP—1-t=[[(X-C"(1+¢)) = [[(X-0(1+F)).
n=0

0eG

Somit erhdlt man einen Gruppenisomorphismus x:G - Z/pZ, welcher durch o(1 +
t") = Cx@)(1 + ') charakterisiert ist. Daher gilt o(#') = CX(®)(1 + ') — 1 fiir alle 0 € G und
man erhdlt dadurch

N do(t , d
dU(t):%dt Z%

Sind nun 7,0 € G, so hat man fir f € £'[C] schlieflich

w(o(f ) = 2(o(f) -do(t)) = 1(E o (f) -t
= T(CO)Toa(f) dr(t) = COTO(zo0)(f)
- QOO (o 0) (Nt = (To0)(F)C) - d
- (1o0)(d(zo0)(t) = (oa)(fdt).

Also operiert G auf Qg/(¢jk(¢) und die Operation ist wegen oy, , = idg[q) flir alle 0 € G
auch £[(]-linear.

(O +t)-1)-dt' =X .aq¢'.

Mittels der kanonischen G-Operationauf £'[C]istd: £'[C] - Qgr[cyk() sogar G-dquivariant.
Dazu miissen wir zundchst zeigen, dass jedes o € G bzgl. der schwachen Topologie
auf £'[(] stetig ist. Dafiir gentigt es die schwache Stetigkeit von o L Og/[C] = O[]

zu beweisen. Fiir 0 = id ist die Stetigkeit trivial. Sei deshalb ¢ # id und fiir n,m > 0
setzen wir U := (1-0)"Og [C]+ ™™ W[C][[#']]. Dann gilt wegen o (#') = LN + (x(9) -1
schliefdlich

o(U) =0(1-0)"0(Og[C]) +a(t')"™a(WIC][[¥']])

c (1-0)"0g/[C] + (X + T - 1) WIC][[]]
- (1-0)"0s[C] + (Z (” *].m)cﬂ@ft'f(cm - 1)“%]‘) WICI[#]]
j=0
c (1-0)"0[C] + (T - 1)"WIC][[¢']] + " WIC][[¥']]
c(1-0)"0a[C]- (1= 4  +C+1)"O[C] +"W[T][[H']]
c (1-0)"Og[C] + " WIC][[']],
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woraus man die schwache Stetigkeit von ¢ erhélt. Sind nun f = Y, ., c,t"" € £'[C] und
o0 € G, so gilt wegen der schwachen Stetigkeit von o schlieSlich

do(f))=d[ > cna(t’)”) - (Z cnna(t’)”‘lw) -y
nez nez dt’
=0 %cnnt’"l) dad# dt' =0 (%) ~do(t")
=0 Z—z -dt’) = a(df).

Aufgrund der Gleichung ¢ = (1 + )P — 1 ergibt sich

_ﬁ /_d((1+t,)p_1) ’_ n\p-1 /
dt = T dat’' = o at' =p(1+ )P .dt

und wir erhalten den kommutativen Wiirfel

(fdtes fdt)
Qeix Qerqka (7.22)

=),
d= )4 | (f'dt’_’f%'dt/) /
di= 4 (-)dt

|
: &[] (fdtmsf 2 dt")
|
|

Qe-—=-=="—|--—---- > Qe[

dimdy ()t 7 /
- Gomtl ()t

E- E'C]

Lemma 7.23. (i) (Qeqkie))© = Qerqxia

(i1) Die Abbildung tr:Qeqkig = Qe[qikicy W = Ygec 0(w) schrinkt sich zu einer &-
linearen Abbildung tr:Qgenx — Qg|x ein.

Beweis. Wir haben schon zuvor gesehen, dass dt = p(1 + #/)P~! - dt' und damit auch

dt At p(lerylede dr
p(1+t) p(l+t)y  p(l+t)y 1+t

Um (i) zu beweisen, zeigen wir die folgende Kette von Inklusionen

1
(Qerie)© © (;; Z(:;G ) Qerqie € Qerari € (Qerxia)©-
o€
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Die erste Inklusion ist dabei leicht zu sehen, denn fiir x € (Qe/[¢)kp))© istx = % Yo 0(X).
Fiir die zweite Inklusion wenden wir % Y.sec 0 aufein f-dt’ € Qeigk(q an:

120(f.dt’):1Zg(f).d0(tl):1zg(f)cx(d)_dt/
P ocG P oG 0eG
1 (o , dtl
:I;G;;G(f)c ( )(1+t)-1+t,

=0(1+t)

= (% Y o(f-(1+ t’))) 1 At € Qerqxg-

oeG p(l + t)
———
e(&'[L])e=€[] eg[c]

Damit bleibt nur noch die letzte Inklusion zu zeigen. Wenden wir dafiir o € G auf ein
f -dt € Qg an, so erhalten wir

o(f -dt) = o(fp(L+ £y -dt') = o(Hpe@FD (L + £y do(t')
=cx(0) gt

=o(f) X OPp(1+ ')y Ldt = f-dt,
—_—
=f =1 —dt

womit die Gleichheit gezeigt wire.

Fiir (if) wollen wir zundchst zeigen, dass fiir ein g € £’ die Summe ) .;0(g) be-
reits in & liegt. Da £'[C] = (€[C])[1 + t'], existieren fiir f € £'[(] eindeutig bestimmte

forevos fr-1 €E[C] mit f = Zf;olﬁ(l +1)  und es gilt

Y o(f)= ¥ Ro(fa(1+) - £ O +0) =3 (Z:O(Ci)k)ﬁ(l Y =p
=0 fiir i#0

Istnun g = Zf:ol fi(1+t") € &', soliegen alle fy, ..., f,-1 bereitsin £, da {1, (1+#),..., (1+
t")P~1} sowohl eine £[C]-Basis von £’[(], als auch eine £-Basis von £’ ist. Also liegt fiir
g € &' die Summe Y., .c0(g) =p - fo in £. Damit erhalten wir fiir g € £ schlieSlich

tr(g-dt') = Y a(g) -do(t) = ¥ o(Q)C) -dt = ¥ a(g)c@ (1 +#) -
oeG 0eG oeG (1 +t )
= (o;;o(g- (1+ t’))) P(11+ ) -dt € Qg
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Lemma 7.24. (i) Schreibt man f = ¥!_ ﬁ(l +1) e & = E[1+ ] mit fy,...f.1 € E wie
oben, so gilt
t?"(f : dt,) = fp—l ~dte&-dt = Qg|K.

Insbesondere ist dann wegen Ogr = Og[1 +t'] auch tr(Og: - dt') c Og¢ - dt.
(ii) tr: Qe — Qg ist stetig bzgl. der schwachen Topologie.
Beweis. Zu (i): Fur f = Zfz_olfi(l + 1) mit f; € € gilt:

tr(f-dt'’)y=> o(f-dt') = pzlfi Y o(1+t) -do(t)

oeG i=0  0eG
- Zﬁ (Z(C“)X“))(l +) -t
i=0 oeG
=0 fur i#p-1

= fap(L+ )P 1edt' = f, - dt.
Fiir (ii) zeigen wir zunéchst
(@) tr(W[[t']]-dt') c W[[t]]-dt;
(b) ¥n,m>03IM >0: tr(tMW[[t']]-dt') c (p"Og + t"W[[t']]) - dt.

Ahnlich wie im Beweis von Lemma 5.2 zeigt man, dass sowohl W[[t]] als auch W[[#']]
separiert und vollstandig bzgl. der p-adischen Topologie ist. Betrachtet man nun die
Restklassen mod p von (1+#)mit0 <i<p-1,sobilden diese nach Lemma 1.26 eine
Basis der Erweiterung k[[#']]|k[[¢]]. Fiir ein f € W[[#']] existieren dann fy; € W[[¢]] mit
0<i<p-1undein f e W[[#']] mit

p-1 ,
f= gfoi(l +1) +pfi.

Genauso existieren fi; € W[[t]] mit 0 <i<p-1und ein f; € W[[t']], sodass

f= ZO:fOz(l +t') +pfi = me(l +t') +P(th(1 +t) +sz')

S (e )1+ )+

Induktiv erhalten wir fiir n € IN Elemente fj; e W[[t]] mit0<i<p-1,0<j<nund
fre W[t']] mit

ig(prfﬂ) A+ 1Y+ pif,
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Aufgrund der p-adischen Separiertheit von W[[#']] und der p-adischen Vollstandigkeit
von W[[t]] und W[[#']] gilt dann

p=1f oo oopl ,
= (zpffif)u ey =Sy
izo \ j=0 iz0
———
=:fieW[[t]]

Da auch W([t]] p-adisch separiert ist und die Restklassen mod pvon1, (1+t'),...,(1+
t")P~1 eine Basis von k[[#']]|k[[¢]] bilden, ist die obige Summendarstellung sogar ein-
deutig. Also bilden 1, (1 +#),...,(1+#)P~! auch eine Basis von W[[#']]|W][[t]]. Wegen
(i) ist damit tr(f - dt') = f,_1 -dt e W[[t]] - dt.

Fiir (b) seien n,m > 0 zwei beliebige natiirliche Zahlen. Wir setzen M := p(m +n) > 0
und wihlen ein f = Mg e MW[[#']] mit g € W[[+']]. Wegen t = (1 +#')P - 1 kénnen wir
t” schreiben als 7 = t + px, wobei x = — > ()¢ € WI[#]]. Damit lasst sich f wie
folgt zerlegen:

f=tMg= ()" g = (t+px)"g

(B )

1

i=0
n m+n
_pm (Z (m : n)tn—i(px)i) gy ( 5 (m :F n)tm+n—ipi—nxi) g
i=0 i=n+1
=h eW[[#']] =hyeW[[¥']]
=t"hy + p"hy.

Aufgrund der eindeutigen Summendarstellung in £’ = £[1 + #'] ist tr £-linear. Zusam-
men mit (a) folgt dann

tr(f-dt'") =t"tr(hy-dt") +p'tr(hy-dt') e (t"W[[t]] +p"WI[t]]) -dt c (F"W[[t]] +p" O¢) - dt,

womit auch (b) gezeigt wére.

Um die Stetigkeit von tr zu zeigen, wéhlen wir eine offene Menge U - dt c Qgx
und f -dt' € tr~*(U - dt). Dann existieren fiir jedes k > 0 natiirliche Zahlen n,m > 0 mit

tr(f-dt') + p™*(p"Og + t"W[[t]]) - dt c U - dt.

Wahlen wir M € IN wie in (b) und setzen Ufﬁ = p*(p"Og + tMWI[t']]), so gilt
schliefdlich
tr(f-dt' +US) - dt') = tr(f-dt') + p*(p"tr(Ogr - dt') + tr(E™MW[H]] - dt'))
ctr(f-dt') +p*(p"Og - dt + t"W[[t]] - dt)
cU-dt.
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Also ist tr~1 (U - dt) offen in Qg und damit tr: Qgx — Qg |k stetig bzgl. der schwachen
Topologie. |

Lemma 7.25. (i) Die Abbildung ¢:Qenx — Qg f-dt' = @(f) -do(t') bildet isomorph
aMngu( c Q5'|K ab.

(ii) Fiir u € E* gilt:
(tro @) (diog(Col(u))) = diog(Col(u)),
wobei djpg: £* — Qg f f‘li—{ dt

Beweis. Wir haben bereits zuvor gesehen, dass ¢: £’ — £’ isomorph auf £ c £ abbildet.
Aufierdem ist ¢(t') = t, womit schliefilich die gewtinschte Isomorphie folgt. Fiir (if)
wollen wir zunédchst zeigen, dass die folgenden Aussagen gelten.

(@) p o =4 0¢als Abbildungen von £ nach &, denn fiir a € W,n € Z gilt
m m-1 n-1 d n d m
0 (55" = plant™) =np(@) = L (pl@)r") = 5 (plat"),

(b) Furd, : ™" - Qe f 1Y 7 -dt giltd) = dje, denn fiir f(t) € £* ist

log|

B f) = IO g pr O g 10y ),

Wir schreiben daher auch einfach dj,, anstatt d;_ .

(c) Fir f,g € & gilt diog(fg) = diog(f) + diog(g), denn

Bug(£9) = ()10 () - = (f) (520 + £38) ar = f 19 198 gy
= diog(f) + diog(8)-

(d) Fir 0 € G gilt dipg 0 0 = 0 0 dy, als Abbildungen von £ nach Qgk, denn fiir
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f=Ypezant™ €& ist

o(dug(f)) = 0 ( f‘lg -dt’) —o(f o (% 3 ant’”) do(t)

neZ

=a(f) 'Y anno(t’)”‘l) X gy

neZ.

=0(f) Y anl @1+ #) - 1)"—1) dt’

neZ.

o) Ve (@O ) - 1)“) d

nezZ.

oty (£ am(t')") ar

neZ

= a(f)—ld‘;—g) ~dt' = digg(o(f))-

(e) Ng/[c]‘g[c]lgl = Ngije, denn {1, (1 +t'),..., (1 +#')P~1} ist sowohl eine £[(]-Basis von
&'[C], als auch eine £-Basis von £'.

Damit folgt schliefilich fiir alle u € E*:

tr(e " (ding(Col(u)))) = tr (gp—l (Col(u)—ldc‘;# -dt))
_ 4 ((p—l(col(u)‘l)f/f1 (dC(;—lt(u) 'dt))
D 4 ((pl(COZ(”)l)(Pl (dcfi—lt(u)) 'dt')

@ 4y ((pl(COZ(u))I%(pl(Col(u)) -dt’)
= tr(diog (@~ (Col(u)))) = D 0(diog (" (Col(u))))

0eG

DS diog (a(9 (Col(11)))) < diog (1‘[ a(qo—l(cOz(u))))

0eG oeG

~

= diog (Nevfeyierc) (@7 (Col(1)))) 2 diog(Nere 0 9 (Col (1))
= djog(Ny(Col(u))) = diog(Col(u)).

Lemma 7.26. (i) Fiir ' € Qg gilt: resg/(w') = resg(tr(w’)).

(i1) Fiir w € Qg gilt: resg:(w) = p - rese(w).
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Beweis. Wir zeigen zuerst (ii) und schreiben dafiir w = (X,,cz cut") - diogt = wo + Co - diogt
mit wq := (Znez\ (0 cat") - dipgt. Wir haben bereits im Beweis von Satz 7.13 gesehen,
dass resg(wp) = 0, denn wy liegt im Abschluss des Bildes von d:& — Qg¢x. Aufgrund
des kommutativen Wiirfels 7.22 liegt wg € Q¢jx = Qg/x auch im Abschluss des Bildes
von d:&" — Qgx. Wegen der Stetigkeit von resg: ist somit auch resg(wp) = 0. Aus der
K-Linearitét von resg und resg folgt damit resg/ (w) = coresg (diogt) = resg:(diogt) -ress (w)
und es geniigt dementsprechend resg: (djoet) = p zu zeigen.

Um das Residuum von d;,.t zu berechnen, versuchen wir zunéchst dj,,t etwas umzu-
formen:

diggt =t dt =t 'p(L+ ¢/ dt =p(L+#)P -1) 1A+t )P -dt.

Des Weiteren schreiben wir
Lo(p
t=(1+t)y-1=) (n)t’” =t"(1+pa),
n=1

mita = % ZZj (M)t € Ogr. Wie bereits zuvor gesehen ist dann (1+pa) ! = Y10 (-1)*(pa)* €
1+ pOg¢. Fassen wir nun alles zusammen, so erhalten wir

diogt = pt (1 + )71 -dt = p(t) P (1 + pa) 1 (1 + )Pt

() (G0 ) Ay it

k>0

~

Z:ZreZth,r
Wegen a = %Z,’E (P, (1 + ¢yt = Y70 (7)) und der Definition der Multipli-

kation auf Og ist dann aus Gradgriinden a, = 0 fiir alle » > 1 und a9 = (ij) = 1.
Dementsprechend ist

reser(diogt) = resg: (p (Z art’r) ~dlogt’) = pag = p.

reZ.

Fiir (i) schreiben wir ebenfalls @’ = u’ + ¢ - djpgt’ mit u’' = (¥, (0y Ant™) - diogt’ und ¢ =
resg/(w'). Wie bereits zuvor gesehen, liegt u’ im Abschluss des Bildes von d:£" - Qg
d.h. es existieren u’, € & mit lim, ., d(u',) = u’. Wegen der Stetigkeit von resg: ist
damit resg (1) = 0. AuBlerdem ist wegen der G-Aquivarianz von d: &’ — Qg auch

d(z G(f)) =2 d(o(f)) = 3] o(df) = tr(df)

0eG oeG 0eG
fiir alle f € £’. Mittels der Stetigkeit von tr: Qg x — Qg x nach Lemma 7.24 folgt dann

tr(u') = tr (%Ln; d(un)) = lim #r(d(u,)) = lim d (Z a(un)) :

oeG
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Im Beweis von Lemma 7.23 haben wir bereits gesehen, dass ). 0 (u,) ein Element von
£ ist. Also ist aufgrund des kommutativen Wiirfels 7.22 tr(u’) im Abschluss des Bildes
von d:£ - Qg k. Wegen der Stetigkeit von res¢ folgt damit schliefSlich resg (tr(u’)) = 0.

Als néchstes mochten wir uns kurz klar machen, dass t invariant unter N,, ist. Werten
wir ndmlich das Polynom

XP-1-t=][(X-0(1+1t))
oeG

an der Stelle 1 aus, so erhalten wir

t=-— Il(l ~o(1+t)) =~ Il—o(t’) = (-1)r+! l—ga(t’)
= Negerq) (1) = Nene (@71 (£)) = Ny ().

Fiir tr(d;,et') ergibt sich damit

tr(digt’) = Y 0(diogt’) = Y diogo (') = diog (]‘[ a(t’)) = diog(Ny (£)) = diogt.

oeG oeG 0eG

Also gilt aufgrund der K-Linearitdt von resg schlieflich

resg(tr(w')) =resg(tr(u')) +c-resg(tr(dipgt')) = - resg(dipgt) = c = resg(w').

Lemma 7.27. Fiir w € Qg ist resg(tr(p~(w))) = ¢~ (resg(w)).

Beweis. Seiw = f -djoot € Qe mit f =3, 7 c,t" € £. Aus Teil (a) im Beweis von Lemma

7.25 erhilt man
P @) = @7 (f) diogp™ (1) = 97 (f) - diogt,

was wegen ¢~ 1(f) = X,z ¢ (c,)t" schlieBlich resg/ (1 (w)) = @ 1(rese(w)) liefert.
Zusammen mit Lemma 7.26 folgt dann

rese (tr(p~' (w))) =rese (9™ (w)) = @7 (rese (@)

Satz 7.28. Fiir x € £, u € E* und m > 0 gilt:

res(@™(x) - diog(Col(u))) = @™ (res(x - diog(Col(u)))),

wobei wir wie zuvor res = resg schreiben, wenn der Grundkorper zweifelsfrei feststeht.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber m > 0, wobei der Fall m = 0
trivial ist. Fiir m = 1 betrachten wir zunédchst die Gleichung

@ (res(@(x) - diog(Col(11))) 27 res(tr(p~ (@ (x) - diog (Col(11)))))
= res(tr(x- @~ (dwg(Col(u)))))
= res(x- tr(@~ (dg(Col(u)))))
72 res(x - diog(Col(u))).

Wendet man nun ¢ auf die Gleichung an, so hat man den Fall m = 1 bewiesen. Wir
nehmen also nun an, dass die Behauptung fiir ein m > 0 gilt. Dann folgt schliefSlich

" (res (x-dig(Col (1)) = p(" (res(x - diog (Col (1))
2 (res(@" (x) - diog(Col (1))
= res(" 1 (x) - dipg(Col(u))),

wobei die letzte Gleichheit analog zum Fall m = 1 gezeigt wird. |

7.5 Der Gruppenisomorphismus 5¢

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, zundchst eine gewisse Abbildung 6¢:O¢ —
Hom®"-(Gg,Z,) zu konstruieren. Wie wir spater sehen werden, faktorisiert die von
uns konstruierte Abbildung ¢ sogar tiber einen Gruppenisomorphismus 6¢: Og /(¢ —
1)O¢ — Hom™"-(Gg, Z,). Dabei seien die Bezeichnungen wieder wie zuvor:

e E 2 k((t)) ein vollstandiger, diskret bewerteter Korper der Charakteristik p mit
perfektem Restklassenkorper k;

o Gg:=Gal(E*?|E) = Gal(E™|E);

o Repcz":t'(GE) = Kategorie der stetigen, Z,-linearen Gg-Darstellungen auf endlich
erzeugten Z,-Moduln;

o OY = Kategorie der etalen p-Moduln M tiber Og;

o Hom®"-(Gg,Z,) = Gruppe der stetigen Charaktere, d.h. stetigen Gruppenho-
momorphismen x:Gg - Z,. Die Gruppenoperation ist dabei die punktweise
Addition der Charaktere. Aufgrund der Kommutativitdt von Z, ist dadurch
auch Hom®"(Gg, Z,) eine abelsche Gruppe.

Fiir einen stetigen Charakter y € Hom®“"(Gg, Z,) konstruieren wir eine stetige Z,-
Darstellung wie folgt:
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o V, = sz = Z,e1 ® Z,e; als unterliegender Z,,-Modul;

o Gex V-V, (0,ae; +Ber) — (a+ x(0)B)er + Pes.

Diese Abbildung definiert aufgrund der Homomorphieeigenschaft von x eine Grup-
penoperation von Gg auf V,. Diese Gruppenoperation ist auch noch stetig, da y stetig
ist und Z, ein topologischer Ring ist. Dadurch haben wir mit V, eine stetige, Z,,-
lineare Gg-Darstellung konstruiert, deren unterliegender Z,-Modul frei vom Rang 2
ist.

Fiir x, x' € Hom“"-(Gg, Z,) schreiben wir V, ~ V,,, falls ein r € Z, existiert, sodass
YV, - Vi, aey + fey — (a+ 118)(31 + ey ein Isomorphismus in Rep“zf:t‘(GE) ist. Man
sieht dabei sofort, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf den durch x € Hom®"-(Gg, Z,)
definierten Darstellungen bildet. Betrachtet man nun Z, ¢ Repcz":t'(GE) als freien Z,,-
Modul vom Rang 1 mit der trivialen Gg-Operation, so existiert eine exakte Sequenz

ar-aep aey+fey—f

0—>Zp

v, z,—0

in Rep%“' (Gg). Daher bezeichnet man V, auch als die durch y bestimmte Erweiterung
von Z, und Z,.

Lemma 7.29. (i) Ist V « Repcz":t-(GE) und sitzt V in einer exakten Sequenz 0 — Z, EN
v Z, ~ 0in RepZ™(Gg), so gilt:
(a) V ist frei vom Rang 2 iiber Z,; ist e; € V mit g(e;) = 1 und ey := f(1), so ist ey, e;
eine Z.,,-Basis von V.

(b) Fiir alle o € G existiert genau ein a(o) € Z, mit o -e; = a(0)e; + ey; die Abbildung
a:Gg - Z,, 0 = a(0) ist ein dabei ein stetiger Charakter.

1 — / cont.
(c) Esgilt V=V,in Repz’ (Gg).
(it) Sind x,x' € Hom®"(Gg, Zy), sodass Vy ~ Vs in Repz"(Ge), so gilt bereits x = x'.
Beweis. (a)istklar, da1ein Erzeuger von Z, ist und die Sequenz 0 — Z, ERVER Z,—0
exakt ist. Fiir (b) wahlen wir ein beliebiges o € G. Da Gg trivial auf Z, operiert, ist

g(o-ex) =0-g(e2) = g(ez). Alsoliegt 0-e,—e; inker(g) = im( f). Aufgrund der Injektivitat
von f existiert genau ein a(o0) € Z, mit f(a(0)) = 0 - e, - e;. Damit erhalten wir

0-e2= f(a(0)) +e2 = a(0)f(1) + e = a0)er + ez
Seien nun ¢, T € G. Dann gilt wegen der trivialen Operation von G auf Z,:

(too)-ea=1-(0-6) =7(a(0)e; +e) =a(o)t-e1 + Tey
=a(o)t-f(1)+a(rt)er+ex=a(o)f(1-1) +a(t)e; + ez
=(a(7) +a(0))er +es.
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Durch die Eindeutigkeit von a(t o ¢) ist damit schliefSlich a(t 0 0) = a(7) + a(0), d.h.
o € Hom(Gg, Z,).

Wir bezeichnen mit p: G x V - V die Gruppenoperation von G auf V, welche nach
unseren Voraussetzungen stetig ist. Wir wollen nun zeigen, dass dann auch a: G¢ - Z,
stetig ist. Sei dafiir U c Z, offenund o € a~!(U). Dann ist aber auch Uy := Ue;+Z,e; c V
offen in V mit ¢ - e, = a(0)e; + e, € Uy. Damit ist (0,e,) ein Element der offenen Un-
termenge p~!(Uy) von Gg x V. Es existieren also offene Untermengen H, c Gr und
W, c V mit (0,e;) € H, x W, c p~}(Uy). Damit ist aber insbesondere

T-ey = a(T)e; + ey € Uy = Uey + Zye, fiir alle 7 € H,,
d.h. a(7) € U fiir alle T € H,. Auf diese Weise lasst sich dann

W= U H

oea~1(U)

als Vereinigung offener Mengen schreiben und ist somit selbst offen. Also handelt es
sich bei a sogar um einen stetigen Charakter, d.h. &« € Hom®"(Gg, Z,).

Damit wir V als V,, auffassen konnen, miissen wir zeigen, dass a unabhéngig von
der Wahl von e, € V mit g(e;) = 1 ist. Sei also auch €, € V mit der Eigenschaft
g(e5) =1 = g(ez). Damit liegt e} — e, in ker(g) = im(f) und es existiert ein z € Z, mit
eb—e, = f(z) =zf(1) = ze;. Damit gilt aber auch fiir ¢, ebenfalls

o-e,=0-(ze;+e) =(z+a(o))e; +e; =a(o)e; + (zeg +e2) = a(o)e; + 65,

dh. V=V,

Fiir (i) seien x, x’ € Hom®“"(Gg, Z,) mit V, ~ Vv und 9V, - V. der zugehori-
ge Isomorphismus. Ist nun o € G, so gilt einerseits

Y(o-e)=1v(x(o)er +e2) = (x(o) +r)er +ex
und andererseits
Y(o-e)=0-P(ex) =0-(re; +ex) = (r+ x'(0))er +ex.

Daraus folgt schliellich x (o) = x’(0), was aufgrund der beliebigen Wahl von ¢ € G zu
x = x' fihrt. O

Auf quasi umgekehrte Weise konstruieren wir fiir ein Element a € O¢ einen etalen
@-Modul (D,, g,) € CD%S wie folgt:
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o D, := 0% = Oge; ® Oges als unterliegender Og-Modul;

o 9D, > D,, ae; + Bex — (p(a) + p(B)a)er + @(B)ex.

Damit ist (D,, g,) offensichtlich ein ¢-Modul und nach Lemma 6.4 auch etal, denn die
darstellende Matrix von g, bzgl. der Basis (ey, ;) ist ((1) a ) € GLy(O¢).

Fir a,b € Og schreiben wir D, ~ D,, falls ein r ¢ O existiert, sodass ,:D, —
Dy, aey + fey — (a + 1B)er + Per, ein Isomorphismus ist. Man sieht dabei wieder so-
fort, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf den durch a € O¢ definierten etalen p-Moduln
bildet. Bezeichnet man mit O¢ := (Og¢, @) € q)%g den trivialen p-Modul iiber O, so gibt
es in @ die kurze exakte Sequenz

a—aeq aey+fer—p

0—>Og Da (95—>0

Lemma7.30. (i) Ist D = (D,g) € ®F_ und sitzt D in einer kurzen exakten Sequenz
0~ ¢ = D % O — 0in O, s0 gilt:

(a) D ist frei vom Rang 2 iiber Og; ist nimlich e, € D mit G(e;) = 1 und e; := F(1), so
ist (eq,e;) eine Og-Basis von D.

(b) Es existiert genau ein a € Og mit g(ey) = ae; + es.
(c) Esgilt D = D,.

(ii) Sind a,b € Og, so gilt:
D,~Dy<=a-be(p-1)0¢ ={p(a) —a|aeO¢}.

Beweis. (a) ist wieder klar, da 1 ein Erzeuger von O ist und 0 - O LEpS O -0
eine kurze exakte Sequenz ist. Fiir (b) betrachten wir G(g(e2)) = Gog(e2) = poG(ez) =
@(1) =1 = G(ep). Daher liegt g(e;) — e, in ker(G) = im(F). Aufgrund der Injektivitdt
von F existiert genau ein a € Og mit

g(ex) =F(a) +e, =aF(1) + e, = ae; +es.

Damit wir D als D, auffassen kdnnen, miissen wir dhnlich wie zuvor zeigen, dass a4
unabhéngig von der Wahl von e, € D mit G(e;) = 1 ist. Sei also €}, € D mit G(e}) =1 =
G(ep), d.h. €} — e, liegt in ker(G) = im(F). Somit existiert ein a € Og mit e}, —e, = F(a) =
aF(1) = ae;. Daher gilt auch fiir é:

og-és=c(aer+ey) = (a+a)e; +e, =ae; + (ae; +ey) = aey +é).

Also ist a € O¢ unabhéngig von der Wahl von e, € D mit G(e;) = 1 und somit D = D,.
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Fiir (if) zeigen wir zuerst die Hinrichtung und nehmen an, dass D, ~ D, gilt. Be-
zeichnen wir mit ¢,: D, — D, den zugehorigen Isomorphismus, so gilt einerseits

8y o Pr(e2) = gu(rer +e2) = (p(r) + b)er + e

und andererseits

v o Pr(e2) =Py 0 ga(er) = P,(aer +e2) = (a+1)er +es.
Daraus erhélt man schlieflicha-b=@(r)-r=(p-1)(r) € (¢ - 1)O¢.

Fiir die Riickrichtung sei v € Og mit (p—-1)(r) = a—bund setze ¢,: D, - Dy, (a1 +fez) —
(a + rB)eq + Pep. Damit ist 1, offensichtlich ein Isomorphismus von Og-Moduln. Au-
erdem gilt

(p(a) +ap(B))er + p(B)e2)

a) +ap(B) +rp(B))er + p(B)e

= (p(a) +bp(B) + p(r)e(B))er + p(B)e:
= (p(a+1B) +bp(B))er + p(B)e

= gv((a +1B)er + Pez)

= gy o P,(aer + fer).

Py o ga(aer + fer) = ¢,
= (¢

—_ o~ o~ N

Also ist 1, sogar ein Isomorphismus von etalen p-Moduln und damit D, ~ D, m]

Wie bereits in Kaptitel 6, Satz 6.8, gesehen, sind ID: Rep%t' (Gg) - CD%E und V: CD%g -
RepCZ":t' (Ge) zueinander inverse, exakte Aquivalenzen von Kategorien mit

O = (0p)F = (Og ®2, Z,)°F =D(Z,)
a~a®l
Q< @eid
und
Z, = (0g)?™! 2 (Og ®0, O¢)?™" = V(Op).

a—a®l
o< o®id

Fiir ein a € O¢ sei (D,, g,) der zuvor konstruierte etale p-Modul. Dieser sitzt in der
exakten Sequenz 0 - O - D, - Og — 0. Aufgrund der Exaktheit von V und der
obigen Identifikation erhalten wir die kurze exakte Sequenz 0 -~ Z, - V(D,) - Z,, -
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0. Nach Lemma 7.29 existiert genau x, € Hom®"(Gg, Z,) mit V(D,) = V,,. Da yx,
eindeutig ist, konnen wir die wohldefinierte Abbildung

0g: Og - Hom*“"™ (Gg, Z,), 0~ Xa,

definieren.

Ist auf der anderen Seite y € Hom“"(Gg,Z,) und V, € Repw”t (Gg) die zuvor kon-
struierte stetige Z,-Darstellung tiber Gg, so sitzt diese in der kurzen exakten Sequenz
0-2,-V,~ Zp — 0. Aufgrund der vorherigen Identifikation von ID(Z,) = O¢ und
der Exaktheit von ID erhalten wir die kurze exakte Sequenz 0 - Og - ID(V,) - O¢ -
Og - 0. Nach Lemma 7.30 existiert auch hier genau ein a, € O¢ mit ID(V) = D, .

Unser ndchstes Ziel ist es nun herauszufinden, dass 6¢ sogar durch (¢ — 1)O¢ fak-
torisiert. Dafiir miissen wir uns aber zundchst noch etwas genauer mit (¢ — 1) und
den von uns konstruierten Z,,-Darstellungen und etalen ¢-Moduln beschiftigen.

Lemma 7.31. Die Z,-lineare Abbildung (¢ —1): Og — Oy ist surjektiv. Insbesondere existiert
fiirallea € Og ein a € Ox mit (¢ —1)(a) = -a.

Beweis. Da (¢ - 1) Z,-linear ist, konnen wir die Reduktion modulo p betrachten, d.h.
(p—1):E? - Es%, x »xP —x.Seinuna e Oy, d:=a+pOg e E% und f(X):=XP -X-ae
Es?[X]. Wegen L f(X) = -1 ist f separabel und damit existiert eine Nullstelle a, € E*
von f. Sei ay € Og sodass ay mod pOg = . Also ista modp =a = (¢ - 1)(ap) =
(p - 1)(ap) mod p, d.h.. es existiert ein a; € O mita = (¢ — 1)(ap) + pa;. Induktiv
erhalten wir dadurch a,,, a4, € Oz mit

n

a=>p(g-1)(a)+p" a1 = (@ -1) (Z piai) + " .
pary

=0
Da O vollstiandig ist, konvergiert a := Y7 p'a; in O und zusammen mit der Stetigkeit
von (¢ — 1) folgt schliefllich (¢ - 1)(a) =a. O

Lemma 7.32. Seia € Og und a € Og mit (¢ —1)(a) = —a wie in Lemma 7.31. Dann ist
Xa:Gg = Z,, 0 = (0 -1)(a) ein wohldefinierter, stetiger Gruppenhomomorphismus, welcher
nur von der Restklasse a + (¢ — 1)Og € Og /(@ — 1)O¢ abhiingt.

Beweis. Zunéchst einmal miissen wir die Wohldefiniertheit von x, zeigen, d.h. (¢ -
1)(a) € Z, fur alle 0 € Gg und die Unabhéngigkeit von der Wahl eines a € Og. Man
erinnere sich daran, dass ¢ mit jedem ¢ € Gz kommutiert und betrachte die Gleichung

p((0-1)(@)) =p(o(a) -a) =p(a(a)) - ¢(a)
=o(p(a)) -o(a) +o(a) - ¢(a)
=o(p(a) -a)+o(a) - (a) =o(-a) +o(a) - p(a)
=-a+o(a)-¢(a)=p(a)-a+o(a) - p(a)
=(c-1)(a).
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Also liegt das Bild von x, in Z,, denn fiir jedes 0 € Gg ist x,(0) = (0 - 1)(a) €
(Og)?=! = Z, nach Lemma 6.5. Sei nun € Oz mit (¢ - 1)(B) = -a = (p - 1)(a), d.h.
a-pe(0) =Z,. Wegen Z,, c O¢g und 0|, = ido, fiir alle o € G ist dann aber

Xa(0) = (0 -1)(a) = (0 -1)(a-B) +(c = 1)(B) = xp(0)-

Also hangt x, nur von a € Og ab und ist somit wohldefiniert. Die Homomorphieei-
genschaft von y, ist recht leicht zu sehen, denn fiir x, 7 € Gg gilt

(cot-1)(a)=0ot(a)-a=cot(a)-0(a) +0(a) -«

=o((t-1)(@)) + (o -1)(a) = (1 -1)(a) + (0 - 1)(a).
eZycO¢

can

Fiir die Stetigkeit von x, zeigen wir zunichst, dass die Abbildung 1,: Gz *> Zz, —
Z,[p"Z, fiir alle n > 1 einen offenen Kern hat. Sei dafiir o € ker(¢,,), d.h. (6 -1)(a) =
o(a) - a € p"Z,. Da O die Vervollstindigung von Og¢w ist, existiert ein a’ € Ogn mit
a—a' =p"Bfirein B € Og. Fir t € H, := Gal(E™|E[a’]) < Gal(EM|E) = Gg gilt dann

(got-1)(a) = (0 -1)(a) + (1 -1)(a) = (6 -1)(a) + (1 -1)(a-a) + (1 - 1)(a’)

=(0-1)(a) + (r-1)(a-a') = (6 -1)(a) +p"(r - 1)(B) -
=0 mod p",

da o € ker(,). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist H, < Gg offen und damit
auch ker(y,), denn ker () = Ugeker(y,) 0Ho-

Sei nun U c Z, offen und o € x;!(U). Damit existiert ein n > 1 mit x.(o) + p"Z, c U.
Da ker(y,) eine offene Umgebung von 1g, ist, ist o - ker(¢,) eine offene Umgebung
von o. Des Weiteren gilt

Xa(0 - ker(¢n)) = Xa(0) + Xa(ker(¢n)) € xa(0) +p"Z, c U,

Also handelt es sich bei x;!(U) um eine offene Menge und damit bei y, um einen
stetigen Gruppenhomomorphismus.

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass y, nur von der Restklasse a2+ (¢ —1)O¢ abhéngt.
Sei daftirbe Og mita—-be (¢ -1)Og, d.h.a-b=¢(c) fiir ein c € O¢. Ist zudem f € O

mit (¢ - 1)(B) = -b, so gilt
(p-1)(B)=-b=-a+a-b=(p-1)(a)+(p-1)(c) = (p-1)(a+oc).
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Wie zuvor gesehen ist dann

15(0) = Xase(0) = (6 = D)(@+0) = Xa(0) + (6 = 1)(¢) “Z* xa(o).
Also ist xp = x, und damit hangt x, nur von der Restklasse a + (¢ - 1)O¢ ab. O
Lemma 7.33. (i) Sind a,b € Og mit D, ~ Dy, so ist auch V(D,) = V,, ~ V,, = V(D).
(ii) Sind x, x' € Hom®"(Gg, Z,) mit V, ~ Vs, s0 ist auch ID(Vy) = Dy, ~ D, , =ID(V ).

Beweis. (ii) sieht man recht leicht, da aus V, ~ V- mittels Lemma 7.29 (ii) sofort x = x’
und damit a, = a, folgt. Es seien nun (e;,e;) eine Basis von D, und (e, ¢e}) eine Basis
von Da;, wie in Lemma 7.30. In dem Beweis von Lemma 7.30 haben wir jedoch auch
gesehen, dass dann e; = ¢} und e, = re; + ¢, fiir ein r € O¢ gelten muss. Wegen x = x’ ist
dann

Vr: Dy, > Dy, aer + fey > aer + Pea = (a+71B)e; + pe;

ein Isomorphismus und es gilt damit D(V, ) = D,, ~ D, , = D(V).

Fir (i) seien a,b € O¢g mit D, ~ D,. Es existiert also ein r € Og, sodass ¢,:D, —
Dy, (xer + ye;) = (x +ry)es + ye; ein Isomorphismus ist. Aus dem Beweis von Lem-
ma 7.30 ergibt sich, dass dann a - b = (¢ - 1)(r) gilt. Nach Lemma 7.31 existieren
zudem a,f € Og mit (¢ - 1)(a) = —a und (¢ - 1)(B) = -b. Insbesondere ist dann
(p-1)(r)=a-b=(p-1)(f-a)und damita - +reker(p-1) = (Ox)*! = Z,.
Behauptung: ey) =1® el,egl) = (a®e +1®e) ist eine Z,-Basis von V(D,) =
(Og Q0 Da)(le.

Zundchst einmal miissen wir zeigen, dass die angegebenen Elemente iiberhaupt in
V(D,) liegen. Dies ist aber leicht zu sehen, denn einerseits gilt

(peg) @) =p(1)®gi(er) =1@e = el

und andererseits auch

(9 ®ga)(el”) = p(a) ® galer) + (1) ® galez)

:a®el+1®62:e§”).

=—a+
plaze a—a®el+a®el+1®ael+1®ez

Aus der exakten Sequenz 0 - O¢ 5 D, 5 O¢ — 0 erhalten wir die exakte Sequenz

0- 2, LR V(D,) LEER Z, - 0, wobei wir Z, iiber den Isomorphismus (a +

a®1):Z, -~ V(O¢) mit V(Og) identifizieren. Die beiden Vektoren el” und el erfiillen
die Eigenschaften

(ideF)(1) = (ideF)(1®1) =id(1)® F(1) = 1®¢, = &{”
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und
(id ® G) (i) = id(a) ® G(e) +id(1) ® G(e;) =a® GoF(1) + 1@ 1=1.
=
Also ist (e, e{") eine Z,-Basis von V(D,) wie in Lemma 7.29 (i) und es existiert ein
eindeutiges x, € Home"(Gg, Z,) mit V(D,) = Z,e\” ® Z,el" = V,, und

g-e = (c@id)(el") = xa(0)el” + el fiir alle o € Ge.

Vollig analog lasst sich zeigen, dass eib) =1®e, eéb) =B ®e; +1®e; eine Z,-Basis von

V(Dy) ist und ein x, € Hom®"(Gg, Z,) existiert, sodass V(D;) = Zpegb) ® Zpeéb) =V,

und
o egb) =(0® id)(eéb)) = xb(o)e§b) + egb) fiir alle o € Gg.

Nach unseren Voraussetzungen ist 1,:D, - D, ein Isomorphismus. Aufgrund der
Funktorialitdt von V ist damit auch V(¢,) :=id ® ¢,: V(D,) - V(D) ein Isomorphis-
mus, welcher gegeben ist durch

V() (xef” + yes”) = (id @ ) (xef” + yes”)
=x(idoy,)(1ee)+y(ide,)(a®e; +1®e)
=x(1ey,(a)) +y(a® P (a) +10 ¢ (e2))
=x(1®e1)+y(a®er+1® (reg +e2))
=x(1®e1)+y((a+r)®e; +1®e;), dareOg
=x(1®e)) +y((a-B+r)@e;+Boe +1®ey)
=x(1®e))+y(a-p+r)(1oe) +(foer+1®ey), daa-f+re”Z,

=(x+(a-B+ry)(1®e) + yeéb)

=(x+(a-p+ r)y)eib) + yegb).

Alsoist V(D,) = V,, ~Vy, =V(Dy) mita - +reZ,. O
Lemma 7.34. Fiir alle x € Hom*"(Gg, Z,) existiert ein a € Og mit (¢ —1)(a) € Og und
X =Xa d.h. x(0) = (0 -1)(a) fiir alle 0 € Gg.

Beweis. Sei V, = Z,e; ® Z,e, die zu x gehorige stetige Z,-Darstellung mit 0 - e, =
X(0)er + e;. Wir haben die exakte Sequenz

0-2,5v, 52,0

Da die Ringerweiterung der diskreten Bewertungsringe Z,, ¢ O, flach und ID exakt
ist, erhalten wir die exakten Sequenzen

0 Op ®7, Zy =L Op 87, Vy 225 Op 07, Z, - 0 (1)
0— 0: 2L pw,) 2 0, —o. 2)
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Nach Lemma 7.30 existiert eina € Og mit (D(V,), p®id) = (D,, §2) = (’)gega)+(9‘ge§”), d.h.
@ ®id = g,. Dabei sind nach der Konstruktion von D, in Lemma 7.30 ei”) =(def)(1) =
1o f(1) =1®e; und (id®g)(e§”)) =1=101. Wegen (id®g)(1®e;) =1®g(ez) =1®1=1
und der exakten Sequenz (1) liegt eé”) -1®einker(id® g) =im(id® f) c Of ®z, V.
Also existiert genau ein @ € Ox mit

eé”)=(id®f)(d®1)+1®ez=07®f(1)+1®62:5¥®e1+1®e2.

Damit erhalten wir wegen ¢ ® id = g, schliefdlich

ae® + e = (p @ id) () = p(a) @ e + 1@ e = (p(@) - @) ® &) + .

Alsoist (p(@) —a@ —a) ® e; = 0 und mittels der Injektivitdt von
p:0s > 0@z, 2, > O ®z, Vy, x> x®¢,

entsprechend ¢(a@) — @ = a € Og. Da auflerdem ega) invariant unter der Gg-Operation
ist, gilt fiir alle 0 € Gg:
doe+1@e,=e =gl = A 1
1 =6, =06 =(0®0)(@®e+1®e)
=0(@)®e1+1®(0-e)=0(@)®e; +1® (x(0)er +e2)

=(o(a)+x(0))®e1 +1®e, da x(o) € Z,.

Also ist (x(0) + 0(@) — @) ® e; = 0 und somit wegen der Injektivitdt von p schliellich
x(0)=(0-1)(a) mita:=-aeOg und (¢ - 1)(a) = —a € Ok. 0

Lemma 7.35. (i) Fiirae O¢ gilt D(V(D,)) = D,.
(i1) Fiir x e Hom*“"(Gg, Z,) gilt V(ID(V,)) = V.

Beweis. Zu (i): Wie in Lemma 7.31 gesehen, existiert ein a € Oz mit (p—1)(a) = —a. Da
@ mit allen Elementen aus Gg kommutiert, ist dann auch -a = o(-a) =o((p -1)(a)) =
(p-1)(0(a)) und damito(a) -a € (Ox)?"! = Z, fiir alle 0 € Gg. Sei D, = Oge; ® Oge, der
zu a gehorige etale p-Modul. Wir haben bereits im Beweis von Lemma 7.33 gesehen,
dass ega) =1® e1,e§”) = a® el ®e, eine wie in Lemma 7.29 (i) konstruierte Z.,-Basis
von V(D,) ist.

Wir setzen nun e := 1®@¢l”,el = —a®el” +1®el” € Op ®7, V(D,) und zeigen
e, eP ¢ D(V(D,)). Fiir o € G ist ndmlich auf der einen Seite

g-éP=(ceo)(1ee”) =10 ((coid) (™)) =10 (10e)

-1eel =P
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und andererseits

g-e"-ceo(-ave” +10el") = -o(a)®s-e” +100 e

=—0(a)®(oc®id(1®e))+1®(0c@id(la®e; +1®er))
=—o(@)ee” +1e (0(a)se) +10 (1oe)

:—a(a)®e§”)+1®((a(a)—oz)®el)+1®(ac®el)+1®(1®e2)

=-o(a)® eia)

=-a® e%”)

+(o(a)-a)e(1®e)+1®(ave;+1®e), dao(a)-acZ,

+10e = 6P,

Also liegen eP und e in D(V(D,)).

Wir haben die exakte Sequenz 0 — O L D, 5 O¢ — 0, woraus wir die exakte Sequenz
02, LR V(D,) =25 Z, — 0 erhalten. Die beiden Basiselemente e, el ¢ V(D,)
waren so konstruiert, dass (id ® F)(1) = ¢{”) und (id ® G)(e) = 1 gilt. Aus der letzten
exakten Sequenz erhalten wir wiederum die kurze exakte Sequenz

00— OS id®id®F ]D(V(Da)) id®id®G OS _.0.

Dann gilt fiir P, e ¢ D(V(D,)) einerseits
(id®id®F)(1) = (id®id®F)(181®1) =181 F(1)=1® (1®¢) =P
und andererseits

(ideid®G)(eP)=(ideid®G)(~a®l®e+10a®e +1010e)
=-a®1®GoF(1)+1®a®GoF(1)+191®G(e)=1®1®1=1.

~—— ~— —_——
=0 =0 -1

Nach Lemma 7.30 ist damit (eP, eP’) eine O¢-Basis von ID(V(D,)). Auflerdem gilt fiir
@ < D(V(D,)) = (D(V(D,)), ¢ & id):

(poid)(eP) = (poid)(-a®el” +18el”) = —p(a) ®el” + 18 el”

—@a-a)ee” +10e” =a(10e) + (~awel” +10el")

=ael +eb.
Also ist D(V(D,)) = D,, wobei wir ¢; mit eP und e, mit e identifizieren.

Zu (ii): Fiir x € Hom“"-(Gg, Z,) existiert nach Lemma 7.34 ein @ € Oz mit (¢ - 1)(a) €
Og¢, dh. (p -1)(a) = —a fir ein a € Og, und x(0) = (6 - 1)(«) fiir alle 0 € Gg. Sei
Vy =Zye, ® Zye, die zu x gehorige Z,-Darstellung. Mit der gleichen Vorgehensweise
wie in (i) lasst sich schliefSlich zeigen:
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o D(V,) =000, =D, wobeié :=1®e; und &, := —a®e; + 1 ®e; eine Og-Basis
von ID(V,) ist, wie sie in Lemma 7.30 konstruiert wird.

o V(ID(Vy)) = Z,e & Zye), wobeie) :=1®¢ und ey := a®¢; +1®82, eine Z,-Basis
von V(ID(V,)) ist, wie sie in Lemma 7.29 konstruiert wird.

Aus dem letzten Punkt erhalt man fiir o € Gr wegen o(a) = x(0) + a und x(0o) € Z,
schliefslich

o-ey =(o®id)(a®é+10&)=0(a)®é +1®&
=(x(o)+a)®e +1®8& = x(0)ey +ey.

Also gilt auch V(ID(V,)) = V,, wobei wir e; mit e} und e, mit e identifizieren. O

Satz 7.36. Ist a € Og und a € Og mit (¢ —1)(a) = —a, so stimmt der stetige Charakter Oz (a)
mit dem stetigen Charakter x, iiberein.

Beweis. Sei D, = Oge; @ Oge, der zu a € Og gehorige etale p-Modul. Im Beweis von
Lemma 7.33 haben wir bereits gesehen, dass die Elemente e%”) =1® el,eéu) =a®
e1 +1® e, eine wie in Lemma 7.29 konstruierte Z,-Basis von V(D,) bilden. Nach der
Konstruktion von 0¢ ist x := 6¢(a) € Hom*"*(Gg, Z,) mit V(D,) = V.. Istnun o € Gg, so

erhilt man einerseits

g6 = x(0)e +el” = x(0)el” +ave +1®e,

und andererseits

G‘ega):(U®id)(a®€1+1®€z)=G(0z)®el+1®ez.

Daher gilt
x(0)e” =a(a)@er —a®er = (6(a) —a) ®e; = xa(0)el”,
———
=Xa(0)eZy
woraus schlieSlich x, (o) = x(0) = 6¢(a)(o) fiir alle o € Gg folgt. O

Korollar 7.37. Die Abbildung 6¢: Og — Hom*"(Gg, Z,) ist sogar ein Gruppenhomomor-
phismus.

Beweis. Um die Homomorphieeigenschaft nachzuweisen, wahlen wir a,b € Og, sowie
a,peOgmit (p-1)(a) =-aund (p-1)(B) = -b. Dannistauch (¢ -1)(a+p) = -(a+b)
und zusammen mit Satz 7.36 folgt fiir alle o € Gg:
0g(a+b)(0) = Xasp(0) = (0 -1)(a+p) = (o -1)(a) + (¢ -1)(B)
= Xa(g) + Xﬁ(o)
=0g(a)(0) + 6¢(b)(0).
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Sind nun a,b € O¢ mit a-b € (¢ — 1)O¢, so ist nach Lemma 7.30 (ii) D, ~ D,
und damit wegen Lemma 7.33 auch Vs, ,) = V(D,) ~ V(Dy) = Vs, (). Mit Hilfe von
Lemma 7.29 folgt daraus aber, dass bereits 6¢(a) = () gilt. Also faktorisiert ¢ tiber
(Sgi Og/((P - 1)05 g HomC"”f‘(GE, Zp).

Lemma 7.38. 0¢: O¢g/(¢ — 1)Og -~ Hom " (G, Z,) ist eine Bijektion.

Beweis. Fiir die Injektivitit seiena+ (¢ - 1)Og, b+ (9 —1)Og € Og /(¢ - 1)Og mit d¢(a +
(p-1)O¢) = xa = x» = 0g(b+ (¢ -1)O¢). Nach Definition von ¢ ist dann V(D,) =V, =
Vs, = V(Dy), also insbesondere V, ~ V,,. Aus Lemma 7.35 folgt daraus

D, =ID(V(D,)) =D(V,,) ~ID(Vy,) = D(V(Dy)) = Dy.
Mittels 7.30 (ii) erhdlt man schlieSlicha-b e (¢ —1)0Ok¢.

Fiir die Surjektivitat sei x € Hom®"-(Gg, Z,). Wie bereits zuvor gesehen existiert dann
eina e Og mitID(V,) = D,. Aus Lemma 7.35 folgt damit, dass V,, = V(ID(V,)) = V(D,).
Nach Definition von &¢ ist dann ¢ (a + (¢ - 1)O¢) = yx. m

Da Z, eine abelsche Gruppe ist, gilt sogar Hom®"(Gg, Z,) = Homeont-(Gg™, Z,) und
somit §g: Og /(@ ~ 1)Og — Hom®-(Ge™, Z,).

7.6 Berechnung der Invarianten einer Algebra nach
Witt

Fiir einen lokalen Kérper L bezeichnen wir wie gewohnt mit inv;: H2(L*#|L) — Q/Z
die zugehorige Invariantenabbildung. In diesem Abschnitt wollen wir die Invariante
einer Azumaya-Algebra unter der Identifikation

Br(L)= |J BrLIL)E |J HAL|L)=HAL7|L) 'S Q/z
L'|L endl. L'|L endl.
Galois Galois
nach der Vorgehensweise von Ernst Witt explizit berechnen, wenn L = E = k((t)) ein
lokaler Korper der Charakteristik p ist. Zundchst setzen wir allerdings nur voraus,
dass E = k((t)) ein vollstandiger, diskret bewerteter Korper der Charakteristik p mit
vollkommenem Restklassenkorper k ist.

Lemma 7.39. Es existiert ein Gg-iquivarianter, injektiver Ringhomomorphismus 1:Og —
W(E), fiir den das Diagramm

Og—— W(E)

(”l |s

O~ W(E)
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kommutiert. Des Weiteren existiert analog ein Ringhomomorphismus I: O — W(ESP), sodass
das Diagramm

or% W(E)

O W(E=)
kommutiert und sodass [ o ¢ = F o[ gilt.

Beweis. Die Multiplikation mit p ist offensichtlich injektiv in O, d.h. nach Lemma 5.6
ist auch ®p,: W(O¢) - OFO injektiv. Da aulerdem ¢: Og — O¢ ein Frobenius-Lift ist,
ist Dp,.: W(Og) - O° nach Satz 5.10 ein Ringhomomorphismus mit

im (Do, ) = {(n)ns0 | V11> 0: @(uty) =ty mod p"1 O},

wie in Lemma 5.7 gesehen. Man beachte, dass auch ¢:O¢ - Og¢ injektiv ist, denn
Og ist ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal pOg¢, d.h. insbesondere ein
lokaler Hauptidealring. Somit ist das Primideal ker(¢) entweder 0 oder pO¢. Da aber
@(p) = p, muss ker(¢) = 0 gelten und schliefSlich ¢ injektiv sein. Damit erhalten wir
einen injektiven Ringhomomorphismus

P:0g » 02°,a - (¢™(a))ns0

mit im(y) c im(®Pp, ). Wir setzen T := O o :Og = W(O¢) und erhalten dadurch
einen wohldefinierten, injektiven Ringhomomorphismus, welcher eindeutig durch
die Eigenschaft (®p, o 7)(a) = (¢"(a))uso fiir a € O¢ definiert ist.

Aus dem Ringhomomorphismus can:Og - E,a = a + pOg erhalten wir nach Satz
5.10 den Ringhomomorphismus

W(CLZTZ)I W(OE) - W(E)/ (an)nzo = (an + pOE)HZO

und setzen schliefilich ¢ := W(can) o : Oz — W(E). Angenommen, es existiert ein
a € ker(1) mit a # 0. Dann existieren u € O},n € Ny mit a = up”. Da t ein Ringhomo-
morphismus ist, muss auch ((u) eine Einheit in W(E) sein und somit insbesondere
t(u) # 0. Wegen 0 = t(a) = t(u)i(p)" ist dann t(p) = 0, da W(E) nach Satz 5.18 (i) ein
Integritatsbereich ist. Daraus wiirde aber folgen, dass 0 = ((p) = pt(1) = p - Llw(r), d.h.
char(W(E)) = p, was ein Widerspruch zu Lemma 5.19 ist. Also handelt es sich bei ¢
um einen injektiven Ringhomomorphismus. Da Gg trivial auf W(E) und O¢ operiert,
ist auch trivialerweise 1: O¢ -~ W(E) Gg-dquivariant.

Sei nun a € Og und (a,)ms0 € W(O¢) mit 1(a) = (am)mso, d-h. (¢"(a))nz0 = Po, o (a) =
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Do, ((Am)m=0) = (P ((@m)m20) )nz0- Da @: Og - O¢ ein Ringhomomorphismus ist, gilt:

Co, ((@(@m))m=0) = (Pou((P(@m) )m20) ) nz0 = (P( P (@) m20)) )0
= (@(¢"(a)))nz0 = (¢"(9()))n20
= Do, o T(p(a)).

Aufgrund der Injektivitiat von @p, ist dann 1(p(a)) = (@(a,))mso. Da char(E) = p, folgt
zusammen mit Satz 5.16 (7):

F((a)) = F((am +pOs)ms0) = (@ +POs)mz0 = (@(am) + PO )ms0
= W(can)((¢(am))ms0) = W(can) o i(¢(a))
=to¢(a).
Alsogilt For=@ou.

Auf analoge Weise konnen wir einen injektiven Ringhomomorphismus I: Oy < W(E%)
konstruieren. Da @p,: W(O;) — Oﬂgo, @:0g - Og und can: Oy — Es% jeweils Fortset-
zungen von Pp,: W(0O¢) — (’)?IO, @:0g - Og und can: O¢ - E sind, kommutiert das
Diagramm

Os———W(E)

O —L—= W(E=r).

Damit bleibt nur noch die G E-Aquivarianz zu zeigen, welche bei | trivial war. Sei dafiir
o0 € Gg und a € Og. Dann gilt wegen der Kommutativitdt von ¢ und o:

Do, ({(0(a))) = (¢"(9(a)))ns0 = (0(@"(a)))n20 = 0 (9" (@) )20
=0-Do,(H(a)) = 0 (Pu((a)))nz0
= (0(Pu(T(a))))ns0 = (P (0(E(a))))ns0
= Do, (o(T(a)).

Aufgrund der Injektivitit von @p, ist [ Ge-dquivariant. Nach der Definition der G-
Operation auf Oy ist can: Oy — E*% trivialerweise Gg-dquivariant und damit auch
W(can): W(Oz) —» W(E*¥),da Gg diagonal auf W(Oz) und W(E*?) operiert. Insgesamt
ist damit dann auch I = W(can) o : Oy - W(E*?) Gp-dquivariant. O

Aufgrund der injektiven Einbettungen Og — W(E) und Oy — W(E*?) schreiben wir
von nun an einfach Og ¢ W(E) und Og c W(Es?).

Lemma 7.40. Die Sequenz additiver Gruppen

0 — W(IF,) — W(E*) % W(E#) — 0

ist exakt.
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Beweis. Da char(E**) = p, lasst sich F, einbetten in E* und damit auch W(JF,) in
W(Es?). Istnuna = (a,)us0 € W(IF,), so gilt nach Lemma 5.16

(F - ld)(a) = (aﬁ)nzo - (an)nzo = (an)nzo - (an)nzo = O/
da a, € IF, fiir alle n > 0. Auf der anderen Seite gilt fiir a € ker(F - id):
a= (an)nzo = F(LZ) = (aﬁ)nzor

d.h. a, = a,, fiir alle n > 0. Also ist a,, € IF, fiir alle n > 0 und damit a € W(IF,).

Schliefilich bleibt noch die Surjektivitdt von F - id zu zeigen. Nach Satz 5.14 (iv) ist
W(Es%) vollstandig und separiert bzgl. der durch (V,,(E*%*)),.»0 definierten Topologie.
Auflerdem ist nach Lemma 5.15

T B = W(EP) [V, (E*), ag = (a9,0,0,...) + V{(E)
ein Isomorphismus. Wir schreiben daher der Einfachheit halber a5 = (4,,0,0,...) +
Vi(E*P) = a+ Vi(E%) fiir ein a = (a,)0 € W(E*?). Da die Witt-Ringoperation in der
ersten Komponente mit der tiblichen komponentenweisen Ringoperation tiberein-
stimmt, ist F — id mod V;(E*¥) gegeben durch
W(E*P) — W(E*?)[V1(E*P) 2 E*?, (@y)ns0 = (@) nz0 = (@n)nz0 = @ = do.
Aufgrund von Lemma 5.16 gilt
(F-id)(V(a))=FoV(a)-V(a)=VoF(a)-V(a)=V((F-id)(a))
fur alle a € W(E*?). Daher induziert F - id die Abbildung
F —id:E*? 2 W(E*?)|V1(E*®) - ES*, ag v~ ab — ay.
Seinuna = (a,)xs0 € W(E*?) und ag = a+V1(E**) € E?. Das Polynom f(X) := XP-X-ay €
Es? ist separabel und somit existiert ein ap € E* mit f(ap) = 0. Sei a(®) ¢ W(E*?) mit
a® + Vi (E*P) = ap. Damit ist

a+ Vl(Esep) =0ag = Oég -y = (m)(ao) = (F - zd)(a(o)) + Vl(Esep)’

d.h. es existiert ein a() € W(E*?) mita = (F —id)(a©®) + V(a®). Analog erhilt man
a®,a@ e W(E*?) mita® = (F-id)(aM) + V(a?), woraus

a=(F-id)(a®)+V(aD) = (F-id)(a®) + V((F - id) (M) + V(a?))
= (F-id)(a® + V(a®)) + V*(a?®)
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folgt. Induktiv erhilt man schliefflich a(,a(™ ¢ W(Esr) mit
a=(F-id) (Z Vi(oz(i))) + V' 1(a"*D) fiir alle n > 0.
i=0

Da W(E) vollstandig und separiert ist bzgl. der durch (V,,(E?)),»o definierten
Topologie und (Vi(a(®));s eine Nullfolge ist, konvergiert die Reihe a := Y75, Vi(a®)
in W(Es¥). Wegen F o V = V o F ist zudem F - id stetig und deshalb (F -id)(a) =4, da
auch (V"*1(a(1)),. eine Nullfolge ist. O

Wir bezeichnen wieder mit W, (E) = W(E)/V,,(E) bzw. W,,(Es®?) = W(Es#) ]V, (E*¥)
die Wittvektoren der Lange n. Aufgrund der mengentheoretischen Bijektion zwischen
E"und W, (E) bzw. (Es?)" und W,,(E*?) aus Lemma 5.14 schreiben wir der Einfachheit
halber lediglich b = (by, ..., b,_1) fiir ein Element aus W, (E) bzw. W,,(Es¥).

Lemma 7.41. Sei n € IN und (F —id): W, (E*P) — W,(E*) die Reduktion von (F -
id): W(Es*#) — W(E*?) modulo V,,(E*?). Dann ist W, (IF,) = ker(F -id) = Z/p"Z.

Beweis. W,(IF,) = ker(F - id) folgt analog zum Beweis von Lemma 7.40. Wir wollen
nun zeigen, dass ker(F - id) sogar zyklisch ist mit Erzeuger 1 = (1,0,...,0) € W,(FF,) =
ker(F-id). Bezeichnen wir mit 6;; das Kronecker-Delta, so ist wegen p'-1 = (6ij)o<jcn-1 #
0 fiir i < n, aber p" - 1 = 0 die Ordnung von 1 gleich p". Da aber |W,(IF,)| = [IF}| = p", ist
1 bereits ein Erzeuger von W, (FF,). Also ist W,,(IF,) = ker(F - id) = Z/p"Z. O

Satz 7.42. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Dann gibt es ein
B €L, sodass (T(B))<c eine K-Basis von L ist. Eine solche Basis heif$st Normalbasis von L|K.

Beweis. Einen Beweis der Aussage findet man in [Lol], §12, Satz 3 auf Seite 149. O

Lemma 7.43. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G =
Gal(L|K) = (o). Ist Tryx: L — K die Spur und y € L, so sind dquivalent:

(1) TVL‘K(')/) = 0,'
(ii) Es gibt ein @ e L mit y = o(a) — a.

Beweis. (i) = (ii): Nach Satz 7.42 existiert ein f € L, sodass (0*(B) )osk<n-1 €ine K-Basis
von List, wobei 7 := [L : K]. Damit ist insbesondere Trx(8) = Yj-y 0*(B) # 0. Schreiben
wir nun y = Y12 ao*(B) mit a; € K, so ist wegen

n—

0=Tr(y) = ¥ o Tru(()) - (k_o ak) Tru(8)
=Tryx(B)
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und Tryk(B) # 0 schlielich ¥.{7 ax = 0. Wir setzen a := Y} a Z] 3 0/(B) € L. Dann gilt:

o(a) = ”Zlak§0]+1(ﬁ) Zakzof<ﬁ>+(2ak)

k=0  j=0 k=0 =1
=0
n-1 k-
= Z (B) + Zakao(ﬁ) Zakak(ﬁ
k=0 =1
n-1 k-1
= ol(B) + Zﬂkﬁk(ﬁ)
k:O ]=0
_f—/
=a =Y
=a+y.

(if) = (i) : Sei @ € L mit y = 0(a) — . Dann gilt:
Tru(y) = Tryx(o(a)) - Tryx(a) = Tryx(a) - Tryx(a) = 0.
O

Aufgrund der Surjektivitdt von F — id: W(Es#) — W(E*?) ist nattirlich auch die Re-
duktion modulo V,,(Es%), d.h. F —id: W, (Es®) — W, (E*%) surjektiv. Istalsoa e W,(E) c
W, (E*P), so existierteina = (ay, ..., ay-1) € W,(E*P) mit (F-id)(a) = a. Da die Elemente
Qo, ..., 0,1 in E% liegen, ist die Korpererweiterung E(«a) := E(ay, ..., a,-1)|E separa-
bel. Bezeichnet man mit S eine beliebige Teilmenge von W, (E), so ist (F —id)~(S) c
W, (Es#) und daher auch die Korpererweiterung E((F - id)~'(S))|E algebraisch und
separabel. Wéhlen wir wie zuvor a € W,(E) und a € W,,(E**) mit (F - id)(a) = a, so
gilt fiir alle 0 € Gg = Gal(E*?|E) :

(F-id)(c-a)=0-(F-id)(a)=0-a=a,
da o ein Kérperautomorphismus ist mit o), = id. Also ist
o(E((F-id)™X(S))) c E((F - id)~*(S)) fiir alle 0 € G
und damit E((F - id)~1(S))|E sogar Galois.

Sei nun a € (F —id)(W,(E)), d.h. es existiert ein &« ¢ W,(E) mit (F - id)(a) = a.
Angenommen es gibt ein f € W, (E*¥) mit (F - id)() = a. Dann liegt f wegen
a-peker(F-id) = W,(IFF,) c W,(E) und = a—(a—p) bereits in W, (E). Daraus erhalten
wir (F-id)~'((F-id)(W,(E))) ¢ W,(E) und schliellich E((F-id)~'((F-id)(W,(E))) = E.
Ersetzen wir also S durch die von S und (F —id)~'(W,(E)) erzeugte Untergruppe von
W, (E), so dndert sich die Galoiserweiterung E((F —id)~!(S))|E nicht. Daher nehmen
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wir von nun an S stets als Untergruppe von W, (E) mit (F —id)(W,(E)) c S an.

Im Folgenden bezeichnen wir mit Gs die Galoisgruppe der Korpererweiterung E((F —
id)71(S))|E und definieren die Abbildung

Gs x S/im(F —id) - W,(F,), (o,a+ (F —id)(W,(E))) = (0 - 1)(a),
wobei a € W, (E*P) mit (F —id)(a) = a. Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn
1. fur b= (F-id)(p) mit f € W, (E) ist namlich (6 -1)(B) =c(B)-B=p-p=0;

2. sind a,p € W,(E*P) mit (F —id)(a) = (F-id)(B) = a, so ist a — p € ker(F - id) =
W, (IF,) ¢ W,(E) und damit (6 - 1)(a) = (6 -1)(B) + (6 - 1)(a-p) = (6 - 1)(B);

3. fira e W,(E*?) mit (F-id)(a) =aistauch (F-id)(c-a) =c-(F-id)(a)=0-a=a
und deshalb (0 - 1)(a) € ker(F -id) = W, (FF,) = Z/p"Z, fiir alle 0 € Gs.

Fixieren wir nun ein ¢ € Gg, so ist aufgrund der Additivitit von (F - id) und (o - 1)
auch
XotS/im(F —id) - W,(IF,), a +im(F - id) » (0 - 1)(a)

additiv, das heif8t x, € Hom(S/im(F - id), W,(IF,)). Ist auf der anderen Seite a € S fest,
so ist
YD:Gs > Wy (), 0 = xo(a +im(F - id)) = (0 - 1)(a)

ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir 0, 7 € Gs gilt:

Y@ (07) = o1(a) —a = ot(a) —o(a) +o(a) —a=o(t(a) —a) + (6 - 1)(a)
eWn ()

= (1-1)(a) + (0 -1)(a) =P (0) + PV (1)
Damit erhalten wir zwei Gruppenhomomorphismen
Gs - Hom(S/im(F - id), W,(FF,)), 0 = Xo,

und
S/im(F - id) - Hom(Gs, W,(IF,)), a +im(F - id) @,

Wir kdénnen sogar zeigen, dass diese beide injektiv sind. Ist ndmlich einerseits o € Gs
mit x, =0, soist x,(a+im(F -id)) =0 fiirallea € S, d.h.

0=x,(a+im(F-id)) =o(a)-a

fur alle a € (F - id)~1(S). Also ist Oy rincsy = id und somit o = 1¢,. Andererseits folgt
aus Y@ =0,dass o(a) —a = P@ () =0 fiir alle 0 € Gs. Damit ist bereits a € W, (E) und
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schlieSlich a = (F - id)(«a) € (F - id)(W,(E)) = im(F —id).
Ist nun o € Gg, so gilt:

X (a+1im(F —id)) = p" xo(a +im(F -id)) = 0.

W (Fy)=Z[p"Z

Aus der Injektivitit von Gs = Hom(S/im(F - id), W,(IF,)) folgt, dass bereits o?" = 1
gelten muss, d.h. Gs vom Exponenten p" ist. Analog folgt aus der Injektivitit von
S/im(F - id) < Hom(Gs, W,(IF,)), dass auch S/im(F - id) vom Exponenten p" ist.

Sind Gs und S/im(F - id) sogar zyklisch, so folgt hieraus, dass die Ordnung jeweils
p-Potenzen sein miissen, welche kleiner oder gleich p" sind. In diesem Fall kénnen
wir das folgende leicht zu zeigende Resultat anwenden.

Ist H = (h) eine zyklische Gruppe der Ordnung N und U = (u) eine zyklische Gruppe
der Ordnung M mit M | N, so ist Hom(U, H) ebenfalls zyklisch mit Ordnung M und Erzeu-
ger (u~ & -h):U— H.

Wegen Gs — Hom(S/im(F-id), W,(IF,)), S/im(F-id) < Hom(Gs, W,(IF,)) und W, (IF,) =
Z.[p"Z ist G zyklisch genau dann, wenn S/im(F - id) zyklisch ist. In diesem Fall haben
wegen

|Gs| < [Hom(S/im(F —id), W, (,))| = |S/im(F - id)| < |[Hom(Gs, W (IF,))| = |Gs|

sowohl Gg als auch S/im(F - id) die Ordnung p™ fiir ein m < n. Insbesondere erhalt
man daraus zusammen mit der Injektivitdt der beiden Gruppenhomomorphismen,
dass diese bereits Gruppenisomorphismen sind.

Satz 7.44. (i) Seia = (ap,...,a,1) € W, (E) und a = (ag, ..., a,-1) € Wy(E*?) mit (F -
id)(a) = a. Dann ist die Galoiserweiterung E[ay, ..., ay-1]|E zyklisch vom Exponenten

pr.

(ii) Ist umgekehrt E'|E eine zyklische Galoiserweiterung vom Exponenten p", so ist E' von
der Form wie in (1).

(iii) [E[ao,...,an1]:E] =p" < ao ¢ (¢ - 1)(E).

(iv) Istag ¢ (p —1)(E), so gilt: Es gibt einen Erzeuger o € Gal(E[ay, ..., an-1]|E) mit
o-a=(0(a),...0(an-1)) = (@0,...,an1) +(1,0,...,0) = a + Ly, sy in W, (ES).

Beweis. (i) folgt sofort aus den vorherigen Ausfithrungen mit S/im(F-id) = (a+im(F-
id)). Fiir (ii) setzen wir G := Gal(E'|E) = (o), T Wu(E") = Wu(E"), ¥ = ¥yec p(y), und
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Trp g E' - E als die Spur von E’|[E. Da E’'|[E vom Exponenten p" ist, ist [E’: E] = p™ fiir
ein m < n. Wir setzen ¢ := p" -1 = p*(1,0,...,0) ¢ W,(IF,) c W,(E) und haben damit

Tu(c) =p"™"T,(1) =p"™ > o"(1) =p"-1=0in W,(E).

k=0

Behauptung: Es existiert ein & € W,,(E’) mitc = (0 - 1)(a).

Sei dafiir etwas allgemeiner ¢ = (co,...,cn-1) € W, (E’) mit T,(c) = 0. Da die Witt-
Addition in der ersten Komponente der komponentenweisen Addition entspricht,
ist
0= Tn(C) = (TT’EI|E(CQ), X000, *),

also insbesondere T7¢/5(co) = 0. Nach Lemma 7.43 existiert ein a € E' mitcy = o(ap)—ap
und es gilt

c— (o -1)(t(a)) = (co,--,cn1) = (a(a0) = g, %,...,%) = (0,cV, SV, ..., M)
tiir geeignete cg ),cgl), ,(11)1 € E’, wobei hierbei T den Teichmiiller-Lift bezeichnet.
Damit ist

T, ((0,¢,c87,...,e)) = T (c) + Tu(o - T(ao)) ~Tu(t(0)) = 0.
~—_——
=Tu(t(ao))

Aufgrund der Additivitat von V:W,_;(E") - W,(E’), (bo,...,bu—2) = (0,by,...,b,2),
aus Lemma 5.14 gilt

1) (1 1 1) (1 1 1) (1 1
VoT,1((c,e,..., ")) =T o V(e eV, ..., ) = T, ((0,e,c8Y,...,cM)y) = 0.
Nach Definition von V muss dann aber bereits Tn_l((cgl),cél), ..,c,(ql_)1 ) = 0 gelten.
Analog zur vorherigen Vorgehensweise erhdlt man a;, ng)/ ng)/ . ff)l € E' mit

(P, ey = (0 -1)(t(ar)) + (0,¢87,...,cP).

Dann gilt:
c=(o-1)(t(a0)) +(0,¢",...,cY) = (6 - 1)(t(a0)) + V((c",...,c{2))
= (0-1)(t(a0)) + V((o - 1><T<a1)> 0,¢5?,...,c2))
= (0 - 1)((ao) + V(t(a1))) + V(S .., ¢, >
Induktiv erhalten wir dadurch nach n Schritten schliefdlich «y, ..., a,_1 € E’ mit
c=(o-1) (Z Vl‘(uai))) M (0 - 1) (a0, an1)) = (0 - 1)(@).

[ —
=:aeW, (E’)
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Bezogen auf unser ¢ = p"™ -1 ¢ W,(F,) = ker(F - id) c W,(E’) existiert also ein
a € W,(E") mit (6 —1)(a) = c. Setzen wir a := (F —id)(a) € W,(E’), so ist wegen

o(a) —a=0o((F-id)(a)) - (F-id)(a) = (F —id)(o(a)) - (F —id)(a)
= (F—id)(o(a) - a) = (F—id)(c) =0

bereits a € W, (E). Fiir eine nattirliche Zahl k € INj gilt aufSerdem

o (a) -a = d*(a) - " (a) + F 1 (a) - "2 (a) +...+o(a) —a
=" o(a) -a) +d*2(o(a) —a) +... +o(a) —a
k-1 k-1 k-1
=Y 0'(o(a)-a)=>d"(c)=>c
=0 r=0 r=0
-c.

-

Das bedeutet aber, dass ¢f(a) = a nur dann auftritt, falls k von ord(c) = p" ge-
teilt wird. In diesem Fall ist aber wegen [E’ : E] = p™ bereits o* = id. Also muss
E'=E(a) = E[ap, 1, ...,a,-1] gelten.

Zu (iii): Wir haben bereist zuvor gesehen, dass S/im(F —id) = (a + im(F —id)) und
G = Gal(E[ay, ..., a,1]|E) = (o) zyklisch von gleicher Ordnung sind, d.h.

[E[ao,...,a, 1] E] = |G| = ord(c) < p" < ord(a+im(F -id)) < p" < p" ' -a e im(F - id).

Ist also p"~!-a e im(F - id), so existiert ein f € W, (E) mit (F —id)(B) = p"la = p"1(F -
id)(a) = (F-id)(p"'-a), dh. p"t-a - B e ker(F - id) = W,(F,) c W,(E). Also liegt
auch p"t-a = g+ (p*!-a-p) in W,(E) und wir erhalten die folgende Kette von
Aquivalenzen:
[Elao,...,an 1] E] <p" < p"'-ae(F-id)(W,(E))
s pla=(0,...,0,a] ) e W,(E)
T CE

1
< ab

2 -1 n-2 ;

sa=ah-ag=ay +(-a) —ay=...=ay +» (-ap)’ €E
i=0

< ag = oy - ap = p(ag) -~ a = (¢ - 1)(ao) € (¢ — 1)(E).

Fiir die letzte Aquivalenz sei angemerkt, dass aus (¢ - 1)(B) = ao = (¢ — 1)(ap) mit
B € E sofort ap - p € ker(¢—1) = F, c E und deshalb ay =  + (ag - ) € E folgt. Aufgrund
dieser Kette von Aquivalenzen gilt dann die Behauptung in (iii).

Zu (iv): Wie wir gerade gezeigt haben, folgtaus ay ¢ (¢-1)(E),dass |G| = [E[ao, ..., qn-1] :
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E] = p" gilt, wobei G := Gal(E[ay, ...,a,-1]|E). Auierdem haben wir bereits zuvor ge-
sehen, dass dann auch a +im(F - id) € S/im(F - id) = (a + im(F - id)) die Ordnung p"
hat. Betrachte nun die Isomorphie

G — Hom(S/im(F - id), W, (F,)) = Hom({a + im(F - id)),((1,0,...,0)}).
T X = (a+im(F -id) » 1(a) - )

Wie bereits zuvor gesehen, ist auch Hom(S/im(F - id), W, (IF,)) zyklisch und wird
wegen ord(a + im(F - id)) = ord((1,0,...,0)) = p" durch 1y, = (a + im(F - id) ~
(1,0,...,0)) erzeugt. Aufgrund der obigen Isomorphie existiert ein Erzeuger o € G
mit x, = 1gon. Das bedeutet aber schliefslich

ola)-a=x,(a+im(F -id)) = 1gom(a+im(F -id)) = (1,0,...,0)
bzw.

o(a) = (o(a),...0(an-1)) = (a0, ..., an1) + (1,0,...,0) = a + Ly, gsr).

Betrachte nun das kommutative Diagramm

O W(ES) — W, (E=)

Z’L% W(E) —= W,,(E)

Fiir a € O¢ sei wie zuvor a € Og mit (¢ — 1)(a) = a. Wir bezeichnen mit (ag, a1, ...,a,-1)
bzw. (ag, a1, ..., a,-1) das Bild vonabzw. a in W, (E) bzw. W, (Es?). Man beachte dabei,
dass wegen des kommutativen Diagramms aus Lemma 7.39 (F - id)(ao, ..., @n-1) =
(ao, - ..,a,-1) gilt. Wir betrachten nun den Gruppenhomomorphismus

bg (ﬂ) can

1
0c(0),i G == 2, = Z,[p'Z, = S22 QJZ

und setzen E,, := ( E“P)ker(és(ﬂ)n).

Satz 7.45. E, = (E%)ker@e@n) = Flay,...,a, 1], d.h. insbesondere ist E, eine zyklische
endliche Erweiterung von E.

Beweis. Nach Satz 7.36 ist 6¢(a)(0) = —(0(a) — a) fiir alle 0 € Gg. Auflerdem ist nach
Korollar 5.21 Z, = W(IF,) c W(E#) und damit

Vi(E*)nZ, =V (E¥P) nW(E,) = V,,(IF,) = p"W(F,) = p"Z,.
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Wir bezeichnen mit I: Oy — W(E*?) die Gg-dquivariante Einbettung von O in W(Es%).

Sei nun p € ker(6¢(a),), d.h. —(p(a) - a) € p"Z, = V,(E*?) n Z,. Also ist I(p(a) -
a) € V,(E*) und damit aufgrund der Gg-Aquivarianz von [ auch p(f(a)) = a in
W, (Es#). Nach unseren Voraussetzungen ist I(a) = (ay,...,a,-1) in W,(E*?) und so-
mit (ap, ..., a-1) = (p(ao), ..., p(an-1)). Alsoist p(ax) = ay fur allek € {0,...,n -1} und
deshalb bereits E[ay, ..., a,_1] ¢ (E*P)ker@e@n - F

Sei nun o € Gal(Es*?|E[ay, ..., ,-1]). Dann ist

(o(a)) =0(i(a)) =c((ag,...,an1)) = (ag,..., 1) = [()

in W,(E*?), da Oltagm, ) = 1d- Also ist [(o(a) —a) € V,(E*%) und wegen o(a) — a =
o¢(a)(o) € Z, auch o(a) - a € V,(E*?) n Z, = p"Z,. Hieraus folgt aber, dass o ein
Element von ker(6¢(a),) ist und somit Gal(Es?|E[ay,...,a,-1]) c ker(dg(a),). Nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie ist dann

En — (Esep)ker(ég (a)n c (ESCP)Gﬂl(EsEp\E[ao,...,an_l]) _ E[“O; ., an—l]/

woraus schlieSlich die Gleichheit folgt. Aus Satz 7.44 (i) folgt aulerdem, dass E,, =
(Eser)ker@e(@n = E[ay,...,a,-1] eine endliche zyklische Galoiserweiterung vom Expo-
nenten p" ist. O

Sei nun x,: Gg/ ker(6¢(a),) = Q/Z der von 6¢(a), induzierte injektive Gruppenho-
momorphismus. Aus Satz 7.45 erhalten wir

Ge/ker(6¢(a)n) = Gg/Gal(E**|E,) = Gal(E,|E) = Gg,&

und somit x,: Gg,r = Q/Z als den von 0¢(a), induzierten injektiven Gruppenhomo-
morphismus.

Satz 7.46. Sei u € E* und dy, . ..d,-1 € E. Dann wird durch
(uldo,...,0,1]=E-TO®E-$®...0E-9,,4
zusammen mit den Relationen
o TV =y;
® 9,-9;=9;-9fiiralle0<i,j<n-1;
o (T-9-T,..., T-8,1-T1)=(8,...,9%1)+(1,0,...,0) (Witt-Addition);
o (F—id)(So,...,91) = (do,...,0u-1);

eine Azumaya-Algebra der E-Dimension p** definiert.
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Beweis. Einen Beweis des Satzes findet man in [Wi] in §6. O

Proposition 7.47. Gilt ay ¢ (¢ — 1)E, so ist (u | ao,...,a,-1] isomorph zu der Azumaya-
Algebra, welche durch i 0 01(x,) € H*(E,|E) definiert wird.

Beweis. Wie wir zuvor gesehen haben, ist E, = E[ay, ..., a,-1] eine zyklische Galoiser-
weiterung von E. Da aufierdem a4y ¢ (¢ — 1)E, ist nach Satz 7.44 [E, : E] = p" und es
existiert ein Erzeuger o € Gg, g mit Gg, ¢ = (0) und

(0(a0),...0(an-1)) = (a0, ..., 1) +(1,0,...,0) = a + Ly, (g=)

in W, (E,). Trivialerweise gilt nattirlich a;-a; = a;-a; fliralle, j € {0, ...,n-1} im Korper
E, = E[ay,-...,a,1] und nach Wahl der ay,...,a, 1 € E* auch (F —id)(a,...,ay1) =
(ao,-..,a,-1) in W, (E,). Durch die explizite Beschreibung der Azumaya-Algebra A(iiu
01(x»)) in Beispiel 3.9 wissen wir, dass diese gegeben ist durch

n

p .
A(@udi(xn)) =EE,-t,
i=0

mit den Eigenschaften #" = u und t-B-t! = ¢(B) fiir alle B € E,. Nach der univer-
sellen Eigenschaft von (u | ay,...,a,-1] existiert dann ein Homomorphismus ¢: (u |
ag,...,ay-1] = A(#1 U 01(xn)) von E-Algebren mit (T) = t und ¢(9;) = «; fiir alle
i€{0,...,n—1}. Damit ist nattirlich E, = E[ay, ..., a,-1] und t im Bild von ¢ enthalten
und somit nach der expliziten Beschreibung von A(i1u 61 (x,)) der Homomorphismus
Y surjektiv.

Nach Satz 3.6 hat die Azumaya-Algebra A(#1ud;(x,)) die E-Dimension [E,, : E]? = p*",
genauso wie (u | ag,...,a,-1]. Also ist ¢:(u | ag,...,a,-1] = A(71 U 61(x,)) sogar bijek-
tiv. m|

Falls es sich bei E sogar um einen lokalen Korper handelt, d.h. der Restklassenkor-
per k ist endlich, so betrachten wir, wie zu Beginn des Abschnitts beschrieben, die
Invariante einer Azumaya-Algebra tiber die Identifikation

Br(E)= | BrEE)Y |J HAEIE)=HXE?E) ¥ Q/z.
E'|E endl. E'|E endl.
Galois Galois

Die Invariante der Azumaya-Algebra (u | ay,...,a,-1] ldsst sich in diesem Fall nach
dem folgenden Satz von Ernst Witt sogar explizit berechnen.

Satz 7.48. Sind u,ay,...,a,-1 € E mit u + 0 und sind U, Ay,...A,-1 € Og mit U+ pO¢ = u,
A +pO¢ = ajfiiralle j € {0,...,n -1}, so gilt:

n-1 e
inve((u | ao,...,an1]) = Tryq, (res ((pr”A’; ]) .dzogu)) +Zy,

€Qp/Zp=Uns1 5 Zp|Zy2Upis1 3w Z|ZQJZ
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wobei K = Quot(W(k)),E 2 k((t)) und k = IF,; fiir ein r € IN.

Beweis. Einen Beweis des Satzes findet man in [Wi] in §8. O

7.7 Explizites Reziprozitatsgesetz von Fontaine-Witt

Von nun an sei k ein endlicher Kérper der Charakteristik p > 0, d.h. k = [F, fiir ein
r € IN. Des Weiteren sei wieder E ein vollstindiger diskret bewerteter Korper der
Charakteristik p mit Restklassenkorper k. Damit ist E lokal und E = k((t)) nach Satz
1.22, da k aufgrund der Endlichkeit und char(k) = p perfekt ist.

Wir bezeichnen weiterhin mit Gg die Galoisgruppe von Es?|E und mit 0s:Og —
Homeont-(Ge™, Z,) den in Abschnitt 7.5 konstruierten Gruppenhomomorphismus. Ist
a€ Oz und a € Og mit (¢ —1)(a) = —a, so haben wir in Lemma 7.36 gesehen, dass
(6¢(a))(0) = (06 -1)(a) fiir alle o € G£™.

Setzen wir W := W(k) und K := Quot(W), so ist nach Korollar 5.21 wegen F, c k
schliefSlich auch Z, = W(IF,) ¢ W(k) = W und damit Q, = Quot(Z,) c Quot(W) = K.
Nach Korollar 5.21 ist zudem K die eindeutige unverzweigte Erweiterung von Q, vom
Grad [k : F,] = [F, : [F,] = r. Aufierdem ist wegen Lemma 1.26 der Bewertungsring
W = Ok ein freier Z,-Modul vom Rang [K:Q,] = [k:F,] =r.

Ist E’|E eine endliche abelsche Erweiterung, so bezeichnen wir mit (-,E’'|[E):E* —
Gal(E'|E) =: Ggg das Normrestsymbol der abelschen Erweiterung E’|E. Beim Uber-
gang zum projektiven Limes iiber alle endlichen, abelschen Erweiterungen E’ von E
erhdlt man das universelle Normrestsymbol

(-, E}E*-Gg= lim Gal(E'E),
E'|E endl.
abelsch

wobei (u, E) eindeutig durch ((u, E’|E) )/t enar. bestimmt ist. Fiir eine etwas genauere
abelsch
Beschreibung und die Injektivitdt des universellen Normrestsymbols sei auf [Ne2],

Satz 5.13 verwiesen.

Definition 7.49. Mittels der zuvor angegebenen Notationen definieren wir die Abbil-
dung
[+, %): O x E* > Zp, (x,u) = [x, 1) = (6¢(x)) (1, E)).

Unser Ziel ist es nun, diese Abbildung in expliziter Weise angeben zu konnen. Dazu
zeigen wir zundchst das folgende Lemma:

Lemma 7.50. Ist ¢: Og - Og¢ ein Frobenius-Lift, so ist (¢ —1)Og¢ c O¢ abgeschlossen bzgl.
der p-adischen Topologie.
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Beweis. Da ¢ Z,-linear ist und (O¢)?=! = Z,, ist ¢ stetig bzgl. der p-adischen Topo-
logie und ker(¢ - 1) = Z, c O¢ abgeschlossen. Sei 1,xy,...,x, € W eine Z,-Basis des
freien Z,-Moduls W vom Rang r := [k : [F,] = [K : Q,] und betrachte den Z,-Modul-
Homomorphismus

p:0g > W=Z,0Zyx1®...0 ZyX, > Zp, Y dyt" = g = Qg + Q1X1 + ... + A, X, = (g,
neZ

welcher offensichtlich Z,,-linear und damit stetig ist. Also ist auch

ker(p) = {Z a,t" | ag € észi} cO¢

neZ i=1
abgeschlossen. Man beachte, dass wegen W = Z,, & (@], Z,x;) schlielich
O¢ =Z, ®ker(p) = ker(p - 1) @ ker(p)

gilt. Daher gentigt es zu zeigen, dass die Einschrankung (¢-1),,, :ker(p) - (¢-1)O¢
ein Homodomorphismus ist. Die Bijektivitdt und Stetigkeit folgt hierbei direkt aus
O¢ =Z, ® ker(p) = ker(¢ - 1) @ ker(p) und der Z,-Linearitdt von (¢ - 1), . Fiir die
Stetigkeit von (¢ — 1)@@ gentigt es zu zeigen, dass fiir alle f € ker(p) die p-adische
Bewertung von (¢ - 1)(f) mit der von f tibereinstimmt. Sei dafiir f = p™u € ker(p)
mit m >0 und u € Of nker(p). Angenommen (¢ - 1)(u) € pOg, d.h.

u+pOg € ker(E Lt E)=F,=2,/pZ,.

Dann existiert ein a € Z, mit u —a € pO¢. Da aber u = .z a,t" und u —a = (ap - a) +
Ynez\foy dnt" € pOg, muss a, € pW flir allen # 0 und ag —a e pW = pZ, ® ( i1 prxi)
gelten. Daraus erhdlt man wegen u € ker(p), alsoag € ®;_; Z,x;, und a € Z,,, dass bereits
a € pZ, und ay € @;_, pZ,x; gelten muss. Insbesondere ist damit 4y € pW und deshalb

u= Yy a,t" epOe,

neZ.

was ein Widerspruch zu u € O; = Og\pOg ist. Also dndert (¢ - 1), die p-adische
Bewertung nicht, was bedeutet, dass (¢ - 1), :ker(p) - (¢ - 1)O¢ ein Homdo-
morphismus ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit von ker(p) c O¢ ist somit auch
(¢ —1)O¢ c O¢ abgeschlossen bzgl. der p-adischen Topologie. |

Nun haben wir all unser Werkzeug zusammen, um das explizite Reziprozititsgesetz
von Fontaine-Witt zu beweisen.

Satz 7.51 (Explizites Reziprozitdtsgesetz von Fontaine-Witt).
Sei u € E* und x € Og, dann gilt:

[x,u) = Trx, (res(x - dig(Col(u)))) in Z,.

111



Beweis. Behauptung 1: Die Gleichung gilt fiir alle x € (¢ — 1)O¢.
Sei dafiir x € (p-1)Og, d.h. x = (p - 1)(¥) fiir ein ¥ € O¢. Dann ist nach der Bemerkung
vor Lemma 7.38 entsprechend 6¢(x) = 0 und somit [x,u) = 0s(x)((u,E)) =0.

Man beachte, dass nach Satz 1.33 (ii) die Galoisgruppe Gal(K|Q,) = Gal(k|FF,) zyklisch
ist. Des Weiteren erhalten wir aus Satz 1.33 (iii), dass die Einschrankung (¢:& - &),
ein Erzeuger der Galoisgruppe Gal(K|Q,) ist. Der Einfachheit halber schreiben wir
deshalb Gal(K|Q,) = (¢). Damit ist aufgrund der Additivitat von Trgg, und res auch
die rechte Seite der Gleichung 0, denn

Tryq, (res(x - dig(Col(u)))) = Trig, (res((¢ — 1)(X) - diog(Col(u))))
= Tryyg, (res((X) - dipg(Col(u)))) — Triq, (res(X - diog(Col(u))))
= Trig, (¢ (res(X - dig(Col(u))))) — Trrg, (res(X - diog(Col(u)))), nach 7.28,

(KQp]-1
= Z(; (pi”(res(f«dlog(Col(u)))) - TrK|Qp(res(5c~dlog(Col(u)))), da Gal(K|Q,) = (¢),

[K:Qp]-1 )
= Z(; @' (res(% - diog(Col(u)))) — Tri, (res(X - dipg(Col(u)))), da PE] = id = ¢,

= Tryq, (res(% - diog(Col(u)))) — Trig, (res(% - diog (Col(u))))
-0

Behauptung 2: Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass x + pO¢ ¢ (¢ - 1)E.
Wir zeigen dafiir zunédchst, dass beide Seiten der Gleichung fiir ein festes u ¢ E*
Z,-linear sind. Die Z,-Linearitét der rechten Seite sieht man recht einfach, da Trq,
Q,-linear, res K-linear und Z, c Q, c K ist. Fiir die linke Seite schauen wir nochmal,
wie dg(x) genau definiert ist. In Lemma 7.31 haben wir gesehen, dass fiir x € O¢ ein
y € Og mit (¢ - 1)(y) = —x existiert. Fiir ein a € Z, ist wegen der Z,-Linearitit von
@ — 1 somit auch (¢ - 1)(ay) = —(ay). Da Z, c Og = (O¢)¢t und (u,E) € Gg gilt nach
Lemma 7.36 schlieSlich

[ax,u) = b¢(ax)((u,E)) = (u, E)(ay) - ay = a(u,E)(y) - ay
=a((u,E)(y) - y) = ade(x)((u, E)) = a[x, u).

Damit ist auch die linke Seite der Gleichung Z.,-linear fiir festes u € E*. Nach Behaup-
tung 1 diirfen wir x ¢ (¢ — 1)O¢ annehmen. Aufierdem existiert wegen Lemma 7.50
ein m > 0 mit (x+p"O¢) n (@ - 1)O¢ = @. Lasst sich x schreiben als x = (¢ - 1) (y1) + px1
mit y1,x; € Og, so geniigt es wegen Behauptung 1 und der Z,-Linearitdt der beiden
Seiten die Gleichung nur fiir x; zu beweisen. Kénnen wir wiederum auch x; in der
Form x1 = (¢ — 1)(y2) + px2 mit 1, x, € Og schreiben, so ist x = (¢ — 1) (11 + py2) + p>x2
und es gentigt aus den gleichen Griinden wie zuvor, die Gleichung fiir x, zu zeigen.
Man beachte hierbei, dass spatestens nach m -1 Schritten (x,,_1 +p"O¢g)n (9 -1)O¢ = @
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gilt, da sonst (x + p"O¢) n (¢ — 1)O¢ + @, was ein Widerspruch zur Wahl von m wire.
Also kdnnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass die Restklasse x + pO¢ nicht in

(@ —1)E liegt.
Behauptung 3: Wegen der Separiertheit von Z, geniigt es
[x,u) = Trg, (res(x - dipg(Col(u)))) mod p"Z,

fiir beliebiges n > 1 zu zeigen.
Sei also ohne Einschrankung x € Og mit x + pO¢ ¢ (¢ — 1)E und wihle y € Og mit
(p-1)(y) =x (vgl. Lemma 7.31), sowie n > 1 beliebig. Wie zuvor seien

o (xo,...,%u-1) bzw. (v, ..., Yys-1) die Bilder von x bzw. y in W, (E) bzw. W, (Es%#);

Og(x)
o 5¢(x): G —— Z, > Z,|p"Z, = 5

Z|ZcQ|Z;
o E, := (Esp)ker®e(n) = E[yy,...,Yy,-1] (vgl. Satz 7.45);
® Xu:Gg, g = Q/Z der durch 6¢(x), induzierte Charakter.

Per Definition von (-,E):E* < Gg™ und (-, E,|E):E* - G, " = G, haben wir das
kommutative Diagramm

E* (~,E)

ab .
Gg™ = lglmE’|E endl. GE’\E
abelsch

(/EnlE) .
PTOJE,

E*/NE,e(E})

GEH‘E/

recE, |
wobei recg,g: E*/Ng,(E;) = G, " = G,e den Reziprozititsisomorphismus der zy-

klischen Erweiterung E, |E aus Definition 4.7 bezeichnet. Wir wahlen nun U := Col(u) €
(Og)Ne c Of c Og als Liftvonuund Aj € Og mit A;+pO¢ = xj € Eftiralle j € {0,...,n-1}.
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Dann gilt:

r%[x,u) +2Zy = g (x)u((u,E))

= xn((u,E4E)), wegen des kommutativen Diagramms,
= invg, g (U 61(Xs)), nach 4.8 mit i@ := u- Ng,g(E;) € E*/Ng,e(E;,),
= invg, g ((u | Xo,...xs-1]), nach 7.47 und da xp =x mod pO¢ ¢ (p - 1)E (*),

n-l n-1-j
= Try, (res ((];) pJ‘”A’; ]) ~djog (Col (u)))) +7Z,, nach Satz 7.48,

= lnTrIqu (res ((HZ_:1 pfA’;“j) - djoq (Col (u)))) +7Z,,

p =0

da Trkyq, und res beide Q,-linear sind.

Zu (*) : Die Einbettung Og < W(E) ist gegeben durch

) W (can)

o
0 im(Po,) —> W(Og) ——> W(0s[pOs) = W(E).

Seien Xz' € Og mit @618(((Pm(X))m20) = (Xz')izo € W(Og), d.h. Xi mod ]9(95 = X; fur alle

i > 0. Durch Anwenden von @, erhilt man

(@™ (%)) mz0 = Pog ((Xi)iz0) = (P (Xo, -+, Xin) )0

und somit insbesondere x = p°(x) = Dy(Xp) = Xp. Alsoistx mod pOs = Xy mod pO¢ =
Xo.

(a~> (9" (a))m=0)
£ _—

Betrachte nun den Ringhomomorphismus t,: O¢ = W(E) - W, (E). Dann ist ker(t,) c
O¢ ein Ideal in O¢ und damit ker(t,,) = p"Og fiir ein m e N U {oo}. Auf der einen Seite
ist wegen p"W(E) c V,(E) auch p"O¢ c ker(1,) und deshalb m < n. Auf der anderen
Seite ist aber auch n > m, denn

L' 1) =p" (1) =p*1(1,0,...,0) + V,(E) = (0,...,0,1) + V,(E) 0

in W, (E). Also ist ker(t,) = p"Og¢ und wir kénnen O /p"O¢ in W, (E) einbetten. Wegen
Lemma 7.39 gilt dann in W,,(E):

n—1 n—1 n-1 . 1o
P X) +p" O =F" Yxo, ..., x00) = (&b ..., 20 )= Y plt(xj)P o
=0

nach Lemma 5.14 (i), Lemma 5.15 (ii) und Satz 5.16 (i), wobei 7:E - W(E) - W, (E)
den Teichmiiller-Lift bezeichnet. Es gilt allerdings wegen A; mod p = x; = 7(x;)
mod p und Lemma 1.21 auch

A?n e t(x))"" mod p"  bzw. pf'A’;.’nflfi =plt(x;)""" mod p".
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Mittels dem zuvor gezeigten erhélt man damit

n-1 - n=1 -y
S pA = Y pin(gy ™ 29" () mod pOk.
=0 =0

Also gilt fiir unsere Gleichung;:

1 1 n-l . n-1-j
E[x,u) +Z, = ETWQP (res ((Z pAY ) - djoq (Col (u)))) +Z,
=0

- pleQp (res ("' (x) - diog (Col (1)) + Z,

n

= lT7’K|Qp (" (res (x - diog (Col (1))))) + Z,, nach 7.28,

n

= %Tﬁq@p (res (x - diog (Col (1)))) + Z,.

Dabei gilt die letzte Gleichheit aus den selben Griinden wie in Behauptung 1, denn
Gal(K|Q,) = (). Die damit erhaltene Gleichung ist d&quivalent zu
[x,u) = Trgg, (res(x - dipg(Col(1)))) mod p"Z,.

Da Z, bzgl. der p-adischen Topologie separiert ist und n > 1 beliebig gewéhlt war, ist
schliefilich

[x,u) = Tryq, (res(x - diog(Col(u)))).
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