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0 Einleitung

0 Einleitung

In dieser Bachelorarbeit wollen wir die Methode des Galoisabstiegs kennenlernen und
diese fiir die Bestimmung und Klassifizierung von Brauer-Severi-Varietdten benutzen.

Zudem werden wir einige Aussagen iiber die Formen affiner Rdume iiber einem Korper
K treffen.

Dafiir wird zunéchst der Begriff einer Form eines K-Schemas X eingefiihrt und wir
werden in zwei Beispielen erkennen, dass die Betrachtung von Formen in der Tat not-
wendig ist. Dann werden wir die Methode des Galoisabstiegs zunéchst im algebraischen
Sinne fiir Algebren und daraufhin im geometrischen Sinn fiir quasi-projektive Schemata
kennenlernen. Schlieflich werden wir im Abschluss des ersten Abschnitts grundlegende
Begriffe der Kohomologie einfiihren und diese mithilfe der Methode des Galoisabstiegs
zur Klassifizierung von endlich galoisschen Formen von K-Schemata verwenden.

Im zweiten Abschnitt werden wir den Spezialfall der Formen des projektiven Raumes
P% betrachten. Um diese sogenannten Brauer-Severi-Varietaten genauer zu klassifizieren,
fithren wir den Begriff der Azumaya-Algebren ein, mit deren Hilfe wir die Brauer-Severi-
Varietéten in bestimmten Féllen auch genau bestimmen werden. Den Abschluss dieses
Abschnitts bildet der Satz von Chatelet, der aussagt, dass jede Brauer-Severi-Varietét
mit einem K-rationalen Punkt bereits isomorph zu einem projektiven Raum Py ist.

Im letzten Abschnitt betrachten wir kurz den Fall der Formen des affinen Raumes
A%.. Wir geben einen Beweis fiir die Abwesenheit von nichttrivialen endlich galoisschen
Formen der affinen Geraden Al sowie ein Beispiel fiir eine nichttriviale inseparable
Form von AL und verweisen auf das bisher noch ungeléste Problem der Bestimmung
der Formen des affinen Raumes A’ im Fall n > 3.

Viele Beweise, insbesondere im ersten Abschnitt, orientieren sich an dem Artikel
(Jah00) von Jorg Jahnel, der die grundlegende Vorlage dieser Bachelorarbeit bildet.
Der Begriff einer Algebra iiber einem Korper wird hier stets im Sinne einer assoziativen
Algebra mit Eins gebraucht.



1 Galoisabstieg

1 Galoisabstieg

1.1 Motivation

Wir wollen mit der grundlegenden Definition einer Form beginnen.

Definition 1.1.1. Sei L|K eine Korpererweiterung und X ein K-Schema. Ein K-
Schema Y heifit eine L-Form von X, falls

XXKLQYXKL

als L-Schemata.
L heifit in diesem Fall ein Zerfdllungskérper von Y.

Bemerkung. Schreibe auch kurz X, := X x g L(= X Xgpec(x) Spec(L)).
Sind X und Y affin, so ist Y eine L-Form von X genau dann, wenn

Ox(X)®xk L=0y(Y)®k L

als L-Algebren. Dies folgt aus der Dualitét zwischen affinen L-Schemata und kommuta-
tiven L-Algebren und der Darstellung der Faserprodukte affiner Schemata als Spektrum
der Tensorprodukte ihrer globalen Schnitte.

Beispiele. Selbstverstiandlich ist jedes zu X isomorphe K-Schema Y eine L-Form von
X fiir eine beliebige Korpererweiterung L|K. Die folgenden Beispiele dienen der Veran-
schaulichung, dass es im Allgemeinen nicht nur diese trivialen Formen gibt:

i) Sei L| K eine endliche Galoiserweiterung, wobei L # K. Dannist Y := Spec(KFK])
eine nicht-triviale L-Form von X := Spec(L):
Offensichtlich gilt: L ist als K-Algebra nicht isomorph zu K=K da
n:=[L: K] > 1 und somit K"K kein Korper ist.
Wie angemerkt reicht es nun in diesem Fall zu zeigen, dass L&y L =~ K (LK) @y L
als L-Algebren.
Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein a € L, sodass « separabel
tber K und L = K|a]. Sei fox = 7, (t —a;) € K[t] das Minimalpolynom von «
tiber K. Dann gilt L =~ K[t|/(fax) als K-Algebren und somit

L®k L = (K[t]/(fax)) ®x L = L[t]/(fa.x)

als L-Algebren. Da L|K galoissch, insbesondere normal, folgt demnach mit dem
Chinesischen Restsatz (alle «; sind verschieden):

L®x L=~ L[t]/(II,(t — oy)) = L" = LK) =~ gIEE] @ 1
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ii) Das R-Schema Y := V, (23 + 22 + 22) < P4 = Proj(R[zo, r1, x2]) ist eine nicht-
triviale C-Form von X := PL:
Die R-Schemata X und Y sind nicht isomorph, da bereits auf R-rationalen Punkten
X(R) = Ap(R)UPR(R) # &
Y(R) = {[zo: 71 : 73] e PA(R); 25 + 2] + 253 =0} = &
und ein Isomorphismus zwischen den R-Schemata X und Y einen Isomorphismus
zwischen den R-rationalen Punkten X (R) und Y (R) induzieren wiirde.
Betrachtet man jedoch die C-Schemata X¢ =~ P{ und Y = V, (22 + 2% 4+ 23) < P2,
so gilt:
Yo = Vi (af + 27 + 3)
= V. (zor1 — 23) = Proj(Clao, v1, 2]/ (zoa1 — 23))
= Proj(Clys, yoyr, yi]) = Proj(Clyo, y:]?)
= PTOj(C[yo,yl]) = P(%:
= X(Ca

wobei die zweite Isomorphie durch den Isomorphismus
Clxo, x1, 2] — Clag, 21, 2], T = To + i1, 21 — To — iT1, To — i,

von graduierten Ringen induziert wird und C[yo, y1]® den zweiten Veronese-Unter-
ring des graduierten Ringes C[yo, y1] bezeichnet.

Es kann also passieren, dass zwei nicht-isomorphe Schemata iiber einem Korper K nach
einer Skalarerweiterung mit einer Kérpererweiterung L isomorph werden. Unser Ziel in
dieser Arbeit ist es, diese Formen von K-Schemata X zu klassifizieren. Ein wichtiges
Werkzeug, um eine solche Klassifizierung zumindest fiir endliche Galoiserweiterungen
L|K zu ermdglichen, ist die Methode des Galoisabstiegs, die in diesem Kapitel vorgestellt
wird.

Wir setzen dafiir fiir ein K-Schema X und eine Korpererweiterung L|K die folgende
Schreibweise fest:

Definition 1.1.2. Wir definieren die folgende Menge:
FﬁK :={Y K-Schema; Y ist eine L-Form von X}/,

wobei Y ~ Y’ genau dann, wenn'Y =Y als K-Schemata.

Bemerkung. Die Menge F' ﬁ , st eine punktierte Menge mit dem trivialen Element

1= [X].

Sei im Folgenden L|K stets eine endliche Galoiserweiterung mit zugehoriger Galois-
gruppe G := Gal(L|K), sofern nicht anders definiert.



1 Galoisabstieg

1.2 Algebraische Version

Definition 1.2.1. Sei f : L — A eine kommutative L-Algebra.
Fine Gruppenoperation

T:G— Aut(A),0 — T,

auf dem Ring A (d.h. T ist ein Gruppenhomomorphismus und die T, sind Ringautomor-
phismen) heifft semilineare G-Operation (oder auch o-lineare Operation) auf A,
falls fiir alle A€ Lya € A und o € G die Gleichung

Ta()‘a) = U(/\)T0<a)

qilt, d.h. sodass fiir alle 0 € G folgendes Diagramm kommutiert:
fT Tf (1.1)

Bemerkungen.

+ Wenn die Bedeutung im Kontext klar ist, schreibe auch “a statt T, (a) fir a € A
und o € G.

+ Nach der Definition ist fiir eine semilineare G-Operation auf A die Abbildung T,
im Allgemeinen kein Morphismus von L-Algebren, wohl aber ein Morphismus von
K-Algebren. Eine o-lineare Operation auf A ldsst sich also auch als Gruppenho-
momorphismus 7" : G — Auty(A) verstehen, fiir den das Diagramm (1.1) fiir alle
o € G kommutiert.

Wir wollen nun die genauere Beziehung von L-Algebren mit solchen semilinearen G-
Operationen und den K-Algebren untersuchen. Wir nutzen dafiir in den kommenden
Theoremen die folgende Schreibweise:

i) ALGk sei die Kategorie der kommutativen K-Algebren.

ii) ALGY [ sei die Kategorie der kommutativen L-Algebren mit o-linearer Opera-
tion T beziiglich der Korpererweiterung L|K, wobei wir H oMy, e fiir die Mor-
phismen in dieser Kategorie schreiben. Beachte, dass die Morphismen der Ka-
tegorie mit den o-linearen Operationen vertrdaglich sind, d.h. ein Morphismus
¢ € Homg((A,T),(B,T")) ist ein Homomorphismus ¢ : A — B von L-Algebren,
sodass

poT,=T.op (1.2)

fir alle o € G.
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Proposition 1.2.2. Die Zuordnungen

A— AL = (A®k L, (G — Autg(AL),0 — 04 :=ids ® 7))
= pp = pQidy

bilden einen wohldefinierten Funktor F : ALGr — Aﬂgj—iu{.

Beweis.
Die Wohldefiniertheit folgt durch einfaches Nachrechnen. Beachte hierbei, dass die durch
¢ : A — B definierte Abbildung ¢ im oben genannten Sinne mit den auf Ay und By,
gegebenen semilinearen GG-Operationen vertraglich ist.

m

Bemerkungen.

+ Wenn die Bedeutung im Kontext klar ist, verwende auch einfach die mehrdeutige
Bezeichnung o fiir g4.

+ Fassen wir A € Ay, iiber die durch das Tensorprodukt gegebene kanonische Abbil-
dung ¢t : A — Ap,a — a® 1, als Unterring auf, so gilt offensichtlich 0| 4 = tda fir
alle o € G. Beachte, dass ¢ injektiv ist, da L ein freier K-Modul ist.

Bezeichnen wir also mit (A;)% := {z € A;Vo € G : “2 = x} die Fixmenge von Ay,
unter der o-linearen Operation, so gilt A < (A;)¢.

Tatséchlich gilt fiir x = Y., a; ®1; € (A), wobei (a;)icr eine K-Basis von A und
l; € L fiir i € I, dass

iel

0=z—"2=>0a® -al))
1€l
fir alle 0 € G. Da (a; ® 1);e; eine L-Basis von Ay, ist, folgt I; — o(l;) = 0 fiir alle
oeG,alsol; e K, womit v = (D, _; Lia;) ®1 € A.
Insgesamt erhalten wir also die Gleichung A = (A7)C.

* Ein Morphismus ¢ in der Kategorie Aﬁgg i ist genau dann ein [somorphismus,
wenn er bijektiv ist. Dafiir ist nur zu zeigen, dass fiir eine Bijektion ¢ die Um-
kehrabbildung ¢! auch mit den o-linearen Operationen vertriiglich ist, d.h. ein
Morphismus der Kategorie ALGY  ist. Dies folgt aber sofort aus Gleichung (1.2):

1

Toop =g lo(poT,)op =9l o(Top)op  =¢p ol
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Das Ziel dieses Abschnitts besteht nun darin zu zeigen, dass durch den in Proposition
1.2.2 definierten Funktor eine Aquivalenz von Kategorien definiert wird. Dies wird in
dem folgenden Theorem zusammengefasst:

Theorem 1.2.3. (Galoisabstieg - algebraische Version)
Fiir eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G := Gal(L|K) ist
FALGK — ALGY
A A
Y= YL

eine Aquivalenz von Kategorien.

Eine analoge Aussage lasst sich auch fiir die Kategorien der Vektorrdume und der
nicht notwendigerweise kommutativen Algebren zeigen. Der Beweis verlauft in diesen
Féllen vollkommen analog zu dem behandelten Fall, da an keiner Stelle die zusétzlich
gegebene Struktur bendtigt wird.

Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten und zeigen die Volltreue und essentielle Sur-
jektivitat des Funktors:
Satz 1.2.4. Der Funktor F ist volltreu, d.h. fir alle A, B € ALG ist

Fap: Homg(A, B) — Hom{, (AL, Br), o — ¢1
bijektiv.
Beweis.
Betrachte fiir A, B € ALGk die Abbildung

Gap : Hom{ (AL, B) = Homg (A, B), ¢ — ¢,
wobei

Y% : A — B a— {(a).
Die Wohldefiniertheit von 1 folgt aus der Vertriglichkeit von 1 mit den G-Operationen,
weshalb ¥(a®1) € (Br)Y = B (vgl. Bemerkung nach Proposition 1.2.2).
Dann gilt fiir alle ¢ € Homg (A, B)
(Gas o Fap)(p)(a) = (vr)%(a) = p(a), da (pr)(a®@1) = p(a) ®1, fir alle a € A
=(GapoFap)lp) =

sowie fir alle ¢ € HomaK(AL, Br)

(FaoGan)(¥)(a®l) = (1) L(a®])
=1 (%) ®1)
=1 Y(a®1)
=¢Y(a®]I) fir alle a® € Ay, (und damit auch alle a; € Ay)

= (FasoGap)(¥) = .
Damit folgt ]—"ng = G4 p und somit ist F4 p bijektiv.
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Satz 1.2.5. Der Funktor F ist essentiell surjektiv, d.h. fir (B,T) € ALG]  existiert
emm Ae ALGx mit
F(A) = AL = (B,T).

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich am Beweis des Lemmas 6.4 aus (Bru09))
Setze
A:=BY:={be B;Yoe G :T,b) =b} (1.3)

die Fixmenge unter der semilinearen G-Operation 7T, nach deren Definition A mit den
von B induzierten Operationen eine K-Algebra ist (wie oben bemerkt sind alle 7, Mor-
phismen von K-Algebren und A somit abgeschlossen unter den von B induzierten Ope-
rationen).

Bemerke, dass im Falle der Kategorie der Vektorrdume/Algebren A auch wieder ein
Vektorraum/eine Algebra wire.

Betrachte nun die K-balancierte Abbildung A x L — B, (a,l) — la. Diese induziert
einen Morphismus von L-Algebren ¢ : A - B,a® [ — la.
Zusétzlich gilt fiir 0 € G und )" | (a; ® ;) € Ap:

n n

(o) (D (a:®1) = ¢ (@ @a(l)

i=1 =1

I
1=
e
=
3
S
o
®
£
m
N
—
<
0
=
—
=
W
N—
N—

= ZTU(SO((% ®1;))
- T oD@

Damit ist ¢ also ein Morphismus in der Kategorie ALGY .
Desweiteren gilt:
o  ist surjektiv:
Sei (I3, ...,1,) eine K-Basis von L, G = {071, ...,0,}, wobei 01 = idy, und b € B beliebig.
Betrachte fiir j € {1,...,n}

n

a; = Y T, (1b) = > 0i(l)T,, (D).

i=1 i=1

10



1 Galoisabstieg

Da oo G = G fiir alle 0 € G, gilt a; € A fiir alle 1 < j < n. Zudem ist nach der
linearen Unabhéngigkeit von Charakteren (vgl. Korollar VI.5.4 aus (Lan02)) die Matrix
M = (0:(1;))1<i,j<n invertierbar, weshalb:

(aj)1<j<n = M - (T5,(b))1<i<n
=b="T,(b) = (M (a;);)1 € spang(ai, ...,a,) < im(y)

o ist injektiv:
Sei (a;)e; eine K-Basis von A, dann ist (a; ® 1),; eine L-Basis von Ay,
Angenommen, ¢ wire nicht injektiv, d.h. ker(p) # {0}. Wéhle

x = Zli(ai ® 1) € ker(p)\{0}

mit |{i € [;{; # 0} minimal.
Sei 0.B.d.A. I;, € K (sonst betrachte (I;,)"'z). Wire jedoch [; € K fiir alle i € I, so

wirde
0= p(z) = Y La;

gelten und somit /; = 0 fiir alle ¢ € I, da (a;);e; K-Basis von A ist. Dann folgt jedoch
x = 0, im Widerspruch zu x € ker(p)\{0}.
Wiéhle also iy € I mit [;, € L\K, d.h. l;, # o(l;,) fiir ein o € G. Dann gilt

0="T,(p(z)) = p(o(z))
= o(x) € ker(p)

= 1 —o(x) € ker(¢)\{0},

da l;, — o(l;;) # 0 und die a; ® 1 L-linear unabhéngig.
Zudem gilt jedoch l;; — o(l;;) = 0, womit

i€ Ll — o(l) # 0} < [{i € ;1 # 0},
im Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalitét.

Insgesamt ist o also ein bijektiver Morphismus in der Kategorie ALGY,;c und somit

nach der Bemerkung nach Proposition 1.2.2 ein Isomorphismus, womit F(A) = A, ~ B.
O

Bemerkung. Wie aus den Beweisen von Satz 1.4 und 1.5 bereits ersichtlich, lasst sich
also ein Funktor G : ALGT  — ALGk definieren, der eine L-Algebra A mit semili-
nearer G-Operation auf seine Fixmenge A® und einen Morphismus ¢ : A — B auf die
Einschrinkung ¢ := |, : A% — B schickt. Fiir diesen gilt, dass FG und GF jeweils
natiirlich dquivalent zur Identitdt von ALGY, ;- bzw. ALGf sind.

11
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1.3 Geometrische Version

Definition 1.3.1. Sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata, K ein Kérper.

i) f heifft Immersion (oder auch lokal abgeschlossene Immersion), falls f = joi
fiir eine abgeschlossene Immersion © und eine offene Immersion j.

ii) Ein K-Schema X heifft quasi-projektiv, falls ein n € N und eine Immersion
X — P% in den projektiven n-Raum existiert.

Bemerkungen.
+ Jede abgeschlossene bzw. offene Immersion ist offensichtlich eine Immersion.

+ Ein quasi-projektives K-Schema ist also ein abgeschlossenes Unterschema eines
offenen Unterschemas eines projektiven Raums iiber K.

« Jedes quasi-projektive K-Schema X ist quasi-kompakt (da X Unterraum des
noetherschen topologischen Raums P, fiir ein n € N ist).

Lemma 1.3.2. Die Verkniipfung go f von Immersionen f: X —Y,g:Y — Z ist wie-
der eine Immersion. Insbesondere ist also jedes abgeschlossene oder offene Unterschema
eines quasi-projektiven Schemas wieder quasi-projektiv.

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich am Beweis des Lemmas 25.24.3 von (Stal8))
Sind f : X - Y, ¢g:Y — Z Immersionen, so existieren also offene Unterschemata
1:U—>Y,j:V — Z, sodass

f=t0aund g=job

fiir abgeschlossene Immersionen a: X - U, b:Y — V.
Da b ein Homéomorphismus auf sein Bild b(Y) € V ist (mit der induzierten Topologie),
existiert insbesondere ein offenes V/ < V', sodass U = b~(V’). Dann ist aber

1 —
blyryry 0T (V) = U >V
wieder eine abgeschlossene Immersion (da b(U) = b(Y)nV’ < V' abgeschlossen), weshalb
gof=jolbei)oa=(jonobl,oa)

wobei ¢ : V' < V' die kanonische offene Immersion ist.
Da die Verkniipfung von abgeschlossenen (resp. offenen) Immersionen wieder eine ab-
geschlossene (resp. offene) Immersion ist, folgt somit, dass g o f ebenfalls wieder eine
Immersion ist.

m

12



1 Galoisabstieg

Proposition 1.3.3. Jedes quasi-projektive K-Schema ist von endlichem Typ und sepa-
riert.

Beweis.
Betrachte fiir ein quasi-projektives K-Schema X den Strukturmorphismus

)
X 2oy 5P > Spec(K),

wobei ¢ eine abgeschlossene Immersion, ¢ eine offene Immersion und v der Struktur-
morphismus von P} sind.
Da der projektive Raum P von endlichem Typ und noethersch ist, folgt, dass Y als
offenes Unterschema von endlichem Typ ist und damit X als abgeschlossenes Untersche-
ma von Y ebenfalls von endlichem Typ ist.
Zudem ist P separiert und jede Immersion ist separiert (vgl. beispielsweise (GS16),
Rmk. 3, S.189), weshalb auch X separiert ist.

O

Bemerkung.

Ein integres, quasi-projektives K-Schema ist somit bereits eine Varietédt (im Sinne eines
integren, separierten K-Schemas von endlichem Typ). Es gibt jedoch auch Varietéten,
die nicht quasi-projektiv sind. Eines der ersten Beispiele fiir eine solche Varietét, die nicht
in den projektiven Raum eingebettet werden kann, wurde im Jahre 1956 von Masayoshi
Nagata konstruiert (vgl. (Nagh6)).

Lemma 1.3.4. Fir ein K-Schema X und eine endliche Korpererweiterung LI K gilt:
X ist quasi-projektiv < Xy, ist quasi-projektiv

Beweis.
Die Richtung = folgt leicht aus der Tatsache, dass abgeschlossene (bzw. offene) Immer-
sionen (also auch lokal abgeschlossene Immersionen) stabil unter Basiswechsel sind (vgl.
(Stal8), Lemma 25.18.2).
Fiir die Riickrichtung verweisen wir beispielsweise auf (Jah00), 2.12ix oder (GW10),
14.55.

[l

Definition 1.3.5. Sei f : X — Spec(L) ein L-Schema.
Eine Gruppenoperation

T:G— Aut(X),0 — T,
auf dem Schema X (d.h. T ist ein Gruppenhomomorphismus und die T, sind Automor-
phismen von Schemata auf X ) heifit eine kompatible G-Operation auf X, falls fir
alle o € G das folgende Diagramm kommutiert:

x o . x

al |

Spec(o™

f (1.4)
Spec(L) —;)Spec(L)

13
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Bemerkungen.
+ Wir schreiben auch einfach die Familie (7}), fiir die Gruppenoperation 7.

« Ist X = Spec(A) affin, so definiert eine kompatible G-Operation T auf X eine
semilineare G-Operation ¢ : G — Aut(A),0 — ¢, auf der L-Algebra A, wobei
Spec(p;t) = T, fiir alle o:

- ( ist eine Gruppenoperation:

Spec(p; ' o, ") = Spec(p, ') o Spec(e; ') = T, o T, = T, = Spec(e,})
= =t o, = (s 00.)7"
= QYor = Yo O Pr

- Das Diagramm 1.4 liefert mithilfe der iiblichen kontravarianten Kategorien-
dquivalenz das folgende kommutierende Diagramm:

A-—225 A

[

jE————

« Ahnlich wie im algebraischen Fall ist fiir eine kompatible G-Operation auf X die
Abbildung T, im Allgemeinen kein Morphismus von L-Schemata, wohl aber ein
Morphismus von K-Schemata (wobei ein L-Schema im kanonischen Sinne mithilfe
von Spec(¢) fiir die Inklusion ¢ : K < L als K-Schema aufgefasst wird). Dies folgt
sofort aus der Kommutativitéit des folgenden Diagramms:

XL)X

A

f
Spec(L) pecte”,) Spec(L)

Spec(L)l lSpec(L)

tdspec(K)

Spec(K) —— Spec(K)

Die Kommutativitit des unteren Rechtecks folgt aus 0! i = tdx durch Anwendung
des Funktors Spec.

14
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Unser Ziel ist es nun, eine zum algebraischen Fall in Theorem 1.2.3 analoge Aussage fiir
quasi-projektive Schemata zu treffen. Wir nutzen dafiir in den kommenden Theoremen
folgende Schreibweise:

i) OPg (bzw. AQP[) sei die Kategorie der quasi-projektiven (bzw. affinen quasi-
projektiven) K-Schemata.

ii) QPY (bzw. AQPT, ) sei die Kategorie der quasi-projektiven (bzw. affinen quasi-
projektiven) L-Schemata mit kompatibler G-Operation T', wobei wir H om‘z| 5 fir
die Morphismen in dieser Kategorie schreiben. Beachte, dass die Morphismen der
Kategorie mit den kompatiblen G-Operationen vertréglich sind, d.h. ein Morphis-
mus ¢ € Hom{,, (X, T), (Y,T")) ist ein Morphismus ¢ : X — Y von L-Schemata,
sodass

¥ o T, = Té @

fir alle 0 € G.

Proposition 1.3.6. Die Zuordnungen
X Xy = (X xg L, (G — Aut(Xy),0 — f, :=idx x Spec(c™))
Y=L =@ X idSpec(L)

bilden einen wohldefinierten kovarianten Funktor F : QP — QPZ|K, der sich zu einem

Funktor F : AQPx — AQPT, - einschrinkt.

Beweis.

Nach der Definition ist (f,), eine kompatible G-Operation auf X X g L. Zudem gilt fiir
die Morphismen ¢y :

(¢ X idspec(zy) © (idx x Spec(a™)) = p x Spec(o™') = (idy x Spec(o™")) o (¢ X idspec(z))

womit die Vertréaglichkeit mit den kompatiblen G-Operationen gewéhrleistet ist.

Desweiteren ist X fiir ein quasi-projektives K-Schema X nach Lemma 1.3.4 wieder

quasi-projektiv und fiir ein affines Schema X = Spec(A) ist auch X =~ Spec(Ayr) affin.
O

Wie schon im algebraischen Fall ist im Folgenden das Ziel zu zeigen, dass durch F
eine Aquivalenz von Kategorien definiert wird:

Theorem 1.3.7. (Galoisabstieg - geometrische Version)
Fiir eine endliche Galoiserweiterung LI K mit Galoisgruppe G := Gal(L|K) ist

X — X,
Y= YL

eine Aquivalenz von Kategorien, die sich zu einer Kategoriendquivalenz

F: AQPk — AQPYT i einschrinkt.

15
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Wir zeigen die Aussage zunéchst im affinen Fall:

Satz 1.3.8. Fir eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G := Gal(L|K)
ust
F 1 AQPk — AQPT i
X — Xp
YL

eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis.

Im Wesentlichen folgt diese Aussage aus Theorem 1.2.3 und der Dualitét zwischen der
Kategorie der kommutativen Ringe und der Kategorie der affinen Schemata. Wir fithren
den Beweis aber auch auf Grund der geforderten Quasiprojektivitat ausfiihrlich vor.

o Fssentielle Surjektivitit:
Sei Y := (Spec(B),T) € AQPT x. Wie oben bemerkt induziert die kompatible G-
Operation 7" eine semilineare G-Operation ¢ auf B und damit mittels Galoisabstieg fiir
Algebren (vgl. Satz 1.2.5) eine K-Algebra A mit A, = B in ALGY ., d.h. fiir alle 0 € G

kommutiert das folgende Diagramm:

AL i) B
z‘dA®crl l% (1.5)

ALéB

Somit folgt fir X := Spec(A) die Isomorphie X =~ Spec(AL) = Spec(B) = Y in
AQP7], ., da das Diagramm (1.5) das folgende kommutative Diagramm induziert:

X = Spec(Ar) —— Spec(B) =Y

fg=Spec(idA®0*1)l lSpec(gogl):Tg
X = Spec(Ar) —— Spec(B) =,

wobei die kompatible G-Operation auf X wie in Prop. 1.3.6 durch
fr =idx x Spec(c™) = Spec(idy @ o)

gegeben ist.
Somit ist X nach Lemma 1.3.4 quasi-projektiv und erfiillt damit die gewiinschten Ei-
genschaften.

16
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o Volltreue:
Sei also X = Spec(A),Y = Spec(B) sowie g € Hom§7;-(X, Y1) gegeben. Dann wird g
durch einen eindeutigen Homomorphismus von L-Algebren ¢, : By, — A gegeben, fiir
den folgendes Diagramm fiir alle o € G kommutiert:

BLL)AL

id B@al l’idA®<7

BLL)AL

Der durch den Galoisabstieg fiir Algebren eindeutig gegebene Morphismus cpf :B— A
mit (¢5), = ¢, (vgl. Satz 1.2.4) induziert einen Morphismus von K-Schemata
g% X — Y, fiir den gilt:

(9%) = Spec(ef) 1 = Spec((¥5)1) = Spec(py) = g

Ist umgekehrt f = Spec(pr) € Homg(X,Y), so gilt

(fL)9 = Spec(prr)® = Spec((0y,L)) = Spec(ey) = f

nach Satz 1.2.4.
Somit ist die Abbildung (-)¢ : Homg,(X1,Yr) — Homg(X,Y) invers zur Abbildung
(1)L und F volltreu.

[l

Um dieselbe Aussage fiir beliebige quasi-projektive Schemata auf den affinen Fall
reduzieren zu konnen, bendtigen wir noch die folgenden Aussagen:

Lemma 1.3.9. Sei P = {p1,....,p.} S P} eine endliche Teilmenge abgeschlossener
Punkte und Z < P} abgeschlossen mit Z n P = . Dann existiert ein homogenes
Element f € K|xq, ..., x,], sodass Z < V.(f) < PL\P.

Beweis.
Wir beweisen dies durch Induktion nach r > 1:

Der Fall r = 1 (also P = {p}) folgt sofort:
Da Z abgeschlossen ist, gibt es ein homogenes Ideal I = >, f;L[xo, ..., xs] S L[zg, ..., Tn]
(alle f; € L{xo, ..., x,] homogen), sodass

Z=Vi(I) = V+(Z fillzo, ... xn]) = ﬂV+(fj)-

jed jed

Somit folgt aus p ¢ Z insbesondere, dass Z < V.. (f;) < P}\{p} fiir ein j € J gilt.

17
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Es gelte die Aussage nun also fiir alle m < r.
Wiéhle dann eine nach der Induktionsvoraussetzung existente Hyperebene V, (g) < P7,
sodass

Z < V+(g> S PZ\{pla “'7p7"—1}7

wobei g € L|xy, ..., 2,,] homogen vom Grad d.
O.B.d.A. sei p, € V. (g) (sonst ist V,(g) die gesuchte Hyperebene). Wéhle zudem eine
nach Induktionsanfang existente Hyperebene V. (h), sodass

Zudpy, - pra} € Vi(h) < PTA{pr}-

Hierbei verwenden wir, dass P aus abgeschlossenen Punkten besteht.

Ist e der Grad von h, so gilt fiir f := h?+ g° also Z < Vi (h) nV,(g) < V. (f) < P}\P:

Wiére ndmlich p, € V. (f), d.h. f € p, (aufgefasst als homogenes Primideal), so wiirde

wegen g € p, auch h? € p, gelten, d.h. h € p, (da p, ein Primideal ist), d.h. p, € V, (h),

im Widerspruch zur Wahl von h.

Analog zeigt man p; ¢ V., (f) fiir 1 <i <r — 1 unter Verwendung von h € p; und g ¢ p;.
O

Lemma 1.3.10. Se1 Y € QP . Dann existiert eine affine offene Uberdeckung (Y1, ..., Yy,)
von Y, sodass alle Y; G-invariant sind, d.h. f,(Y;) € Y; fir alle 0 € G (und damit sogar

Beweis.
Setze Z :=Y\Y und P := {f,(y) € P};0 € G}, wobei Y der Abschluss von Y in P} und
y ein beliebiger abgeschlossener Punkt von Y (und damit auch von P7}) ist. Beachte,

dass Z < P} abgeschlossen ist: Schreiben wir Y < U als abgeschlossenes Unterschema
mit U < P} offen, so ist Y n U der Abschluss von Y in U, d.h. Y nU =Y, weshalb

Y\Y =Y\U =Y n (P}\U)

in P} abgeschlossen ist.
Nach Lemma 1.3.9 existiert somit eine Hyperebene H := V. (f) mit Z < H < P}\P.
Dann ist Y\H = Y\H < P?\H abgeschlossen und somit ist, da P}\H = D, (f) affin,
Y\H als abgeschlossenes Unterschema selbst affin.
Setze nun U, = (\,.o fo'(Y\H) < Y. Da U der Schnitt endlich vieler affin offener
Unterschemata von Y ist, folgt aus der Separiertheit von Y (vgl. Proposition 1.3.3),
dass U affin offen in Y ist. Nach Konstruktion ist U also eine affin offene, G-invariante
Umgebung von y.
Da der abgeschlossene Punkt y € Y beliebig gewahlt war, existiert also insgesamt eine
affin offene Uberdeckung durch G-invariante Unterschemata von Y, da die abgeschlosse-
nen Punkte in Y dicht liegen (vgl. (GW10), Proposition 3.35). Da Y als quasi-projektives
Schema quasi-kompakt ist (vgl. Bemerkung nach Definition 1.3.1), folgt somit die Aus-
sage.

O
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Lemma 1.3.11. Fir ein K-Schema X sei p : X — X die durch das Faserprodukt
gegebene Projektion. Dann gilt fiir y € Xp:

p(p(y) = Gy := {fs(y);0 € G}

Beweus.
Wihle eine affin offene Umgebung U = Spec(A) < X von p(y).
Dann ist p~'(U) = U, = Spec(Ayr) eine affin offene Umgebung von y, die p~!(p(y))
enthalt.
7 D ” .,

Schrelbe y =q€ Spec(AL), p(y) = p € Spec(A). Dann gilt fir o € G:

)
p(fs(y)) = ploa(a))
alg) N
4(q) N oa(A), siche Bemerkung nach Prop. 1.2.2
4(qn A), da o4 bijektiv
N A, siehe Bemerkung nach Prop. 1.2.2
(¥)

Somit gilt G(y) < p~H(p(y)).

9 ” .
c

Sei also q €pt(p(y)), dh. ¢ € Spec(AL) mit ¢’ n A = p. Fiir @ € ¢’ gilt dann

HO‘A eqd n(A) =g nA=pcq
oeG

= Jdoe G :o4(a) € q, daq prim

A
OA

I
" a2 9 9 9

= JoeG:acos(q)

= ¢ c U o4(q), da a € q beliebig
oeG
= doeG:q < oa(q) (vgl. (AM69), Prop. 1.11 7)).

Analog existiert ein 7 € G, sodass q S 7a(q'), womit 7,'(q) S q' < oa(q). Setze
p = 70 € G. Da G endliche Ordnung hat, existiert ein n € N mit p” = 1. Induktiv
erhalten wir

q < 7a(d) = 7aloa(a)) = pa(q) < ph(a) < ... < pli(a) = g,

d.h. q = pa(q) = (tac4)(q), also 7, (q) = 74(q) und damit schlieklich
q' = o0a(a) = fo(y) € Gy.
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Korollar 1.3.12. Sei X ein quasi-projektives K-Schema, p : X — X die kanonische
Projektion und V- < Xp, offen und G-invariant. Dann ist p(V) € X offen und es gilt:

V=pV)L < XL

Beweis.

Ist (Spec(A;))1<i<n eine affine, offene Uberdeckung von X, so ist (Spec(A; 1))1<i<n nach
der Konstruktion des Faserprodukts eine affine, offene Uberdeckung von X, sodass
p 1 (Spec(A;)) = Spec(A;), = Spec(A; 1) und p‘sp Air) = Spec(yp;) fiir die kanonische
Einbettung ¢; : A; < A; ; von K-Algebren.

Da L|K endlich, ist A; .| A; eine endliche Ringerweiterung, womit p endlich und surjektiv
ist (NB: alle p; sind injektiv).

Es gilt X, = VU(X\V), womit aus der Surjektivitét folgt:

X =p(Xz) =p(V) up(XL\V)
Da V' G-invariant ist, folgt zudem aus Lemma 1.3.11:

Pt pV) =GV =V
<V> Np(X\V) =

Da p endlich und somit insbesondere universell abgeschlossen, ist mit X, \V auch p(X\V)
abgeschlossen und p(V') = X\p(X \V) also offen. Damit gilt jedoch

p(V)p=pt(p(V)) =GV = V.

]

Bemerkung. In Korollar 1.3.12 zeigen wir, dass p(V) fiir jede offene, G-invariante
Teilmenge V' < X, wieder offen ist. Tatséchlich gilt dies sogar fiir alle offenen Teilmengen
V < X, d.h. p ist offen (dies folgt sofort aus dem Beweis von Lemma 1.3.11, da p(V') =
p(GV) fir alle V < X ).

Allgemeiner gilt, dass jeder flache Morphismus lokal von endlicher Présentation bereits
offen ist (vgl. (Gro65), Théoréme 2.4.6). Wir gaben oben einen elementaren und direkten
Beweis in unserer speziellen Situation.
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Satz 1.3.13. Der Funktor F ist essentiell surjektiv, d.h. fir'Y € QP{, existiert ein
X € QPK mat
FX)=X,>Y

m QP%H( .

Beweis.

Nach Lemma 1.3.10 gibt es eine affine offene Uberdeckung (Y3, ...,Y,) von Y durch G-
invariante Schemata Y;. Setze Y;; := Y;nY}. Dann ist auch Y;; G-invariant und affin offen
(Y ist quasi-projektiv, also nach Proposition 1.3.3 separiert). Nach Satz 1.3.8 existieren
also afline K -Schemata X; und Xj;;, 1 < 4,7 <n, und Isomorphismen f; : X; = Y; und
fij + Xij, . — Yi; von L-Schemata mit kompatlbler G-Operation.

Dann 1ndu21ert die offene Immersion X;;;, = Y; nY,; — Y; = X, 1 via Galoisabstieg fiir
affine Schemata und Korollar 1.3.12 eine offene Immersion X;; — X;, iiber die wir Xj;
als ein offenes Unterschema von X; auffassen konnen und X;; ;, als offenes Unterschema
von Xi,L mit fi‘XinL = fl]

Setze nun \IJZ] = j;l o f’Lj : Xij,L i’ in,L' Dann ist \D” € [80z|K(Xij,La Xj’i,L) und indu-
ziert somit via Galoisabstieg fiir affine Schemata 1.3.8 einen eindeutigen Isomorphismus
Vi; 1 Xij — Xji, sodass ;5 = W,5. Da W;; = \Ilﬂ , folgt aus Satz 1.3.8 auch v;; = ﬂl.
Fiir 4, 7, k ist dann

v =,

1] ij

—. oK)
o=l

Xij,L 0 Xk, L - (1/}”

nach Konstruktion ein Isomorphismus auf Xj;;, n X1 = Y; nY; n'Y), womit nach
Galoisabstieg auch
k
77[)1(]) . Xij N sz — in N Xjk:

ein Isomorphismus ist. Zudem gilt
i k j
(wj(k) © ,lvz)z(j )L w]kL wzy L= ) © \Pz(j) = \I'Si) wz‘(i,)u

womit mittels Galoisabstieg auch die Kozykelrelation erfiillt ist und die X; somit zu

einem Schema X verkleben.

Sind d1e gol X; = i(X;) € X die kanonischen offenen Immersionen, so betrachte
$i, L

D, Y] /R X — Xr. Aus der Eigenschaft der ¢, folgt:

= il , o f7"
= (%"XU)L o i;l

= (pilx, o ¥y)ro fi;
= @iclx,, o Vio fy

—1
= ©; o f..
¥Pj,L XjirL Ji

1

Xji,L
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Damit verkleben die ®; zu einem Morphismus von L-Schemata ® : Y — X. Die G-
Kompabilitit von ® folgt aus der aller ®; = ¢; o f; '

Tatséchlich ist @ ein Isomorphismus: Wegen X, = | J, X; 1 und da <I>‘ =&, .Y, —
X, fiir alle ¢ € I ein Isomorphismus ist, ist dafiir nur noch die InJekt1V1tat von ¢
nachzuweisen. Sind y, 3’ € Y mit ®(y) = <I>(y’), so wahle ¢,j € I mit y € Y; und ¢/ € Y.
Dann gilt

@(y) = ‘b@/) € SOi,L(Xz‘,L) N SOj,L(Xj,L) = SDi,L(Xij,L) = SDj,L(in,L)

und daher y € fi(X;;.) = Yin Y, und ¥ € f;(Xjiz) =
injektiv ist, folgt y = v/’
Insbesondere ist X nach Lemma 1.3.4 quasi-projektiv und es gilt F(X) = X, =Y.

O

YinY;

Satz 1.3.14. Der Funktor F ist volltreu, d.h. fir alle X, Y € QPSg ist

Fxy : Homg(X,Y) — Hom7 (X1, Y1), f— [r
bijektiv.
Beweis.
Sei g € Hom{, ;o (X1, Y1) gegeben und sei p : X — X die kanonische Projektion.
Fiir eine affine, offene Uberdeckung (Y7, ..., ¥;,) von Y, ist dann (Y 1, ..., Y;,1.) eine affine,
offene Uberdeckung von Y7, wobei alle Y; ;, offensichtlich G-invariant sind. Da g mit den
kompatiblen G-Operationen vertréglich ist, folgt somit, dass (7 %(Yi.L))1<i<n eine G-
invariante, offene Uberdeckung von X bildet.

Setze nun X; := p(g~" (Y _)), dann ist g~ '(Y; 1) = X; 1 nach 1.3.12 und X = (J,_,;,, Xi,
da p surjektiv ist (vgl. Beweis von Korollar 1.3.12).

Wiihle fiir 1 < i < n eine affine, offene Uberdeckung (X;) ez, von X;, sodass (Xij.1.)icr je,

eine G—lnvarlante, affine offene Uberdeckung von X, ist.

Dann wird g;; := g‘X__L € Homz‘K(Xij,L,Yi,L) via Galoisabstieg fiir affine Schemata
7,

1.3.8 durch einen Morphismus f;; € Hom(X;;,Y;) induziert (d.h. f;; 1 = gi;). Fur ¢, 5, k,1
gilt zudem:

(fij )r = fijrly,

Da X n Xy affin offen (X ist separiert), folgt wiederum iiber Galoisabstieg fiir
affine Schemata f;;

=9 XijooXeL fkl L‘X] LN Xkl,L (fkl Xz‘jﬁXkl)L

i, LN Xkl L

‘Xijmxkl = f’f”xijmxkl'
Somit verkleben die f;; zu einem Morphismus f : X — Y, fiir den f; = g auf

XL = Ui,j Xij,L-

Ist h : X — Y ein weiterer Morphismus mit h;, = g = fr, so gilt fiir 1 <i < n,je J;

Mit Galoisabstieg fiir affine Schemata 1.3.8 folgt f!X__ = h‘X__, womit insgesamt f = h.
ij ij

]
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1.4 Klassifizierung durch Kohomologie

Nachdem wir nun mit dem Konzept des Galoisabstiegs das fiir uns wichtigste Werkzeug
im Umgang mit Formen kennengelernt haben, wollen wir in diesem Kapitel eine ers-
te Moglichkeit der Klassifizierung von Formen vorstellen. Dafiir wird das Konzept der
Kohomologie benétigt, die wir nun in den néchsten zwei Seiten nur kurz in dem Mafse
einfiihren, wie wir es in dieser Arbeit benétigen, bevor wir das Kapitel mit dem ersten
Klassifizierungstheorem abschliefsen.

Definition 1.4.1. Eine Gruppe A zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus T :
G — Aut(A),o — T, heifst eine G-Gruppe.

Proposition 1.4.2. Fir ein K-Schema X ist die Gruppe
Autp(Xp) :={g9: X — Xr; 9 Isomorphismus von L-Schemata}
eine G-Gruppe beziiglich der G-Operation
o 0= (g foogof;): G— Auty(Xy),
wobei nach wie vor f, :=idx x Spec(c™!).
Beweis.
+ Fiir o € G kommutiert das folgende Diagramm:

—1
XL fo N XL g fo , XL

> XL
tdspec(L) Spec(o™1

Spec(L) Specta) Spec(L) —— Spec(L) —>)Spec(L)

womit die Abbildung o(g) = f,ogo f; ! ein Automorphismus von L-Schemata ist.

« Fir alle 0 € G ist die Abbildung g — o(g) ein Automorphismus von Aut(Xp),
denn aus f, o f,-1 =idyx, folgt coo ! = 1d Auty (x;) und fiir g, h e Autp(Xp) gilt:
a(hog) = fsohogo f
= foohof o foogof,!
=o(h)oo(g)
+ Die Abbildung o +— o = (¢ — f,ogo f;!) ist ein Gruppenhomomorphismus, denn

fir o,7 € G und g € Auty (X)) gilt:

(UT)(g) = fUT ©go ;rl

:faofTogof;lofg_l
= foor(g)of,!
= (0o7)(9)
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Bemerkung. Mit einem analogen Beweis folgt auch, dass fiir eine K-Algebra A die
Gruppe Autr(Ar) eine G-Gruppe ist, wobei die G-Operation auf Auty(AL) gegeben ist
durch die Vorschrift

o(f)=0a0foo,t.
Fiir affine Schemata Spec(A) induziert die obige G-Operation auf Auty(Spec(Ayr)) eben-
diese G-Operation auf Auty(Ay) iiber die tibliche Kategoriendquivalenz.

Definition 1.4.3. Sei (A, T) eine G-Gruppe.

i) Fin Kozyklus von G nach A ist eine Abbildung a : G — A, 0 — a,, sodass fir alle
o,TeG:
Aor = aO'TO'<aT)

it) Zwei Kozyklen a,b : G — A heiffen kohomolog, falls ein f € A existiert, sodass
fiir alle o € G:

by = f71a0T0<f)
Bemerkungen.

+ Schreibe auch (a,), fiir einen Kozyklus a.

« Ist X ein K-Schema und a : G — Auty(Xy) ein Kozyklus auf der G-Gruppe
Autr(Xp) (vel. Prop. 1.4.2), s0ist T : G — Autk(Xy),0 — a, o f, eine kompati-
ble G-Operation auf X . Dies folgt sofort aus der Kommutativitat des folgenden
Diagramms

XL z > XL do > XL

N =

Spec(L)

und der Gleichung

ao'Tfo'T = aaa(ar)fafT = aafoa‘rfa_lfafr = (anU) © (anT)'

Analog gilt fiir eine K-Algebra A und einen Kozyklus a auf der G-Gruppe Aut(Ay),
dass o — a, o 04 eine semilineare G-Operation auf A definiert.

+ Die durch
a ~ b:< a,b kohomolog

definierte Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
{a: G — A;a Kozyklus}, denn fiir Kozyklen a,b,c: G — A gilt:

- ay = 17ta,T,(1) fiir alle 0 € G, d.h. ~ ist reflexiv.

-aus b, = f~la,T,(f) folgt a, = (f~1) 10, T,(f~1) fiir alle 0 € G, d.h. ~ ist
symmetrisch.

-aus a ~ bund b ~ ¢ folgt ¢, = g7 (fLa,T,(f)T5(9) = (fg9) ta,T,(fg) fiir
geeignete f,g € A und alle 0 € GG, d.h. ~ ist transitiv.
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Definition 1.4.4. Sei (A, T) eine G-Gruppe und ~ die obige Aquivalenzrelation.
Dann heifst
HY(G,A) :={a: G — A;a Kozyklus}/

die erste (nicht abelsche) Galoiskohomologie von A.

Bemerkung. Die erste Galoiskohomologie ist eine punktierte Menge mit trivialem Ele-
ment 1 = (0 —1):G— A.

Theorem 1.4.5. (Klassifizierung tiber Galoiskohomologie)
Fiir ein quasi-projektives K-Schema X gibt es eine Bijektion punktierter Mengen

Fl)jK = I(G,AUtL(XL))

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich in Teilen am Beweis des Satzes 14.88 aus (GW10))
Sei h : X — Spec(K) ein quasi-projektives K-Schema und Y eine L-Form von X. Wir
wollen nun einen durch Y bestimmten Kozyklus konstruieren. Wihle dafiir einen Iso-
morphismus « : Y, — X von L-Schemata.

Bezeichne die kanonische kompatible G-Operation auf Y7, mit (g,), und setze

Y= (f;/)(7 = (aog,oa™t),.

Dann kommutiert das Diagramm

AL \ Iy / A

YL L) YL

e I

Spec(L) > Spec(L)

Spec(a—1)

(NB: « ist ein Morphismus von L-Schemata und g ist eine kompatible G-Operation auf
Y1), womit f¥ eine kompatible G-Operation auf X7, ist.
Setze nun a, := f¥ o f;! € Autg(X). Dann kommutiert das folgende Diagramm:

X » Spec(L)
’Y Spec(cy
Ao XL E— Spec(L) Z.dSpec(L)
£ Spec(o™1)
X » Spec(L)

Damit gilt a, € Aut(Xy).
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Zudem ist a, nach Definition eindeutig durch die Gleichung

ay 0 (feoa)=aog, (1.7)

bestimmt.
Fir 0,7 € G gilt nun

Q0 Gor = QO Gy O Gy
N
a0 fyouofoa
=as00(az)o foo froa

= (ay00(a;)) o (fsr o),

womit nach der Gleichung (1.7) a,, = a, o o(a,) und a := (a,), : G — Autr(Xy) also
ein Kozyklus ist.

Diese Konstruktion ist unabhangig von der Wahl des Isomorphismus a: Wahlt man einen
weiteren Isomorphismus [ : Y, — X und erhélt so analog einen Kozyklus b, so gilt

a5 0 fooaof o frto fy0f)

© 0 © J(aﬁ_l) o (fs0B),

d.h. a, b sind kohomolog, womit [a] = [b] € H'(G, Autr(X1)).

Ist zudem ¢ : Z — Y ein Isomorphismus von K-Schemata, so ist auch Z eine L-Form

von X. Wihlt man den Isomorphismus a o ¢y : Z;, — X, und bezeichnet mit (h,), die
kanonische G-Operation auf Z;, so gilt

1

Z -1 - -1 Y
fo =aoppohsopioa =aog;oa = f;

und Z induziert dieselbe Kohomologieklasse [(fZ o f,),] = [(fY o f+)o] = [(as)s] Wie Y.
Betrachte die insgesamt wohldefinierte Abbildung

Flie — HY(G, Aut (X 1)), [Y] = [a].

Diese bildet offensichtlich X nach Wahl des Isomorphismus idx, auf den trivialen Ko-
zyklus [1] ab, womit sie ein Morphismus punktierter Mengen ist. Es bleibt zu zeigen:
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1 Galoisabstieg

Injektivitdt:
Seien [Y],[Z] € F L)f 5 mit derselben zugehérigen Kohomologieklasse [a]. Wihle entspre-
chende Isomorphismen « : Y7, — Xy und 8 : Z; — X, sodass das Diagramm

YL > XL < ZL

YL > XL < ZL

fir alle 0 € G kommutiert (wir schreiben hier zur Vereinfachung nur o fiir die kompati-
blen G-Operationen auf X, Y, und Zp; die Kommutativitat des Diagramms folgt sofort
aus der Gleichung (1.7)). Insbesondere ist also o' o 3 € H omg, (Z1,, Y1), womit nach
Galoisabstieg Y =~ Z als K-Schemata (vgl. Satz 1.3.14), d.h. [Y] = [Z] € FﬁK
Surjektivitit:

Sei ein Kozyklus a : G — Autr(X) gegeben. Dann ist (a,00), ebenfalls eine kompatible
G-Operation auf X (vgl. Diagramm (1.6)). Galoisabstieg (vgl. Theorem 1.3.7) liefert
somit ein quasi-projektives K-Schema Y, fiir das ein Isomorphismus « : Y, — X
existiert, sodass das Diagramm

YLT>XL

la ladoa

YLT>XL

kommutiert und somit [Y] unter der gegebenen Abbildung auf [a] abgebildet wird.
[
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2 Brauer-Severi- Varietaten

2 Brauer-Severi-Varietaten

2.1 Motivation

Um die Isomorphieklassen von L-Formen genauer zu untersuchen, kénnen wir also nach
Theorem 1.4.5 die erste Galoiskohomologie betrachten, deren explizite Bestimmung iiber
dem projektiven Raum P wir uns in diesem Kapitel als Ziel setzen.

Wir betrachten dafiir im Folgenden Formen des projektiven Raumes, die sogenannten
Brauer-Severi-Varietaten:

Definition 2.1.1. FEin Schema Y dber einem Kérper K heifit eine Brauer-Severi-
Varietit, falls eine Kérpererweiterung L|K und ein n € N existiert, sodass Y eine
L-Form des projektiven n-Raums P, ist.

Bemerkung. Nach Lemma 1.3.4 ist jede Brauer-Severi-Varietét quasi-projektiv.

Die Bezeichnung "Brauer-Severi- Varietat" ist im folgenden Sinne wohldefiniert:

Proposition 2.1.2. Eine Brauer-Severi-Varietdt Y dber einem Korper K ist eine Va-
rietdt, d.h. ein integres, separiertes K-Schema von endlichem Typ.

Beweis.

Nach Proposition 1.3.3 ist Y als quasi-projektives Schema separiert und von endlichem
Typ.

Zudem ist Y7, = P} als projektiver Raum iiber einem Koérper integer. Betrachte nun die
kanonische Projektion p: Y, — Y.

Angenommen, Y ist nicht reduziert. Dann existiert ein affin offenes Unterschema

U = Spec(A) € Y, sodass A nicht reduziert ist. p schrankt sich dann zu einem Morphis-
mus

p‘p,l(U) :p (U) = Uy = Spec(AL) — U = Spec(A)

von affinen Schemata ein. Sei nun z € A\{0} nilpotent, dann ist auch pf,(z) = z®1 € Ay,
nilpotent und ungleich 0, womit A; und damit Uy, nicht reduziert wéren. Dann wére
aber auch Y7, nicht reduziert, im Widerspruch zur Annahme.

Angenommen, Y ist nicht irreduzibel, d.h. es existieren zwei abgeschlossene Unterrdume
Y1,Ys € Y, sodass Y = Y] U Y. Dann ware jedoch auch

YVi=p'(Y)=p ' (ViuYe) =p (V1) up ' (¥2)

nicht irreduzibel, denn p ist stetig und es gilt p~(Y;) # &, da p surjektiv (vgl. Beweis
von Korollar 1.3.12), im Widerspruch zur Annahme.
Somit ist auch Y integer und damit eine Varietét.

28



2 Brauer-Severi- Varietaten

2.2 Automorphismen des projektiven Raums

Wie wir in Theorem 1.4.5 gezeigt haben, lassen sich die L-Formen eines K-Schemas X
bis auf Isomorphie mithilfe der ersten Galoiskohomologie von Auty (X)) klassifizieren.
Um Brauer-Severi-Varietdten bis auf Isomorphie zu klassifizieren, benttigen wir also
zunédchst Informationen iiber die Automorphismengruppe Auty(P7}) von P7.

Definition 2.2.1. Sei K ein Korper und n € N. Die Gruppe

PGL,(K) := GL,(K)/{\[,; \ € K*}
heif$t die projektive lineare Gruppe auf K™.

Konstruktion. Fir A = (a;j)o<ij<n € GLn+1(K) betrachte den folgenden Homomor-
phismus graduierter K-Algebren:

oa: Klzg, ...,z = K[zg, ..., 2]
n
Xy — Zaijxi
i=0

Dann ist ¢4 bijektiv vom Grad 1 mit Inversem p4-1, denn fir A, Be GL,.(K) gilt

n n

(paopn)(t;) = pa(Q biwi) = D by Y awiwr = ) (
=0 k=0 1

i= 1=0 k=0

n

akibz’j)l’k = SOAB(%'),
0

also pap = pa o @p und offenbar y;, = idg(a,..2,]- Insbesondere gilt:

-----

oal(K[xo, ..., tn]t) = Klzo, ..., Tn] +

@4 definiert also einen Automorphismus ®4 = Proj(¢a) : P — P von K-Schemata.
Der resultierende Gruppenhomomorphismus

GLyp1(K) — Autg(PL), A &7

enthélt {\,;; A € K*} in seinem Kern:

Ist ndmlich A € K*, so ist )7, auf jedem homogenen Polynom vom Grad d die Mul-
tiplikation mit A¢. Daher gilt ¢z, (J) < J fiir jedes homogene Ideal J = K|xo, ..., 7,,].
Wegen py-17, = ¢y, erhilt man sogar @xr, (J) = J und ¢y} (J) = or-17,(J) = J.
Angewandt auf relevante, homogene Primideale zeigt dies ®y;, = Proj(oary) = idpn.

Wir erhalten also einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus PG L1 (K) — Autg (P).
Den folgenden zentralen Satz zitieren wir ohne Beweis:

Proposition 2.2.2. Ser K ein Korper und n € N. Dann ist der oben konstruierte
Gruppenhomomorphismus PG Ly, 1 (K) — Autk(P) ein Isomorphismus.

Beweis.
Vergleiche Ch. II, Ex. 7.1.1 aus (Har77).
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2 Brauer-Severi- Varietaten

Bemerkungen.

+ Auf K-rationalen Punkten entspricht der Automorphismus ®, fiir eine Matrix

A = (aij)o<ij<n € GLy41(K) der Abbildung:
Pio(K) = Pp(K), [0t ot @] = w0 : ot 2] - A= [ @iaig t oot > it
=0 =0

+ Wir betrachten nun wie in Proposition 1.4.2 die G-Operation definiert durch

frooalf)=foofof!

auf Auty(P7}). Diese induziert auf der Gruppe

{f € Aut(L|zo, ...,x,]); [ graduiert vom Grad 1}(= PGL,.1(L))

die G-Operation definiert durch
fro(f)=0aofooy’

wobel A := Lz, ..., x,]. Fir eine Matrix M = (m;;);; € GLn11(L) gilt also:

o(pu)(w;) = (040 par 0 047)(25)
= (04 0 oum)(z;)

= UA(Z mzﬂz)

=0
n
= Z O'(mij)l'i
=0

Somit entspricht die obige G-Operation auf Auty(P}) der G-Operation definiert
durch
M — o(M) = (o(mij))i,

auf PGL,,1(L) und macht den Gruppenisomorphismus aus Proposition 2.2.2 zu
einem Isomorphismus von G-Gruppen.

Hieraus folgt die folgende vereinfachte Identifizierung von Isomorphie-Klassen von For-
men iiber dem projektiven Raum:

Korollar 2.2.3. Fir den projektiven n-Raum X = P% und eine endliche Galoiserwet-
terung L|K mit Galoisgruppe G gilt:

Fiix = H(G, PGLy (L))

Bewezs.
Dies folgt direkt aus Theorem 1.4.5 und Proposition 2.2.2 sowie der obigen Bemerkung.
O
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2 Brauer-Severi- Varietaten

2.3 Zentrale einfache Algebren

Um die Klassifizierung weiter voranzutreiben, betrachten wir in diesem Kapitel nun die
sogenannten Azumaya-Algebren. In diesem Kapitel orientieren wir uns dafiir in vielen
Beweisen an Ina Kerstens Buch iiber die Brauergruppe (vgl. (Ker07)).

Wir definieren fiir einen Ring R das Produkt zweier Teilmengen I, J & R vermoge

1] := {inyi;neN,xieLyieJ}.

i=1

Bemerkungen.

+ Die so definierte Multiplikation von Teilmengen ist assoziativ und es gilt
IJK = {37 ziyizin e N, (x, v, 2) € I x J x K}

« Ist I = {x} (bzw. J = {y}) einelementig, so schreibe auch zJ := {z}J (bzw.
Iy := I{y}).

Definition 2.3.1. Sei A eine Algebra tiber einem Korper K.
i) A heifst Schiefkorper (oder auch Divisionsalgebra) iber K, falls A* = A\{0}.

ii) Eine additive Untergruppe I < A heifit Linksideal (bzw. Rechtsideal) von A,
falls AI = I (bzw. IA = I). Ist I sowohl ein Links- als auch ein Rechtsideal, so
heifsit es (zweiseitiges) Ideal von A.

iii) Ein Links-/Rechtsideal {0} # I < A heiffit minimales Links-/Rechtsideal, falls
fiir alle Links-/Rechtsideale J < A mit J < I gilt J = {0}.

w) e € A heifit idempotent, falls ¢* = e.

Bemerkungen.

« Der Begrift Kdrper ist ausdriicklich fiir kommutative Schiefkbrper reserviert.

+ Ein Links- (bzw. Rechts-)Modul tiber einem Schiefkérper D wird héufig auch als
D-Links- (bzw. Rechts-)Vektorraum bezeichnet. Viele Erkenntnisse tiber Vektor-
raume tiber Korpern lassen sich analog auf Links- /Rechtsvektorrdume iiber Schief-
kérpern iibertragen (wie beispielsweise die Existenz einer Basis).

+ Fir ein Linksideal (bzw. Rechtsideal) I € A und eine Menge X < Aist /X € A
wieder ein Linksideal (XTI < A ein Rechtsideal). Ist X = {z} einelementig, so gilt
Iz = {rx;r eI} (baw. xI = {xr;r € 1}).

« Jedes Links-/Rechtsideal einer K-Algebra ist ein K-Vektorraum. Insbesondere
existiert in endlich-dimensionalen K-Algebren ein minimales Links-/Rechtsideal
(fiir eine n-dimensionale K-Algebra hat jede echte Kette von Links-/Rechtsidealen
hochstens Lange n).
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Theorem 2.3.2. (Lemma von Brauer)
Sei A ein Ring, I < A ein minimales Linksideal mit 1> # {0}. Dann existiert ein
idempotentes Element e € I mit I = Ae, sodass D := eAe ein Schiefkdrper ist.

Beweis.
Da I? # {0}, existiert ein z € I\{0} mit

(O #Irxc*Pc I

Da Ix ein Linksideal ist und I minimal, folgt Iz = I? = I und somit ex = z fiir ein

e € I\{0}. Dann gilt
(e* —e)x = e*r —ex = e(ex —x) = 0,

d.h. e? — e ist enthalten im Linksideal J := {s € [; sz = 0} = I.

Da wegen Iz # {0} jedoch J # I und I minimal, gilt J = {0} und somit ¢* = e.
Insgesamt ist e € I also ein idempotentes Element, sodass {0} # Ae < AI = I, also
Ae = I, da I minimal.

Betrachten wir nun D := eAe.
D ist ein Ring mit Eins mit Addition exe + eye = e(x + y)e (Gruppenaxiome folgen
aus der Addition in A) und Multiplikation exe = eye = ewe’ye = exeye (das neutrale
Element der Multiplikation ist e = eee).
Ist d € D\{0}, so gilt

{0} # Ad < AD = Aede =I* = I,

also e € [ = Ad, da I minimal.
Es existiert also ein b € A mit bd = e, also

(ebe)d = ebed = ebd = €* = e.

Insbesondere gilt ebe # 0.
Daher existiert analog ein ¢ € A mit (ece)(ebe) = e. Dann gilt jedoch

ece = (ece)(ebe)d = d,

womit auch d(ebe) = e und damit d~* = ebe € eAe, d.h. d € D*. Somit ist D ein
Schiefkorper.
[l

Bemerkungen.

+ Unter den Voraussetzungen vom Satz von Brauer ist I ein D-Rechtsvektorraum
iiber die auf A gegebene Multiplikation als Skalarmultiplikation, denn es gilt:

ID = Ae*Ae = AeAe =1* =1
+ Ist A eine Algebra iiber einem Korper K, so ist D iiber die Einbettung
2

K — D,x— exe =e“x =ex

ein Schiefkdrper iiber K.
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Lemma 2.3.3. Sei D ein Schiefkorper tiber einem Korper K und V' ein D-Rechts-
vektorraum der Dimension n > 0. Die K-Algebra

EndpV :={L:V — V; L ist D-rechtslinear}
st isomorph zur K-Algebra D™*™.

Beweis.
Zunéchst bemerke, dass der Ring EndpV mit punktweiser Addition und der Verkniip-
fung als Multiplikation tatsdchlich eine K-Algebra ist, wobei die Skalarmultiplikati-
on ebenfalls punktweise gegeben ist. Dies folgt daraus, dass D eine K-Algebra und
L € EndpV somit insbesondere K-linear ist.
Sei nun B = (vy,...v,) eine D-Basis von V. Fiir L € EndpV definieren wir die Darstel-
lungsmatrix M5 (L) = (a;;);; € D™*™ vermdge L(v;) = >.i' | viay; fiir alle 4, 5. Da B eine
D-Basis von V ist, folgt mit denselben Argumenten wie in der Linearen Algebra, dass
die Abbildung

ME() := (L — ME(L)) : EndpV — D™"

ein Isomorphismus von K-Algebren ist.

Definition 2.3.4. Sei A eine K-Algebra.
i) Z(A) :={ae A;Ybe A: ab = ba} heifst das Zentrum von A.
i) A heifit zentral iber K, falls Z(A) = K.
ii) A heifst einfach, falls 0 und A die einzigen zweiseitiges Ideale von A sind.

ii1) A heifit Azumaya-Algebra iber K, falls A eine endlich-dimensionale, zentrale,
einfache K-Algebra ist.

Beispiele.

i) Fir jeden Schiefkérper D und n € N ist D"*" einfach (dies folgt sofort, da jeder
Schiefkorper D offensichtlich einfach ist und die Ideale des Matrizenrings von der
Form [™*™ fiir ein Ideal I < D sind, vgl. (Lam13), Theorem 3.1).

i1) Fiir jeden Schiefkérper D ist Z(D) ein Korper (ist x € Z(D)\{0}, so gilt fiir
alle d € D auch z7'd = 27 dea™ = 7 adz™ = da™!, also 27! € Z(D)) und
D ist ein zentraler Z(D)-Schiefkorper. Insbesondere ist jeder Schiefkérper, der
endlich-dimensional iiber seinem Zentrum ist, eine Azumaya-Algebra iiber seinem
Zentrum.

i11) Fir jeden Korper K und n € Nist K"*" zentral tiber K (d.h. nach ¢) eine Azumaya-
Algebra tiber K), denn:
Ist A = (a)i; € Z(K™"), so gilt fiir die kanonischen Basismatrizen E;;, dass
E;;A = AE;;, weshalb a;; = aj; und a;; = a;; = 0 fiir alle ¢, 7, also folgt:
A=anl,e K< K™,
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iv) Fiir jeden Schiefkérper D und n € N gilt Z(D) = Z(D™*") (offensichtlich gilt fiir
a € D, dass al, € Z(D"*") genau dann, wenn a € Z(D); der Rest folgt analog zu
i11)). Insbesondere ist ein Schiefkérper D tiber K zentral genau dann, wenn D™*"
zentral iiber K ist.

Wir werden nun versuchen, diese Klasse von Algebren besser zu verstehen. Dies werden
wir mit dem Struktursatz von Wedderburn erreichen. Zunéchst bendtigen wir jedoch
ein anderes wichtiges Resultat, das Theorem von Skolem-Noether, fiir welches wir den
folgenden grundlegenden Begriff aus der Ringtheorie benotigen:

Definition 2.3.5. Sei (R, +,-) ein Ring.

Der Ring RP := (R, +,*), mit der Multiplikation a =b := b - a, fir a,b € R, heif§t der
Gegenring zu R.

Ist R eine K-Algebra, so wird R°? mit derselben Skalarmultiplikation zur K -Algebra und
als Gegenalgebra bezeichnet.

Bemerkung. Fiir einen kommutativen Ring (bzw. eine kommutative Algebra) R gilt
R = R°.

Theorem 2.3.6. (Skolem-Noether)
Fiir einen Kérper K ist die Abbildung

®: PGL,(K) > Autg(K™™), A (M — AMA™)
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis.
Betrachten wir zunéchst die Abbildung

¢ : GL,(K) — Autg (K™"), A (M — AMA™Y).
Diese ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus und fiir A € GL,,(K) gilt:

A € ker(gp) g (M —> AMA_I) = Z.dKan
s VYMe K™ AMA™ = M
o Ae Z(K™™) = (M h e K)

Somit ist & wohldefiniert und injektiv.
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Sei nun ¢ € Autg (K™™").

Wir fassen die K-Algebra K™*" {iber die folgenden zwei Skalarmultiplikationen als Mo-
dul iiber R := K™"®p (K™ ") ~ Endg(K™") =~ K™ auf (fiir die Isomorphie vgl.
(Ker07), 3.3):

(A® B)-C := ACB
(A® B) + C := ¢(A)CB

Da ¢ K-linear ist, folgt auch die Wohldefiniertheit der unteren Modulstruktur. Benenne
diese R-Moduln mit M; bzw. M. Nun ist R = K ”QX"Q, wie in Beispiel ¢) oben bemerkt,
einfach, weshalb jeder R-Modul halbeinfach ist (siehe (Lan02), Proposition 4.1). Somit
sind M; und M; eine Summe von einfachen R-Moduln. Da jedoch iiber K nxn® glle
einfachen Moduln isomorph sind (vgl. (Ker07), 1.8), kénnen wir fiir einen fest gewéhlten
einfachen R-Modul M,
My =Y M, und My = > M,
1€l jeJ

als R-Moduln schreiben. Da R eine K-Algebra ist, konnen wir M., M; und M, auch als
K-Vektorrdume auffassen. Da M; und M, als K-Vektorraume dieselbe endliche Dimen-
sion haben, gilt |I| = |J| und damit auch M; = M, als R-Moduln. Sei also h : M; — M,
ein R-Modulisomorphismus und setze A := h(I,,). Dann gilt fir alle M e K™ ™:

P(M)A = (M®I,)+h(L,) = h(M®L,) - I,) = h(M)
— (I, ® M) - I,) = (I, ® M) « h(I,) = AM

Da h ein Isomorphismus ist, ergibt die erste Zeile dieser Gleichung mit M = h~!(1,),
dass A€ GL,(K) und es folgt (M) = AMA™! fiir alle M € K", also p = ®(A).
Insgesamt ist ® somit ein Gruppenisomorphismus.

]

Bemerkung. Eine allgemeinere Version des Satzes von Skolem-Noether besagt, dass
jeder Automorphismus einer Azumaya-Algebra ein innerer Morphismus ist, d.h. gegeben
durch Konjugation mit einer Einheit (vgl. (Ker07), Satz 4.2).
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Theorem 2.3.7. (Struktursatz von Wedderburn)
Seir A eine Azumaya-Algebra tiber einem Kérper K. Dann existiert ein zentraler Schief-
korper D tiber K und ein n € N, sodass A =~ D™*™.

Beweis.
Sei I ein minimales Linksideal von A (vgl. Bemerkung nach Def. 2.3.1). Dann ist /A < A
ein zweiseitiges Ideal und somit das Einsideal (da A # {0} und A einfach). Damit folgt:

{0} # A= A*=(IA)? =I(A)A = I’A

Damit ist 1% # {0}.

Nach dem Lemma von Brauer 2.3.2 existiert somit ein idempotentes Element e € [
mit [ = Ae, sodass D := eAe ein Schiefkorper iiber K ist. Nach der an Theorem 2.3.2
anschliefsenden Bemerkung ist I ein D-Rechtsvektorraum.

Die Linksmultiplikation L, : I — I,z — ax ist fiir alle a € A eine D-rechtslineare
Abbildung, denn es gilt a(xd) = (az)d fir alle a € A, z € I, d € D. Der resultierende
Homomorphismus L : A — Endp(I),a — L,, von K-Algebren ist injektiv, da 1 ¢ ker(L)
und ker(L) ein zweiseitiges Ideal von A ist, weshalb ker(L) = 0, wobei wir erneut
ausnutzen, dass A einfach ist.

Nun gilt A = JA = AeA, weshalb 1 = 7" | x;ey; fiir gewisse x;, y; € A. Fiir ein beliebiges
f € Endp(I) folgt dann fiir alle a € A:

= F(Qmen)ac)

f(zse)ey;ae (NB: e = € und ey;ae € D)

'Ms

INgER M:

f(zie)ey;)(ae)

= [ =L(), f(zie)ey;)

I
—

7

Somit ist L ein Isomorphismus von K-Algebren.
Zudem gilt dimgl < dimgA < o0, also insbesondere n := dimpl < oo. Nach Lemma
2.3.3 folgt somit A = D™*" als K- Algebren. Da A und damit D™*" zentral sind, folgt
auch, dass D zentral ist (vgl. Beispiel iv) nach Definition 2.3.4).

O

Bemerkung. Die Darstellung A =~ D"*" einer Azumaya-Algebra A aus Theorem 2.3.7
ist bis auf Isomorphie des Schiefkérpers D eindeutig bestimmt (vgl. (Ker07), 1.10).

36



2 Brauer-Severi- Varietaten

Satz 2.3.8. Fir eine K-Algebra A und eine beliebige Korpererweiterung LK sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) A ist eine Azumaya-Algebra iber K
i1) Ay ist eine Azumaya-Algebra iber L

Insbesondere lisst sich das Theorem vom Galoisabstieg 1.2.3 analog auf die Kategorie
der Azumaya-Algebren einschrinken.

Beweis.

Sei I € Ay ein zweiseitiges Ideal mit I # {0} und a;, = X", a; ® [; € I\{0} mit mi-
nimalem m. Wegen der Minimalitéit ist die Familie (I, ...,(,,) linear unabhéngig iiber
K und a; # 0. Somit gilt Aa;A = A, weil A einfach ist. Es existieren also b;,c; € A,
sodass ). bja;c; = 1 € A. Somit gilt 27:1(21 biajc;) ®1; = >, biarc; € I und wir kénnen
0.B.d.A. a; = 1 annehmen.

Angenommen, es existiert j # 1 mit a; € A\K. Da A zentral, existiert dann ein d € A,
sodass ajd # da;j. Dann gilt 0 # >, (da; — a;d) ® l; = day, — ard € I, da die I; K-linear
unabhéngig sind und damit die 1 ® I; A-linear unabhéngig. Das steht jedoch im Wider-
spruch zur Minimalitdt von m.

Somit gilt a; € K fiir alle j, d.h. es gilt ap, = 1® (3], ail;) € I und es folgt m = 1.

Da L jedoch ein Korper ist, folgt 1® 1 € I und somit I = Ay, also ist Ay, einfach.

Sei nun a;, = Y, a; ®l; € Z(Ar) mit K-linear unabhéngigen ;. Dann gilt fir a € A
diaa;®l; = aap = aga = Y a;a®l; und damit, da die [; K-linear unabhéngig
sind, bereits aa; = a;a fiir alle ¢ € {1,...,n}. Da a € A beliebig gewahlt war, folgt so-
mit a; € Z(A) = K fiir alle ¢, also a;, = 1® Y | a;l; € 1 @ L = L. Insgesamt folgt
L < Z(AL) € L, also Ap, zentral.

Zudem gilt dimp A, = dimg A, womit Ay, also eine Azumaya-Algebra iiber L ist.

i) = 9)
Sei also Ay eine Azumaya-Algebra iiber L. Offensichtlich ist A mit derselben Argumen-
tation endlich-dimensional iiber K.

Sei 0 # I < A ein zweiseitiges Ideal. I ist insbesondere ein K-Untervektorraum, fiir
den Iy := I ®k L < Ap, ein Ideal ist. Da I, # 0, gilt also I, = Ay, da A einfach nach
Voraussetzung. Aus dimgl = dimpIl;, = dimp A = dimgA folgt dann I = A, weshalb
A einfach ist.

Angenommen, A ist nicht zentral, dann existiert ein Element a € Z(A)\K. Dann gilt
aber a;, = a® 1 € Z(Ar)\L mit denselben Argumenten wie oben, im Widerspruch zur

Annahme.
O
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Bemerkung. Man kann ebenso etwas allgemeiner zeigen: Sind A, B einfache K-Algebren
und ist A zentral, so ist A ®x B einfach. Sind zusétzlich A und B Azumaya-Algebren,
so auch A ®g B (vgl. (Ker07), Sétze 2.6 und 2.7).

Definition 2.3.9. Sei L|K eine Kérpererweiterung.

i) L heifit Zerfdallungskérper einer K-Algebra A, falls einn € N existiert mit A ~
L™ als L-Algebren.

it) Fir eine Azumaya-Algebra A tiber K heifst gradi A := \/dimg A der Grad von A
tber K.

ii1) Fir eine Azumaya-Algebra A = D™ ™ (vgl. 2.3.7) iiber K heifst indg A := /dimg D
der Index von A tber K.

Bemerkungen.
+ Fiir eine Azumaya-Algebra A >~ D"™*" ergibt sich sofort, dass gradx A = n*indg A.

+ Fir eine Skalarerweiterung Ay einer Azumaya-Algebra gilt offensichtlich

gradgA = \/dimKA = \/dimLAL = gradpAr.

Es bleibt jedoch die Frage, ob der Index eine ganze Zahl ist, d.h. ob eine Azumaya-
Algebra iiber ihrem Zentrum von quadratischer Dimension ist. Dafiir geniigt es zu zeigen,
dass jede Azumaya-Algebra einen Zerfallungskorper besitzt.

Lemma 2.3.10. Se: K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Fiir jeden endlich-
dimensionalen Schiefkérper D diber K qilt D = K.

Beweis.
Sei z € D und betrachte den von K und z erzeugten Unterring K[x] € D. Da K < Z(D),
folgt
Klz] = {Z a;z";a; € K mit a; = 0 fiir fast alle i e N} < D
1€eN
und damit, dass K|[z]| kommutativ ist.
Als Unterring des Schiefkorpers D ist K[z] ein Integritéatsbereich, der wegen dimy K|[x] <
dimg D < o endlich und insbesondere ganz tiber K ist. Daraus folgt, dass K[xz] selbst
ein Korper ist.
Da K algebraisch abgeschlossen, ist die endliche Korpererweiterung K[x]| K trivial, d.h.
x € K[z] = K. Da z € D beliebig war, folgt D = K.
O

Bemerkung. Insbesondere gilt also fiir jede Azumaya-Algebra A {iber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K nach dem Struktursatz von Wedderburn indx A = 1.
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Satz 2.3.11. Sei A eine Azumaya-Algebra iber einem Korper K. Fir einen algebrai-
schen Abschluss K von K existiert ein n € N, sodass

A = (K)™ .

Insbesondere besitzt jede Azumaya-Algebra einen Zerfillungskéorper und ist von quadra-
tischer Dimension tber threm Zentrum K.

Beweis.
Da A eine Azumaya-Algebra iiber K ist, folgt mit Proposition 2.3.8, dass Ag eine
Azumaya-Algebra iiber K ist. Nach Lemma 2.3.10 besitzt A% also Index 1, d.h. es

gilt Az = K" fiir ein n € N (n ist genau der Grad von A iiber K).
[

Bemerkung. Fiir einen endlich-dimensionalen Schiefkorper D iiber seinem Zentrum K
gilt somit indx D = gradxD € N, womit auch fiir jede Azumaya-Algebra A iiber K
mndg A e N gilt.

Definition 2.3.12. Sei K ein Kdrper.

i) Zwei Azumaya-Algebren A, B iber K heiffen éhnlich (oder Brauer-dquivalent),
in Zeichen A ~ B, falls m,n € N existieren, sodass AQyx K"*" = BQy K™ als
K-Algebren.

ii) Die Menge
Br(K) = {A; A Azumaya-Algebra iber K}/

heifit die Brauergruppe von K.

Bemerkungen.

+ Die Relation ~ aus Teil i) der Definition ist in der Tat eine Aquivalenzrelation und
fir zwei Azumaya-Algebren A =~ D", B =~ DE*™ (vgl. Struktursatz 2.3.7) gilt
A ~ B genau dann, wenn Dy = Dp als K-Algebren (vgl. (Ker07), Kapitel 3.4).

+ Flir zwei Azumaya-Algebren A und B iiber K gilt:

[A~B AgradgA=gradgB]l < A~ DB

+ Die Brauergruppe Br(K) ist eine abelsche Gruppe mit der Verkniipfung
[A] = [B] = [A®x B]

und Einselement [K]. Fiir [A] € Br(K) ist die Inverse durch die Aquivalenzklasse
der Gegenalgebra [A°] gegeben (siche (Ker07), Kapitel 3.5).
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« Fiir algebraisch abgeschlossene Korper K gilt nach Satz 2.3.11 Br(K) = {[K]},
d.h. Br(K) =1 ist die triviale Gruppe.

+ Die Gruppe Br(K) besitzt eine kohomologische Beschreibung als zweite Galoisko-
homologiegruppe der Einheitengruppe eines separablen Abschlusses von K (vgl.
(Ker07), Satz 8.7 und Beispiel 15.5).

Bezeichne nun mit Azz| 5 die Menge der Isomorphieklassen aller Azumaya-Algebren {iber
K vom Grad n mit Zerféllungskorper L. Bemerke, dass [A2} ;| < [Br(K)|.
Az i ist eine punktierte Menge mit ausgezeichnetem Element [K"™*"].

Satz 2.3.13. Fir eine endliche Galoiserweiterung L| K mit Galoisgruppe G := Gal(L|K)
und n € N besteht folgende Bijektion punktierter Mengen

Az} = HY(G, PGL,(L)).

Beweis.

Sei [A] € Az} s, d.h. es existiert ein Isomorphismus f : Ay — L™ von L-Algebren.
Nach dem Theorem 2.3.6 existiert fiir jedes o € G genau ein a, € PGL,(L), sodass
P(a,) = fooao ftoo™t, wobei o((ai;)i ) = (0(ai;))i; und o4 = idy @ o die durch
die kanonischen G-Operationen induzierten Automorphismen auf L™*™ bzw. Aj sind.
Beachte hierfiir, dass die Abbildung fooso0 f oo™t : L™" — [™*" tatsichlich ein
L-linearer Automorphismus ist.

Dann gilt fiir alle 0,7 € G

Bapr) om0 f = [ o (o7
= foop0Ty
—@(ag)oaofom

P(ag) oo o ®(a;)oTo f
B(aq) 0 D(o(a,)) o070 f
Bao(ar)) o070 f

(wobei die vorletzte Gleichheit gilt, da 0(AB) = o(A)o(B) und ®(a,) die Konjugation
mit der Matrix a, ist).

Somit gilt ®(a,,) = ®(aso(a;)), d.h. ayr = a,0(a;) nach Theorem 2.3.6, womit a einen
Kozyklus definiert. Betrachte nun die Abbildung

Azj ik — H'(G,PGL,(L)),[A] = [a].

Offensichtlich gilt fiir A = K™*™ bei Wahl von f = idpnxn, dass a, = I, fiir alle 0 € G
(da oy = o).
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Wohldefiniertheit:
In der Konstruktion von a haben wir einen Repréisentanten A und einen Isomorphismus
f i Ap — L™ gewdhlt. Sei B ein weiterer Reprisentant mit den Isomorphismen
h:A= B, g: B — L™ und zugehorigem Kozyklus b.
Sei m € PGL,(K) mit ®(m) = foh;'og~!. Dann gilt fiir o € G:

B(b,) o009 =goos

=®(m) tofohtoop

Daraus folgt b, = m~ta,o(m), womit a und b kohomolog sind und die Abbildung somit
wohldefiniert ist.

Injektivitdt:
Seien zwei Azumaya-Algebren A und B vom Grad n mit Zerféllungskérper L und zuge-
horigen Kozyklen a ~ b gegeben, etwa (b,), = (ma,o(m)), fir ein m € PGL,(L).
Dann gilt fiir gegebene Isomorphismen f : Ay — L™ und ¢g : B, — L™ und alle

ced

-1

womit
opog to®(m)of=g"lo®(m) o fooy.

Somit kommutiert fiir alle ¢ € G das Diagramm

—lod —1lo
A, g (m)~tof B,
oo I
“lo®(m)~lof

d.h. der Isomorphismus g~' o ®(m)~! o f ist mit den o-linearen Operationen vertriglich
und induziert somit nach Galoisabstieg einen Isomorphismus A =~ B von K-Algebren,
sodass [A] = [B].
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Surjektivitit:
Sei ein Kozyklus a : G — PGL, (L) gegeben. Die semilineare G-Operation auf L"*"

G — Aut(L™"),0 — ®(a,) o0

(vgl. Theorem 2.3.6 und die Argumente in der Bemerkung nach Definition 1.4.3) indu-
ziert via Galoisabstieg fiir Azumaya-Algebren (vgl. Satz 2.3.8) eine Azumaya-Algebra A
iber K vom Grad n zusammen mit einem Isomorphismus f : A; — L™*", sodass

AL f y L’nXTL

TUA T@ (ag)oo

AL f s Lan,

womit ®(a,) = fooao f~1oT, ! und somit [a] das Bild von [A] ist.

Korollar 2.3.14. Fiir eine endliche Galoiserweiterung LI K, n € N und X = P}, besteht
folgende Bijektion punktierter Mengen

n+1l o X
Azpe = Fiik.

Beweis.
Dies folgt sofort aus Korollar 2.2.3 und Satz 2.3.13.
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2.4 Folgerungen fiir Brauer-Severi-Varietiten

Wir wollen nun die Bijektion aus dem Korollar 2.3.14 anwenden, um Brauer-Severi-
Varietéten iiber bestimmten Korpern genauer zu bestimmen.

Aus dem Lemma 2.3.10 folgt sofort eine einfache Beschreibung von Brauer-Severi-
Varietéten iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern:

Proposition 2.4.1. Sei K ein algebraisch abgschlossener Korper und X eine Brauer-
Severi-Varietdt iber K. Dann existiert n € N mit:

X =Py

Mit anderen Worten: Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper besitzt der projek-
tive n-Raum keine nicht-trivialen Formen.

Beweis.
Nach Lemma 2.3.10 gilt Br(K) = {[K]} und somit

1< Az < |Br(K)| =1,

d.h. Azn+1 _ {[K(n-&-l)x(n-i-l)]}'

LIK
Nach der Bijektion aus Korollar 2.3.14 gilt also FE{I‘( = {[P%]}, womit X = P}.

Ein analoges Resultat fiir Brauer-Severi-Varietédten iiber endlichen Koérpern folgt aus
dem folgenden Theorem:

Theorem 2.4.2. (Kleiner Satz von Wedderburn)
Jeder endliche Schiefkorper ist kommutativ, d.h. ein Korper.

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich an der Beweisidee von der Website (pla18))

Sei also ein endlicher Schiefkérper D gegeben und K := Z(D) sein Zentrum. Setze
d:=|D| und ¢ := |Z(D)|. Wir fithren nun den Beweis per Induktion tiber d > 2:

Im Fall d = 2 ist D = {0, 1} offensichtlich ein Kérper.

Nehme nun an, dass fiir m < d jeder Schiefkérper der Méchtigkeit m ein Korper ist.
D ist endlich und damit ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Es existiert also ein
n € N, sodass d = ¢".

Angenommen, es gibt z € D\K, dann ist der Zentralisator

Cp(x) :={y € D;ry = yx}

ein Schiefkérper, denn Cp(x) ist offenbar eine additive Untergruppe von D und fiir alle
y e Cp(x)\{0} gilt zy = yr = y~ 'z = 2y, also y=' € Cp(x).
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Ferner gilt Cp(z) < D, da sonst x € K. Somit ist Cp(z) nach Induktionsannahme ein
Korper iiber K und es gibt ein n, < n mit

[Cp(x)] =™

Fassen wir D nun als einen Vektorraum iiber Cp(x) auf, so existiert zudem ein m € N,
sodass

=d = [D| = [Cp(z)[™ = ¢""™
d.h. ng|n in Z. Es sei (x;);c; ein vollstandiges Reprasentantensystem der nicht zentralen
Konjugationsklassen von D*. Dann lautet die Klassengleichung fiir die Gruppe D*:

1= D = 1 S = -1 D
el ZEI
Sei nun ®,,(t) = I (t — §) € Z[t] das n-te Kreisteilungspolynom, wobei £ die Menge der
primitiven Einheitswurzeln in C durchlauft.
Wir erinnern daran, dass t™ — 1 = Iy, ®4(t) fiir alle m € N, weswegen ®,(¢) | t" — 1
und @, (t) | s in Z[t] fiir alle i € I (NB: n,, < n). Insbesondere gilt ®,(q) | ¢" — 1

und ®,,(q) | . %—1 in Z. Aus der Klassengleichung folgt somit ®,,(¢) | ¢ — 1, also

[Pn(q)] < lg — 1. (2.1)

Andererseits gilt nach der Dreiecksungleichung

lg=¢&l = llal =&l =lg =1 =1 (2.2)

fiir jede primitive n-te Einheitswurzeln £ € C.
Angenommen n > 1. Dann gilt fiir jede primitive n-te Einheitswurzel &, dass Re(§) < 1,
weswegen insbesondere |¢ — £| > |¢ — 1|. Dann folgt aber schon mit (2.2)

[ (q)] = Helg — €] > g — 1],

im Widerspruch zu (2.1). Also ist n = 1 und damit D = K ein Korper.
[

Satz 2.4.3. Sei K endlich und X eine Brauer-Severi- Varietdt iber K. Dann existiert
n e N mit
X = Py.

Mit anderen Worten: Uber einem endlichen Kérper besitzt der projektive n-Raum keine
nicht-trivialen Formen.

Beweis.

Ist D ein endlich-dimensionaler, zentraler Schiefkérper iiber K, so ist D insbesondere

endlich und somit gilt nach dem Kleinen Satz von Wedderburn D = K. Damit gilt

Br(K) = {[K]} und somit folgt die Aussage analog zum Beweis von Proposition 2.4.1.
O
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Bemerkung. Wir haben also gezeigt, dass die Brauergruppe Br(K) fiir endliche und fiir
algebraisch abgeschlossene Korper die triviale Gruppe {1} ist. Auch fiir andere Klassen
von Korpern K lésst sich die Brauergruppe Br(K) bestimmen:

Im Fall der lokalen Korper K gilt beispielsweise Br(K) =~ Q/Z. Dies wird ausfiihrlich in
(Ker07) behandelt.

Fiir die Brauergruppe der reellen Zahlen gilt Br(R) =~ Z/27Z, wobei die nichttriviale
Klasse von den Hamiltonschen Quaternionen repréasentiert wird (vgl. (Ker07), Satz 6.5).
Es folgt, dass fiir n # 1 jede C-Form von P{ trivial ist. Fiir n = 1 gibt es bis auf
Isomorphie genau zwei C-Formen, wobei die nichttriviale Form notwendigerweise das
Beispiel i) aus Abschnitt 1.1 ist.

Kommen wir nun zu dem letzten grofsen Satz dieses Abschnitts, dem Theorem von
Chatelet. Dafiir setzen wir wie in unserer Vorlage (Jah00) die folgende Proposition als
gegeben voraus:

Proposition 2.4.4. Jede Brauer-Severi-Varietat besitzt einen endlichen galoisschen
Zerfdllungskorper.

Diese Aussage ist in der Tat nicht offensichtlich. Zumeist wird fiir den Beweis das unten-
stehende Theorem von Chéatelet verwendet, aus dem diese Aussage umgekehrt wiederum
als Korollar abgeleitet werden kann (vgl. (GW10), 14.92).

Lemma 2.4.5. Fir eine endliche Galoiserweiterung LI K mit Galoisgruppe G und n € N
gilt
HY(G,GL,(L)) = 0.

Bewezs.

Sei [a] € HY(G,GL,(L)). Wir wollen zeigen, dass a und der triviale Kozyklus 1 koho-
molog sind.

Betrachte die o-lineare Operation a, 0 ogn : L™ — L™ auf dem L-Vektorraum L™ (wobei
a, als Automorphismus aufgefasst wird). Diese induziert durch Galoisabstieg fiir Vek-
torrdume einen n-dimensionalen K-Vektorraum V' (0.B.d.A. also V' = K") zusammen
mit einem Isomorphismus ¢ : K} =~ L™ = L™ sodass das Diagramm

L —2— L
lo’K'n lao-OUKn
L2 L"
kommutiert, womit a, = @ 0 ogn 0 @ Lo ogn = poidp 0 T~ fiir alle o € G. Folglich

ist [a] = [idpn] kohomolog zum trivialen Kozyklus.
0
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Theorem 2.4.6. (Satz von Chadtelet)
Sei X eine Brauer-Severi-Varietit iber K mit X(K) # . Dann ezistiert n € N mit

X =Py

Beweis.

Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung, sodass L ein Zerfallungskorper von X ist (vgl.
Proposition 2.4.4), G := Gal(L|K) und g : X — Spec(K') der Strukturmorphismus von
X. Sei x € X(K), d.h. gox = idgpe(k), wobei x : Spec(K) — X als Morphismus
von K-Schemata aufgefasst wird. Dann ist z; € X (L), da fiir den Strukturmorphismus
gr : X1, — Spec(L) die Gleichung gz, o x, = (g0 )1, = idspec(r) gilt.

Nun sei o : X = P} ein Isomorphismus von L-Schemata. Durch geeignete Wahl eines
Automorphismus auf P} konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

alzp)=[1:0:..:0]eP}(L).

Sei nun (o), € H' (G, PGL,1(L)) der bis auf Kohomologie eindeutig zu X zugehérige
Kozyklus (vgl. Korollar 2.2.3).

Bezeichne (f,), bzw. (¢,), die kanonische kompatible G-Operation auf P} bzw. Xi.
Indem wir die Matrizen «, als Automorphismen von P} auffassen (vgl. Proposition
2.2.2),ist [1:0: ...: 0] ein Fixpunkt fiir alle a,,, denn fiir alle 0 € G gilt:

a,([1:0:...:0]) = (aogsoatof)([1:0:..:0]) (vgl. Theorem 1.4.5)

= (aogsoa ) ([1:0:...:0]) (da f,([zo, ..., zn]) = [0(20), ..., o (2,,)] fiir
alle [z, ..., x,] € P7(L))

= (o go)(wL)
= a(zy) (da xy, durch Basiswechsel von einem K-rationalen Punkt kommt)
=[1:0:...:0] (2.3)

Betrachte nun die G-Untergruppe
F/LX = {(aij)0<i,j<n S GLH+1(L), aijg = ... = Qpo = 0}/[1>< < PGLH+1(L)

Fiir diese Gruppe induziert die Inklusion ¢ : F'/L* < PGL,.1(L) in kanonischer Weise
einen Morphismus punktierter Mengen

¢ H'(G,F/L*) — H'(G, PGLy1 (L)), [a] = [e0a] = [((an))s],

und die Eigenschaft (2.3) der «, zeigt, dass o im Bild von ¢ liegt.
Nun ist jedoch

@ZJ . F/LX — F/ = {(aij)ogingn € GLnH(L),V 0 < 1 <n: ;0 = 510}
1

[(aij)ig] — (a—ooaz‘j)i,j
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ein Gruppenisomorphismus, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

F/L* <= PGLy41 (L)

[ d

F' 5 GLy (L)

Um dies zu sehen, betrachtet man fiir ein Element [(a;;)] € F'/L* einfach den Repréasen-
tanten (ﬁazj)m e "cF.

Diese Homomorphismen induzieren nun wieder in kanonischer Weise Morphismen punk-
tierter Mengen

Hl(Ga F/LX> - Hl(GvGLn+1(L)) - Hl(vaGLn+1<L))
[a] = [(W(a))s] = (7o) (a0))s] = ¢([a]).

Nach Lemma 2.4.5 gilt jedoch H'(G,GL,,1(L)) = {1}, weshalb das Bild von ¢ nur
das triviale Element 1 enthélt und somit der zu X zugehorige Kozyklus o der triviale
Kozyklus ist. Durch Ausnutzen der Isomorphie aus Korollar 2.2.3 ergibt sich also, dass
[X] = [P] das ausgezeichnete Element ist, also X =~ P} als K-Schemata.

[
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3 Formen affiner Raume

Im Fall der affinen Réume ist eine Klassifizierung der Formen schwieriger. Dies liegt
vor allem daran, dass die Struktur der Gruppe Autg(A}) =~ Autg(K|[ti,...,t,]) im
Allgemeinen viel komplizierter ist als beim projektiven Raum.

Proposition 3.1. Sei (A,T) eine G-Gruppe, N < A eine normale G-invariante Unter-
gruppe. Dann ist die natirliche Sequenz von punktierten Mengen

HY(G,N) % HY(G, A) 5 HY(G, A/N)

exakt, d.h. im(p) = »~1([1]).
Insbesondere folgt aus H'(G,N) = 1 = HY(G,A/N), dass auch H'(G,A) = 1 die
triviale punktierte Menge ist.

Bewezs.

Wir bezeichnen mit ¢ : N < A die Inklusion und mit 7 : A — A/N die Restklassenab-
bildung.

Sei [a] € im(p) € H'(G, A), d.h. es existiert ein Kozyklus b: G — N, sodass 1o b ~ a.
Da jedoch ker(m) = im(¢), gilt insbesondere

U(la]) = [roa] = [rorod] = [1],
also [a] € ¥~ ([1]).

Sei umgekehrt [a] € ¥~1([1]), d.h. 7 oa ~ 1. Dann gibt es ein Element ¢ = ¢N € A/N

mit 7(a,) = ¢ 'o(e) fir alle 0 € G. Indem wir a durch den kohomologen Kozyklus

(cago(c™')), ersetzen, konnen wir a, € ker(mw) = N fiir alle 0 € G annehmen. Definieren
wir also [b] € H'(G, N) vermége b, := a, € N fiir alle 0 € G, so gilt

la] = [e 0 b] = ¢([b]) € im(e).

Lemma 3.2. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Die Menge
L* x L st eine G-Gruppe beziiglich der Verkniipfung

(a,b) = (¢,d) := (ac,bc + d)
und der G-Operation
G — Aut(L”* x L),0 — ((a,b) — (c(a),c(d))).
Die Gruppe (L* x L, ) ist ein sogenanntes semidirektes Produkt und wir schreiben dafir
L* x L.

Fassen wir L tber den injektiven Gruppenhomomorphismus L — L* x L, b— (1,b) als
Untergruppe von L* x L auf, so ist L ein G-invarianter Normalteiler von L™ x L.
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Beweis.
Fir (a,b), (¢, d), (e, f) € L* x L gilt:

((a,b) = (c,d)) = (e, f) = (ac,bc + d) = (e, f) = (ace, (bc + d)e + f)
= (ace,bce + (de + f)) = (a,b) = (ce,de + f) = (a,b) = ((¢,d) = (e, f))
Zudem gilt fiir (a,b) € L™ x L
(1,0) = (a,b) = (a,b) = (a,b) = (1,0)

sowie

(a™',—a™'b) * (a,b) = (1,0) = (a,b) * (a™*, —a"'b).

Insgesamt ist also L* x L eine Gruppe.

Offensichtlich ist zudem die durch o(a,b) := (o(a),o(b)) gegebene G-Operation auf
L* x L wohldefiniert und macht L* x L zu einer G-Gruppe.

Desweiteren ist L = ker(y) fiir den Gruppenhomomorphismus ¢ : L* x L — L*, (a,b) —
a, und somit eine normale Untergruppe von L* x L. Da o(1) = 1 fiir 0 € G, ist L zudem
G-invariant.

]

Lemma 3.3. Fir eine endliche Galoiserweiterung LK mit Galoisgruppe G ist die Ab-
bildung

L* x L — Autr(A}), (a,b) — Spec(z wit' — Zmi(at +b)H)7!
ein Isomorphismus von G-Gruppen.

Beweis.
Wir kénnen stattdessen auch die analoge Aussage fiir die Abbildung

L* x L — Aut,(L[t]), ((a,b) — th — in(at +b)")

zeigen. Dabei ist Auty(L[t]) eine G-Gruppe iiber die G-Operation

o(p) = ok © PO Oy

(vgl. Bemerkung nach Proposition 1.4.2). Offensichtlich ist die Abbildung eine wohlde-
finierte Injektion.
Zudem gilt fiir (a,b), (¢,d) € L* x L:

(t—at+b)o(t—ct+d)=(t— clat+0b)+d) = (t— (ac)t + (bc + d))

Somit ist die Abbildung ein injektiver Gruppenhomomorphismus beziiglich der Verkniip-
fung auf Auty(L[t]).

Surjektivitdit:
Sei ¢ € Autr(L[t]). Dann gilt deg(¢(t)) = 1, da ¢ bijektiv ist und

1 = deg(t) = deg(p(p™" (1)) = deg(o(t)) - deg(e™(t)).
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3 Formen affiner Rdume

Schreiben wir also ¢(t) = at + b, so ist ¢ das Bild von (a,b) unter der gegebenen
Abbildung.

G- Vertraglichkeit:
Ist 0 € G und ¢ € Auty(L[t]) das Bild von (a,b) € L* x L unter dem gegebenen
Morphismus, so gilt:

a(p)(t) = (o o poog)(t) = (ko @)(t) = ok lat +b) = o(a)t + o(b)

Also ist o(¢) das Bild von o(a,b) € L™ x L unter dem Morphismus.
[l

Bemerkung. Im Fall n = 2 ist die Automorphismengruppe der affinen Geraden iso-
morph zum sogenannten amalgamierten Produkt der Untergruppen A der linearen Trans-
formationen und B der sogenannten Jonquiére-Transformationen nach ihrem Schnitt
A N B (ein Beweis hierzu wurde zum ersten Mal im Jahre 1975 von T. Kambayashi in
seinem Artikel (Kam75) veroffentlicht). Diese Konstruktion ldsst sich jedoch nicht auf
héherdimensionale Félle iibertragen und im Fall n > 3 ist die Bestimmung der Auto-
morphismengruppe bisher noch ein ungelostes Problem (vgl. (Kra95)).

Mithilfe dieser Isomorphie ldsst sich nun die Menge F i‘( i fir den Fall X = A} be-
stimmen:

Satz 3.4. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung. Dann gilt fir X = AL:

Fii = {[Ak}
Mit anderen Worten: Die affine Gerade Al besitzt keine nichttrivialen L-Formen.

Beweis.
Wir betrachten also fiir X = A}, die punktierte Menge

Fig = HY(G, Aut,(X.)) = H'(G, L x L)

(nach Theorem 1.4.5 und Lemma 3.3).
Nun gilt jedoch
H'(G,L) =1

(nach (Ser79), X.1.1) sowie
HYG,(L* x L)/L) ~ HY(G,L*) = 1

(nach (Ser79), X.1.2, oder Lemma 2.4.5 mit n = 1).
Nach Lemma 3.2 ist L ein G-invarianter Normalteiler von L* x L und somit folgt mit
Proposition 3.1, dass H'(G, L* x L) = 1, weshalb FﬁK = {[AL]}.

O
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Bemerkung und Beispiel. Diese Aussage lésst sich auch fiir allgemeine separable, al-
gebraische Korpererweiterungen L|K beweisen (vgl. (Kam75)). Auf die Voraussetzung,
dass L|K eine separable Korpererweiterung ist, kann jedoch nicht verzichtet werden. Ist
K nicht perfekt, so besitzt Al im Allgemeinen auch nichttriviale Formen mit nichtse-
parablem Zerfallungskorper:

Betrachte zum Beispiel einen nicht perfekten Korper K der Charakteristik p > 0. Dann
ist das K-Schema Y := Spec(K|z,y]/(y* — x — axP)) mit a € K\K? eine nichttriviale
Form der affinen Geraden A mit nichtseparablem Zerfallungskorper:

« Y und A} = Spec(K[t]) sind nicht isomorph, denn:
Angenommen, es gilt Spec(K[z,y]/(y* — x — azP)) =Y =~ A}, = Spec(K|[t]) als
K-Schemata. Dann ist insbesondere K|z, y]/(y? —x —az?) = K[t] als K-Algebren.
Bezeichne mit ¢ : K[z, y] — K[z,y]/(y* — x — az?) = K[t] die Verkniipfung mit
der kanonischen Restklassenabbildung. Dann gilt insbesondere p(y? —x —axP) = 0.
Setze f(t) := p(x),g(t) := ¢(y) € K[t]. Dann gilt also:
g(t)" = f(t) —af ()" = 0= g(t)" = (1) + af ()"

Beachte, dass f # 0 und g # 0, da aufgrund der obigen Relation f =0 < ¢g =0
gilt. Im Fall f = g = 0 wére aber im(p) = K # K|[t].
Da p > 1, folgt somit fiir den Grad:

pxdeg(g) = deg(g”) = deg(f + af”) = deg(af’) = deg(f*) = p = deg(f)

= deg(g) = deg(f) =:n

Benenne nun mit ¢, € K bzw. d,, € K die Koeffizienten von f bzw. g. Dann gilt
durch Koeffizientenvergleich

dy
db = cpp+ach =adl = a=(—)" e K?,
Cn

im Widerspruch zur Voraussetzung.
« Aber fiir L := K(y/a) gilt Y, >~ Al denn:
Betrachte den Homomorphismus
p: Llz,y] — Llz,yl,x = y — Vaz,y — (y — Vaz)’ -z,
von L-Algebren. ¢ ist ein Automorphismus mit Inversem
L[xay] - L[xay]vx — P — Y,y — &+ \P/a(xp - y)’
und induziert somit einen Isomorphismus
Y1 = Spec(Llz,y]/((y — Vaz)’ — x)) = Spec(L[z,y]/(y)) = A,
von L-Schemata.

Die Bestimmung und Klassifizierung von Formen der affinen Gerade iiber nichtsepara-
blen Zerfallungskorpern ist ein noch weitgehend ungeldstes Problem (fiir Resultate {iber
rein inseparable Formen vgl. unter anderem (Rus70) oder (KMT74)).
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