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0 Einleitung

0 Einleitung

In dieser Bachelorarbeit wollen wir die Methode des Galoisabstiegs kennenlernen und
diese für die Bestimmung und Klassifizierung von Brauer-Severi-Varietäten benutzen.
Zudem werden wir einige Aussagen über die Formen affiner Räume über einem Körper
K treffen.

Dafür wird zunächst der Begriff einer Form eines K-Schemas X eingeführt und wir
werden in zwei Beispielen erkennen, dass die Betrachtung von Formen in der Tat not-
wendig ist. Dann werden wir die Methode des Galoisabstiegs zunächst im algebraischen
Sinne für Algebren und daraufhin im geometrischen Sinn für quasi-projektive Schemata
kennenlernen. Schließlich werden wir im Abschluss des ersten Abschnitts grundlegende
Begriffe der Kohomologie einführen und diese mithilfe der Methode des Galoisabstiegs
zur Klassifizierung von endlich galoisschen Formen von K-Schemata verwenden.

Im zweiten Abschnitt werden wir den Spezialfall der Formen des projektiven Raumes
PnK betrachten. Um diese sogenannten Brauer-Severi-Varietäten genauer zu klassifizieren,
führen wir den Begriff der Azumaya-Algebren ein, mit deren Hilfe wir die Brauer-Severi-
Varietäten in bestimmten Fällen auch genau bestimmen werden. Den Abschluss dieses
Abschnitts bildet der Satz von Châtelet, der aussagt, dass jede Brauer-Severi-Varietät
mit einem K-rationalen Punkt bereits isomorph zu einem projektiven Raum PnK ist.

Im letzten Abschnitt betrachten wir kurz den Fall der Formen des affinen Raumes
An
K . Wir geben einen Beweis für die Abwesenheit von nichttrivialen endlich galoisschen

Formen der affinen Geraden A1
K sowie ein Beispiel für eine nichttriviale inseparable

Form von A1
K und verweisen auf das bisher noch ungelöste Problem der Bestimmung

der Formen des affinen Raumes An
K im Fall n ě 3.

Viele Beweise, insbesondere im ersten Abschnitt, orientieren sich an dem Artikel
(Jah00) von Jörg Jahnel, der die grundlegende Vorlage dieser Bachelorarbeit bildet.
Der Begriff einer Algebra über einem Körper wird hier stets im Sinne einer assoziativen
Algebra mit Eins gebraucht.

4



1 Galoisabstieg

1 Galoisabstieg

1.1 Motivation

Wir wollen mit der grundlegenden Definition einer Form beginnen.

Definition 1.1.1. Sei L|K eine Körpererweiterung und X ein K-Schema. Ein K-
Schema Y heißt eine L-Form von X, falls

X ˆK L – Y ˆK L

als L-Schemata.
L heißt in diesem Fall ein Zerfällungskörper von Y.

Bemerkung. Schreibe auch kurz XL :“ X ˆK Lp“ X ˆSpecpKq SpecpLqq.
Sind X und Y affin, so ist Y eine L-Form von X genau dann, wenn

OXpXq bK L – OY pY q bK L

als L-Algebren. Dies folgt aus der Dualität zwischen affinen L-Schemata und kommuta-
tiven L-Algebren und der Darstellung der Faserprodukte affiner Schemata als Spektrum
der Tensorprodukte ihrer globalen Schnitte.

Beispiele. Selbstverständlich ist jedes zu X isomorphe K-Schema Y eine L-Form von
X für eine beliebige Körpererweiterung L|K. Die folgenden Beispiele dienen der Veran-
schaulichung, dass es im Allgemeinen nicht nur diese trivialen Formen gibt:

i) Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung, wobei L ‰ K. Dann ist Y :“ SpecpKrL:Ksq

eine nicht-triviale L-Form von X :“ SpecpLq:
Offensichtlich gilt: L ist als K-Algebra nicht isomorph zu KrL:Ks, da
n :“ rL : Ks ą 1 und somit KrL:Ks kein Körper ist.
Wie angemerkt reicht es nun in diesem Fall zu zeigen, dass LbK L – KrL:KsbK L
als L-Algebren.
Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein α P L, sodass α separabel
über K und L “ Krαs. Sei fα,K “ Πn

i“1pt´αiq P Krts das Minimalpolynom von α
über K. Dann gilt L – Krts{pfα,Kq als K-Algebren und somit

LbK L – pKrts{pfα,Kqq bK L – Lrts{pfα,Kq

als L-Algebren. Da L|K galoissch, insbesondere normal, folgt demnach mit dem
Chinesischen Restsatz (alle αi sind verschieden):

LbK L – Lrts{pΠn
i“1pt´ αiqq – Ln “ LrL:Ks

– KrL:Ks
bK L
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1 Galoisabstieg

ii) Das R-Schema Y :“ V`px
2
0 ` x2

1 ` x2
2q Ď P2

R “ ProjpRrx0, x1, x2sq ist eine nicht-
triviale C-Form von X :“ P1

R:
Die R-SchemataX und Y sind nicht isomorph, da bereits auf R-rationalen Punkten

XpRq “ A1
RpRq 9YP0

RpRq ‰ H

Y pRq “ trx0 : x1 : x2s P P2
RpRq;x2

0 ` x
2
1 ` x

2
2 “ 0u “ H

und ein Isomorphismus zwischen den R-Schemata X und Y einen Isomorphismus
zwischen den R-rationalen Punkten XpRq und Y pRq induzieren würde.
Betrachtet man jedoch die C-Schemata XC – P1

C und YC – V`px
2
0`x

2
1`x

2
2q Ď P2

C,
so gilt:

YC – V`px
2
0 ` x

2
1 ` x

2
2q

– V`px0x1 ´ x
2
2q “ ProjpCrx0, x1, x2s{px0x1 ´ x

2
2qq

– ProjpCry2
0, y0y1, y

2
1sq “ ProjpCry0, y1s

p2q
q

– ProjpCry0, y1sq “ P1
C

– XC,

wobei die zweite Isomorphie durch den Isomorphismus

Crx0, x1, x2s Ñ Crx0, x1, x2s, x0 ÞÑ x0 ` ix1, x1 ÞÑ x0 ´ ix1, x2 ÞÑ ix2,

von graduierten Ringen induziert wird und Cry0, y1s
p2q den zweiten Veronese-Unter-

ring des graduierten Ringes Cry0, y1s bezeichnet.

Es kann also passieren, dass zwei nicht-isomorphe Schemata über einem KörperK nach
einer Skalarerweiterung mit einer Körpererweiterung L isomorph werden. Unser Ziel in
dieser Arbeit ist es, diese Formen von K-Schemata X zu klassifizieren. Ein wichtiges
Werkzeug, um eine solche Klassifizierung zumindest für endliche Galoiserweiterungen
L|K zu ermöglichen, ist die Methode des Galoisabstiegs, die in diesem Kapitel vorgestellt
wird.
Wir setzen dafür für ein K-Schema X und eine Körpererweiterung L|K die folgende
Schreibweise fest:

Definition 1.1.2. Wir definieren die folgende Menge:

FX
L|K :“ tY K-Schema; Y ist eine L-Form von Xu{„,

wobei Y „ Y 1 genau dann, wenn Y – Y 1 als K-Schemata.

Bemerkung. Die Menge FX
L|K ist eine punktierte Menge mit dem trivialen Element

1 “ rXs.

Sei im Folgenden L|K stets eine endliche Galoiserweiterung mit zugehöriger Galois-
gruppe G :“ GalpL|Kq, sofern nicht anders definiert.
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1 Galoisabstieg

1.2 Algebraische Version

Definition 1.2.1. Sei f : LÑ A eine kommutative L-Algebra.
Eine Gruppenoperation

T : GÑ AutpAq, σ ÞÑ Tσ

auf dem Ring A (d.h. T ist ein Gruppenhomomorphismus und die Tσ sind Ringautomor-
phismen) heißt semilineare G-Operation (oder auch σ-lineare Operation) auf A,
falls für alle λ P L, a P A und σ P G die Gleichung

Tσpλaq “ σpλqTσpaq

gilt, d.h. sodass für alle σ P G folgendes Diagramm kommutiert:

A A

L L

Tσ

σ

f f (1.1)

Bemerkungen.

˚ Wenn die Bedeutung im Kontext klar ist, schreibe auch σa statt Tσpaq für a P A
und σ P G.

˚ Nach der Definition ist für eine semilineare G-Operation auf A die Abbildung Tσ
im Allgemeinen kein Morphismus von L-Algebren, wohl aber ein Morphismus von
K-Algebren. Eine σ-lineare Operation auf A lässt sich also auch als Gruppenho-
momorphismus T : G Ñ AutKpAq verstehen, für den das Diagramm (1.1) für alle
σ P G kommutiert.

Wir wollen nun die genauere Beziehung von L-Algebren mit solchen semilinearen G-
Operationen und den K-Algebren untersuchen. Wir nutzen dafür in den kommenden
Theoremen die folgende Schreibweise:

i) ALGK sei die Kategorie der kommutativen K-Algebren.

ii) ALGσL|K sei die Kategorie der kommutativen L-Algebren mit σ-linearer Opera-
tion T bezüglich der Körpererweiterung L|K, wobei wir Homσ

L|K für die Mor-
phismen in dieser Kategorie schreiben. Beachte, dass die Morphismen der Ka-
tegorie mit den σ-linearen Operationen verträglich sind, d.h. ein Morphismus
ϕ P Homσ

L|KppA, T q, pB, T
1qq ist ein Homomorphismus ϕ : AÑ B von L-Algebren,

sodass
ϕ ˝ Tσ “ T 1σ ˝ ϕ (1.2)

für alle σ P G.
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1 Galoisabstieg

Proposition 1.2.2. Die Zuordnungen

A ÞÑ AL :“ pAbK L, pGÑ AutKpALq, σ ÞÑ σA :“ idA b σqq

ϕ ÞÑ ϕL :“ ϕb idL

bilden einen wohldefinierten Funktor F : ALGK Ñ ALGσL|K.

Beweis.
Die Wohldefiniertheit folgt durch einfaches Nachrechnen. Beachte hierbei, dass die durch
ϕ : A Ñ B definierte Abbildung ϕL im oben genannten Sinne mit den auf AL und BL

gegebenen semilinearen G-Operationen verträglich ist.

Bemerkungen.

˚ Wenn die Bedeutung im Kontext klar ist, verwende auch einfach die mehrdeutige
Bezeichnung σ für σA.

˚ Fassen wir A Ď AL über die durch das Tensorprodukt gegebene kanonische Abbil-
dung ι : A ãÑ AL, a ÞÑ ab 1, als Unterring auf, so gilt offensichtlich σ

ˇ

ˇ

A
“ idA für

alle σ P G. Beachte, dass ι injektiv ist, da L ein freier K-Modul ist.
Bezeichnen wir also mit pALqG :“ tx P AL; @σ P G : σx “ xu die Fixmenge von AL
unter der σ-linearen Operation, so gilt A Ď pALqG.
Tatsächlich gilt für x “

ř

iPI aib li P pALq
G, wobei paiqiPI eine K-Basis von A und

li P L für i P I, dass
0 “ x´ σx “

ÿ

iPI

ai b pli ´ σpliqq

für alle σ P G. Da pai b 1qiPI eine L-Basis von AL ist, folgt li ´ σpliq “ 0 für alle
σ P G, also li P K, womit x “ p

ř

iPI liaiq b 1 P A.
Insgesamt erhalten wir also die Gleichung A “ pALqG.

˚ Ein Morphismus ϕ in der Kategorie ALGσL|K ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn er bijektiv ist. Dafür ist nur zu zeigen, dass für eine Bijektion ϕ die Um-
kehrabbildung ϕ´1 auch mit den σ-linearen Operationen verträglich ist, d.h. ein
Morphismus der Kategorie ALGσL|K ist. Dies folgt aber sofort aus Gleichung p1.2q:

Tσ ˝ ϕ
´1
“ ϕ´1

˝ pϕ ˝ Tσq ˝ ϕ
´1
“ ϕ´1

˝ pT 1σ ˝ ϕq ˝ ϕ
´1
“ ϕ´1

˝ T 1σ
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1 Galoisabstieg

Das Ziel dieses Abschnitts besteht nun darin zu zeigen, dass durch den in Proposition
1.2.2 definierten Funktor eine Äquivalenz von Kategorien definiert wird. Dies wird in
dem folgenden Theorem zusammengefasst:

Theorem 1.2.3. (Galoisabstieg - algebraische Version)
Für eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G :“ GalpL|Kq ist

F : ALGK Ñ ALGσL|K
A ÞÑ AL

ϕ ÞÑ ϕL

eine Äquivalenz von Kategorien.

Eine analoge Aussage lässt sich auch für die Kategorien der Vektorräume und der
nicht notwendigerweise kommutativen Algebren zeigen. Der Beweis verläuft in diesen
Fällen vollkommen analog zu dem behandelten Fall, da an keiner Stelle die zusätzlich
gegebene Struktur benötigt wird.
Wir führen den Beweis in zwei Schritten und zeigen die Volltreue und essentielle Sur-
jektivität des Funktors:

Satz 1.2.4. Der Funktor F ist volltreu, d.h. für alle A,B P ALGK ist

FA,B : HomKpA,Bq Ñ Homσ
L|KpAL, BLq, ϕ ÞÑ ϕL

bijektiv.
Beweis.
Betrachte für A,B P ALGK die Abbildung

GA,B : Homσ
L|KpAL, BLq Ñ HomKpA,Bq, ψ Ñ ψG,

wobei
ψG : AÑ B, aÑ ψpaq.

Die Wohldefiniertheit von ψG folgt aus der Verträglichkeit von ψ mit den G-Operationen,
weshalb ψpab 1q P pBLq

G “ B (vgl. Bemerkung nach Proposition 1.2.2).
Dann gilt für alle ϕ P HomKpA,Bq

pGA,B ˝ FA,Bqpϕqpaq “ pϕLq
G
paq “ ϕpaq, da pϕLqpab 1q “ ϕpaq b 1, für alle a P A

ñpGA,B ˝ FA,Bqpϕq “ ϕ

sowie für alle ψ P Homσ
L|KpAL, BLq

pFA,B ˝ GA,Bqpψqpab lq “ pψGqLpab lq
“ l ¨ pψGpaq b 1q

“ l ¨ ψpab 1q

“ ψpab lq für alle ab l P AL (und damit auch alle aL P AL)

ñ pFA,B ˝ GA,Bqpψq “ ψ.
Damit folgt F´1

A,B “ GA,B und somit ist FA,B bijektiv.
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1 Galoisabstieg

Satz 1.2.5. Der Funktor F ist essentiell surjektiv, d.h. für pB, T q P ALGσL|K existiert
ein A P ALGK mit

FpAq “ AL – pB, T q.

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich am Beweis des Lemmas 6.4 aus (Bru09))
Setze

A :“ BG :“ tb P B; @σ P G : Tσpbq “ bu (1.3)

die Fixmenge unter der semilinearen G-Operation T , nach deren Definition A mit den
von B induzierten Operationen eine K-Algebra ist (wie oben bemerkt sind alle Tσ Mor-
phismen von K-Algebren und A somit abgeschlossen unter den von B induzierten Ope-
rationen).
Bemerke, dass im Falle der Kategorie der Vektorräume/Algebren A auch wieder ein
Vektorraum/eine Algebra wäre.

Betrachte nun die K-balancierte Abbildung A ˆ L Ñ B, pa, lq ÞÑ la. Diese induziert
einen Morphismus von L-Algebren ϕ : AL Ñ B, ab l ÞÑ la.
Zusätzlich gilt für σ P G und

řn
i“1pai b liq P AL:

pϕ ˝ σqp
n
ÿ

i“1

pai b liqq “ ϕp
n
ÿ

i“1

pai b σpliqqq

“

n
ÿ

i“1

σpliqai

“

n
ÿ

i“1

Tσpliaiq, da ai P A (vgl. p1.3q)

“

n
ÿ

i“1

Tσpϕpai b liqq

“ pTσ ˝ ϕqp
n
ÿ

i“1

pai b liqq

Damit ist ϕ also ein Morphismus in der Kategorie ALGσL|K .
Desweiteren gilt:
‚ ϕ ist surjektiv:

Sei pl1, ..., lnq eine K-Basis von L, G “ tσ1, ..., σnu, wobei σ1 “ idL, und b P B beliebig.
Betrachte für j P t1, ..., nu

aj :“
n
ÿ

i“1

Tσipljbq “
n
ÿ

i“1

σipljqTσipbq.
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1 Galoisabstieg

Da σ ˝ G “ G für alle σ P G, gilt aj P A für alle 1 ď j ď n. Zudem ist nach der
linearen Unabhängigkeit von Charakteren (vgl. Korollar VI.5.4 aus (Lan02)) die Matrix
M “ pσipljqq1ďi,jďn invertierbar, weshalb:

pajq1ďjďn “M ¨ pTσipbqq1ďiďn

ñ b “ Tσ1pbq “ pM
´1
¨ pajqjq1 P spanLpa1, ..., anq Ď impϕq

‚ ϕ ist injektiv:
Sei paiqiPI eine K-Basis von A, dann ist pai b 1qiPI eine L-Basis von AL.
Angenommen, ϕ wäre nicht injektiv, d.h. kerpϕq ‰ t0u. Wähle

x “
ÿ

iPI

lipai b 1q P kerpϕqzt0u

mit |ti P I; li ‰ 0u| minimal.
Sei o.B.d.A. li1 P K (sonst betrachte pli1q´1x). Wäre jedoch li P K für alle i P I, so
würde

0 “ ϕpxq “
ÿ

iPI

liai

gelten und somit li “ 0 für alle i P I, da paiqiPI K-Basis von A ist. Dann folgt jedoch
x “ 0, im Widerspruch zu x P kerpϕqzt0u.
Wähle also i2 P I mit li2 P LzK, d.h. li2 ‰ σpli2q für ein σ P G. Dann gilt

0 “ Tσpϕpxqq “ ϕpσpxqq

ñ σpxq P kerpϕq

ñ x´ σpxq P kerpϕqzt0u,

da li2 ´ σpli2q ‰ 0 und die ai b 1 L-linear unabhängig.
Zudem gilt jedoch li1 ´ σpli1q “ 0, womit

|ti P I; li ´ σpliq ‰ 0u| ă |ti P I; li ‰ 0u|,

im Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalität.

Insgesamt ist ϕ also ein bijektiver Morphismus in der Kategorie ALGσL|K und somit
nach der Bemerkung nach Proposition 1.2.2 ein Isomorphismus, womit FpAq “ AL – B.

Bemerkung. Wie aus den Beweisen von Satz 1.4 und 1.5 bereits ersichtlich, lässt sich
also ein Funktor G : ALGσL|K Ñ ALGK definieren, der eine L-Algebra A mit semili-
nearer G-Operation auf seine Fixmenge AG und einen Morphismus ϕ : A Ñ B auf die
Einschränkung ϕG :“ ϕ

ˇ

ˇ

AG
: AG Ñ BG schickt. Für diesen gilt, dass FG und GF jeweils

natürlich äquivalent zur Identität von ALGσL|K bzw. ALGK sind.
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1.3 Geometrische Version

Definition 1.3.1. Sei f : X Ñ Y ein Morphismus von Schemata, K ein Körper.

i) f heißt Immersion (oder auch lokal abgeschlossene Immersion), falls f “ j˝i
für eine abgeschlossene Immersion i und eine offene Immersion j.

ii) Ein K-Schema X heißt quasi-projektiv, falls ein n P N und eine Immersion
X Ñ PnK in den projektiven n-Raum existiert.

Bemerkungen.

˚ Jede abgeschlossene bzw. offene Immersion ist offensichtlich eine Immersion.

˚ Ein quasi-projektives K-Schema ist also ein abgeschlossenes Unterschema eines
offenen Unterschemas eines projektiven Raums über K.

˚ Jedes quasi-projektive K-Schema X ist quasi-kompakt (da X Unterraum des
noetherschen topologischen Raums PnK für ein n P N ist).

Lemma 1.3.2. Die Verknüpfung g ˝f von Immersionen f : X Ñ Y , g : Y Ñ Z ist wie-
der eine Immersion. Insbesondere ist also jedes abgeschlossene oder offene Unterschema
eines quasi-projektiven Schemas wieder quasi-projektiv.

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich am Beweis des Lemmas 25.24.3 von (Sta18))
Sind f : X Ñ Y , g : Y Ñ Z Immersionen, so existieren also offene Unterschemata
i : U ãÑ Y , j : V ãÑ Z, sodass

f “ i ˝ a und g “ j ˝ b

für abgeschlossene Immersionen a : X Ñ U , b : Y Ñ V .
Da b ein Homöomorphismus auf sein Bild bpY q Ď V ist (mit der induzierten Topologie),
existiert insbesondere ein offenes V 1 Ď V , sodass U “ b´1pV 1q. Dann ist aber

b
ˇ

ˇ

b´1pV 1q
: b´1

pV 1q “ U Ñ V 1

wieder eine abgeschlossene Immersion (da bpUq “ bpY qXV 1 Ď V 1 abgeschlossen), weshalb

g ˝ f “ j ˝ pb ˝ iq ˝ a “ pj ˝ ιq ˝ pb
ˇ

ˇ

U
˝ aq,

wobei ι : V 1 ãÑ V die kanonische offene Immersion ist.
Da die Verknüpfung von abgeschlossenen (resp. offenen) Immersionen wieder eine ab-
geschlossene (resp. offene) Immersion ist, folgt somit, dass g ˝ f ebenfalls wieder eine
Immersion ist.

12
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Proposition 1.3.3. Jedes quasi-projektive K-Schema ist von endlichem Typ und sepa-
riert.
Beweis.
Betrachte für ein quasi-projektives K-Schema X den Strukturmorphismus

X Y PnK SpecpKq,
ϕ ι ψ

wobei ϕ eine abgeschlossene Immersion, ι eine offene Immersion und ψ der Struktur-
morphismus von PnK sind.
Da der projektive Raum PnK von endlichem Typ und noethersch ist, folgt, dass Y als
offenes Unterschema von endlichem Typ ist und damit X als abgeschlossenes Untersche-
ma von Y ebenfalls von endlichem Typ ist.
Zudem ist PnK separiert und jede Immersion ist separiert (vgl. beispielsweise (GS16),
Rmk. 3, S.189), weshalb auch X separiert ist.

Bemerkung.
Ein integres, quasi-projektives K-Schema ist somit bereits eine Varietät (im Sinne eines
integren, separierten K-Schemas von endlichem Typ). Es gibt jedoch auch Varietäten,
die nicht quasi-projektiv sind. Eines der ersten Beispiele für eine solche Varietät, die nicht
in den projektiven Raum eingebettet werden kann, wurde im Jahre 1956 von Masayoshi
Nagata konstruiert (vgl. (Nag56)).

Lemma 1.3.4. Für ein K-Schema X und eine endliche Körpererweiterung L|K gilt:

X ist quasi-projektivô XL ist quasi-projektiv

Beweis.
Die Richtung ñ folgt leicht aus der Tatsache, dass abgeschlossene (bzw. offene) Immer-
sionen (also auch lokal abgeschlossene Immersionen) stabil unter Basiswechsel sind (vgl.
(Sta18), Lemma 25.18.2).
Für die Rückrichtung verweisen wir beispielsweise auf (Jah00), 2.12ix oder (GW10),
14.55.

Definition 1.3.5. Sei f : X Ñ SpecpLq ein L-Schema.
Eine Gruppenoperation

T : GÑ AutpXq, σ ÞÑ Tσ

auf dem Schema X (d.h. T ist ein Gruppenhomomorphismus und die Tσ sind Automor-
phismen von Schemata auf X) heißt eine kompatible G-Operation auf X, falls für
alle σ P G das folgende Diagramm kommutiert:

X X

SpecpLq SpecpLq

Tσ

f f

Specpσ´1q

(1.4)

13
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Bemerkungen.

˚ Wir schreiben auch einfach die Familie pTσqσ für die Gruppenoperation T .

˚ Ist X “ SpecpAq affin, so definiert eine kompatible G-Operation T auf X eine
semilineare G-Operation ϕ : G Ñ AutpAq, σ ÞÑ ϕσ auf der L-Algebra A, wobei
Specpϕ´1

σ q “ Tσ für alle σ:

- ϕ ist eine Gruppenoperation:

Specpϕ´1
τ ˝ ϕ´1

σ q “ Specpϕ´1
σ q ˝ Specpϕ

´1
τ q “ Tσ ˝ Tτ “ Tστ “ Specpϕ´1

στ q

ñ ϕ´1
στ “ ϕ´1

τ ˝ ϕ´1
σ “ pϕσ ˝ ϕτ q

´1

ñ ϕστ “ ϕσ ˝ ϕτ

- Das Diagramm 1.4 liefert mithilfe der üblichen kontravarianten Kategorien-
äquivalenz das folgende kommutierende Diagramm:

A A

L L

ϕσ

σ

˚ Ähnlich wie im algebraischen Fall ist für eine kompatible G-Operation auf X die
Abbildung Tσ im Allgemeinen kein Morphismus von L-Schemata, wohl aber ein
Morphismus von K-Schemata (wobei ein L-Schema im kanonischen Sinne mithilfe
von Specpιq für die Inklusion ι : K ãÑ L als K-Schema aufgefasst wird). Dies folgt
sofort aus der Kommutativität des folgenden Diagramms:

X X

SpecpLq SpecpLq

SpecpKq SpecpKq

T pσq

f f

Specpσ´1q

Specpιq Specpιq

idSpecpKq

Die Kommutativität des unteren Rechtecks folgt aus σ
ˇ

ˇ

K
“ idK durch Anwendung

des Funktors Spec.

14
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Unser Ziel ist es nun, eine zum algebraischen Fall in Theorem 1.2.3 analoge Aussage für
quasi-projektive Schemata zu treffen. Wir nutzen dafür in den kommenden Theoremen
folgende Schreibweise:

i) QPK (bzw. AQPK) sei die Kategorie der quasi-projektiven (bzw. affinen quasi-
projektiven) K-Schemata.

ii) QPσ
L|K (bzw. AQPσ

L|K) sei die Kategorie der quasi-projektiven (bzw. affinen quasi-
projektiven) L-Schemata mit kompatibler G-Operation T , wobei wir Homσ

L|K für
die Morphismen in dieser Kategorie schreiben. Beachte, dass die Morphismen der
Kategorie mit den kompatiblen G-Operationen verträglich sind, d.h. ein Morphis-
mus ϕ P Homσ

L|KppX,T q, pY, T
1qq ist ein Morphismus ϕ : X Ñ Y von L-Schemata,

sodass
ϕ ˝ Tσ “ T 1σ ˝ ϕ

für alle σ P G.

Proposition 1.3.6. Die Zuordnungen

X ÞÑ XL :“ pX ˆK L, pGÑ AutKpXLq, σ ÞÑ fσ :“ idX ˆ Specpσ
´1
qq

ϕ ÞÑ ϕL :“ ϕˆ idSpecpLq

bilden einen wohldefinierten kovarianten Funktor F : QPK Ñ QPσ
L|K, der sich zu einem

Funktor F : AQPK Ñ AQPσ
L|K einschränkt.

Beweis.
Nach der Definition ist pfσqσ eine kompatible G-Operation auf X ˆK L. Zudem gilt für
die Morphismen ϕL:

pϕˆ idSpecpLqq ˝ pidX ˆSpecpσ
´1
qq “ ϕˆSpecpσ´1

q “ pidY ˆSpecpσ
´1
qq ˝ pϕˆ idSpecpLqq

womit die Verträglichkeit mit den kompatiblen G-Operationen gewährleistet ist.
Desweiteren ist XL für ein quasi-projektives K-Schema X nach Lemma 1.3.4 wieder
quasi-projektiv und für ein affines Schema X “ SpecpAq ist auch XL – SpecpALq affin.

Wie schon im algebraischen Fall ist im Folgenden das Ziel zu zeigen, dass durch F
eine Äquivalenz von Kategorien definiert wird:

Theorem 1.3.7. (Galoisabstieg - geometrische Version)
Für eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G :“ GalpL|Kq ist

F : QPK Ñ QPσ
L|K

X ÞÑ XL

ϕ ÞÑ ϕL

eine Äquivalenz von Kategorien, die sich zu einer Kategorienäquivalenz
F : AQPK Ñ AQPσ

L|K einschränkt.

15
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Wir zeigen die Aussage zunächst im affinen Fall:

Satz 1.3.8. Für eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G :“ GalpL|Kq
ist

F : AQPK Ñ AQPσ
L|K

X ÞÑ XL

ϕ ÞÑ ϕL

eine Äquivalenz von Kategorien.

Beweis.
Im Wesentlichen folgt diese Aussage aus Theorem 1.2.3 und der Dualität zwischen der
Kategorie der kommutativen Ringe und der Kategorie der affinen Schemata. Wir führen
den Beweis aber auch auf Grund der geforderten Quasiprojektivität ausführlich vor.

‚ Essentielle Surjektivität:
Sei Y :“ pSpecpBq, T q P AQPσ

L|K . Wie oben bemerkt induziert die kompatible G-
Operation T eine semilineare G-Operation ϕ auf B und damit mittels Galoisabstieg für
Algebren (vgl. Satz 1.2.5) eine K-Algebra A mit AL – B in ALGσL|K , d.h. für alle σ P G
kommutiert das folgende Diagramm:

AL B

AL B

–

idAbσ ϕσ

–

(1.5)

Somit folgt für X :“ SpecpAq die Isomorphie XL – SpecpALq – SpecpBq “ Y in
AQPσ

L|K , da das Diagramm p1.5q das folgende kommutative Diagramm induziert:

XL “ SpecpALq SpecpBq “ Y

XL “ SpecpALq SpecpBq “ Y,

–

fσ“SpecpidAbσ
´1q Specpϕ´1

σ q“Tσ

–

wobei die kompatible G-Operation auf XL wie in Prop. 1.3.6 durch

fσ “ idX ˆ Specpσ
´1
q “ SpecpidA b σ

´1
q

gegeben ist.
Somit ist X nach Lemma 1.3.4 quasi-projektiv und erfüllt damit die gewünschten Ei-
genschaften.
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‚ Volltreue:
Sei also X “ SpecpAq, Y “ SpecpBq sowie g P Homσ

L|KpXL, YLq gegeben. Dann wird g
durch einen eindeutigen Homomorphismus von L-Algebren ϕg : BL Ñ AL gegeben, für
den folgendes Diagramm für alle σ P G kommutiert:

BL AL

BL AL

ϕg

idBbσ idAbσ

ϕg

Der durch den Galoisabstieg für Algebren eindeutig gegebene Morphismus ϕGg : B Ñ A
mit pϕGg qL “ ϕg (vgl. Satz 1.2.4) induziert einen Morphismus von K-Schemata
gG : X Ñ Y , für den gilt:

pgGqL “ SpecpϕGg qL “ SpecppϕGg qLq “ Specpϕgq “ g

Ist umgekehrt f “ Specpϕf q P HomKpX, Y q, so gilt

pfLq
G
“ Specpϕf,Lq

G
“ Specppϕf,Lq

G
q “ Specpϕf q “ f

nach Satz 1.2.4.
Somit ist die Abbildung p¨qG : Homσ

L|KpXL, YLq Ñ HomKpX, Y q invers zur Abbildung
p¨qL und F volltreu.

Um dieselbe Aussage für beliebige quasi-projektive Schemata auf den affinen Fall
reduzieren zu können, benötigen wir noch die folgenden Aussagen:

Lemma 1.3.9. Sei P “ tp1, ..., pru Ď PnK eine endliche Teilmenge abgeschlossener
Punkte und Z Ď PnK abgeschlossen mit Z X P “ H. Dann existiert ein homogenes
Element f P Krx0, ..., xns, sodass Z Ď V`pfq Ď PnKzP .

Beweis.
Wir beweisen dies durch Induktion nach r ě 1:

Der Fall r “ 1 (also P “ tpu) folgt sofort:
Da Z abgeschlossen ist, gibt es ein homogenes Ideal I “

ř

jPJ fjLrx0, ..., xns Ď Lrx0, ..., xns
(alle fj P Lrx0, ..., xns homogen), sodass

Z “ V`pIq “ V`p
ÿ

jPJ

fjLrx0, ..., xnsq “
č

jPJ

V`pfjq.

Somit folgt aus p R Z insbesondere, dass Z Ď V`pfjq Ď PnLztpu für ein j P J gilt.
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Es gelte die Aussage nun also für alle m ă r.
Wähle dann eine nach der Induktionsvoraussetzung existente Hyperebene V`pgq Ď PnL,
sodass

Z Ď V`pgq Ď PnLztp1, ..., pr´1u,

wobei g P Lrx0, ..., xns homogen vom Grad d.
O.B.d.A. sei pr P V`pgq (sonst ist V`pgq die gesuchte Hyperebene). Wähle zudem eine
nach Induktionsanfang existente Hyperebene V`phq, sodass

Z Y tp1, ..., pr´1u Ď V`phq Ď PnLztpru.

Hierbei verwenden wir, dass P aus abgeschlossenen Punkten besteht.
Ist e der Grad von h, so gilt für f :“ hd ` ge also Z Ď V`phq X V`pgq Ď V`pfq Ď PnLzP :
Wäre nämlich pr P V`pfq, d.h. f P pr (aufgefasst als homogenes Primideal), so würde
wegen g P pr auch hd P pr gelten, d.h. h P pr (da pr ein Primideal ist), d.h. pr P V`phq,
im Widerspruch zur Wahl von h.
Analog zeigt man pi R V`pfq für 1 ď i ď r ´ 1 unter Verwendung von h P pi und g R pi.

Lemma 1.3.10. Sei Y P QPσ
L|K. Dann existiert eine affine offene Überdeckung pY1, ..., Ynq

von Y , sodass alle Yi G-invariant sind, d.h. fσpYiq Ď Yi für alle σ P G (und damit sogar
fσpYiq “ Yi).

Beweis.
Setze Z :“ Y zY und P :“ tfσpyq P PnL;σ P Gu, wobei Y der Abschluss von Y in PnL und
y ein beliebiger abgeschlossener Punkt von Y (und damit auch von PnL) ist. Beachte,
dass Z Ď PnL abgeschlossen ist: Schreiben wir Y ãÑ U als abgeschlossenes Unterschema
mit U Ď PnL offen, so ist Y X U der Abschluss von Y in U , d.h. Y X U “ Y , weshalb

Y zY “ Y zU “ Y X pPnLzUq

in PnL abgeschlossen ist.
Nach Lemma 1.3.9 existiert somit eine Hyperebene H :“ V`pfq mit Z Ď H Ď PnLzP .
Dann ist Y zH “ Y zH ãÑ PnLzH abgeschlossen und somit ist, da PnLzH “ D`pfq affin,
Y zH als abgeschlossenes Unterschema selbst affin.
Setze nun Uy :“

Ş

σPG f
´1
σ pY zHq Ď Y . Da U der Schnitt endlich vieler affin offener

Unterschemata von Y ist, folgt aus der Separiertheit von Y (vgl. Proposition 1.3.3),
dass U affin offen in Y ist. Nach Konstruktion ist U also eine affin offene, G-invariante
Umgebung von y.
Da der abgeschlossene Punkt y P Y beliebig gewählt war, existiert also insgesamt eine
affin offene Überdeckung durch G-invariante Unterschemata von Y , da die abgeschlosse-
nen Punkte in Y dicht liegen (vgl. (GW10), Proposition 3.35). Da Y als quasi-projektives
Schema quasi-kompakt ist (vgl. Bemerkung nach Definition 1.3.1), folgt somit die Aus-
sage.
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Lemma 1.3.11. Für ein K-Schema X sei p : XL Ñ X die durch das Faserprodukt
gegebene Projektion. Dann gilt für y P XL:

p´1
pppyqq “ Gy :“ tfσpyq;σ P Gu

Beweis.
Wähle eine affin offene Umgebung U “ SpecpAq Ď X von ppyq.
Dann ist p´1pUq “ UL “ SpecpALq eine affin offene Umgebung von y, die p´1pppyqq
enthält.

” Ě ”:
Schreibe y “ q P SpecpALq, ppyq “ p P SpecpAq. Dann gilt für σ P G:

ppfσpyqq “ ppσApqqq

“ σApqq X A

“ σApqq X σApAq, siehe Bemerkung nach Prop. 1.2.2
“ σApqX Aq, da σA bijektiv
“ qX A, siehe Bemerkung nach Prop. 1.2.2
“ ppyq

Somit gilt Gpyq Ď p´1pppyqq.

” Ď ”:
Sei also q1 P p´1pppyqq, d.h. q1 P SpecpALq mit q1 X A “ p. Für α P q1 gilt dann

ź

σPG

σApαq P q
1
X pALq

G
“ q1 X A “ p Ď q

ñ Dσ P G : σApαq P q, da q prim
ñ Dσ P G : α P σApqq

ñ q1 Ď
ď

σPG

σApqq, da α P q1 beliebig

ñ Dσ P G : q1 Ď σApqq (vgl. (AM69), Prop. 1.11 iq).

Analog existiert ein τ P G, sodass q Ď τApq
1q, womit τ´1

A pqq Ď q1 Ď σApqq. Setze
ρ :“ τσ P G. Da G endliche Ordnung hat, existiert ein n P N mit ρn “ 1. Induktiv
erhalten wir

q Ď τApq
1
q Ď τApσApqqq “ ρApqq Ď ρ2

Apqq Ď ... Ď ρnApqq “ q,

d.h. q “ ρApqq “ pτA ˝ σAqpqq, also τ´1
A pqq “ σApqq und damit schließlich

q1 “ σApqq “ fσpyq P Gy.
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Korollar 1.3.12. Sei X ein quasi-projektives K-Schema, p : XL Ñ X die kanonische
Projektion und V Ď XL offen und G-invariant. Dann ist ppV q Ď X offen und es gilt:

V “ ppV qL Ď XL

Beweis.
Ist pSpecpAiqq1ďiďn eine affine, offene Überdeckung von X, so ist pSpecpAi,Lqq1ďiďn nach
der Konstruktion des Faserprodukts eine affine, offene Überdeckung von XL, sodass
p´1pSpecpAiqq “ SpecpAiqL “ SpecpAi,Lq und p

ˇ

ˇ

SpecpAi,Lq
“ Specpϕiq für die kanonische

Einbettung ϕi : Ai ãÑ Ai,L von K-Algebren.
Da L|K endlich, ist Ai,L|Ai eine endliche Ringerweiterung, womit p endlich und surjektiv
ist (NB: alle ϕi sind injektiv).
Es gilt XL “ V 9YpXLzV q, womit aus der Surjektivität folgt:

X “ ppXLq “ ppV q Y ppXLzV q

Da V G-invariant ist, folgt zudem aus Lemma 1.3.11:

p´1
pppV qq “ GV “ V

ñ ppV q X ppXLzV q “ H

Da p endlich und somit insbesondere universell abgeschlossen, ist mitXLzV auch ppXLzV q
abgeschlossen und ppV q “ XzppXLzV q also offen. Damit gilt jedoch

ppV qL “ p´1
pppV qq “ GV “ V.

Bemerkung. In Korollar 1.3.12 zeigen wir, dass ppV q für jede offene, G-invariante
Teilmenge V Ď XL wieder offen ist. Tatsächlich gilt dies sogar für alle offenen Teilmengen
V Ď XL, d.h. p ist offen (dies folgt sofort aus dem Beweis von Lemma 1.3.11, da ppV q “
ppGV q für alle V Ď XL).
Allgemeiner gilt, dass jeder flache Morphismus lokal von endlicher Präsentation bereits
offen ist (vgl. (Gro65), Théorème 2.4.6). Wir gaben oben einen elementaren und direkten
Beweis in unserer speziellen Situation.
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Satz 1.3.13. Der Funktor F ist essentiell surjektiv, d.h. für Y P QPσ
L|K existiert ein

X P QPK mit
FpXq “ XL – Y

in QPσ
L|K.

Beweis.
Nach Lemma 1.3.10 gibt es eine affine offene Überdeckung pY1, ..., Ynq von Y durch G-
invariante Schemata Yi. Setze Yij :“ YiXYj. Dann ist auch Yij G-invariant und affin offen
(Y ist quasi-projektiv, also nach Proposition 1.3.3 separiert). Nach Satz 1.3.8 existieren
also affine K-Schemata Xi und Xij, 1 ď i, j ď n, und Isomorphismen fi : Xi,L

–
ÝÑ Yi und

fij : Xij,L
–
ÝÑ Yij von L-Schemata mit kompatibler G-Operation.

Dann induziert die offene Immersion Xij,L – Yi X Yj ãÑ Yi – Xi,L via Galoisabstieg für
affine Schemata und Korollar 1.3.12 eine offene Immersion Xij ãÑ Xi, über die wir Xij

als ein offenes Unterschema von Xi auffassen können und Xij,L als offenes Unterschema
von Xi,L mit fi

ˇ

ˇ

Xij,L
“ fij.

Setze nun Ψij :“ f´1
ji ˝ fij : Xij,L

–
ÝÑ Xji,L. Dann ist Ψij P Iso

σ
L|KpXij,L, Xji,Lq und indu-

ziert somit via Galoisabstieg für affine Schemata 1.3.8 einen eindeutigen Isomorphismus
ψij : Xij Ñ Xji, sodass ψij,L “ Ψij. Da Ψij “ Ψ´1

ji , folgt aus Satz 1.3.8 auch ψij “ ψ´1
ji .

Für i, j, k ist dann

Ψ
pkq
ij :“ Ψij

ˇ

ˇ

Xij,LXXik,L
“ pψij

ˇ

ˇ

XijXXik
qL “: ψ

pkq
ij,L

nach Konstruktion ein Isomorphismus auf Xji,L X Xjk,L – Yi X Yj X Yk, womit nach
Galoisabstieg auch

ψ
pkq
ij : Xij XXik Ñ Xji XXjk

ein Isomorphismus ist. Zudem gilt

pψ
piq
jk ˝ ψ

pkq
ij qL “ ψ

piq
jk,L ˝ ψ

pkq
ij,L “ Ψ

piq
jk ˝Ψ

pkq
ij “ Ψ

pjq
ik “ ψ

pjq
ik,L,

womit mittels Galoisabstieg auch die Kozykelrelation erfüllt ist und die Xi somit zu
einem Schema X verkleben.
Sind die ϕi : Xi

„
ÝÑ ϕipXiq Ď X die kanonischen offenen Immersionen, so betrachte

Φi : Yi
f´1
i
ÝÝÑ Xi,L

ϕi,L
ÝÝÑ XL. Aus der Eigenschaft der ϕi folgt:

Φi

ˇ

ˇ

YiXYj
“ ϕi,L

ˇ

ˇ

Xij,L
˝ f´1

ij

“ pϕi
ˇ

ˇ

Xij
qL ˝ f

´1
ij

“ pϕj
ˇ

ˇ

Xji
˝ ψijqL ˝ f

´1
ij

“ ϕj,L
ˇ

ˇ

Xji,L
˝Ψij ˝ f

´1
ij

“ ϕj,L
ˇ

ˇ

Xji,L
˝ f´1

ji

“ Φj

ˇ

ˇ

YiXYj
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Damit verkleben die Φi zu einem Morphismus von L-Schemata Φ : Y Ñ XL. Die G-
Kompabilität von Φ folgt aus der aller Φi “ ϕi,L ˝ f

´1
i .

Tatsächlich ist Φ ein Isomorphismus: Wegen XL “
Ť

iXi,L und da Φ
ˇ

ˇ

Yi
“ Φi : Yi Ñ

Xi,L für alle i P I ein Isomorphismus ist, ist dafür nur noch die Injektivität von Φ
nachzuweisen. Sind y, y1 P Y mit Φpyq “ Φpy1q, so wähle i, j P I mit y P Yi und y1 P Yj.
Dann gilt

Φpyq “ Φpy1q P ϕi,LpXi,Lq X ϕj,LpXj,Lq “ ϕi,LpXij,Lq “ ϕj,LpXji,Lq

und daher y P fipXij,Lq “ Yi X Yj und y1 P fjpXji,Lq “ Yi X Yj. Da Φ
ˇ

ˇ

YiXYj
“ Φi

ˇ

ˇ

YiXYj

injektiv ist, folgt y “ y1.
Insbesondere ist X nach Lemma 1.3.4 quasi-projektiv und es gilt FpXq “ XL – Y .

Satz 1.3.14. Der Funktor F ist volltreu, d.h. für alle X, Y P QPSK ist

FX,Y : HomKpX, Y q Ñ Homσ
L|KpXL, YLq, f ÞÑ fL

bijektiv.

Beweis.
Sei g P Homσ

L|KpXL, YLq gegeben und sei p : XL Ñ X die kanonische Projektion.
Für eine affine, offene Überdeckung pY1, ..., Ynq von Y , ist dann pY1,L, ..., Yn,Lq eine affine,
offene Überdeckung von YL, wobei alle Yi,L offensichtlich G-invariant sind. Da g mit den
kompatiblen G-Operationen verträglich ist, folgt somit, dass pg´1pYi,Lqq1ďiďn eine G-
invariante, offene Überdeckung von XL bildet.
Setze nun Xi :“ ppg´1pYi,Lqq, dann ist g´1pYi,Lq “ Xi,L nach 1.3.12 und X “

Ť

1ďiďnXi,
da p surjektiv ist (vgl. Beweis von Korollar 1.3.12).
Wähle für 1 ď i ď n eine affine, offene Überdeckung pXijqjPJi vonXi, sodass pXij,LqiPI,jPJi
eine G-invariante, affine offene Überdeckung von XL ist.
Dann wird gij :“ g

ˇ

ˇ

Xij,L
P Homσ

L|KpXij,L, Yi,Lq via Galoisabstieg für affine Schemata
1.3.8 durch einen Morphismus fij P HompXij, Yiq induziert (d.h. fij,L “ gij). Für i, j, k, l
gilt zudem:

pfij
ˇ

ˇ

XijXXkl
qL “ fij,L

ˇ

ˇ

Xij,LXXkl,L
“ g

ˇ

ˇ

Xij,LXXkl,L
“ fkl,L

ˇ

ˇ

Xij,LXXkl,L
“ pfkl

ˇ

ˇ

XijXXkl
qL

Da Xij,L X Xkl,L affin offen (XL ist separiert), folgt wiederum über Galoisabstieg für
affine Schemata fij

ˇ

ˇ

XijXXkl
“ fkl

ˇ

ˇ

XijXXkl
.

Somit verkleben die fij zu einem Morphismus f : X Ñ Y , für den fL “ g auf
XL “

Ť

i,j Xij,L.
Ist h : X Ñ Y ein weiterer Morphismus mit hL “ g “ fL, so gilt für 1 ď i ď n, j P Ji:

pf
ˇ

ˇ

Xij
qL “ fL

ˇ

ˇ

Xij,L
“ hL

ˇ

ˇ

Xij,L
“ ph

ˇ

ˇ

Xij
qL,

Mit Galoisabstieg für affine Schemata 1.3.8 folgt f
ˇ

ˇ

Xij
“ h

ˇ

ˇ

Xij
, womit insgesamt f “ h.
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1.4 Klassifizierung durch Kohomologie

Nachdem wir nun mit dem Konzept des Galoisabstiegs das für uns wichtigste Werkzeug
im Umgang mit Formen kennengelernt haben, wollen wir in diesem Kapitel eine ers-
te Möglichkeit der Klassifizierung von Formen vorstellen. Dafür wird das Konzept der
Kohomologie benötigt, die wir nun in den nächsten zwei Seiten nur kurz in dem Maße
einführen, wie wir es in dieser Arbeit benötigen, bevor wir das Kapitel mit dem ersten
Klassifizierungstheorem abschließen.

Definition 1.4.1. Eine Gruppe A zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus T :
GÑ AutpAq, σ ÞÑ Tσ heißt eine G-Gruppe.

Proposition 1.4.2. Für ein K-Schema X ist die Gruppe

AutLpXLq :“ tg : XL Ñ XL; g Isomorphismus von L-Schematau

eine G-Gruppe bezüglich der G-Operation

σ ÞÑ σ :“ pg ÞÑ fσ ˝ g ˝ f
´1
σ q : GÑ AutLpXLq,

wobei nach wie vor fσ :“ idX ˆ Specpσ
´1q.

Beweis.

˚ Für σ P G kommutiert das folgende Diagramm:

XL XL XL XL

SpecpLq SpecpLq SpecpLq SpecpLq

f´1
σ g fσ

Specpσq idSpecpLq Specpσ´1q

womit die Abbildung σpgq “ fσ ˝ g ˝ f
´1
σ ein Automorphismus von L-Schemata ist.

˚ Für alle σ P G ist die Abbildung g ÞÑ σpgq ein Automorphismus von AutLpXLq,
denn aus fσ ˝ fσ´1 “ idXL folgt σ ˝ σ´1 “ idAutLpXLq und für g, h P AutLpXLq gilt:

σph ˝ gq “ fσ ˝ h ˝ g ˝ f
´1
σ

“ fσ ˝ h ˝ f
´1
σ ˝ fσ ˝ g ˝ f

´1
σ

“ σphq ˝ σpgq

˚ Die Abbildung σ ÞÑ σ “ pg ÞÑ fσ ˝g ˝f
´1
σ q ist ein Gruppenhomomorphismus, denn

für σ, τ P G und g P AutLpXLq gilt:

pστqpgq “ fστ ˝ g ˝ f
´1
στ

“ fσ ˝ fτ ˝ g ˝ f
´1
τ ˝ f´1

σ

“ fσ ˝ τpgq ˝ f
´1
σ

“ pσ ˝ τqpgq
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1 Galoisabstieg

Bemerkung. Mit einem analogen Beweis folgt auch, dass für eine K-Algebra A die
Gruppe AutLpALq eine G-Gruppe ist, wobei die G-Operation auf AutLpALq gegeben ist
durch die Vorschrift

σpfq “ σA ˝ f ˝ σ
´1
A .

Für affine Schemata SpecpAq induziert die obige G-Operation auf AutLpSpecpALqq eben-
diese G-Operation auf AutLpALq über die übliche Kategorienäquivalenz.

Definition 1.4.3. Sei pA, T q eine G-Gruppe.

i) Ein Kozyklus von G nach A ist eine Abbildung a : GÑ A, σ ÞÑ aσ, sodass für alle
σ, τ P G :

aστ “ aσTσpaτ q

ii) Zwei Kozyklen a, b : G Ñ A heißen kohomolog, falls ein f P A existiert, sodass
für alle σ P G:

bσ “ f´1aσTσpfq

Bemerkungen.

˚ Schreibe auch paσqσ für einen Kozyklus a.

˚ Ist X ein K-Schema und a : G Ñ AutLpXLq ein Kozyklus auf der G-Gruppe
AutLpXLq (vgl. Prop. 1.4.2), so ist T : GÑ AutKpXLq, σ ÞÑ aσ ˝ fσ eine kompati-
ble G-Operation auf XL. Dies folgt sofort aus der Kommutativität des folgenden
Diagramms

XL XL XL

SpecpLq SpecpLq SpecpLq

σ aσ

Specpσ´1q idSpecpLq

(1.6)

und der Gleichung

aστfστ “ aσσpaτ qfσfτ “ aσfσaτf
´1
σ fσfτ “ paσfσq ˝ paτfτ q.

Analog gilt für eineK-AlgebraA und einen Kozyklus a auf derG-GruppeAutLpALq,
dass σ ÞÑ aσ ˝ σA eine semilineare G-Operation auf AL definiert.

˚ Die durch
a „ b :ô a, b kohomolog

definierte Relation „ ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge
ta : GÑ A; a Kozyklusu, denn für Kozyklen a, b, c : GÑ A gilt:

- aσ “ 1´1aσTσp1q für alle σ P G, d.h. „ ist reflexiv.

- aus bσ “ f´1aσTσpfq folgt aσ “ pf´1q´1bσTσpf
´1q für alle σ P G, d.h. „ ist

symmetrisch.

- aus a „ b und b „ c folgt cσ “ g´1pf´1aσTσpfqqTσpgq “ pfgq
´1aσTσpfgq für

geeignete f, g P A und alle σ P G, d.h. „ ist transitiv.

24
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Definition 1.4.4. Sei pA, T q eine G-Gruppe und „ die obige Äquivalenzrelation.
Dann heißt

H1
pG,Aq :“ ta : GÑ A; a Kozyklusu{„

die erste (nicht abelsche) Galoiskohomologie von A.

Bemerkung. Die erste Galoiskohomologie ist eine punktierte Menge mit trivialem Ele-
ment 1 “ pσ ÞÑ 1q : GÑ A.

Theorem 1.4.5. (Klassifizierung über Galoiskohomologie)
Für ein quasi-projektives K-Schema X gibt es eine Bijektion punktierter Mengen

FX
L|K – H1

pG,AutLpXLqq.

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich in Teilen am Beweis des Satzes 14.88 aus (GW10))
Sei h : X Ñ SpecpKq ein quasi-projektives K-Schema und Y eine L-Form von X. Wir
wollen nun einen durch Y bestimmten Kozyklus konstruieren. Wähle dafür einen Iso-
morphismus α : YL Ñ XL von L-Schemata.
Bezeichne die kanonische kompatible G-Operation auf YL mit pgσqσ und setze

fY “ pfYσ qσ :“ pα ˝ gσ ˝ α
´1
qσ.

Dann kommutiert das Diagramm

XL XL

YL YL

SpecpLq SpecpLq

fYσ
α

gσ

α

Specpσ´1q

(NB: α ist ein Morphismus von L-Schemata und g ist eine kompatible G-Operation auf
YL), womit fY eine kompatible G-Operation auf XL ist.
Setze nun aσ :“ fYσ ˝ f

´1
σ P AutKpXLq. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

XL SpecpLq

XL SpecpLq

XL SpecpLq

aσ idSpecpLq

fσ

fYσ

Specpσ´1q

Specpσ´1q

Damit gilt aσ P AutLpXLq.
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Zudem ist aσ nach Definition eindeutig durch die Gleichung

aσ ˝ pfσ ˝ αq “ α ˝ gσ (1.7)

bestimmt.
Für σ, τ P G gilt nun

α ˝ gστ “ α ˝ gσ ˝ gτ

“ aσ ˝ fσ ˝ α ˝ gτ

“ aσ ˝ fσ ˝ aτ ˝ fτ ˝ α

“ aσ ˝ σpaτ q ˝ fσ ˝ fτ ˝ α

“ paσ ˝ σpaτ qq ˝ pfστ ˝ αq,

womit nach der Gleichung p1.7q aστ “ aσ ˝ σpaτ q und a :“ paσqσ : G Ñ AutLpXLq also
ein Kozyklus ist.
Diese Konstruktion ist unabhängig von der Wahl des Isomorphismus α: Wählt man einen
weiteren Isomorphismus β : YL Ñ XL und erhält so analog einen Kozyklus b, so gilt

bσ ˝ pfσ ˝ βq “ β ˝ gσ

“ β ˝ α´1
˝ pα ˝ gσq

“ β ˝ α´1
˝ paσ ˝ fσ ˝ αq

“ β ˝ α´1
˝ paσ ˝ fσ ˝ α ˝ β

´1
˝ f´1

σ ˝ fσ ˝ βq

“ pαβ´1
q
´1
˝ aσ ˝ σpαβ

´1
q ˝ pfσ ˝ βq,

d.h. a, b sind kohomolog, womit ras “ rbs P H1pG,AutLpXLqq.
Ist zudem ϕ : Z Ñ Y ein Isomorphismus von K-Schemata, so ist auch Z eine L-Form
von X. Wählt man den Isomorphismus α ˝ ϕL : ZL Ñ XL und bezeichnet mit phσqσ die
kanonische G-Operation auf ZL, so gilt

fZσ “ α ˝ ϕL ˝ hσ ˝ ϕ
´1
L ˝ α´1

“ α ˝ gσ ˝ α
´1
“ fYσ

und Z induziert dieselbe Kohomologieklasse rpfZσ ˝ fσqσs “ rpfYσ ˝ fσqσs “ rpaσqσs wie Y .
Betrachte die insgesamt wohldefinierte Abbildung

FX
L|K Ñ H1

pG,AutLpXLqq, rY s ÞÑ ras.

Diese bildet offensichtlich X nach Wahl des Isomorphismus idXL auf den trivialen Ko-
zyklus r1s ab, womit sie ein Morphismus punktierter Mengen ist. Es bleibt zu zeigen:
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Injektivität:
Seien rY s, rZs P FX

L|K mit derselben zugehörigen Kohomologieklasse ras. Wähle entspre-
chende Isomorphismen α : YL

„
ÝÑ XL und β : ZL

„
ÝÑ XL, sodass das Diagramm

YL XL ZL

YL XL ZL

α

σ aσ˝σ σ

β

α β

für alle σ P G kommutiert (wir schreiben hier zur Vereinfachung nur σ für die kompati-
blen G-Operationen auf XL, YL und ZL; die Kommutativität des Diagramms folgt sofort
aus der Gleichung p1.7q). Insbesondere ist also α´1 ˝ β P Homσ

L|KpZL, YLq, womit nach
Galoisabstieg Y – Z als K-Schemata (vgl. Satz 1.3.14), d.h. rY s “ rZs P FX

L|K .

Surjektivität:
Sei ein Kozyklus a : GÑ AutLpXLq gegeben. Dann ist paσ˝σqσ ebenfalls eine kompatible
G-Operation auf XL (vgl. Diagramm p1.6q). Galoisabstieg (vgl. Theorem 1.3.7) liefert
somit ein quasi-projektives K-Schema Y , für das ein Isomorphismus α : YL Ñ XL

existiert, sodass das Diagramm

YL XL

YL XL

α

σ aσ˝σ

α

kommutiert und somit rY s unter der gegebenen Abbildung auf ras abgebildet wird.
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2 Brauer-Severi-Varietäten

2.1 Motivation

Um die Isomorphieklassen von L-Formen genauer zu untersuchen, können wir also nach
Theorem 1.4.5 die erste Galoiskohomologie betrachten, deren explizite Bestimmung über
dem projektiven Raum PnK wir uns in diesem Kapitel als Ziel setzen.
Wir betrachten dafür im Folgenden Formen des projektiven Raumes, die sogenannten
Brauer-Severi-Varietäten:

Definition 2.1.1. Ein Schema Y über einem Körper K heißt eine Brauer-Severi-
Varietät, falls eine Körpererweiterung L|K und ein n P N existiert, sodass Y eine
L-Form des projektiven n-Raums PnK ist.

Bemerkung. Nach Lemma 1.3.4 ist jede Brauer-Severi-Varietät quasi-projektiv.

Die Bezeichnung "Brauer-Severi-Varietät" ist im folgenden Sinne wohldefiniert:

Proposition 2.1.2. Eine Brauer-Severi-Varietät Y über einem Körper K ist eine Va-
rietät, d.h. ein integres, separiertes K-Schema von endlichem Typ.

Beweis.
Nach Proposition 1.3.3 ist Y als quasi-projektives Schema separiert und von endlichem
Typ.
Zudem ist YL – PnL als projektiver Raum über einem Körper integer. Betrachte nun die
kanonische Projektion p : YL Ñ Y .
Angenommen, Y ist nicht reduziert. Dann existiert ein affin offenes Unterschema
U “ SpecpAq Ď Y , sodass A nicht reduziert ist. p schränkt sich dann zu einem Morphis-
mus

p
ˇ

ˇ

p´1pUq
: p´1

pUq “ UL “ SpecpALq Ñ U “ SpecpAq

von affinen Schemata ein. Sei nun x P Azt0u nilpotent, dann ist auch p7Upxq “ xb1 P AL
nilpotent und ungleich 0, womit AL und damit UL nicht reduziert wären. Dann wäre
aber auch YL nicht reduziert, im Widerspruch zur Annahme.
Angenommen, Y ist nicht irreduzibel, d.h. es existieren zwei abgeschlossene Unterräume
Y1, Y2 Ď Y , sodass Y “ Y1 Y Y2. Dann wäre jedoch auch

YL “ p´1
pY q “ p´1

pY1 Y Y2q “ p´1
pY1q Y p

´1
pY2q

nicht irreduzibel, denn p ist stetig und es gilt p´1pYiq ‰ H, da p surjektiv (vgl. Beweis
von Korollar 1.3.12), im Widerspruch zur Annahme.
Somit ist auch Y integer und damit eine Varietät.
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2.2 Automorphismen des projektiven Raums

Wie wir in Theorem 1.4.5 gezeigt haben, lassen sich die L-Formen eines K-Schemas X
bis auf Isomorphie mithilfe der ersten Galoiskohomologie von AutLpXLq klassifizieren.
Um Brauer-Severi-Varietäten bis auf Isomorphie zu klassifizieren, benötigen wir also
zunächst Informationen über die Automorphismengruppe AutLpPnLq von PnL.

Definition 2.2.1. Sei K ein Körper und n P N. Die Gruppe

PGLnpKq :“ GLnpKq{tλIn;λ P Kˆ
u

heißt die projektive lineare Gruppe auf Kn.

Konstruktion. Für A “ paijq0ďi,jďn P GLn`1pKq betrachte den folgenden Homomor-
phismus graduierter K-Algebren:

ϕA : Krx0, ..., xns Ñ Krx0, ..., xns

xj ÞÑ
n
ÿ

i“0

aijxi

Dann ist ϕA bijektiv vom Grad 1 mit Inversem ϕA´1 , denn für A,B P GLn`1pKq gilt

pϕA ˝ ϕBqpxjq “ ϕAp
n
ÿ

i“0

bijxiq “
n
ÿ

i“0

bij

n
ÿ

k“0

akixk “
n
ÿ

k“0

p

n
ÿ

i“0

akibijqxk “ ϕABpxjq,

also ϕAB “ ϕA ˝ ϕB und offenbar ϕIn “ idKrx0,...,xns. Insbesondere gilt:

ϕApKrx0, ..., xns`q “ Krx0, ..., xns`

ϕA definiert also einen Automorphismus ΦA “ ProjpϕAq : PnK Ñ PnK von K-Schemata.
Der resultierende Gruppenhomomorphismus

GLn`1pKq Ñ AutKpPnKq, A ÞÑ Φ´1
A

enthält tλIn;λ P Kˆu in seinem Kern:
Ist nämlich λ P Kˆ, so ist ϕλIn auf jedem homogenen Polynom vom Grad d die Mul-
tiplikation mit λd. Daher gilt ϕλInpJq Ď J für jedes homogene Ideal J Ď Krx0, ..., xns.
Wegen ϕλ´1In “ ϕ´1

λIn
erhält man sogar ϕλInpJq “ J und ϕ´1

λIn
pJq “ ϕλ´1InpJq “ J .

Angewandt auf relevante, homogene Primideale zeigt dies ΦλIn “ ProjpϕλIN q “ idPnK .
Wir erhalten also einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus PGLn`1pKq Ñ AutKpPnKq.
Den folgenden zentralen Satz zitieren wir ohne Beweis:

Proposition 2.2.2. Sei K ein Körper und n P N. Dann ist der oben konstruierte
Gruppenhomomorphismus PGLn`1pKq Ñ AutKpPnKq ein Isomorphismus.

Beweis.
Vergleiche Ch. II, Ex. 7.1.1 aus (Har77).
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Bemerkungen.

˚ Auf K-rationalen Punkten entspricht der Automorphismus ΦA für eine Matrix
A “ paijq0ďi,jďn P GLn`1pKq der Abbildung:

PnKpKq Ñ PnKpKq, rx0 : ... : xns ÞÑ rx0 : ... : xns ¨ A :“ r
n
ÿ

i“0

xiai0 : ... :
n
ÿ

i“0

xiains

˚ Wir betrachten nun wie in Proposition 1.4.2 die G-Operation definiert durch

f ÞÑ σpfq “ fσ ˝ f ˝ f
´1
σ

auf AutLpPnLq. Diese induziert auf der Gruppe

tf P AutLpLrx0, ..., xnsq; f graduiert vom Grad 1up– PGLn`1pLqq

die G-Operation definiert durch

f ÞÑ σpfq “ σA ˝ f ˝ σ
´1
A ,

wobei A :“ Lrx0, ..., xns. Für eine Matrix M “ pmijqi,j P GLn`1pLq gilt also:

σpϕMqpxjq “ pσA ˝ ϕM ˝ σ
´1
A qpxjq

“ pσA ˝ ϕMqpxjq

“ σAp
n
ÿ

i“0

mijxiq

“

n
ÿ

i“0

σpmijqxi

Somit entspricht die obige G-Operation auf AutLpPnLq der G-Operation definiert
durch

M ÞÑ σpMq “ pσpmijqqi,j

auf PGLn`1pLq und macht den Gruppenisomorphismus aus Proposition 2.2.2 zu
einem Isomorphismus von G-Gruppen.

Hieraus folgt die folgende vereinfachte Identifizierung von Isomorphie-Klassen von For-
men über dem projektiven Raum:

Korollar 2.2.3. Für den projektiven n-Raum X “ PnK und eine endliche Galoiserwei-
terung L|K mit Galoisgruppe G gilt:

FX
L|K – H1

pG,PGLn`1pLqq

Beweis.
Dies folgt direkt aus Theorem 1.4.5 und Proposition 2.2.2 sowie der obigen Bemerkung.
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2.3 Zentrale einfache Algebren

Um die Klassifizierung weiter voranzutreiben, betrachten wir in diesem Kapitel nun die
sogenannten Azumaya-Algebren. In diesem Kapitel orientieren wir uns dafür in vielen
Beweisen an Ina Kerstens Buch über die Brauergruppe (vgl. (Ker07)).
Wir definieren für einen Ring R das Produkt zweier Teilmengen I, J Ď R vermöge

IJ :“ t
n
ÿ

i“1

xiyi;n P N, xi P I, yi P Ju.

Bemerkungen.

˚ Die so definierte Multiplikation von Teilmengen ist assoziativ und es gilt
IJK “ t

řn
i“1 xiyizi;n P N, pxi, yi, ziq P I ˆ J ˆKu.

˚ Ist I “ txu (bzw. J “ tyu) einelementig, so schreibe auch xJ :“ txuJ (bzw.
Iy :“ Ityu).

Definition 2.3.1. Sei A eine Algebra über einem Körper K.

i) A heißt Schiefkörper (oder auch Divisionsalgebra) über K, falls Aˆ “ Azt0u.

ii) Eine additive Untergruppe I Ď A heißt Linksideal (bzw. Rechtsideal) von A,
falls AI “ I (bzw. IA “ I). Ist I sowohl ein Links- als auch ein Rechtsideal, so
heißt es (zweiseitiges) Ideal von A.

iii) Ein Links-/Rechtsideal t0u ‰ I Ď A heißt minimales Links-/Rechtsideal, falls
für alle Links-/Rechtsideale J Ď A mit J Ĺ I gilt J “ t0u.

iv) e P A heißt idempotent, falls e2 “ e.

Bemerkungen.

˚ Der Begriff Körper ist ausdrücklich für kommutative Schiefkörper reserviert.

˚ Ein Links- (bzw. Rechts-)Modul über einem Schiefkörper D wird häufig auch als
D-Links- (bzw. Rechts-)Vektorraum bezeichnet. Viele Erkenntnisse über Vektor-
räume über Körpern lassen sich analog auf Links-/Rechtsvektorräume über Schief-
körpern übertragen (wie beispielsweise die Existenz einer Basis).

˚ Für ein Linksideal (bzw. Rechtsideal) I Ď A und eine Menge X Ď A ist IX Ď A
wieder ein Linksideal (XI Ď A ein Rechtsideal). Ist X “ txu einelementig, so gilt
Ix “ trx; r P Iu (bzw. xI “ txr; r P Iu).

˚ Jedes Links-/Rechtsideal einer K-Algebra ist ein K-Vektorraum. Insbesondere
existiert in endlich-dimensionalen K-Algebren ein minimales Links-/Rechtsideal
(für eine n-dimensionale K-Algebra hat jede echte Kette von Links-/Rechtsidealen
höchstens Länge n).
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Theorem 2.3.2. (Lemma von Brauer)
Sei A ein Ring, I Ď A ein minimales Linksideal mit I2 ‰ t0u. Dann existiert ein
idempotentes Element e P I mit I “ Ae, sodass D :“ eAe ein Schiefkörper ist.

Beweis.
Da I2 ‰ t0u, existiert ein x P Izt0u mit

t0u ‰ Ix Ď I2
Ď I.

Da Ix ein Linksideal ist und I minimal, folgt Ix “ I2 “ I und somit ex “ x für ein
e P Izt0u. Dann gilt

pe2
´ eqx “ e2x´ ex “ epex´ xq “ 0,

d.h. e2 ´ e ist enthalten im Linksideal J :“ ts P I; sx “ 0u Ď I.
Da wegen Ix ‰ t0u jedoch J ‰ I und I minimal, gilt J “ t0u und somit e2 “ e.
Insgesamt ist e P I also ein idempotentes Element, sodass t0u ‰ Ae Ď AI “ I, also
Ae “ I, da I minimal.

Betrachten wir nun D :“ eAe.
D ist ein Ring mit Eins mit Addition exe ` eye “ epx ` yqe (Gruppenaxiome folgen
aus der Addition in A) und Multiplikation exe ˚ eye “ exe2ye “ exeye (das neutrale
Element der Multiplikation ist e “ eee).
Ist d P Dzt0u, so gilt

t0u ‰ Ad Ď AD “ AeAe “ I2
“ I,

also e P I “ Ad, da I minimal.
Es existiert also ein b P A mit bd “ e, also

pebeqd “ ebed “ ebd “ e2
“ e.

Insbesondere gilt ebe ‰ 0.
Daher existiert analog ein c P A mit peceqpebeq “ e. Dann gilt jedoch

ece “ peceqpebeqd “ d,

womit auch dpebeq “ e und damit d´1 “ ebe P eAe, d.h. d P Dˆ. Somit ist D ein
Schiefkörper.

Bemerkungen.

˚ Unter den Voraussetzungen vom Satz von Brauer ist I ein D-Rechtsvektorraum
über die auf A gegebene Multiplikation als Skalarmultiplikation, denn es gilt:

ID “ Ae2Ae “ AeAe “ I2
“ I

˚ Ist A eine Algebra über einem Körper K, so ist D über die Einbettung

K ãÑ D, x ÞÑ exe “ e2x “ ex

ein Schiefkörper über K.

32



2 Brauer-Severi-Varietäten

Lemma 2.3.3. Sei D ein Schiefkörper über einem Körper K und V ein D-Rechts-
vektorraum der Dimension n ą 0. Die K-Algebra

EndDV :“ tL : V Ñ V ;L ist D-rechtslinearu

ist isomorph zur K-Algebra Dnˆn.

Beweis.
Zunächst bemerke, dass der Ring EndDV mit punktweiser Addition und der Verknüp-
fung als Multiplikation tatsächlich eine K-Algebra ist, wobei die Skalarmultiplikati-
on ebenfalls punktweise gegeben ist. Dies folgt daraus, dass D eine K-Algebra und
L P EndDV somit insbesondere K-linear ist.
Sei nun B “ pv1, ...vnq eine D-Basis von V . Für L P EndDV definieren wir die Darstel-
lungsmatrix MB

B pLq “ paijqi,j P D
nˆn vermöge Lpvjq “

řn
i“1 viaij für alle i, j. Da B eine

D-Basis von V ist, folgt mit denselben Argumenten wie in der Linearen Algebra, dass
die Abbildung

MB
B p¨q :“ pL ÞÑMB

B pLqq : EndDV Ñ Dnˆn

ein Isomorphismus von K-Algebren ist.

Definition 2.3.4. Sei A eine K-Algebra.

i) ZpAq :“ ta P A; @b P A : ab “ bau heißt das Zentrum von A.

i) A heißt zentral über K, falls ZpAq “ K.

ii) A heißt einfach, falls 0 und A die einzigen zweiseitiges Ideale von A sind.

iii) A heißt Azumaya-Algebra über K, falls A eine endlich-dimensionale, zentrale,
einfache K-Algebra ist.

Beispiele.

iq Für jeden Schiefkörper D und n P N ist Dnˆn einfach (dies folgt sofort, da jeder
Schiefkörper D offensichtlich einfach ist und die Ideale des Matrizenrings von der
Form Inˆn für ein Ideal I Ď D sind, vgl. (Lam13), Theorem 3.1).

iiq Für jeden Schiefkörper D ist ZpDq ein Körper (ist x P ZpDqzt0u, so gilt für
alle d P D auch x´1d “ x´1dxx´1 “ x´1xdx´1 “ dx´1, also x´1 P ZpDq) und
D ist ein zentraler ZpDq-Schiefkörper. Insbesondere ist jeder Schiefkörper, der
endlich-dimensional über seinem Zentrum ist, eine Azumaya-Algebra über seinem
Zentrum.

iiiq Für jeden KörperK und n P N istKnˆn zentral überK (d.h. nach iq eine Azumaya-
Algebra über K), denn:
Ist A “ paijqi,j P ZpK

nˆnq, so gilt für die kanonischen Basismatrizen Eij, dass
EijA “ AEij, weshalb aii “ ajj und aij “ aji “ 0 für alle i, j, also folgt:
A “ a11In P K Ď Knˆn.
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ivq Für jeden Schiefkörper D und n P N gilt ZpDq – ZpDnˆnq (offensichtlich gilt für
a P D, dass aIn P ZpDnˆnq genau dann, wenn a P ZpDq; der Rest folgt analog zu
iiiq). Insbesondere ist ein Schiefkörper D über K zentral genau dann, wenn Dnˆn

zentral über K ist.

Wir werden nun versuchen, diese Klasse von Algebren besser zu verstehen. Dies werden
wir mit dem Struktursatz von Wedderburn erreichen. Zunächst benötigen wir jedoch
ein anderes wichtiges Resultat, das Theorem von Skolem-Noether, für welches wir den
folgenden grundlegenden Begriff aus der Ringtheorie benötigen:

Definition 2.3.5. Sei pR,`, ¨q ein Ring.
Der Ring Rop :“ pR,`, ˚q, mit der Multiplikation a ˚ b :“ b ¨ a, für a, b P R, heißt der
Gegenring zu R.
Ist R eine K-Algebra, so wird Rop mit derselben Skalarmultiplikation zur K-Algebra und
als Gegenalgebra bezeichnet.

Bemerkung. Für einen kommutativen Ring (bzw. eine kommutative Algebra) R gilt
R “ Rop.

Theorem 2.3.6. (Skolem-Noether)
Für einen Körper K ist die Abbildung

Φ : PGLnpKq
„
ÝÑ AutKpK

nˆn
q, A ÞÑ pM ÞÑ AMA´1

q

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis.
Betrachten wir zunächst die Abbildung

ϕ : GLnpKq Ñ AutKpK
nˆn
q, A ÞÑ pM ÞÑ AMA´1

q.

Diese ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus und für A P GLnpKq gilt:

A P kerpϕq ô pM ÞÑ AMA´1
q “ idKnˆn

ô @M P Knˆn : AMA´1
“M

ô A P ZpKnˆn
q “ tλIn;λ P Ku

Somit ist Φ wohldefiniert und injektiv.
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Sei nun ϕ P AutKpKnˆnq.
Wir fassen die K-Algebra Knˆn über die folgenden zwei Skalarmultiplikationen als Mo-
dul über R :“ KnˆnbK pK

nˆnqop – EndKpK
nˆnq – Kn2ˆn2 auf (für die Isomorphie vgl.

(Ker07), 3.3):

pAbBq ¨ C :“ ACB

pAbBq ˚ C :“ ϕpAqCB

Da ϕ K-linear ist, folgt auch die Wohldefiniertheit der unteren Modulstruktur. Benenne
diese R-Moduln mit M1 bzw. M2. Nun ist R “ Kn2ˆn2 , wie in Beispiel iq oben bemerkt,
einfach, weshalb jeder R-Modul halbeinfach ist (siehe (Lan02), Proposition 4.1). Somit
sind M1 und M2 eine Summe von einfachen R-Moduln. Da jedoch über Kn2ˆn2 alle
einfachen Moduln isomorph sind (vgl. (Ker07), 1.8), können wir für einen fest gewählten
einfachen R-Modul Me

M1 –
ÿ

iPI

Me und M2 –
ÿ

jPJ

Me

als R-Moduln schreiben. Da R eine K-Algebra ist, können wir Me,M1 und M2 auch als
K-Vektorräume auffassen. Da M1 und M2 als K-Vektorräume dieselbe endliche Dimen-
sion haben, gilt |I| “ |J | und damit auch M1 –M2 als R-Moduln. Sei also h : M1 ÑM2

ein R-Modulisomorphismus und setze A :“ hpInq. Dann gilt für alle M P Knˆn:

ϕpMqA “ pM b Inq ˚ hpInq “ hppM b Inq ¨ Inq “ hpMq

“ hppIn bMq ¨ Inq “ pIn bMq ˚ hpInq “ AM

Da h ein Isomorphismus ist, ergibt die erste Zeile dieser Gleichung mit M “ h´1pInq,
dass A P GLnpKq und es folgt ϕpMq “ AMA´1 für alle M P Knˆn, also ϕ “ ΦpAq.
Insgesamt ist Φ somit ein Gruppenisomorphismus.

Bemerkung. Eine allgemeinere Version des Satzes von Skolem-Noether besagt, dass
jeder Automorphismus einer Azumaya-Algebra ein innerer Morphismus ist, d.h. gegeben
durch Konjugation mit einer Einheit (vgl. (Ker07), Satz 4.2).
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Theorem 2.3.7. (Struktursatz von Wedderburn)
Sei A eine Azumaya-Algebra über einem Körper K. Dann existiert ein zentraler Schief-
körper D über K und ein n P N, sodass A – Dnˆn.

Beweis.
Sei I ein minimales Linksideal von A (vgl. Bemerkung nach Def. 2.3.1). Dann ist IA Ď A
ein zweiseitiges Ideal und somit das Einsideal (da IA ‰ t0u und A einfach). Damit folgt:

t0u ‰ A “ A2
“ pIAq2 “ IpAIqA “ I2A

Damit ist I2 ‰ t0u.
Nach dem Lemma von Brauer 2.3.2 existiert somit ein idempotentes Element e P I
mit I “ Ae, sodass D :“ eAe ein Schiefkörper über K ist. Nach der an Theorem 2.3.2
anschließenden Bemerkung ist I ein D-Rechtsvektorraum.
Die Linksmultiplikation La : I Ñ I, x ÞÑ ax ist für alle a P A eine D-rechtslineare
Abbildung, denn es gilt apxdq “ paxqd für alle a P A, x P I, d P D. Der resultierende
Homomorphismus L : AÑ EndDpIq, a ÞÑ La, vonK-Algebren ist injektiv, da 1 R kerpLq
und kerpLq ein zweiseitiges Ideal von A ist, weshalb kerpLq “ 0, wobei wir erneut
ausnutzen, dass A einfach ist.
Nun gilt A “ IA “ AeA, weshalb 1 “

řn
i“1 xieyi für gewisse xi, yi P A. Für ein beliebiges

f P EndDpIq folgt dann für alle a P A:

fpaeq “ fpp
n
ÿ

i“1

xieyiqaeq

“

n
ÿ

i“1

fpxieqeyiae (NB: e “ e2 und eyiae P D)

“ Lp
n
ÿ

i“1

fpxieqeyiqpaeq

ñ f “ Lp
n
ÿ

i“1

fpxieqeyiq

Somit ist L ein Isomorphismus von K-Algebren.
Zudem gilt dimKI ď dimKA ă 8, also insbesondere n :“ dimDI ă 8. Nach Lemma
2.3.3 folgt somit A – Dnˆn als K-Algebren. Da A und damit Dnˆn zentral sind, folgt
auch, dass D zentral ist (vgl. Beispiel ivq nach Definition 2.3.4).

Bemerkung. Die Darstellung A – Dnˆn einer Azumaya-Algebra A aus Theorem 2.3.7
ist bis auf Isomorphie des Schiefkörpers D eindeutig bestimmt (vgl. (Ker07), 1.10).
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Satz 2.3.8. Für eine K-Algebra A und eine beliebige Körpererweiterung L|K sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

iq A ist eine Azumaya-Algebra über K

iiq AL ist eine Azumaya-Algebra über L

Insbesondere lässt sich das Theorem vom Galoisabstieg 1.2.3 analog auf die Kategorie
der Azumaya-Algebren einschränken.

Beweis.
iq ñ iiq

Sei I P AL ein zweiseitiges Ideal mit I ‰ t0u und aL “
řm
i“1 ai b li P Izt0u mit mi-

nimalem m. Wegen der Minimalität ist die Familie pl1, ..., lmq linear unabhängig über
K und a1 ‰ 0. Somit gilt Aa1A “ A, weil A einfach ist. Es existieren also bi, ci P A,
sodass

ř

i bia1ci “ 1 P A. Somit gilt
řm
j“1p

ř

i biajciq b lj “
ř

i biaLci P I und wir können
o.B.d.A. a1 “ 1 annehmen.
Angenommen, es existiert j ‰ 1 mit aj P AzK. Da A zentral, existiert dann ein d P A,
sodass ajd ‰ daj. Dann gilt 0 ‰

řm
i“2pdai ´ aidq b li “ daL ´ aLd P I, da die li K-linear

unabhängig sind und damit die 1b li A-linear unabhängig. Das steht jedoch im Wider-
spruch zur Minimalität von m.
Somit gilt aj P K für alle j, d.h. es gilt aL “ 1b p

řm
i“1 ailiq P I und es folgt m “ 1.

Da L jedoch ein Körper ist, folgt 1b 1 P I und somit I “ AL, also ist AL einfach.

Sei nun aL “
řn
i“1 ai b li P ZpALq mit K-linear unabhängigen li. Dann gilt für a P A

řn
i“1 aai b li “ aaL “ aLa “

řn
i“1 aia b li und damit, da die li K-linear unabhängig

sind, bereits aai “ aia für alle i P t1, ..., nu. Da a P A beliebig gewählt war, folgt so-
mit ai P ZpAq “ K für alle i, also aL “ 1 b

řn
i“1 aili P 1 bK L “ L. Insgesamt folgt

L Ď ZpALq Ď L, also AL zentral.

Zudem gilt dimLAL “ dimKA, womit AL also eine Azumaya-Algebra über L ist.

iiq ñ iq
Sei also AL eine Azumaya-Algebra über L. Offensichtlich ist A mit derselben Argumen-
tation endlich-dimensional über K.

Sei 0 ‰ I Ď A ein zweiseitiges Ideal. I ist insbesondere ein K-Untervektorraum, für
den IL :“ I bK L Ď AL ein Ideal ist. Da IL ‰ 0, gilt also IL “ AL, da AL einfach nach
Voraussetzung. Aus dimKI “ dimLIL “ dimLAL “ dimKA folgt dann I “ A, weshalb
A einfach ist.

Angenommen, A ist nicht zentral, dann existiert ein Element a P ZpAqzK. Dann gilt
aber aL “ a b 1 P ZpALqzL mit denselben Argumenten wie oben, im Widerspruch zur
Annahme.
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Bemerkung.Man kann ebenso etwas allgemeiner zeigen: SindA,B einfacheK-Algebren
und ist A zentral, so ist A bK B einfach. Sind zusätzlich A und B Azumaya-Algebren,
so auch AbK B (vgl. (Ker07), Sätze 2.6 und 2.7).

Definition 2.3.9. Sei L|K eine Körpererweiterung.

i) L heißt Zerfällungskörper einer K-Algebra A, falls ein n P N existiert mit AL –
Lnˆn als L-Algebren.

ii) Für eine Azumaya-Algebra A über K heißt gradKA :“
?
dimKA der Grad von A

über K.

iii) Für eine Azumaya-Algebra A – Dnˆn (vgl. 2.3.7) über K heißt indKA :“
?
dimKD

der Index von A über K.

Bemerkungen.

˚ Für eine Azumaya-Algebra A – Dnˆn ergibt sich sofort, dass gradKA “ n˚indKA.

˚ Für eine Skalarerweiterung AL einer Azumaya-Algebra gilt offensichtlich

gradKA “
a

dimKA “
a

dimLAL “ gradLAL.

Es bleibt jedoch die Frage, ob der Index eine ganze Zahl ist, d.h. ob eine Azumaya-
Algebra über ihrem Zentrum von quadratischer Dimension ist. Dafür genügt es zu zeigen,
dass jede Azumaya-Algebra einen Zerfällungskörper besitzt.

Lemma 2.3.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Für jeden endlich-
dimensionalen Schiefkörper D über K gilt D “ K.

Beweis.
Sei x P D und betrachte den vonK und x erzeugten UnterringKrxs Ď D. DaK Ď ZpDq,
folgt

Krxs “ t
ÿ

iPN

aix
i; ai P K mit ai “ 0 für fast alle i P Nu Ď D

und damit, dass Krxs kommutativ ist.
Als Unterring des SchiefkörpersD istKrxs ein Integritätsbereich, der wegen dimKKrxs ď
dimKD ă 8 endlich und insbesondere ganz über K ist. Daraus folgt, dass Krxs selbst
ein Körper ist.
Da K algebraisch abgeschlossen, ist die endliche Körpererweiterung Krxs|K trivial, d.h.
x P Krxs “ K. Da x P D beliebig war, folgt D “ K.

Bemerkung. Insbesondere gilt also für jede Azumaya-Algebra A über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper K nach dem Struktursatz von Wedderburn indKA “ 1.
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Satz 2.3.11. Sei A eine Azumaya-Algebra über einem Körper K. Für einen algebrai-
schen Abschluss K von K existiert ein n P N, sodass

AK – pKq
nˆn.

Insbesondere besitzt jede Azumaya-Algebra einen Zerfällungskörper und ist von quadra-
tischer Dimension über ihrem Zentrum K.

Beweis.
Da A eine Azumaya-Algebra über K ist, folgt mit Proposition 2.3.8, dass AK eine
Azumaya-Algebra über K ist. Nach Lemma 2.3.10 besitzt AK also Index 1, d.h. es
gilt AK “ K

nˆn für ein n P N (n ist genau der Grad von A über K).

Bemerkung. Für einen endlich-dimensionalen Schiefkörper D über seinem Zentrum K
gilt somit indKD “ gradKD P N, womit auch für jede Azumaya-Algebra A über K
indKA P N gilt.

Definition 2.3.12. Sei K ein Körper.

i) Zwei Azumaya-Algebren A,B über K heißen ähnlich (oder Brauer-äquivalent),
in Zeichen A „ B, falls m,n P N existieren, sodass AbKKnˆn – BbKK

mˆm als
K-Algebren.

ii) Die Menge
BrpKq “ tA;A Azumaya-Algebra über Ku{„

heißt die Brauergruppe von K.

Bemerkungen.

˚ Die Relation „ aus Teil iq der Definition ist in der Tat eine Äquivalenzrelation und
für zwei Azumaya-Algebren A – Dnˆn

A , B – Dmˆm
B (vgl. Struktursatz 2.3.7) gilt

A „ B genau dann, wenn DA – DB als K-Algebren (vgl. (Ker07), Kapitel 3.4).

˚ Für zwei Azumaya-Algebren A und B über K gilt:

rA „ B ^ gradKA “ gradKBs ô A – B

˚ Die Brauergruppe BrpKq ist eine abelsche Gruppe mit der Verknüpfung

rAs ˚ rBs “ rAbK Bs

und Einselement rKs. Für rAs P BrpKq ist die Inverse durch die Äquivalenzklasse
der Gegenalgebra rAops gegeben (siehe (Ker07), Kapitel 3.5).
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˚ Für algebraisch abgeschlossene Körper K gilt nach Satz 2.3.11 BrpKq “ trKsu,
d.h. BrpKq “ 1 ist die triviale Gruppe.

˚ Die Gruppe BrpKq besitzt eine kohomologische Beschreibung als zweite Galoisko-
homologiegruppe der Einheitengruppe eines separablen Abschlusses von K (vgl.
(Ker07), Satz 8.7 und Beispiel 15.5).

Bezeichne nun mit AznL|K die Menge der Isomorphieklassen aller Azumaya-Algebren über
K vom Grad n mit Zerfällungskörper L. Bemerke, dass |AznL|K | ď |BrpKq|.
AznL|K ist eine punktierte Menge mit ausgezeichnetem Element rKnˆns.

Satz 2.3.13. Für eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G :“ GalpL|Kq
und n P N besteht folgende Bijektion punktierter Mengen

AznL|K – H1
pG,PGLnpLqq.

Beweis.
Sei rAs P AznL|K , d.h. es existiert ein Isomorphismus f : AL

„
ÝÑ Lnˆn von L-Algebren.

Nach dem Theorem 2.3.6 existiert für jedes σ P G genau ein aσ P PGLnpLq, sodass
Φpaσq “ f ˝ σA ˝ f

´1 ˝ σ´1, wobei σppaijqi,jq “ pσpaijqqi,j und σA “ idA b σ die durch
die kanonischen G-Operationen induzierten Automorphismen auf Lnˆn bzw. AL sind.
Beachte hierfür, dass die Abbildung f ˝ σA ˝ f´1 ˝ σ´1 : Lnˆn Ñ Lnˆn tatsächlich ein
L-linearer Automorphismus ist.
Dann gilt für alle σ, τ P G

Φpaστ q ˝ στ ˝ f “ f ˝ pστqA

“ f ˝ σA ˝ τA

“ Φpaσq ˝ σ ˝ f ˝ τA

“ Φpaσq ˝ σ ˝ Φpaτ q ˝ τ ˝ f

“ Φpaσq ˝ Φpσpaτ qq ˝ σ ˝ τ ˝ f

“ Φpaσσpaτ qq ˝ στ ˝ f

(wobei die vorletzte Gleichheit gilt, da σpABq “ σpAqσpBq und Φpaτ q die Konjugation
mit der Matrix aτ ist).
Somit gilt Φpaστ q “ Φpaσσpaτ qq, d.h. aστ “ aσσpaτ q nach Theorem 2.3.6, womit a einen
Kozyklus definiert. Betrachte nun die Abbildung

AznL|K Ñ H1
pG,PGLnpLqq, rAs ÞÑ ras.

Offensichtlich gilt für A “ Knˆn bei Wahl von f “ idLnˆn , dass aσ “ In für alle σ P G
(da σA “ σ).
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Wohldefiniertheit:
In der Konstruktion von a haben wir einen Repräsentanten A und einen Isomorphismus
f : AL Ñ Lnˆn gewählt. Sei B ein weiterer Repräsentant mit den Isomorphismen
h : A

„
ÝÑ B, g : BL

„
ÝÑ Lnˆn und zugehörigem Kozyklus b.

Sei m P PGLnpKq mit Φpmq “ f ˝ h´1
L ˝ g´1. Dann gilt für σ P G:

Φpbσq ˝ σ ˝ g “ g ˝ σB

“ Φpmq´1
˝ f ˝ h´1

L ˝ σB

“ Φpmq´1
˝ f ˝ σA ˝ h

´1
L

“ Φpmq´1
˝ Φpaσq ˝ σ ˝ f ˝ h

´1
L

“ Φpm´1aσq ˝ σ ˝ Φpmq ˝ g

“ Φpm´1aσσpmqq ˝ σ ˝ g

Daraus folgt bσ “ m´1aσσpmq, womit a und b kohomolog sind und die Abbildung somit
wohldefiniert ist.

Injektivität:
Seien zwei Azumaya-Algebren A und B vom Grad n mit Zerfällungskörper L und zuge-
hörigen Kozyklen a „ b gegeben, etwa pbσqσ “ pm´1aσσpmqqσ für ein m P PGLnpLq.
Dann gilt für gegebene Isomorphismen f : AL Ñ Lnˆn und g : BL Ñ Lnˆn und alle
σ P G

g ˝ σB ˝ g
´1
“ Φpbσq ˝ σ

“ Φpm´1aσσpmqq ˝ σ

“ Φpmq´1
˝ f ˝ σA ˝ f

´1
˝ σ´1

˝ Φpσpmqq ˝ σ

“ Φpmq´1
˝ f ˝ σA ˝ f

´1
˝ Φpmq,

womit
σB ˝ g

´1
˝ Φpmq´1

˝ f “ g´1
˝ Φpmq´1

˝ f ˝ σA.

Somit kommutiert für alle σ P G das Diagramm

AL BL

AL BL,

g´1˝Φpmq´1˝f

g´1˝Φpmq´1˝f

σA σB

d.h. der Isomorphismus g´1 ˝Φpmq´1 ˝ f ist mit den σ-linearen Operationen verträglich
und induziert somit nach Galoisabstieg einen Isomorphismus A – B von K-Algebren,
sodass rAs “ rBs.
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Surjektivität:
Sei ein Kozyklus a : GÑ PGLnpLq gegeben. Die semilineare G-Operation auf Lnˆn

GÑ AutpLnˆnq, σ ÞÑ Φpaσq ˝ σ

(vgl. Theorem 2.3.6 und die Argumente in der Bemerkung nach Definition 1.4.3) indu-
ziert via Galoisabstieg für Azumaya-Algebren (vgl. Satz 2.3.8) eine Azumaya-Algebra A
über K vom Grad n zusammen mit einem Isomorphismus f : AL

„
ÝÑ Lnˆn, sodass

AL Lnˆn

AL Lnˆn,

f

f

σA Φpaσq˝σ

womit Φpaσq “ f ˝ σA ˝ f
´1 ˝ T´1

σ und somit ras das Bild von rAs ist.

Korollar 2.3.14. Für eine endliche Galoiserweiterung L|K, n P N und X “ PnK besteht
folgende Bijektion punktierter Mengen

Azn`1
L|K – FX

L|K .

Beweis.
Dies folgt sofort aus Korollar 2.2.3 und Satz 2.3.13.
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2.4 Folgerungen für Brauer-Severi-Varietäten

Wir wollen nun die Bijektion aus dem Korollar 2.3.14 anwenden, um Brauer-Severi-
Varietäten über bestimmten Körpern genauer zu bestimmen.

Aus dem Lemma 2.3.10 folgt sofort eine einfache Beschreibung von Brauer-Severi-
Varietäten über algebraisch abgeschlossenen Körpern:

Proposition 2.4.1. Sei K ein algebraisch abgschlossener Körper und X eine Brauer-
Severi-Varietät über K. Dann existiert n P N mit:

X – PnK

Mit anderen Worten: Über einem algebraisch abgeschlossenen Körper besitzt der projek-
tive n-Raum keine nicht-trivialen Formen.

Beweis.
Nach Lemma 2.3.10 gilt BrpKq “ trKsu und somit

1 ď |Azn`1
L|K | ď |BrpKq| “ 1,

d.h. Azn`1
L|K “ trK

pn`1qˆpn`1qsu.

Nach der Bijektion aus Korollar 2.3.14 gilt also F PnK
L|K “ trP

n
Ksu, womit X – PnK .

Ein analoges Resultat für Brauer-Severi-Varietäten über endlichen Körpern folgt aus
dem folgenden Theorem:

Theorem 2.4.2. (Kleiner Satz von Wedderburn)
Jeder endliche Schiefkörper ist kommutativ, d.h. ein Körper.

Beweis. (Dieser Beweis orientiert sich an der Beweisidee von der Website (pla18))
Sei also ein endlicher Schiefkörper D gegeben und K :“ ZpDq sein Zentrum. Setze
d :“ |D| und q :“ |ZpDq|. Wir führen nun den Beweis per Induktion über d ě 2:
Im Fall d “ 2 ist D “ t0, 1u offensichtlich ein Körper.
Nehme nun an, dass für m ă d jeder Schiefkörper der Mächtigkeit m ein Körper ist.
D ist endlich und damit ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Es existiert also ein
n P N, sodass d “ qn.
Angenommen, es gibt x P DzK, dann ist der Zentralisator

CDpxq :“ ty P D;xy “ yxu

ein Schiefkörper, denn CDpxq ist offenbar eine additive Untergruppe von D und für alle
y P CDpxqzt0u gilt xy “ yxñ y´1x “ xy´1, also y´1 P CDpxq.
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Ferner gilt CDpxq Ĺ D, da sonst x P K. Somit ist CDpxq nach Induktionsannahme ein
Körper über K und es gibt ein nx ă n mit

|CDpxq| “ qnx .

Fassen wir D nun als einen Vektorraum über CDpxq auf, so existiert zudem ein m P N,
sodass

qn “ d “ |D| “ |CDpxq|
m
“ qnxm,

d.h. nx|n in Z. Es sei pxiqiPI ein vollständiges Repräsentantensystem der nicht zentralen
Konjugationsklassen von Dˆ. Dann lautet die Klassengleichung für die Gruppe Dˆ:

qn ´ 1 “ |Dˆ| “ |Kˆ
| `

ÿ

iPI

|Dˆ|

|CDpxiq|
“ q ´ 1`

ÿ

iPI

qn ´ 1

qnxi ´ 1

Sei nun Φnptq “ Πξpt´ ξq P Zrts das n-te Kreisteilungspolynom, wobei ξ die Menge der
primitiven Einheitswurzeln in C durchläuft.
Wir erinnern daran, dass tm ´ 1 “ Πd�mΦdptq für alle m P N, weswegen Φnptq � t

n ´ 1
und Φnptq �

tn´1
tnxi´1

in Zrts für alle i P I (NB: nxi ă n). Insbesondere gilt Φnpqq � q
n ´ 1

und Φnpqq �
qn´1
qnxi´1

in Z. Aus der Klassengleichung folgt somit Φnpqq � q ´ 1, also

|Φnpqq| ď |q ´ 1|. (2.1)

Andererseits gilt nach der Dreiecksungleichung

|q ´ ξ| ě ||q| ´ |ξ|| “ |q ´ 1| ě 1 (2.2)

für jede primitive n-te Einheitswurzeln ξ P C.
Angenommen n ą 1. Dann gilt für jede primitive n-te Einheitswurzel ξ, dass Repξq ă 1,
weswegen insbesondere |q ´ ξ| ą |q ´ 1|. Dann folgt aber schon mit (2.2)

|Φnpqq| “ Πξ|q ´ ξ| ą |q ´ 1|,

im Widerspruch zu (2.1). Also ist n “ 1 und damit D “ K ein Körper.

Satz 2.4.3. Sei K endlich und X eine Brauer-Severi-Varietät über K. Dann existiert
n P N mit

X – PnK .

Mit anderen Worten: Über einem endlichen Körper besitzt der projektive n-Raum keine
nicht-trivialen Formen.

Beweis.
Ist D ein endlich-dimensionaler, zentraler Schiefkörper über K, so ist D insbesondere
endlich und somit gilt nach dem Kleinen Satz von Wedderburn D “ K. Damit gilt
BrpKq “ trKsu und somit folgt die Aussage analog zum Beweis von Proposition 2.4.1.
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Bemerkung.Wir haben also gezeigt, dass die Brauergruppe BrpKq für endliche und für
algebraisch abgeschlossene Körper die triviale Gruppe t1u ist. Auch für andere Klassen
von Körpern K lässt sich die Brauergruppe BrpKq bestimmen:
Im Fall der lokalen Körper K gilt beispielsweise BrpKq – Q{Z. Dies wird ausführlich in
(Ker07) behandelt.
Für die Brauergruppe der reellen Zahlen gilt BrpRq – Z{2Z, wobei die nichttriviale
Klasse von den Hamiltonschen Quaternionen repräsentiert wird (vgl. (Ker07), Satz 6.5).
Es folgt, dass für n ‰ 1 jede C-Form von PnR trivial ist. Für n “ 1 gibt es bis auf
Isomorphie genau zwei C-Formen, wobei die nichttriviale Form notwendigerweise das
Beispiel iiq aus Abschnitt 1.1 ist.

Kommen wir nun zu dem letzten großen Satz dieses Abschnitts, dem Theorem von
Châtelet. Dafür setzen wir wie in unserer Vorlage (Jah00) die folgende Proposition als
gegeben voraus:

Proposition 2.4.4. Jede Brauer-Severi-Varietät besitzt einen endlichen galoisschen
Zerfällungskörper.

Diese Aussage ist in der Tat nicht offensichtlich. Zumeist wird für den Beweis das unten-
stehende Theorem von Châtelet verwendet, aus dem diese Aussage umgekehrt wiederum
als Korollar abgeleitet werden kann (vgl. (GW10), 14.92).

Lemma 2.4.5. Für eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G und n P N
gilt

H1
pG,GLnpLqq “ 0.

Beweis.
Sei ras P H1pG,GLnpLqq. Wir wollen zeigen, dass a und der triviale Kozyklus 1 koho-
molog sind.
Betrachte die σ-lineare Operation aσ ˝σKn : Ln Ñ Ln auf dem L-Vektorraum Ln (wobei
aσ als Automorphismus aufgefasst wird). Diese induziert durch Galoisabstieg für Vek-
torräume einen n-dimensionalen K-Vektorraum V (o.B.d.A. also V “ Kn) zusammen
mit einem Isomorphismus ϕ : Kn

L – Ln
„
ÝÑ Ln, sodass das Diagramm

Ln Ln

Ln Ln

ϕ

σKn aσ˝σKn

ϕ

kommutiert, womit aσ “ ϕ ˝ σKn ˝ ϕ´1 ˝ σ´1
Kn “ ϕ ˝ idLn ˝

σϕ´1 für alle σ P G. Folglich
ist ras “ ridLns kohomolog zum trivialen Kozyklus.
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Theorem 2.4.6. (Satz von Châtelet)
Sei X eine Brauer-Severi-Varietät über K mit XpKq ‰ H. Dann existiert n P N mit

X – PnK .

Beweis.
Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung, sodass L ein Zerfällungskörper von X ist (vgl.
Proposition 2.4.4), G :“ GalpL|Kq und g : X Ñ SpecpKq der Strukturmorphismus von
X. Sei x P XpKq, d.h. g ˝ x “ idSpecpKq, wobei x : SpecpKq Ñ X als Morphismus
von K-Schemata aufgefasst wird. Dann ist xL P XLpLq, da für den Strukturmorphismus
gL : XL Ñ SpecpLq die Gleichung gL ˝ xL “ pg ˝ xqL “ idSpecpLq gilt.
Nun sei α : XL

–
ÝÑ PnL ein Isomorphismus von L-Schemata. Durch geeignete Wahl eines

Automorphismus auf PnL können wir o.B.d.A. annehmen, dass

αpxLq “ r1 : 0 : ... : 0s P PnLpLq.

Sei nun pασqσ P H1pG,PGLn`1pLqq der bis auf Kohomologie eindeutig zu X zugehörige
Kozyklus (vgl. Korollar 2.2.3).
Bezeichne pfσqσ bzw. pgσqσ die kanonische kompatible G-Operation auf PnL bzw. XL.
Indem wir die Matrizen ασ als Automorphismen von PnL auffassen (vgl. Proposition
2.2.2), ist r1 : 0 : ... : 0s ein Fixpunkt für alle ασ, denn für alle σ P G gilt:

ασpr1 : 0 : ... : 0sq “ pα ˝ gσ ˝ α
´1
˝ fσqpr1 : 0 : ... : 0sq (vgl. Theorem 1.4.5)

“ pα ˝ gσ ˝ α
´1
qpr1 : 0 : ... : 0sq (da fσprx0, ..., xnsq “ rσpx0q, ..., σpxnqs für

alle rx0, ..., xns P PnLpLq)
“ pα ˝ gσqpxLq

“ αpxLq (da xL durch Basiswechsel von einem K-rationalen Punkt kommt)
“ r1 : 0 : ... : 0s (2.3)

Betrachte nun die G-Untergruppe

F {Lˆ :“ tpaijq0ďi,jďn P GLn`1pLq; a10 “ ... “ an0 “ 0u{Lˆ ď PGLn`1pLq

Für diese Gruppe induziert die Inklusion ι : F {Lˆ ãÑ PGLn`1pLq in kanonischer Weise
einen Morphismus punktierter Mengen

ϕ : H1
pG,F {Lˆq Ñ H1

pG,PGLn`1pLqq, ras ÞÑ rι ˝ as “ rpιpaσqqσs,

und die Eigenschaft p2.3q der ασ zeigt, dass α im Bild von ϕ liegt.
Nun ist jedoch

ψ : F {Lˆ Ñ F 1 :“ tpaijq0ďi,jďn P GLn`1pLq; @ 0 ď i ď n : ai0 “ δi0u

rpaijqi,js ÞÑ p
1

a00

aijqi,j
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ein Gruppenisomorphismus, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

F {Lˆ PGLn`1pLq

F 1 GLn`1pLq

Ď

ψ

Ď

π

Um dies zu sehen, betrachtet man für ein Element rpaijqs P F {Lˆ einfach den Repräsen-
tanten p 1

a00
aijqi,j P F

1 Ď F .
Diese Homomorphismen induzieren nun wieder in kanonischer Weise Morphismen punk-
tierter Mengen

H1
pG,F {Lˆq Ñ H1

pG,GLn`1pLqq Ñ H1
pG,PGLn`1pLqq

ras ÞÑ rpψpaσqqσs ÞÑ rppπ ˝ ψqpaσqqσs “ ϕprasq.

Nach Lemma 2.4.5 gilt jedoch H1pG,GLn`1pLqq “ t1u, weshalb das Bild von ϕ nur
das triviale Element 1 enthält und somit der zu X zugehörige Kozyklus α der triviale
Kozyklus ist. Durch Ausnutzen der Isomorphie aus Korollar 2.2.3 ergibt sich also, dass
rXs “ rPnKs das ausgezeichnete Element ist, also X – PnK als K-Schemata.
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3 Formen affiner Räume

Im Fall der affinen Räume ist eine Klassifizierung der Formen schwieriger. Dies liegt
vor allem daran, dass die Struktur der Gruppe AutKpAn

Kq – AutKpKrt1, ..., tnsq im
Allgemeinen viel komplizierter ist als beim projektiven Raum.

Proposition 3.1. Sei pA, T q eine G-Gruppe, N �A eine normale G-invariante Unter-
gruppe. Dann ist die natürliche Sequenz von punktierten Mengen

H1
pG,Nq

ϕ
ÝÑ H1

pG,Aq
ψ
ÝÑ H1

pG,A{Nq

exakt, d.h. impϕq “ ψ´1pr1sq.
Insbesondere folgt aus H1pG,Nq “ 1 “ H1pG,A{Nq, dass auch H1pG,Aq “ 1 die
triviale punktierte Menge ist.

Beweis.
Wir bezeichnen mit ι : N ãÑ A die Inklusion und mit π : A Ñ A{N die Restklassenab-
bildung.
Sei ras P impϕq Ď H1pG,Aq, d.h. es existiert ein Kozyklus b : G Ñ N , sodass ι ˝ b „ a.
Da jedoch kerpπq “ impιq, gilt insbesondere

ψprasq “ rπ ˝ as “ rπ ˝ ι ˝ bs “ r1s,

also ras P ψ´1pr1sq.
Sei umgekehrt ras P ψ´1pr1sq, d.h. π ˝ a „ 1. Dann gibt es ein Element c̄ “ cN P A{N
mit πpaσq “ c̄´1σpc̄q für alle σ P G. Indem wir a durch den kohomologen Kozyklus
pcaσσpc

´1qqσ ersetzen, können wir aσ P kerpπq “ N für alle σ P G annehmen. Definieren
wir also rbs P H1pG,Nq vermöge bσ :“ aσ P N für alle σ P G, so gilt

ras “ rι ˝ bs “ ϕprbsq P impϕq.

Lemma 3.2. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Die Menge
Lˆ ˆ L ist eine G-Gruppe bezüglich der Verknüpfung

pa, bq ˚ pc, dq :“ pac, bc` dq

und der G-Operation

GÑ AutpLˆ ˆ Lq, σ ÞÑ ppa, bq ÞÑ pσpaq, σpbqqq.

Die Gruppe pLˆˆL, ˚q ist ein sogenanntes semidirektes Produkt und wir schreiben dafür
Lˆ ˙ L.
Fassen wir L über den injektiven Gruppenhomomorphismus L Ñ Lˆ ˙ L, b ÞÑ p1, bq als
Untergruppe von Lˆ ˙ L auf, so ist L ein G-invarianter Normalteiler von Lˆ ˙ L.
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Beweis.
Für pa, bq, pc, dq, pe, fq P Lˆ ˙ L gilt:

ppa, bq ˚ pc, dqq ˚ pe, fq “ pac, bc` dq ˚ pe, fq “ pace, pbc` dqe` fq

“ pace, bce` pde` fqq “ pa, bq ˚ pce, de` fq “ pa, bq ˚ ppc, dq ˚ pe, fqq

Zudem gilt für pa, bq P Lˆ ˙ L

p1, 0q ˚ pa, bq “ pa, bq “ pa, bq ˚ p1, 0q

sowie
pa´1,´a´1bq ˚ pa, bq “ p1, 0q “ pa, bq ˚ pa´1,´a´1bq.

Insgesamt ist also Lˆ ˙ L eine Gruppe.
Offensichtlich ist zudem die durch σpa, bq :“ pσpaq, σpbqq gegebene G-Operation auf
Lˆ ˙ L wohldefiniert und macht Lˆ ˙ L zu einer G-Gruppe.
Desweiteren ist L “ kerpϕq für den Gruppenhomomorphismus ϕ : L˙ˆLÑ Lˆ, pa, bq ÞÑ
a, und somit eine normale Untergruppe von Lˆ˙L. Da σp1q “ 1 für σ P G, ist L zudem
G-invariant.

Lemma 3.3. Für eine endliche Galoiserweiterung L|K mit Galoisgruppe G ist die Ab-
bildung

Lˆ ˙ LÑ AutLpA1
Lq, pa, bq ÞÑ Specp

ÿ

i

xit
i
ÞÑ

ÿ

i

xipat` bq
i
q
´1

ein Isomorphismus von G-Gruppen.

Beweis.
Wir können stattdessen auch die analoge Aussage für die Abbildung

Lˆ ˙ LÑ AutLpLrtsq, ppa, bq ÞÑ
ÿ

i

xit
i
ÞÑ

ÿ

i

xipat` bq
i
q

zeigen. Dabei ist AutLpLrtsq eine G-Gruppe über die G-Operation

σpϕq “ σKrts ˝ ϕ ˝ σ
´1
Krts

(vgl. Bemerkung nach Proposition 1.4.2). Offensichtlich ist die Abbildung eine wohlde-
finierte Injektion.
Zudem gilt für pa, bq, pc, dq P Lˆ ˙ L:

pt ÞÑ at` bq ˝ pt ÞÑ ct` dq “ pt ÞÑ cpat` bq ` dq “ pt ÞÑ pacqt` pbc` dqq

Somit ist die Abbildung ein injektiver Gruppenhomomorphismus bezüglich der Verknüp-
fung auf AutLpLrtsq.

Surjektivität:
Sei ϕ P AutLpLrtsq. Dann gilt degpϕptqq “ 1, da ϕ bijektiv ist und

1 “ degptq “ degpϕpϕ´1
ptqqq “ degpϕptqq ¨ degpϕ´1

ptqq.
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Schreiben wir also ϕptq “ at ` b, so ist ϕ das Bild von pa, bq unter der gegebenen
Abbildung.
G-Verträglichkeit:

Ist σ P G und ϕ P AutLpLrtsq das Bild von pa, bq P Lˆ ˙ L unter dem gegebenen
Morphismus, so gilt:

σpϕqptq “ pσKrts ˝ ϕ ˝ σKrtsqptq “ pσKrts ˝ ϕqptq “ σKrtspat` bq “ σpaqt` σpbq

Also ist σpϕq das Bild von σpa, bq P Lˆ ˙ L unter dem Morphismus.

Bemerkung. Im Fall n “ 2 ist die Automorphismengruppe der affinen Geraden iso-
morph zum sogenannten amalgamierten Produkt der UntergruppenA der linearen Trans-
formationen und B der sogenannten Jonquière-Transformationen nach ihrem Schnitt
A X B (ein Beweis hierzu wurde zum ersten Mal im Jahre 1975 von T. Kambayashi in
seinem Artikel (Kam75) veröffentlicht). Diese Konstruktion lässt sich jedoch nicht auf
höherdimensionale Fälle übertragen und im Fall n ě 3 ist die Bestimmung der Auto-
morphismengruppe bisher noch ein ungelöstes Problem (vgl. (Kra95)).

Mithilfe dieser Isomorphie lässt sich nun die Menge FX
L|K für den Fall X “ A1

K be-
stimmen:

Satz 3.4. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung. Dann gilt für X “ A1
K:

FX
L|K “ trA1

Ksu

Mit anderen Worten: Die affine Gerade A1
K besitzt keine nichttrivialen L-Formen.

Beweis.
Wir betrachten also für X “ A1

K die punktierte Menge

FX
L|K – H1

pG,AutLpXLqq – H1
pG,Lˆ ˙ Lq

(nach Theorem 1.4.5 und Lemma 3.3).
Nun gilt jedoch

H1
pG,Lq “ 1

(nach (Ser79), X.1.1) sowie

H1
pG, pLˆ ˙ Lq{Lq – H1

pG,Lˆq “ 1

(nach (Ser79), X.1.2, oder Lemma 2.4.5 mit n “ 1).
Nach Lemma 3.2 ist L ein G-invarianter Normalteiler von Lˆ ˙ L und somit folgt mit
Proposition 3.1, dass H1pG,Lˆ ˙ Lq “ 1, weshalb FX

L|K “ trA1
Ksu.
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Bemerkung und Beispiel. Diese Aussage lässt sich auch für allgemeine separable, al-
gebraische Körpererweiterungen L|K beweisen (vgl. (Kam75)). Auf die Voraussetzung,
dass L|K eine separable Körpererweiterung ist, kann jedoch nicht verzichtet werden. Ist
K nicht perfekt, so besitzt A1

K im Allgemeinen auch nichttriviale Formen mit nichtse-
parablem Zerfällungskörper:

Betrachte zum Beispiel einen nicht perfekten Körper K der Charakteristik p ą 0. Dann
ist das K-Schema Y :“ SpecpKrx, ys{pyp ´ x ´ axpqq mit a P KzKp eine nichttriviale
Form der affinen Geraden A1

K mit nichtseparablem Zerfällungskörper:

˚ Y und A1
K “ SpecpKrtsq sind nicht isomorph, denn:

Angenommen, es gilt SpecpKrx, ys{pyp ´ x ´ axpqq “ Y – A1
K “ SpecpKrtsq als

K-Schemata. Dann ist insbesondere Krx, ys{pyp´x´axpq – Krts als K-Algebren.
Bezeichne mit ϕ : Krx, ys Ñ Krx, ys{pyp ´ x´ axpq

„
ÝÑ Krts die Verknüpfung mit

der kanonischen Restklassenabbildung. Dann gilt insbesondere ϕpyp´x´axpq “ 0.
Setze fptq :“ ϕpxq, gptq :“ ϕpyq P Krts. Dann gilt also:

gptqp ´ fptq ´ afptqp “ 0 ñ gptqp “ fptq ` afptqp

Beachte, dass f ‰ 0 und g ‰ 0, da aufgrund der obigen Relation f “ 0 ô g “ 0
gilt. Im Fall f “ g “ 0 wäre aber impϕq “ K ‰ Krts.
Da p ą 1, folgt somit für den Grad:

p ˚ degpgq “ degpgpq “ degpf ` afpq “ degpafpq “ degpfpq “ p ˚ degpfq

ñ degpgq “ degpfq “: n

Benenne nun mit cm P K bzw. dm P K die Koeffizienten von f bzw. g. Dann gilt
durch Koeffizientenvergleich

dpn “ cnp ` ac
p
n “ acpn ñ a “ p

dn
cn
q
p
P Kp,

im Widerspruch zur Voraussetzung.

˚ Aber für L :“ Kp p
?
aq gilt YL – A1

L, denn:
Betrachte den Homomorphismus

ϕ : Lrx, ys Ñ Lrx, ys, x ÞÑ y ´ p
?
ax, y ÞÑ py ´ p

?
axqp ´ x,

von L-Algebren. ϕ ist ein Automorphismus mit Inversem

Lrx, ys Ñ Lrx, ys, x ÞÑ xp ´ y, y ÞÑ x` p
?
apxp ´ yq,

und induziert somit einen Isomorphismus

YL “ SpecpLrx, ys{ppy ´ p
?
axqp ´ xqq – SpecpLrx, ys{pyqq – A1

L

von L-Schemata.

Die Bestimmung und Klassifizierung von Formen der affinen Gerade über nichtsepara-
blen Zerfällungskörpern ist ein noch weitgehend ungelöstes Problem (für Resultate über
rein inseparable Formen vgl. unter anderem (Rus70) oder (KMT74)).
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