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Vorwort

Dieses Skript entstand aus der Zusammensetzung von Skripten zu meinen
Vorlesungen Algebra I an der TU Darmstadt WS13/14 und Algebra II an
der TU Dortmund im WS14/15. Diese einzelnen Skripte dienten lediglich
zur Nachbearbeitung zu den jeweiligen Vorlesungen. Das Skript orientiert
sich weitestgehend an den Vorlesungen Algebra I+II von Prof. Dr. Wal-
ter Gubler an der Eberhardt-Karls-Universitat Tiibingen in den Semestern
WS09/104-SS10. Die Abbildungen sind
der Oberwolfach Photo Collection [MFO| des MFO entnommen, die diese
Bilder freundlicherweise unter der Creative Commons License |Attribution-
Share Alike 2.0 Germany|zur Verfiigung stellen. Die restlichen Abbildungen
sind nach meinem bestem Wissen offentliches Eigentum.

Fiir die Vollstédndigkeit und Fehlerfreiheit kann nicht garantiert werden. Feh-

ler kbnnen gerne an meine aktuelle Email-Adresse gesendet werden.

Lukas Pottmeyer


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/deed.en
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EINLEITUNG iii

Einleitung

Um das Jahr 825 verfasste der persische Gelehrte Abu Ga far Muhammad b.
Misa al-Hwarazmi das Lehrbuch Al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr wa-
‘I-mugabala (etwa: Das kurzgefasste Buch iiber die Rechenverfahren durch
Ergénzen und Ausgleichen). Dieses Buch présentiert allgemeine Verfahren
zum Losen von linearen und quadratischen Gleichungen in den positiven
reellen Zahlen. Aus dem Wort al-gabr leitet sich das Wort Algebra ab. Die
klassische Algebra beschéftigt sich also mit dem Ldsen von polynomiellen
Gleichungen. Der Fall der linearen Gleichungen wurde ausgiebig in der li-
nearen Algebra behandelt. (Das Wort Algorithmus stammt iibrigens vom
Namen al-Hwarazmt). In der modernen Algebra beschéftigt man sich mit
dem Studium von Verkniipfungen, wie sie zum Beispiel Gruppen definieren.
Dieser abstrakte Zugang hat den Vorteil, dass er nicht auf einen konkre-
ten Zahlbereich zum Losen von Gleichungen beschrankt ist. Dadurch kann
man Ergebnisse erlangen, die weit iiber das Losen einer speziellen gegebenen
Gleichung hinaus gehen. So werden wir unter anderem sehen, dass es eine
algebraische Losungsformel fiir polynomielle Gleichungen vom Grad n (wie
die p, g-Formel falls n = 2) nur gibt, wenn n < 4 gilt. Ein weiteres Highlight
ist der Beweis der Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises. Das heifit, dass
es nicht moglich ist nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal aus einem gegebe-
nen Kreis ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren. Dies sind nur zwei
der Anwendungen, die wir in diesem Skript betrachten.

Wir werden die Grundlagen der Gruppentheorie voraussetzen, da diese be-
reits in vorangegangenen Vorlesungen studiert wurden. Nichtsdestotrotz wer-
den wir die wesentlichen Definitionen und Sétze ohne Beweise wiederholen.
In diesem Skript studieren wir die Verkniipfungen in Ringen, Koérpern und
Moduln. Die ersten beiden Strukturen sind bereits aus der linearen Algebra
bekannt. Ein Modul ist kurzgesagt ein Vektorraum der iiber einem Ring de-
finiert ist. Bei Letzterem ist es erstaunlich festzustellen wie viel Allgemeiner
diese Struktur im Vergleich zu den sehr zahlen Vektorrdumen ist. Mit diesem
Wissen werden wir einen anderen Aspekt der Gruppentheorie betrachten,
die sogenannte Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Diese erlaubt es ab-
strakte endliche Gruppen in einem geometrischen Kontext zu untersuchen.
Zum Schlufl geben wir eine (sehr) kurze Einfithrung in die algebraische Geo-

metrie.



iv
Notation

Mit N bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen, diese enthalten nicht die 0.
Die Menge der natiirlichen Zahlen mit 0 bezeichnen wir mit Ny. Fiir eine

Menge M bezeichnen wir mit |M| die Kardinalitit von M.
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KAPITEL 1

Gruppentheorie

1.1. Wiederholung

In diesem Abschnitt fassen wir die wesentlichen Definitionen und Sétze in der
Gruppentheorie zusammen, die wir in dieser Vorlesung benutzen werden. Da
der gesamte Inhalt aus der Vorlesung ’Einfithrung in die Algebra’ bekannt

seien sollte, werden wir auf Beweise weitestgehend verzichten.

DEFINITION 1.1.1. Sei G eine Menge mit einer inneren Verkniipfung - :
G x G — G; (a,b) — a-b. Wir definieren die folgenden Eigenschaften.
(G1) (Assoziativitiat) (a-b)-c=a-(b-c)
(G2) (Neutralelement) 3Je € G mita-e=e-a=a
(G3) (Inverse) Va € G:3a ' € Gmita-a ! =at-a=e
Ist die Eigenschaft (G1) erfiillt, so heifit (G,-) Halbgruppe. Eine Halbgrup-
pe die auch (G2) erfiillt heifit Monoid. SchlieBlich heifit ein Monoid, das
auch (G3) erfiillt Gruppe. Eine Gruppe heifit abelsch, genau dann, wenn sie

kommutativ ist, d.h.
a-b=b-a Va,bed.

Ist aus dem Zusammenhang klar welche Verkniipfung gemeint ist, dann

schreiben wir kurz nur G fiir eine Halbgruppe, ein Monoid oder eine Gruppe.

BEMERKUNG 1.1.2. Fiir ein Monoid M definieren wir M* = {a € M|Ja~"' €
M, mit a=!-a = a-a"! = e}. Es ist offensichtlich, dass M* eine Gruppe
bzgl. ,,-¢ bildet.

Ein Homomorphismus ist eine Abbildung ¢ : Gi — G9 zwischen zwei
algebraischen Strukturen G und Go, die die Struktur von G erhélt. Unter-
objekte sind Teilmengen eines gegebenen Objekts mit derselben , vererbten“

Verkniipfung. Fiir Gruppen heifit dies explizit:

DEFINITION 1.1.3. Sind G1, G2 Gruppen so ist ein Gruppen-Homomorphis-
mus eine Abbildung ¢ : G; — G2 mit p(a - b) = p(a) - ¢(b).
Wir definieren eine Untergruppe H einer Gruppe G als Teilmenge H C G

mit den folgenden 3 Axiomen:

(i) ee H
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(ii) a,be H = a-be H
(iii) c€e H=a"'€H

Durch diese Axiome erreicht man wie gewlinscht, dass H selbst eine Gruppe

beziiglich der von G vererbten Verkniipfung ist.

DEFINITION/SATZ 1.1.4. Sei ¢ : G1 — G2 ein Gruppen-Homomorphismus.

Wir definieren den Kern von ¢ als

ker(p) := ¢ 1 (es) = {a € Gi|p(a) = ez}

Dann ist ker(p) eine Untergruppe von Gy und ¢(G1) ist eine Untergruppe
von Go. Weiter ist ¢ genau dann injektiv, wenn ker(p) = {e1} ist.

Ein Isomorphismus ist ein Homomorphismus der eine beidseitige Umkehrab-
bildung besitzt, die selbst wieder ein Homomorphismus ist. Man kann sogar
zeigen, dass eine Abbildung genau dann ein Gruppen-Isomorphismus ist,

wenn sie ein bijektiver Gruppen-Homomorphismus ist.

BEISPIEL 1.1.5. Sei X eine Menge. Wir definieren M (X) als die Menge aller
Abbildungen f : X — X und wir benutzen die Hintereinanderausfilhrung
,0* als Verkniipfung auf M (X). Dann ist M (X) ein Monoid mit Neutral-
element id, und M (X)* ist die Menge der bijektiven Selbstabbildungen von
X. Wir nennen S(X) := M(X)* die symmetrische Gruppe auf X. Ist X
endlich, so kénnen wir stets X = {1,...,n} annehmen. In diesem Fall wird
S(X) auch Permutationsgruppe genannt und wir schreiben hierfiir kurz .S,,.
Jedes o € S, hat ein Signum sig(c) € {—1,1}. Die Abbildung sig : S,, —
{+£1} ist ein Gruppen-Homomorphismus, dessen Kern nach[L.1.4)eine Unter-
gruppe von S, ist, die wir mit A,, bezeichnen und die Alternierende Gruppe

heifit. Fiir n > 4 sind S,, und A,, keine abelschen Gruppen.

THEOREM 1.1.6 (Satz von Cayley). Jede Gruppe G ist isomorph zu einer
Untergruppe von S(X) fir eine geeignete Menge X . Falls n = ord(G) < oo,

dann kann man S(X) = S, wdhlen.

BEWEIS. Sei g € G beliebig. Betrachte die Abbildung 74 : G — G;h — gh.
Da 7,-; ein beidseitiges Inverses zu 7, ist, wissen wir dass 7, bijektiv ist.
Damit ist 74 ein Element der symmetrischen Gruppe S(G). Natiirlich ist das
Neutralelement in S(G) gegeben durch 7.. Die Abbildung ¢ : G — S(G);
g — T4 ist damit wohldefiniert. Weiter gilt fiir beliebige g,¢' € G:

©(99')(h) = T4 (h) = (99" )h = g(g'h) = 1407y (h) = (¢(g)op(d'))(R)Vh € G

Also ist ¢ ein Gruppen-Homomorphismus. Dieser ist injektiv, da aufgrund

der Eindeutigkeit des Neutralelements der Kern von ¢ trivial ist. Also ist G
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isomorph zu ¢(G). Letzteres ist als Bild einer Gruppe unter einem Homo-

morphismus wieder eine Gruppe, also eine Untergruppe von S(G). O

ABBILDUNG 1.1. Der englische Mathematiker Arthur Ca-
yley (1821 - 1895) fithrte 1854 als erster die Definition
und den Begriff einer abstrakten Gruppe ein. Von 1846
bis 1863 arbeitete er als Anwalt. Er gab die Mathematik
jedoch nie auf und publizierte auch in dieser Zeit starke
mathematische Arbeiten.

DEFINITION 1.1.7. Sei (G;);er eine Familie von Gruppen. Dann betrachten
wir

116 = {@ict|z: € G}

el
Wir definieren dann das Produkt der Gruppen (G;)icr als [[;c; G versehen
mit der Verkniipfung

(wi)ier - (i)ier = (Ti - Yi)iel

Es folgt sofort, dass das Produkt von Gruppen wieder eine Gruppe ist.
Dieses direkte Produkt von Gruppen ist nicht zu verwechseln mit dem Pro-
dukt von Teilmengen einer gegebenen Gruppe. Ist GG eine Gruppe und sind Y’
und Z beliebige Teilmengen von G so schreiben wir YZ = {yz|ly € Y,z € Z}.
Insbesondere ist HH = H fiir jede Untergruppe H von G.

DEFINITION 1.1.8. Eine Untergruppe N der Gruppe G heifit Normalteiler
von G, genau dann wenn gNg~! = N gilt fiir alle g € G. Ist dies erfiillt so
schreiben wir N < G.

Fiir eine beliebige Untergruppe H von G sind die Mengen gH, g € G,
die Linksnebenklassen von H. Die Menge aller Linksnebenklassen von H
bezeichnen wir mit G/H.

Die Anzahl der verschiedenen Linksnebenklassen von H ist der Index von
H in G und wird mit [G : H| bezeichnet.

BEMERKUNG 1.1.9. Jeder Linksnebenklasse von H in G konnen wir ein
(nicht eindeutiges) Element g aus G zuordnen, so dass gH die gewéhl-
te Linksnebenklasse darstellt. Die Verkniipfung (g1 H)(g2H) = (g192H) ist
wohldefiniert genau dann wenn H <G und dies ist genau dann der Fall wenn

G/H eine Gruppe bzgl. dieser Verkniipfung bildet. G/H heifit dann Faktor-
gruppe.
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In Linksnebenklassen zu rechnen ist dasselbe wie modulo einer Untergruppe
H zu rechnen. Das heifit, wir schreiben a = b mod H fir a,b € G genau
dann wenn ab~! € H ist. Manchmal schreiben wir hierfiir auch a ~p b.
Beachte, dass ~p eine Aquivalenzrelation ist und die Aquivalenzklasse von

g € G genau die Linksnebenklasse g = gH ist.

BEMERKUNG 1.1.10. Die Quotientenabbildung 7 : G — G/N ; g — @ ist ein
surjektiver Gruppen-Homomorphismus, weil wir in G/N repriasentantenweise

rechnen diirfen. Dann ist ker(r) = N.

ProrosiTiON 1.1.11. Sei ¢ : G1 — G2 ein Gruppen-Homomorphismus,

dann ist ker(p) ein Normalteiler von G1.

THEOREM 1.1.12 (Homomorphiesatz). Sei ¢ : G1 — G ein Gruppen-
Homomorphismus und N1 ein Normalteiler von Gy mit N1 C ker(yp). Dann
gibt es genau einen Homomorphismus @ : Gi/N1 — G2 so, dass 9(T) = ¢(x).
Weiter ist der Kern von @ gleich ker(#)/Ny.

KOROLLAR 1.1.13 (Isomorphiesatz). Wir betrachten einen surjektiven Grup-
pen-Homomorphismus ¢ : G1 — Go. Dann gibt es genau einen Isomorphis-
mus @ : Gi/ker(¢) — G2 so, dass p(T) = ¢(z).

THEOREM 1.1.14 (1. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H eine Unter-
gruppe und N <G. Dann gilt:

(a) HN ist eine Untergruppe von G mit Normalteiler N < HN

(b) HNN < H

(¢) H/HnN — HN/N;  x(H N N) — xN ist ein Isomorphismus
THEOREM 1.1.15 (2. Isomorphiesatz). Sei H<G, N<G, N C H C G. Dann
qgult

(a) NaH

(b) H#/N < G/N

(c) (©/™M))(/ny = G/u, gN v gH ist ein Gruppen-Isomorphismus.
DEFINITION 1.1.16. Fiir eine endliche Gruppe G ist die Ordnung ord(G) € N
die Anzahl der Elemente von G.

THEOREM 1.1.17 (Lagrange). Sei H eine Untergruppe der Gruppe G. Dann
gilt
ord(G) = ord(H)[G : H]

KOROLLAR 1.1.18. ord(H) ist ein Teiler von ord(G).

Mit den iiblichen Rechenregeln fiir das Symbol oo, erweitert sich dieses Theo-

rem auch auf unendliche Gruppen.
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ABBILDUNG 1.2. Joseph-Louis Lagrange (1736 -
1813) war ein herausragender italienischer Mathema-
tiker und Astronom. Er wurde als Giuseppe Lodovico
Lagrangia geboren und war bereits mit 19 Jahren Ma-
thematikprofessor in Turin.

DEFINITION 1.1.19. Fiir ¢ € G definieren wir die Potenzen durch ¢° := e

und
gUi=gegeoge g = (g )"
—_—
m—mal

flir jedes m € N. Die Ordnung von ¢ ist definiert als

ord(g) := min{n € N|g" = e}
Wenn es kein n € N gibt mit g" = e, dann sei die Ordnung ord(g) := co.
PROPOSITION 1.1.20. Set Y C GG. Dann ist

Yy :={q0®...9.%r eN,g; €Y,8; € {-1,1}}

die kleinste Untergruppe von G, die Y enthdlt. Wir nennen (Y') die von Y

erzeugte Untergruppe von G.

DEFINITION 1.1.21. Eine Gruppe die von einem Element erzeugt wird heifit
zyklische Gruppe und hat nach [1.1.20] die Form

G = {g"n € Z}.

Beachte, dass eine zyklische Gruppe abelsch ist. Denn es gilt

n_m n+m m-+n m . n

LEMMA 1.1.22. Sei G eine Gruppe und g € G. Dann st die Ordnung der
von g erzeugten Untergruppe (g) gleich der Ordnung von g. Sprich

ord(g) = ord({g))

PRrOPOSITION 1.1.23. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

(a) G ist genau dann zyklisch, wenn es ein m € Ny gibt mit G = Z/mz.
(b) Falls G eine endliche zyklische Gruppe ist, gilt G = Z/ord(G)Z.

(¢) Eine unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z.
BEMERKUNG 1.1.24. Sei g € G,ord(g) < 00,k € Z. Dann gilt

g" = e <= ord(g) | k.
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PROPOSITION 1.1.25. (a) Jede Untergruppe von Z hat die Form mZ
fiir geeignetes m € N
(b) Umgekehrt ist mZ eine Untergruppe von Z fir alle m € Z

(¢) Es ist miZ = moZ genau dann wenn mg = £m; ist
THEOREM 1.1.26. Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu
LfmZ X -+ X Bfn,Z,
fur gewisse ny,...,n, € Z.

BEMERKUNG 1.1.27. Auf den ganzen Zahlen Z schreiben wir kurz mod m

und meinen damit mod mZ.

THEOREM 1.1.28 (Satz von Euler). Sei a € Z, m € N und ggT(a,m) = 1.
Dann gilt:

a?™ =1 mod m,

wober p(m) = [{k € {1,...,m}| ggT(k,m) = 1}| die —Eulersche p-Funktion

1st.

ABBILDUNG 1.3. Der Schweizer Leonhard Euler (1707
- 1783) war einer der begabtesten und produktivs-
ten Mathematiker aller Zeiten. Seine Werke wurden in
mehr als 70 Banden verdffentlicht und enthalten mehr
als 800 Resultate. Seine Werke konnen auf der Seite
http://eulerarchive.maa.org eingesehen werden.

THEOREM 1.1.29 (Kleiner Satz von Fermat). Seip eine Primzahl und a € Z.
Dann gilt:

a’ =a (mod p).

ABBILDUNG 1.4. Pierre de Fermat (1607 - 1665)
war ein franzosischer Jurist und gilt als Koénig der
Hobby-Mathematiker. Besondere Bekanntheit erlangte
er durch die Fermat Vermutung, ein Problem fiir das er
behauptete eine Losung zu besitzen, das aber erst 1994
von Andrew Wiles mit Hilfe modernster Mathematik
gelost werden konnte.
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DEFINITION 1.1.30. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Die Gruppe G
operiert auf X genau dann wenn es eine Abbildung gibt mit: G operiert auf
X <= wir haben eine Abbildung
GxX—X, (g,x) — g -z € X mit:

(a) ecx=x

(b) 91-(g2-2) = (g192) ¢ Vre X,g1,92€ G

DEFINITION 1.1.31. Sei eine Gruppenoperation von G auf der Menge X
gegeben. Fir z € X heif3t

G-z={g-z|g€G}
die Bahn von z. Eine Gruppenoperation heif3t transitiv, wenn X nur aus

einer Bahn besteht.

BEISPIEL 1.1.32. Wir definieren eine Relation ~ auf X durch
r~y<=JgeGEmite=g-y

Man zeigt leicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist und die Aquivalenzklas-

sen die Bahnen sind.

DEFINITION 1.1.33. Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjuga-
tion. D.h.:

T~y <= 3JgeGmitz=g lyg.

Die Aquivalenzklassen beziiglich ~ heifien Konjugationsklassen von G.

SATZ 1.1.34. Jedes o € Sy, lasst sich bis auf Vertauschen der Faktoren ein-
deutig schreiben als ein Produkt von Zyklen 11, ..., 7. der Linge mindestens
2. Bezeichnen wir mit m; die Ldnge von T;, fir alle i € {1,...,r}, und
nehmen oBdA an, dass m1 < mo < ... < m, ist, dann ist der Zykeltyp
(my,...,my) von o eindeutig bestimmt. Weiter sind zwei Elemente aus Sy,
i derselben Konjugationsklasse genau dann wenn sie denselben Zykeltyp

besitzen.
DEFINITION 1.1.35. Fir x € X heifit
Stab(z) := {g € G|g -z = z}

der Stabilisator von x € X. Offensichtlich ist Stab(x) eine Untergruppe von
G.

THEOREM 1.1.36 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe, X eine

endliche Menge und G operiere auf X. Sei R ein Reprdsentantensystem aus
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X beziiglich der dquivalenzrelation ~ von oben, d.h. aus jeder Bahn wdhlen

wir genau ein Element. Dann gilt:

| X| =) [G: Stab()]

T€R 161/  stab(x)|

DEFINITION 1.1.37. Eine Gruppe G heifit auflésbar genau dann, wenn es

eine Normalreihe
Go = {6}<1G1<1G2<]...<]Gn_1 <1Gn =G
gibt, so dass die Faktoren Gj/G;_, abelsch sind fiir alle j = 1,...,n.

PROPOSITION 1.1.38. Sei G aufiosbar und H eine Untergruppe von G. Dann
ist H auflésbar.

ProposITION 1.1.39. Sei N ein Normalteiler von G. Dann ist G auflosbar

genau dann wenn N und G/N auflésbar sind.

SATZ 1.1.40. Die Gruppe G ist auflésbar genau dann wenn eine Normalreihe
existiert, sodass alle Faktoren Gj/G;_, zyklische Gruppen der Ordnung p; sind

fiir Primzahlen p;.

DEFINITION 1.1.41. Sei G eine Gruppe. Dann ist das Zentrum von G gegeben
durch

Z(G) ={a € Glab = ba fiir alle b € G}.

Natiirlich ist Z(G) ein Normalteiler von G.

DEFINITION 1.1.42. Eine endliche Gruppe G ist eine p-Gruppe, fiir eine

Primzahl p, genau dann wenn die Ordnung von G eine Potenz von p ist.

PROPOSITION 1.1.43. Das Zentrum einer endlichen p- Gruppe ist nicht tri-

vial.
LEMMA 1.1.44. Jede endliche p-Gruppe ist auflosbar.

BEWEIS. Angenommen es existiert eine p-Gruppe G die nicht auflosbar ist.
Es ist |G| = p™ fiir ein n € N. Sei n minimal gew#hlt mit der Eigenschaft
dass es eine p-Gruppe G mit p™ Elementen gibt, die nicht auflésbar ist. Das
Zentrum Z(G) von G ist nicht trivial (siche Proposition [1.1.43). Weiter ist
G auflosbar genau dann wenn Z(G) und G/z(G) auflosbar sind. Da Z(G)
abelsch ist, ist Z(G) insbesondere auflosbar. Also folgt nach Voraussetzung,
dass G/z(@) nicht auflésbar ist und |G/z(@)| = p™, mit m < n. Dies ist ein
Widerspruch zur Minimalitdt von n. Somit sind alle endlichen p-Gruppen

auflosbar. O
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SATZ 1.1.45. Die symmetrische Gruppe Sy ist genau dann auflésbar, wenn
n < 4 ist.






KAPITEL 2
Ringtheorie

2.1. Ringe

In einem Ring werden wir eine Gruppenstruktur um eine weitere innere
Verkniipfung erweitern, wie z.B. bei einem Korper oder den ganzen Zahlen
Z. Beides sind grundlegende Beispiele fiir Ringe. Nun wollen wir einen Ring

formal definieren.

DEeFINITION 2.1.1. Ein Ring R ist eine Menge R mit zwei inneren Ver-
kniipfungen 4 und - so, dass

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,

(R2) (R,-) ist eine Halbgruppe,

(R3) es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=a-b+a-c

und
(b+c)-a=b-a+c-a.
Wenn nicht ausdriicklich anders gefordert werden wir in dieser Vorlesung
stets annehmen, dass R ein Neutralelement (Einselement) 1 bzgl. .- hat;
d.h. dass (R,-) ein Monoid ist. Das Neutralelement bzgl. + bezeichnen wir

ublicherweise mit 0.

BEMERKUNG 2.1.2. Wir bezeichnen die Inverse von a bzgl. ,,+*“ mit —a und
setzen a — b := a + (—b). Wir benutzen folgende Rechenregeln:
(i)a-0=0=0-a
(ii) Das Einselement ist eindeutig.
(iii) —a=(-1)-a
(iv) R = {0} genau dann wenn 0 = 1 gilt.

BEWEIS. Dies sind einfache Folgerungen aus den Axiomen. U

DEFINITION 2.1.3. Ein Ring heiflit kommutativ falls die Multiplikation ,,-¢
kommutativ ist. Ein Schiefkérper ist ein Ring K # {0} in dem jedes Ele-
ment a # 0 ein Inverses bzgl. - besitzt. Ein Kérper ist ein kommutativer

Schiefkorper.

11
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DEFINITION 2.1.4. Sei R ein kommutativer Ring. Wir wollen die aus Z be-
kannte Teilbarkeit auf R verallgemeinern. Wir nennen a € R einen Teiler
von b € R genau dann, wenn es ein ¢ € R gibt, mit a - ¢ = b. Wir nennen
dann b ein Vielfaches von a und benutzen hierfiir die Notation a | b.

Wenn a | 1, dann heiit a eine Einheit von R. Dies ist per Definition dquiva-
lent dazu, dass a ein multiplikatives Inverses besitzt. Die Menge aller Ein-
heiten in R ist gegeben durch R*. Beachte, dass (R*,-) eine (kommutative)
Gruppe bildet. Wir nennen diese Gruppe FEinheitengruppe von R.

Wenn es fiir a € R ein ¢ € R\ {0} gibt, mit a-¢ = 0, dann heifit a Nullteiler
in R. Man darf diesen Begriff nicht mit den Teilern von Null verwechseln!
Jedes a € R ist ein Teiler von Null im obigen Sinn, aber Nullteiler sind meist

sehr spezielle Elemente in R.

DEFINITION 2.1.5. Ein Integritdtsbereich ist ein kommutativer Ring R mit
0 # 1, der keine Nullteiler verschieden von 0 hat.

BEISPIEL 2.1.6. Beispiele fiir Korper sind Q, R, C und Z/pz, fiir eine Primzahl
.

Fiir n € N und einen Korper K definieren wir die Menge aller n x n-Matrizen
mit eintrégen aus K als M, (K). Weiter iibernechmen wir die Notation aus
Bemerkung und schreiben die Elemente aus der Faktorgruppe Z/mz als
k = k + mZ. Wir werden spiter sehen, dass auch Z/mz einen Ring mit der
zusétzlichen Verkniipfung [ - k = [k, fiir alle [, k € Z, ist.

Ring komm. | Integritatsbereich Einheitengruppe
Z v v {-1,1}
Koper K| v | v (ac=0F"a=0c"=0) K\ {0}
M,(K) |&n=1]- GL,(K)
2oz, v |-@-3=0) (1,5}

TABELLE 1. Ein Paar Beispiele fiir Ringe und ihre Eigenschaften

DEFINITION 2.1.7. Eine Abbildung ¢ : Ry — Ro zwischen Ringen R; und

Ry heifit Ring-Homomorphismus genau dann wenn fiir alle a,b € Ry gilt
(i) wla+b) = ¢(a) + ¢(b),
(i) p(a-b) = p(a)p(b) und
(iii) ¢(1) = 1.

Insbesondere ist also jeder Ring-Homomorphismus ein Gruppen-Homomor-

phismus zwischen den jeweiligen additiven Gruppen.
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DEFINITION 2.1.8. Ein Ring-Homomorphismus ¢ : Ry — Ro heifit Ring-
Isomorphismus genau dann wenn ein Ring-Homomorphismus ¥ : Ry — R

existiert, mit

(i) p o) =idg, und
(i) ¢ oy = idg,.

SATZ 2.1.9. Die Abbildung o ist ein Ring-Isomorphismus genau dann wenn

@ ein bijektiver Ring-Homomorphismus ist.
BEWEIS. Wie bei Gruppen. O

KONSTRUKTION 2.1.10. Fur Ringe Ri, Ras,..., R, definieren wir auf R; x
... X R, (analog zu Definition |1.1.7)) eine Ringstruktur durch komponenten-
weise Verkniipfung. Das heifit:

(ala"')ar)+(b17"'7b7‘) = (a1+b17"'aar+b1”)

und
(al,...,ar)-(bl,...,br) = (al-bl,...,aT~bT)

Bis auf triviale Falle ist dieses Produkt nie ein Integritdtsbereich, da Ele-
mente der Form (0,...0,a;,0,...0) Nullteiler sind.
Analog konnen wir fiir beliebige Familien (R;);er von Ringen das Produkt
[ R; konstruieren.
i€l

2.2. Ideale und Restklassenringe

In diesem Abschnitt seien R, R; und Ry stets kommutative Ringe. Aus der
Gruppentheorie kennen wir die Faktorgruppen G/N. Sie besteht aus allen
Linksnebenklassen von N und ist genau dann eine wohldefinierte Gruppe
wenn N ein Normalteiler von G ist (siehe Definition und Bemerkung
[1.1.9). Da (R, +) abelsch ist, ist damit (G/N,+) eine abelsche Gruppe fiir
alle Untergruppen H C (R, +).

Im Allgemeinen wird G/N jedoch kein Ring sein beziiglich der reprasentan-
tenweise definierten Verkniipfungen. Wir wollen daher ein Analogon von

Normalteilern fiir Ringe definieren.

DEFINITION 2.2.1. Eine additive Untergruppe I von R heifit Ideal in R
genau dann wenn a - I C [ gilt fiir alle a € R. Analog zum Normalteiler in

der Gruppentheorie besagt die Notation I < R, dass I ein Ideal in R ist.

Sei I ein Ideal in R. Wie in Bemerkung bezeichnen wir mit @ = a + I
die Nebenklasse von a beziiglich I in R.
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PROPOSITION 2.2.2. Sei I eine additive Untergruppe von R. Dann ist I
genau dann ein Ideal in R wenn B/I beziiglich der reprdsentantenweise defi-

nierten Verkniipfungen ein Ring ist.

BEwEIS. Wir miissen zwei Implikationen beweisen.

— Wir wissen bereits, dass (B/1,+) eine abelsche Gruppe ist. Wir
wollen zeigen, dass die Multiplikation (@-b = a -b) wohldefiniert
ist auf B/1; d.h. unabhéngig von der Wahl des Représentanten. Wir

haben die Auivalenzen
Q=G <=a —ay=0<=a; —as € I.

Fiir a;y = a2 und b € R beliebig folgt damit aus dem Idealaxiom

(a1 —ag) -b=a;-b—ag-bec I. Wieder mit den dquivalenzen von

oben haben wir damit a; - b = as - b. Aufgrund der Kommutativitét

von R gilt auch b-a; = b- as. Damit ist die Multiplikation auf R/
wohldefiniert.

Die Ringaxiome fiir RB/1 folgen sofort aus den entsprechenden

Axiomen fiir R, weil wir nun repréasentantenweise rechnen diirfen.

<= Fiir beliebige Elemente a € I und r € Rgilt -7 = 0-7 = 0. Dies

bedeutet nichts anderes als a -r € I. Also ist I ein Ideal.

O

DEFINITION 2.2.3. Sei I < R.

(a) Wir nennen %/1 Faktorring. Elemente aus dem Ring %/ heilen Rest-
klassen von R modulo I.

(b) Wir sagen a,b € R sind kongruent modulo I genau dann wenn
@ = b € R/1. Wir schreiben hierfiir auch ¢ = b mod 1.

BEMERKUNG 2.2.4. Die kanonische Abbildung 7 : R — R/I ; a — a, ist

ein surjektiver Ring-Homomorphismus.

DEFINITION 2.2.5. Fiir einen Homomorphismus ¢ : Ry — Rs kommutati-

ver Ringe definieren wir den Kern von ¢ als
ker(p) := {a € Ri|p(a) = 0}.

Beachte, dass ker(yp) stets ein Ideal in R; ist. Denn fiir a € ker(p) und r € R
beliebig gilt
pla-r)=pla) o(r)=0-¢(r)=0
Also ist auch a - r € ker(yp).
Wie iiblich heifit S C R Teilring des Ringes R genau dann wenn S mit den

[43

Verkniipfungen ,,4+“ und ,,-“ von R selbst ein Ring ist.
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SATZ 2.2.6 (Isomorphiesatz). Sei : Ri — Ry ein Homomorphismus kom-
mutativer Ringe. Dann ist o(R1) ein Teilring von Ry und es gilt:

Rifker(p) — p(R1) ; @ p(a)
ist ein wohldefinierter Ring-Isomorphismus.

BEwEIs. Ubung. O

ProprosITION 2.2.7. Sei I <« R. Dann ist I = R genau dann wenn I eine
Einheit enthdlt.

BEwEILs. Wir zeigen die beiden Implikationen.
— [I=R=—1€lINR*CI.

<= Sei also u € I eine Einheit und v € R das multiplikative Inverse

von u. Fiir a € R beliebig gilt nun
a=a-1=a-(v-u)=(a-v) _u
N
Mit dem Idealaxiom aus [2.2.1] folgt sofort a € I. Damit ist I = R.

(]
KOROLLAR 2.2.8. In einem Kérper K sind {0} und K die einzigen Ideale.

BEWEIS. Wenn I # {0} ein Ideal ist, dann enthélt I eine Einheit und es
folgt I = K nach Proposition [2.2. O

KOROLLAR 2.2.9. Sei K wieder ein Koérper und ¢ : K — R ein Ring-
Homomorphismus. Wir nehmen weiter an, dass R # {0} ist. Dann ist ¢
injektiv.

BEwEIS. Wie in der Gruppentheorie gesehen ist die Injektivitat von ¢ dqui-
valent zu ker(¢) = {0}. Sei also I = ker ¢. Nach Korollar [2.2.8| gilt entweder

I ={0} oder I = K. Wegen ¢(1) =1 # 0 ist der zweite Fall ausgeschlossen
und somit ker p = {0} O

DEFINITION 2.2.10. Sei R ein Ring und [ ein Ideal in R.

(a) I heiBt Mazimalideal genau dann wenn I ein maximales Element
von {J < R|J # R} bzgl. der partiellen Ordnung C ist.
(b) I heifit Primideal genau dann wenn I # R und wenn gilt

abel =—aecloderbel.

PROPOSITION 2.2.11. Sei {0} # R # I < R. Dann gilt:

(a) I Primideal <= R/1 Integrititsbereich,
(b) I Mazimalideal <= R/1 Kérper.
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BEWEIS. Aussage (a) wird in den Ubungen bewiesen. Zu (b):

= Da I ein Ideal ist, wissen wir nach Proposition dass R/I ein
kommutativer Ring ist. Weiter gilt B/r # {0}, da I # R.
Es bleibt also die Existenz von multiplikativen Inversen zu zei-
gen.
Sei dazu @ € B/1\ {0} beliebig. Insbesondere ist also a ¢ I. Die
Menge a- R = {a-r|r € R} ist ein Ideal, denn es gilt fir 1,72 € R
crira—ry-a=(r; —19)-a,
cr1-(re-a)=(r1-r2) - a.
Damit ist auch .J := I + aR ein Ideal (siche Ubungen). Offen-
sichtlich gilt I C J und da [ ein Maximalideal ist, folgt J = R.
Damit gibt es z € I und y € R mit 1 = z + ya. Also gilt
fiir die Restklassen modulo I, dass 1 = ya = ay und damit ist @
invertierbar in £/1. Damit haben wir gezeigt, dass /1 ein Korper
ist.
<= Sei B/1 ein Korper und J < R mit J 2 I. Zu zeigen ist J = R.
Wiéhle @ € J\ I. Dann ist @ in B/I invertierbar. Also existiert ein
b € B/r mit a-b = 1. Daraus schlieen wir 1 € \aﬁ/+[ C J und

eJ
nach Proposition folgt J = R.

KOROLLAR 2.2.12. Jedes Maximalideal ist ein Primideal.
BEWEIs. Folgt direkt aus Proposition [2.2.11 U

PropoOSITION 2.2.13. Sei S ein Integritatsbereich und p : R — S ein Ring-

Homomorphismus. Dann ist ker(¢) ein Primideal.

BEWEIS. Wir wissen schon, dass ker(y) ein Ideal ist. Seien also a,b € R mit
a-b € ker(p). Das heifit 0 = p(a-b) = ¢(a)-p(b). Da S als Integritétsbereich
keine nicht-trivialen Nullteiler besitzt ist ¢(a) = 0 oder ¢(b) = 0. Dies ist
gleichbedeutend mit a € ker(y) oder b € ker(p), was zu zeigen war. O

Es ist leicht zu sehen (siehe Ubungen), dass fiir zwei Ideale I,.J von R auch
I'NJ und I 4+ J wieder Ideale von R sind.

SATZ 2.2.14 (Chinesischer Restsatz). Seien I, ..., I, Ideale von R mit Ij +
I = R fiir alle k # 1, wobei k,l € {1,...,n}. Dann ist die Abbildung

¢o:R— Rl x... xR/, ; a—(a+1,...,a+1,)

ein surjektiver Ring-Homomorphismus und ker(p) =1 N...NI,.
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Mit dem Isomorphiesatz induziert ¢ also einen kanonischen Isomor-
phismus

P : R/(hn..nL) —= R/1, x ... x R/I,.
BeEwEis. Wir fiihren den Beweis in vier Schritten.
1. Schritt: Es gilt I; + ﬂk;éj I, = R fir alle j € {1,...,n}.

Fiir k # j gibt es ein a), € I und ein ai € I; mit 1 = a + a;. Ausmultipli-

zieren und Anwenden der Idealeigenschaft liefert

1:H(ak+a§€)elj—|—ﬂlk.
oy k£

Aus Proposition ergibt sich der 1. Schritt.
2. Schritt: ¢ ist surjektiv.

Wie im 1. Schritt gesehen gibt es Elemente e; € I; und e; € ﬂk# I, mit
1 =ej+e Sei (a1 + Ih,...,an + Ip) aus B/n x ... x B/1, beliebig. Wir

miissen zeigen, dass es im Bild von ¢ liegt. Es gilt

e;=1 (modI;) und €;=0 (modI;) Vk#j

/ /
J J
und somit erhalten wir
aj = €sa; = €yay + -+ e,a,  (mod Ij).
Fiir a := €ja; + -+ - + €),a, gilt also
ola)=(a+1,...;a+ 1) = (a1 + L,...,an + 1) € B/[y X ... X B/I,,
wie gewiinscht.

3. Schritt: ¢ ist ein Ring-Homomorphismus.

Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass die Restklassenabbildungen R — R/1;

Ring-Homomorphismen sind.
4. Schritt: Es gilt ker(p) =1 N ... N L.

a € ker(p) <= a =0 (mod I;)Vj <= a € (j_, I; O

RG]

R

& lke|w+ I

lsiit

e

g%’éz ABBILDUNG 2.1. Die Schrift Sunzi Suanjing wurde im 5.
Aiigg]g Jahrhundert n.C. vom chinesischen Gelehrten Sun-Z7i ver-
dﬁ AL fasst und enthélt im dritten Kapitel die dlteste bekannte
Rl Version des chinesischen Restsatzes.
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2.3. Beispiele fiir Ringe

Wir werden drei wichtige Konstruktionen von Ringen kennenlernen.

2.3.1. Sei R ein kommutativer Ring und n € N. Dann bezeichnet M, (R)
die Menge der n x n-Matrizen mit Eintragen aus R. Mit der, aus der li-
nearen Algebra bekannten Matrixaddition und -multiplikation wird M, (R)
tatsdchlich zu einem Ring.
Fiir A = (a;5) € M,,(R) haben wir die Determinante

det(A) := Z sig(o)ar o) - Anom) € R

o€Sn

mit der Eigenschaft

(1) det(A - B) = det(A) det(B).

fiir alle A, B € M,(R). Dies folgt wie in der linearen Algebra, da dort in
den Beweisen lediglich Ringeigenschaften benutzt wurden.

Mit adj(A) bezeichnen wir die Adjunkte von A € M, (R). Da die Eintrége
dieser Matrix gerade Determinanten von Matrizen aus M, _;(R) sind, gilt
auch adj(A) € M, (R). Analog zur linearen Algebra folgt

(2) A-adj(A) = adj(A) - A = det(A)E,.
Hier bezeichnet wie iblich F,, die Einheitsmatrix in M, (R).

THEOREM 2.3.2. Die Matriz A ist invertierbar in M, (R) genau dann wenn
det(A) invertierbar in R ist.

BEWEIS. Die Hinrichtung folgt aus und det(E,) = 1. Die Riickrichtung
folgt aus (2)), da A~! = det(A)™! - adj(A) € M,(R) gilt. O

2.3.3. Die Menge H := {4 € M3(C)|A = i w) , mit w, z € C} bildet
—w Z

einen Teilring von M2 (C) und ihre Elemente heiflen Quaternionen. Dass dies

ein Teilring ist, sieht man leicht, bis auf die Abgeschlossenheit bzgl. ,,-“. Es

gilt aber:
( 21 w1> ' ( Z9 w2> _ (2’122 —wiw  ZjW2 +w122> cH.
—wr z1 —wy Z —ZW] — W2Z1 —Wiw2 + 2122
Wir definieren die Norm auf H als
N(A) := det(A) = |2|* + |w]*.
Sei A € H, A # 0. Dann folgt aus

adj(A) = (Z w) € Hund A~! =

1 .
. N(A) adj(A) € H.
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Also hat jedes Element in H \ {0} ein multiplikatives Inverses in H. Damit

sehen wir, dass die Quaternionen einen Schiefkérper bilden. Allerdings gilt

(36 2600620 0)

Damit ist H nicht kommutativ und insbesondere kein Korper.
Betrachte die Abbildung

C—H ;

z = Re(z) + Im(z) -i— Re(z) - ((1) ?) +Im(z) - <é i)z) = (g S)

Dies ist offensichtlich ein injektiver Ring-Homomorphismus. Wir diirfen also

10
C mit einem Teilring von H identifizieren in dem wir 1 = 0 1) und

;0 0 1 0 ¢
1= ! setzen. Definieren wir weiter j = und k = !
0 —¢ -1 0 1 0

so konnen wir H schreiben als
H .= {xo +ix1 + jxo + kwg‘wo,l'l,l'g,xg S R}

Neben den iiblichen Rechenregeln auf R gelten die folgenden Rechenregeln:
o ?=j2=kK>=-1
e ij=—ji=k
o jk=—kj=1i
o ki=—ik=j

2.3.4. Seien R,S kommutative Ringe. Der Ring R[x] der Polynome in der
Variablen x mit Koeffizienten in R wird analog zum in der linearen Alge-
bra betrachteten Spezialfall definiert in dem R ein Koérper ist. Das heifit,
R[x] besteht aus den formalen Summen 1 ;a;z’ mit n € Ng und a; € R
fir alle ¢ € {0,...,n}. Mit den tblichen Rechenregeln fiir Addition und

Multiplikation wird dies tatsachlich zu einem Ring.

LEMMA 2.3.5. Sei ¢ : R — S ein Ring-Homomorphismus und s € S
beliebig. Dann existiert genau ein Ring-Homomorphismus ¢s : R[x] — S

mit s(x) = s und ps|r = ¢.

BEWEIS. Fiir einen solchen Homomorphismus muss gelten ¢4(Y 1 a;z") =
o ps(a)ps(@) = 3% p(a;)s'. Daraus folgt sofort die Eindeutigkeit.
Dass diese Zuordnung auch einen Homomorphismus beschreibt folgt sofort

aus der Homomorphieeigenschaft von . U
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Falls R C S ein Teilring ist und ¢ als Inklusion gegeben ist so nennen wir
den Homomorphismus ¢, Einsetzhomomorphismus.

Wir definieren fiir f = 3 apa® € R[z]\ {0} den Grad von f durch
k

grad(f) := max{k|ax # 0}
und setzen grad(0) := —oo.

PROPOSITION 2.3.6. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt
(a) die Gradformel: grad(f - g) = grad(f) + grad(g),
(b) R[x] ist ein Integritdtsbereich,
(¢) R[z]* = R*.

BEWEIS. Seien f,g € R|x].
Zu (a): Falls f = 0 oder g = 0, ist die Aussage trivial. Sei also f # 0 # g

und schreibe

n m
f:Zai:Ei mitan#Oundg:Z mit a,, # 0
i=0 =0
Dann ist f-g = ap - @, - 2"+ Terme kleinerer Ordnung. Damit

haben wir
grad(f - g) = n +m = grad(f) + grad(g),

wie gewlinscht.

Zu (b): Sei f- g = 0. Dann folgt nach a) grad(f) + grad(g) = —oo. Ins-
besondere ist also grad(f) = —oo oder grad(g) = —oo. Dies ist
aquivalent zu f = 0 oder g = 0.

Zu (c): Dass R* in R[z]* enthalten ist, ist klar. Fiir die andere Richtung sei
f-g=1. Wieder mit (a) folgt dann grad(f) + grad(g) = 0. Damit
muss sowohl f als auch g in R liegen und nach Annahme in R*.

U

2.4. Lokalisierungen

Bekanntlich ist Q der kleinste Korper, der die ganzen Zahlen Z enthalt.
Diese Konstruktion des Quotientenkorpers verallgemeinern wir fiir beliebige
Integritétsbereiche. Da es kaum mehr Aufwand ist, wollen wir die Gelegen-
heit nutzen und das Prinzip der Lokalisierung eines Ringes darstellen. Lo-
kalisierungen werden besonders in der algebraischen Zahlentheorie und der
algebraischen Geometrie zum Einsatz kommen. Fiir den Moment betrach-
ten wir es lediglich als Konzept aus einem gegebenen Ring weitere Ringe zu
konstruieren.

In diesem Abschnitt sei wieder R ein kommutativer Ring.
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DEFINITION 2.4.1. Eine Teilmenge T' C R heifit multiplikativ falls 1 € T
und mit a,b € T auch ab € T ist.

BEISPIEL 2.4.2. e Die Einheitengruppe R* ist multiplikativ in R.
o Fiir ein Primideal P<R ist R\ P eine multiplikative Teilmenge von
R.
e Falls R ein Integritdtsbereich ist erhalten wir als Spezialfall, dass
R\ {0} multiplikativ ist.

KONSTRUKTION 2.4.3. Sei T' C R multiplikativ. Auf R x T fithren wir die

Aquivalenzrelation
(a,b) ~ (¢,d) ;<= 3t € T , mit t(ad — bc) =0

ein. Dass diese tatséchlich eine Aquivalenzrelation ist, wird in den Ubungen
gezeigt. Die dquivalenzklasse von (a, b) bezeichnen wir wie bei Briichen mit
72 und den Raum aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit 77 'R. Auf
T~ 'R definieren wir die Verkniipfungen
a ¢ ad + be

5 + 4 = bd und

Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert. Denn: Gilt 7 = Z‘—,l in 77'R dann
existiert ein ¢t € T mit ¢(ab’ — ba’) = 0. Fiir ¢ € R und d € T beliebig gilt

damit auch

S
o

o
[SHNe
S
QU

t((ad + be)t'd — (a'd + b'c)bd) = t(ab' — a'b)d? + t(beb'd — b'cbd) = 0

Somit haben wir % = alcl%b/c fir alle § € T~'R. Folglich ist die Addition
wohldefiniert. Die Wohldefiniertheit der Multiplikation funktioniert analog.

Nun folgt leicht, dass 7~'R mit obigen Verkniipfungen einen kommutativen

Ring bildet. Als Einselement haben wir ¢ = % = 1 und als Nullelement

haben wir g = 0 fir alle a € T. Beachte dass beides identisch ist genau
dann wenn 0 € 7. D.h. nach Bemerkung [2.1.2|4)

T7'R={0} <= 0€T.

DEFINITION 2.4.4. Der in konstruierte Ring T7'R heit Ring der
Briiche von R bzgl. T.

Der Ring der Briiche von R bzgl. T' entsteht also grob gesagt dadurch, dass
wir alle Elemente aus T' C R zu Einheiten in R machen. Insbesondere haben
wir (R*)"'R = R. Der formale Beweis fiir diese Aussage folgt genau wie

weiter unten in 2.4.7 und ist dem motivierten Leser iiberlassen.

DEFINITION 2.4.5. Ein Ring R heifit lokal genau dann wenn er nur ein

einziges Maximalideal enthalt.
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BEISPIEL 2.4.6. Sei nun P < R ein Primideal und 7" = R\ P. In diesem
Fall wollen wir T~'R =: Rp setzen und von der Lokalisierung von R an
P sprechen. Die Idealeigenschaft von P impliziert sofort, dass die Menge
Mp = {%la € Pund b € R\ P} C Rp ein Ideal in Rp ist. Jedes Element
S € Rp \ Mp ist eine Einheit in Rp, denn aus ¢ ¢ P folgt g € Rp. Weiter
ist % o= % = 1. Aus Proposition folgt damit, dass ein Ideal von Rp
das nicht in Mp enthalten ist gleich Rp sein muss. Also ist Rp ein lokaler
Ring mit eindeutigem Maximalideal Mp.

KONSTRUKTION 2.4.7. Sei nun R ein Integritdtsbereich. Dann ist {0} ein
Primideal in R. Als Spezialfall von erhalten wir dass Quot(R) := (R \
{0})7!R ein Kérper ist. Wir nennen Quot(R) den Quotientenkérper von R.
Betrachte den Ring-Homomorphismus i : R — Quot(R) ; r — 7. Da R ein
Integritéatsbereich ist, gilt

ker(i) ={reR|*=0="Y}
={reR3te R\ {0}, mit t(1-r —1-0) =0} = {0}.

Also ist 4 injektiv und wir kénnen R mit dem Teilring i(R) von Quot(R)

identifizieren.

FaziT 2.4.8. Jeder Integritatsbereich R ist in einem Korper enthalten. Der
kleinste Korper, der R enthélt, ist nach Konstruktion Quot(R). Dies ent-
spricht exakt dem Fall Z C Q = Quot(Z).

2.4.9. Wir wollen im Folgenden die Bezeichnung Lokalisierung erklaren. Sei
R := R[z| der Polynomring in einer Variablen iiber dem Koérper R. Ein
beliebiges Polynom f(x) € R kann an jedem Element aus R ausgewertet

werden. Wir erhalten eine (beliebig oft) differenzierbare Funktion
f(z): R = R; r— f(r)

Wenn wir Briiche von Polynomen f(z)/g(x), mit f(z),g(z) € R, betrachten
ist dies nicht mehr beliebig mdglich, da g(r) = 0 fiir manche r € R gelten
kann.

Sei P = xR. Wir behaupten, dass P ein Primideal ist.

Seien dazu f(z) = Y1ty aixt, g(x) = > i=0 bjzl € R mit f(z)g(z) € P.
D.h. Der konstante Term von f(z)g(z) ist gleich 0 = agby. Da ag und by
Elemente aus R sind, ist dies nur dann erfillt wenn ag = 0 oder by = 0 gilt.
Dies bedeutet nichts anderes als f(x) € P oder g(x) € P. Damit ist P ein
Primideal und wir kénnen die Lokalisierung Rp betrachten.

Rp besteht genau aus den Briichen (Funktionen) f(z)/¢(z) mit g(0) # 0. Die

Funktion f()/g(z) lasst sich also an z = 0 auswerten. Es existiert sogar ein
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€ > 0, so dass
T f(r)/g(r)

eine wohldefinierte und (beliebig oft) differenzierbare Funktion auf dem In-
tervall (—¢,€) beschreibt. Der Ring Rp besteht also aus genau denjenigen
Briichen von Polynomen, die lokal in einer Umgebung der Null definiert

sind.

2.5. Teilbarkeit in Monoiden

In diesem Abschnitt wollen wir die Voraussetzungen schaffen um den Fun-

damentalsatz der Arithmetik zu verallgemeinern.

THEOREM 2.5.1 (wahrscheinlich im 3. Jahrhundert v. Chr.). Jede ganze
Zahl a € 7\ %1 lasst sich als Produkt +p; ---py, schreiben, mit eindeutig

bestimmten Primzahlen p1,...,py.

Wir wollen also Teilbarkeit in Ringen studieren. Da hierfiir nur die Multi-
plikation eine Rolle spielt, konnen wir allgemeiner Teilbarkeit in Monoiden

M betrachen, die die Kirzungsregel erfiillen. D.h.:
ab=ac=b=c fira,bce M.

Sei M im Folgenden stets ein solches Monoid. Als Beispiel kann man M =
R\ {0} setzen fiir einen Integritatsbereich R. Wie iiblich bezeichnen wir die
Menge aller Einheiten in M mit M*.

Wir definieren Teiler, Vielfache und Einheiten von M analog zu

DEFINITION 2.5.2. Zwei Elemente a,b € M heiflen assoziiert genau dann

wenn a | b und b | a. Wir schreiben hierfiir a ~ b.

Da Teilbarkeit transitiv ist, ist ~ eine Aquivalenzrelation. Aus der Kiirzungs-
regel folgt leicht
a~b<= Jue M" mit a = ub.

Als Spezialfall erhalten wir
a~1<=aec M.

DEFINITION 2.5.3. Ein Element a € M heif3t irreduzibel genau dann, wenn
die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) a ¢ M~

(ii) bla=b~1oderb~a

DEFINITION 2.5.4. Ein Element a € M heifit prim genau dann, wenn die
folgenden beiden Eigenschaften erfullt sind:
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(i) a ¢ M
(ii) a|bc=a|bodera|c

Fir M = Z \ {0} wissen wir, dass beide Definitionen identisch sind. Fiir
allgemeine Monoide ist dies allerdings nicht der Fall. Jedoch gilt folgende

Proposition.
PROPOSITION 2.5.5. Fir a € M gilt: a prim = a irreduzibel.

BEWEIS. Sei a € M prim und b € M mit b | a. Es existiert also ein ¢ € M
mit a = cb. Insbesondere gilt also a | cb. Da a prim ist folgt a | b oder a | c.
Im ersten Fall gilt per Defintion b ~ a. Im zweiten Fall ist ac’ = ¢ fiir ein

¢ € M und damit gilt mit der Kiirzungsregel
bda=a<be M <b~1
Da a per Definition auch keine Einheit ist, ist a irreduzibel. O

DEFINITION 2.5.6. Gilt in einem Monoid M auch die Umkehrung von Pro-
position dann sagen wir dass M die Primbedingung erfiillt.

DEFINITION 2.5.7. e Ein Element a € M hat eine Faktorisierung in
wrreduzible Elemente genau dann wenn a = p1 - - - ps mit p1, ..., ps
irreduzibel in M.

e Eine solche Faktorisierung heifit eindeutig, falls p1,...,ps bis auf
Permutation und Ubergang zu assoziierten Elementen eindeutig be-
stimmt sind.

e M heifit faktoriell <= jedes Element aus M \ M* hat eine eindeu-

tige Faktorisierung in irreduzible Elemente.

Wie der Fundamentalsatz der Arithmetik besagt, ist Z \ {0} ein faktorielles
Monoid.

DEFINITION 2.5.8. Das Monoid M geniigt der Teilerkettenbedingung, genau
dann wenn es keine unendliche Kette ... | a, | an—1 | ... | a1 von paarweise

nicht-assoziierten Elementen a; € M gibt.
LEMMA 2.5.9. Jedes faktorielle Monoid erfillt die Teilerkettenbedingung.

BEWEIS. Sei a € M beliebig. Falls a € M* ist, ist jeder Teiler von a eine
Einheit. Insbesondere besitzt a keinen nicht-assoziierten Teiler.

Sei also a € M \ M*. Dann haben wir die eindeutige Faktorisierung a =
p1- - pp in irreduzible Elemente. Gilt nun b | a, dann folgt aus der eindeu-
tigen Faktorisierung in irreduzible Elemente, dass b assoziiert ist zu [ [;c; ps

fiir eine Teilmenge I C {1,...,r}. Offensichtlich gilt b ~ a genau dann wenn
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I ={1,...,r} gilt. Per Induktion folgt, dass jede Teilerkette von a nach
spatestens r Schritten abbricht. Daraus folgt die Teilerettenbedingung. [

LEMMA 2.5.10. Falls M die Teilerkettenbedingung erfillt, dann hat jedes

a € M\ M* eine Faktorisierung in irreduzible Elemente.
Diese Faktorisierung muss im Allgemeinen nicht eindeutig sein.

BEWEIS. Angenommen a; € M \ M* hat keine Faktorisierung in irreduzi-
ble Elemente. Es folgt, dass a; nicht irreduzibel ist, da sonst a; = a; eine
Faktorisierung in irreduzible Elemente wére. Da a; nicht irreduzibel ist, exis-
tiert ein b € M \ M* mit b | a; und b ist nicht assoziiert zu a;. Damit gilt
weiter a; = be fiir ein ¢ € M \ M*, das nicht assoziiert zu a; ist. Hatten
sowohl b als auch c eine Faktorisierung in irreduzible Elemente, so ware de-
ren Produkt eine Faktorisierung von a; in irreduzible Elemente. Dies wurde
ausgeschlossen.

Wir halten fest, dass a; einen Teiler a;y; € M \ M* besitzt (ndmlich b
oder c¢), der nicht assoziiert zu a; ist und keine Faktorisierung in irreduzible
Elemente besitzt.

Fiir ein beliebiges Element a = a; € M \ M* ohne Faktorisierung in irredu-

zible Elemente erhalten wir also eine unendliche Kette
"‘|ai|ai71 | ...|a2|a1‘

Dies ist ein Widerspruch! Damit kann ein solches Element a nicht existieren
und folglich hat jedes Element in M \ M* eine Faktorisierung in irreduzible
Elemente. O

LEMMA 2.5.11. Fallsa=p1...pr =q1...qs mitp1,...,pr primund qy, ..., Qs
irreduzibel, dann gilt r = s und 3T € S, Mit p; ~ e Vi=1,...,71.

BEWEIS. Per Induktion iiber r.

Induktionsanfang (r = 1): Es gilt p1 = ¢1...¢s. Da p; prim ist, muss p;
Teiler von einem ¢; sein. Nach Umordnung darf man p; | ¢ annehmen. Weil
q1 irreduzibel ist und p; keine Einheit ist, gilt p; ~ ¢ also p1 = uq; fir eine
Einheit v € M*. Nach der Kiirzungsregel gilt dann u = g2 . .. ¢gs. Damit ist

s =1, da sonst g2 eine Einheit ware, im Widerspruch zur Irreduzibilitat.

Induktionsanfang fir Puristen (r = 0): Das leere Produkt ist als 1 definiert, also hat man 1 = ¢1 ... gs.

Das kann aber auch nur fiir s = 0 gelten, da sonst ¢q; eine Einheit wire im Widerspruch zu ¢; irreduzibel.

Induktionsschritt: Es sei also r > 2 und p; | ¢1 ... ¢s. Weil p; prim ist, muss
p1 eines der g; teilen. Wieder nach geeigneter Permutation diirfen wir p; | ¢1

annehmen. Weil ¢ irreduzibel ist, folgt p; ~ q1, d.h. Ju € M* mit p; = uq;.
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Somit gilt
ugqip2...Pr =4q1...4s.

Es ist ups ~ ps und damit ist auch upo prim. Mit der Kiirzungsregel folgt

(up2)p3...pr =q2...4s.

Per Induktion folgt nun die Behauptung. O

THEOREM 2.5.12. Der Modul M ist genau dann faktoriell wenn er der Prim-
und der Teilerkettenbedingung gentigt.

BEWEIS. Wir miissen die beiden Implikationen beweisen.

— Sei also M faktoriell.
Zur Teilerkettenbedingung: folgt aus Lemma [2.5.9
Zur Primbedingung: Sei a € M irreduzibel. Wir miissen zeigen,
dass a prim ist. Seien dazu b,c € M mit a | bc. Weiter seien b =
p1---pr und ¢ = pryq - - - ps die eindeutigen Faktorisierungen von b
und c in irreduzible Elemente. Es gilt ad = bc = p;y - - - ps fiir ein
gewisses d € M. Da M faktoriell ist, muss a in der Faktorisierung
von bc vorkommen; d.h. es ist a ~ p; fiir ein 7 € {1,...,s}. Damit
gilt a | b (falls i < r) oder a | ¢ (falls ¢ > r). Damit ist a prim, und
es folgt die Primbedingung.
<= Die Existenz einer Faktorisierung in irreduzible Elemente folgt di-
rekt aus Lemma und aus der Primbedingung und Lemma
erhalten wir die Eindeutigkeit.

O

BEMERKUNG 2.5.13. Die Teilbarkeit ,,|“ definiert auf M/~ eine partielle Ord-
nung. Beachte, dass der Raum M/~ nichts anderes ist als der Raum M/a+.
Zur Erinnerung: Eine Ordnung heifit partiell genau dann wenn sie reflexiv,

—

ala
transitiv und antisymmetrisch ist.

alb,blc=-alc albbla=a=b
DEFINITION 2.5.14. Fiir a,b € M definieren wir

(a) Falls es beziiglich “ | ¢ ein groBites Element unter den gemeinsa-
men Teilern von a und b gibt, dann nennen wir es gréfiten ge-
meinsamen Teiler von a und b und schreiben dafiir ggT'(a,b). D.h.:
d = ggT(a,b) genau dann wenn

(i) d|aund d | b
(ii) ¢claund c | b = ¢ | d



2.6. HAUPTIDEALE 27

(b) Falls es beziiglich “ | ¢ ein kleinstes Element unter den gemein-
samen Vielfachen von ¢ und b gibt, dann nennen wir es kleinstes
gemeinsames Vielfaches von a und b und schreiben dafiir kgV(a, b).
D.h.: d = kgV(a,b) genau dann wenn

(i) a|dund b | d
(ii)) alcund b|c = d | c
Falls ein ggT oder kgV existiert, ist es nur eindeutig in M/~ - also nur

eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten.

In einem allgemeinen Monoid muss weder ein gg'T' noch ein kgV zu zwei gege-
benen Elementen aus diesem Monoid existieren. Allerdings gilt die folgende

Proposition, die in den Ubungen bewiesen wird.

PROPOSITION 2.5.15. In einem faktoriellen Monoid M existieren zu je zwei
FElemente a,b € M sowohl ein ggT(a,b) als auch ein kgV(a,b).

2.6. Hauptideale

In diesem Abschnitt ist R ein kommutativer Ring. Wir werden Erzeugen-
densysteme von Idealen definieren. Besonders einfach sind Ideale, die nur
von einem Element erzeugt sind. Sie heiflen Hauptideale. Wir werden Teil-
barkeitseigenschaften iibersetzen in entsprechende Eigenschaften der Haupt-

ideale.

PROPOSITION 2.6.1. Sei S eine beliebige nicht leere Teilmenge von R. Mit
(S) bezeichnen wir das kleinste Ideal von R welches S enthdlt. Es gilt

<S> = {algl+"'+asgS‘SEN7ai S R7gl S S}

BEWEIS. Die Existenz von (S) beweisen wir puristisch durch die offensicht-
liche Gleichung (S) = NJ, wobei dieser Schnitt iiber alle Ideale J < R 1auft
mit S C J. Nun wollen wir die explizite Form von (S) beweisen.

Sei J ein Ideal in R mit S C J. Aufgrund der Idealeigenschaft von J muss
ag € J gelten, fiir alle a € R und g € S. Weiter ist J eine additive Gruppe
und enthéalt daher auch alle Elemente der Form a9, + -+ + a9, s € N,
ar € Rund g, € S. Es geniigt also einzusehen, dass die rechte Seite in der
Behauptung - nennen wir diese I - ein Ideal ist.

Die Menge I ist nach Konstruktion eine additive Gruppe (beachte —1 € R).
Die Idealeigenschaft folgt aus a(a1 g1+ - -+asgs) = (aa1)g1+- - -+(aas)gs € 1,
fiir alle a,a; € Rund g; € S. O

DEFINITION 2.6.2. Gilt (S) = I, dann heifit S Erzeugendensystem von I.
Wenn S = {g1,...,9s} endlich ist, dann heilen die Elemente g1, ..., g, Er-
zeugende des Ideals I. In diesem Fall gilt I = Rg; + - -- 4+ Rgs.
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DEFINITION 2.6.3. (a) I <R Hauptideal :<= Ja € R, mit I = (a).
(b) R heit Hauptidealbereich (HIB) :<=> jedes Ideal ist Hauptideal

und R ist ein Integritatsbereich.

BEISPIEL 2.6.4. Z ist ein Hauptidealbereich, da alle additiven Untergruppen
die Form nZ haben (sieche Proposition [1.1.25| (a)).

LEMMA 2.6.5. Seien g,¢9' € R. Dann gilt:
(a) (9 Clg)=4d'lyg
(b) Falls R ein Integrititsbereich ist, dann gilt auch: (g) = (¢') <=
geERY < g~Jg.

BEWEIS. Seien also g,¢’ € R.

Zu(a): (9) C({¢)==g€ ()= JaeR mit g=ag < ¢'|g.

Zu (b): Wenn g = 0 ist, ist offensichtlich auch ¢’ = 0. Anderenfalls rech-
nen wir in (R \ {0},), also einem Monoid, das die Kiirzungsregel
erfilllt. Mit (a) und den Ergebnissen aus Abschnitt folgt die
Behauptung.

O

NOTATION 2.6.6. Ab jetzt ist R ein Integritdtsbereich. Wir iibertragen alle
Bezeichnungen aus Abschnitt auf das Monoid M := R\ {0}. Wir ha-
ben den Raum M/~ der Aquivalenzklassen von M modulo Assoziiertheit
betrachtet. Definieren wir (g1) - (g2) = (g1g2) so ist die Menge der Haupt-
ideale verschieden von {0} in R ein Monoid. Dieses ist nach Lemma
isomorph zu M/~.

Fiir alle a € R definieren wir, um den Sonderfall der Null besser einzubinden,
geT(a,0) = ggT(0,a) = a (wie immer bis auf Multiplikation mit Einheiten
bestimmt) und kgV(a,0) = kgV(0,a) = 0. Dies ist kompatibel mit der
Definition von ggT und kgV aus

Wir setzen weiter fest, dass 0 weder prim noch irreduzibel ist.

PROPOSITION 2.6.7. Sei R ein Hauptidealbereich, a,b € R. Dann gilt:
(a) ggT(a,b) existiert und (a,b) = (a) + (b) = (ggT(a,b)).
(b) kgV(a,b) existiert und (kgV(a, b)) = (a) N (b).

BEWEIS. Seien a,b Elemente des Hauptidealbereichs R.
Zu (a): Da R Hauptidealbereich, existiert ein d € R, mit (d) = (a,b) =

d|aund d |b. Falls es ein ¢ € R gibt mit ¢ | a und ¢ | b, dann folgt

(a,b) = (d) C (c). Mit Lemma erhalten wir ¢ | d. Nach
gilt somit ggT(a,b) = d bis auf Multiplikation mit Einheiten.
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Zu (b): Analog setzen wir (d) = (a) N (b). Dann haben wir a | d und b | d.
Gilt fiir ein ¢ € R ebenfalls a | ¢ und b | ¢, so ist ¢ € (d). Also gilt
d | ¢ und kgV(a,b) = d bis auf Multiplikation mit Einheiten.

O

BEMERKUNG 2.6.8. Insbesondere folgt fiir a,b € R, dass es Elemente x,y €
R gibt, mit ax + by = ggT(a,b). Diese Aussage ist als Lemma von Bezout
bekannt.

PROPOSITION 2.6.9. Sei R ein Integrititsbereich, g € R\{0}, I = (g). Dann
qilt:
I Primideal <= g prim .

BeEwEls. Esgilt I = R <= g € R*. Wir diirfen uns also auf den Fall g ¢ R*

beschranken.

— Sei I ein Primideal. Seien a,b € R mit g | ab. Dann folgt ab € I =
(9) [ Prmideal e T oder b e T = g | a oder g | b. Somit ist g prim.

<= Es sei g prim. Falls ab € I fiir a,b € R, dann folgt g | ab 9 Prin gla
oder g | b= a €I = (g) oder b € I. Somit ist I ein Primideal.

O

PROPOSITION 2.6.10. Sei R ein Hauptidealbereich, g € R\ {0}, I = (g).
Dann gilt:
I Maximalideal <= g irreduzibel .

Hier ist Vorsicht geboten, da die Aussage — anders als Proposition —
nur gilt wenn R ein HIB ist.

BEWEIS. Wie eben diirfen wir annehmen, dass a ¢ R* gilt.
= Sei [ ein Maximalideal. Sei a € R mit a | g. Dann folgt I = (g) C
(a) [ Maximglideal (a) = I oder (a) = R= (1) = a ~ g oder a ~ 1.
Somit ist g irreduzibel.
<= Es sei g irreduzibel und es sei J ein Ideal in R mit (g) C J. Wéhle
ein b € J\ (g). Das heifit, g t b. Insbesondere kann also g nicht
assoziiert zu ggT(g,b) sein. Damit ist ggT(g,b) ~ 1. Daraus folgt
R= (1) = (a,b) CJ = R =J. Damit ist I ein Maximalideal.
(]

KOROLLAR 2.6.11. In einem Hauptidealbereich R gilt:

(a) {0} # I ist Primideal <= {0} # I ist Mazimalideal.
(b) a ist prim <= a ist irreduzibel.
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BEWEIS. {0} # (a) Maximalideal 2810 irreduzibel 222 ¢ prim 259 {0} #
(a) Primideal ZZD {0} # (a) Maximalideal <= a irreduzibel. O

BEISPIEL 2.6.12. Z hat die Ideale nZ, n > 0. Diese sind nach Lemma [2.6.5
alle verschieden und es gilt: I <Z Maximalideal <= I = pZ, p Primzahl.

SATz 2.6.13 (Chinesischer Restsatz fiir Hauptidealbereiche). Sei R ein Haupt-
idealbereich und seien g1, ..., gr paarweise teilerfremde Elemente in R\ {0}.

Dann gilt

R/(gy-g,) — B/(g1) X -+ X B/(g,).

BEWwEIS. Fiir alle k& # [ gilt nach Propositon (k) + (a1) = (gr-q1) =
(28T (gk, q1)) = R. Weiter gilt kgV(gx, q1) ~ grg (siche Ubungen) fiir alle
k # [. Wenden wir Proposition induktiv an, so erhalten wir damit
(g1)N---N{gr) = (g1 - gr). Also folgt die Behauptung aus dem chinesischen

Restsatz 2.2.14 O

2.7. Faktorielle Ringe

Die wichtigste Eigenschaft des Ringes Z ist die Giiltigkeit des Fundamental-
satzes der Arithmetik (eindeutige Primfaktorisierung). Wir werden in
diesem Abschnitt diejenigen Ringe studieren, die diese Eigenschaft ebenfalls
haben.

DEFINITION 2.7.1. Ein Integritatsbereich R heifit faktoriell genau dann
wenn R\ {0} ein faktorielles Monoid beziiglich der Multiplikation ist.

PROPOSITION 2.7.2 (Division mit Rest). Sei R ein kommutativer Ring,
f(z) € R[z] und g = agz®+aq_ 129 +.. +ao € R[], aq € R*. Dann existie-
ren eindeutige Elemente q,7 € R[x|, mit f = qg + r und grad(r) < grad(g).

BEWEIS. Der, aus der Schule bekannte, Algorithmus zur Polynomdivision
liefert die Existenz. Wir werden hier nur die Eindeutigkeit beweisen.

Seien also ¢/, 7" weitere Elemente in R[x] mit f = ¢'¢g + v/ und grad(r’) <
grad(g). Dann gilt (¢ — ¢')g = ' — r. Mit der Gradformel folgt nun

grad((q — ¢')g) = grad(q — ¢) + grad(g) = grad(r’' —r)

< max{grad(r), grad(r')} < grad(g).

Dies ist nur moglich fiir grad(¢ — ¢’) < 0, also fiir ¢ = ¢’. Damit folgt
unmittelbar auch r = 7/, was zu zeigen war. Hier haben wir ausgenutzt,
dass der hochste Koeffizient von ¢ eine Einheit ist, also insbesondere kein
Nullteiler. O
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DEFINITION 2.7.3. Sei R ein Integrititsbereich. Falls eine Abbildung d :
R\ {0} — Ny existiert mit der Eigenschaft:

Vf,g€ R,g#03q,r € Rmit f =¢q-g+r und d(r) < d(g) oder r =0

Dann heifit R euklidischer Ring und d Gradabbildung. Das heifit, ein eukli-
discher Ring erlaubt die Division mit Rest.

Wir sagen auch R ist euklidisch beziiglich der Gradabbildung d.

BEISPIEL 2.7.4. (a) Z ist euklidisch beziiglich d(m) = |m].

(b) Ein Kérper K ist euklidisch bzgl. jeder Abbildung d : K* — Ny.

(c) Fiir einen Korper K ist K[z] euklidisch beziiglich d(f) = grad(f).

(d) Der Ring Z[i]| = {a+Dbi|a,b € Z} heifit Ring der Gauf’schen Zahlen.
Er ist euklidisch beziiglich der Abbildung N (a + bi) = a® + b*. Um
dies zu zeigen stellen wir zunéchst fest, dass Z[i] ein Teilring von
C ist und dass N(.) = |.|? gilt, wobei |.| den standard Betrag auf C
beschreibt.

Seien nun f,g € Z[i] beliebig mit g # 0. Dann gilt fiir eine

Gleichung f = qg + r mit ¢,r € Z[i] gerade

N(r) < N(g) <= |r|* < |g?
f
<:>\f—qg|2<!9!2<:>!§—QI<1-

Das Element £ ist ein Element aus C. Es geniigt also ein Element

g

q € Z[i] zu finden mit |§—q[ < 1. Fiir dieses g und r = f —gq € Z]i]

folgt dann, dass wir Division mit Rest in Z[i] betreiben kénnen.
Schreibe nun g = x1 + ixo mit x1, 20 € R. Wahle a,b € Z mit

|21 —a| < 1 und |22 — b < 3. Dann gilt fiir ¢ = a + bi € Z,

!g—QI:\/($1—a)2+(3:2—b)2§;\/§< 1.

Also sind die GauB’schen Zahlen wie behauptet ein euklidischer
Ring bziiglich N(.).

THEOREM 2.7.5. Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealbereich.

BEWEIS. Sei {0} # I < R beliebig und a € I\ {0} ein Element minimalen
Grades. Wahle ein Element b aus I. Da R euklidisch ist, existieren ¢,r € R
mit b = ga—+r. Aufgrund der Idealeigenschaft von I muss r € I gelten, somit
ist wegen der Minimalitét von a der Fall d(r) < d(a) nicht mdglich. Es folgt
r=0undbe (a) = 1. O

THEOREM 2.7.6. Jeder Hauptidealbereich ist faktoriell.
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BEWEIS. Sei R ein Hauptidealbereich. Wir werden zeigen, dass das Mono-
id R\ {0} die Primbedingung und die Teilerkettenbedingung erfiillt. Dann
konnen wir mit Theorem schliefien, dass R faktoriell ist.

Zur Primbedingung: Wurde bereits in Korollar 2.6.11] gezeigt.

Zur Teilerkettenbedingung: Sei also - -+ | ap | an—1 | -+ | a1 eine unendliche
Teilerkette von nicht assoziierten Elementen in R\ {0}. 2Eg (a1) € (az2) €
(ag) € ... ist eine echte aufsteigende Kette von Idealen. In den iibungen
wurde gezeigt, dass I := |J (a;) ein Ideal ist. Weil R ein Hauptidealbereich
ist, gibt es ein a € R\ {0]}620, dass (a) = I. Aufgrund der Definition von I
existiert ein j € N mit a € (a;). Daraus folgt

(@) = (a;) = (aj+1) = {aj42) = .. ..
Dies ist allerdings ein Widerspruch dazu, dass die Elemente {a;};cy paar-

weise nicht-assoziiert sind. Damit folgt die Behauptung. U

Wir erhalten sofort:
KOROLLAR 2.7.7. Jeder euklidische Ring ist faktoriell.

BEISPIEL 2.7.8. Z ist euklidisch g Z ist faktoriell 2% Es gilt der Funda-
mentalsatz der Arithmetik 2.5.1]

BEMERKUNG 2.7.9. Die Inklusionen
{euklidische Ringe} C {Hauptidealbereiche} C {faktorielle Ringe}

sind strikt. Dass dies fiir die zweite Inklusion gilt, wird in den Ubungen
gezeigt. Die Aussage iiber die erste Inklusion ist viel schwieriger. Ein Bei-
spiel fiir einen Ring der ein Hauptidealbereich aber kein euklidischer Ring

beziiglich irgendeiner Gradabbildung d ist, ist der Ring
R::Z[”ivglg} {a+b1+7v2*19 a,bEZ}
={a+5+(5v=19)|a,beZ}.

Dass dies ein Hauptidealbereich ist werden wir nicht zeigen kénnen und

verweisen dafiir auf [St], Seite 17.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass R nicht euklidisch ist beziiglich ir-
gendeiner Gradabbildung d : R\ {0} — No.

Sei zunéchst N(.) = |.|, mit dem standard Betrag |.| auf C wie in Beispiel
5.6.4] (d). Da dieser Betrag multiplikativ ist, folgt fiir ein Element 0 # o =
a+ % + (3\/—719) € R:

(3) aeR*<:>N(a):1<:>(a+g>2+19<2>2:1.
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Ware a wie oben also eine Einheit, mit b # 0, so ware N(«) > 19( ) >
19 > 1. Dies ist ausgeschlossen und somit folgt fiir eine Elnhelt a,dass b =10
gllt. Wieder mit (3)), erhalten wir sofort R* = {£1}.
Angenommen R ist euklidisch beziiglich einer Gradabbildung d : R\ {0} —
Np. Wéhle dann ein Element 0 # =z € R\ R* mit minimalem Grad d(z)
unter allen nicht-Einheiten in R. Fiir ein beliebiges 8 € R existieren also
Elemente ¢,r € R mit f = gz + r und » = 0 oder d(r) < d(z). Letzteres
kann nur erfiillt sein wenn gilt r € R* = {£1}.
Dies bedeutet gerade, dass der Faktorring £/(z) aus maximal drei Elementen
besteht. Weiter ist  keine Einheit und somit ist (x) # R, was gleichbedeu-
tend damit ist, dass £/(z) mindestens aus zwei Elementen besteht.
Da Ringe insbesondere abelsche Gruppen sind, folgt aus der Klassifikation
der endlichen abelschen Gruppen (Theorem gerade R/(z) = Z/27 oder
R/ (a) = Z/37.

Betrachten wir das Element w = @

, so stellen wir fest, dass w?—w+5 =
0 gilt. Diese Beziehung muss also auch fiir das Element w—+ (x) € R/(z) gelten.

Allerdings finden wir durch Einsetzen:

. T27T+5:T#OEZ/2Zund
e 0°—04+5=T1+£0€7Z/z

und

o0 —0+5=2#0€Z/3z

e 1" —1+5=2#0€Z3z
5=1

Dies widerspricht der Beziehung (w+ (z))? — (w+ (x)) + (5+ (x)) = 0+ (z) €
R/(z). Damit kann R nicht euklidisch beziiglich der Gradabbildung d sein. Da
d beliebig gewéhlt war, folgt, dass R nicht euklidisch beziiglich irgendeiner

Gradabbildung sein kann. Dies wollten wir beweisen.

BEMERKUNG 2.7.10. Ein Algorithmus ist eine Handlungsvorschrift fiir das
Losen eines Problems. Diese Handlungsvorschrift muss zwei Dinge erfiillen.
FErstens muss sie das Problem tatsachlich 16sen und zweitens muss diese

Losung in endlich vielen Schritten erreicht werden.

2.7.11 (Euklidischer Algorithmus). Fiir einen euklidischen Ring kann man
einen ggT zweier Elemente mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen.
Sei R ein euklidischer Ring mit Gradabbildung d : R\ {0} — Ng. Weiter
seien a,b € R mit b # 0. Unser Ziel ist die Bestimmung von ggT(a, b).
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e Schritt 1: Setze a; := a und as := b. Konstruiere eine Gleichung
a1 = qaag + az mit g2, a3 € R und d(az) < d(az) oder ag = 0. Auf-
grund der Summenregel gilt ggT(a,b) = ggT (a1, az) = ggT(az, as).

e Schritt 2: Falls ag = 0, dann gilt as | a1 und damit ggT(a,b) = b.

Falls ag # 0, dann gehe zu Schritt 1 zuriick mit (a9, a3) statt

(a1,as).

Wegen d(az) > d(az) > d(ag) > ... > 0 terminiert der Algorithmus in
endlich vielen Schritten. Das heifit, es gibt ein n € Ny mit a,4+1; = 0 und
damit ggT(a,b) = ggT(ar,a2) = ... = ggT(an—1,an) = an. Allerdings ist

das Ergebnis wie immer nur eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten!

BEISPIEL 2.7.12. Berechne zuerst ggT(42,15) in Z:

(a) 42=2.15+12
15=1-12+3
12=4-34+0= ggT(12,3) =3 = ggT(42,15) =3
(b)  42=3-15-3
15 = (=5) - (=3) + 0 => ggT(42,15) = ggT(15, —3) = —3

Als weiteres Beispiel berechnen wir ggT(z* — 223 — 222 — 22 — 3, 2% — 323 —
72?2 + 152 + 18) in Q[z]:

ozt 223 222 — 20 —3=1-(2* - 323 — T2® + 152 + 18) + (2% +

5z — 17z — 21)
o 1323 — T2+ 152+ 18 = (z —8) - (2® + 522 — 172 — 21) + (5022 —
100z — 150)

o 23+ 522 — 172 — 21 = (& + &) - (502? — 100z — 150) + 0 =
geT (24223222 - 203, 2* — 323~ 722+ 152+ 18) = 50(2®—22—3)

BEMERKUNG 2.7.13. Der euklidische Algorithmus liefert uns stets einen ggT
von zwel Elementen a,b. Wir werden im Fall der Ringe Z und K|z], fir
einen Korper K, einen expliziten Reprasentanten auswahlen und von dem
geT sprechen. Fiir Z wahlen wir den positiven Représentanten und fir K[z]
den normierten Reprasentanten als den ggT zweier Elemente. Dieser ist nun
natiirlich eindeutig bestimmt.

Haben wir einen ggT(a,b) fiir a,b in einem euklidischen Ring R mit dem
Euklidischen Algorithmus berechnet, so kénnen wir die Schritte in umge-
kehrter Reihenfolge betrachten. Dies fithrt zu einer Losung der Gleichung

xa + yb = ggT(a,b) fiir Elemente z,y € R.
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ABBILDUNG 2.2. Das Buch die Elemente von Euklid aus
dem 3. Jahrhundert v.C. ist ohne Zweifel eine der bedeu-
tendsten Schriften der Weltliteratur. Bis ins 19. Jahrhun-
dert war es nach der Bibel das meist verbreitete Buch welt-
weit. Noch im 20. Jahrhundert war es ein géangiges Schulbuch
fiir Mathematik. Auch heute noch (wie hoffentlich in diesem
Skript) wird Euklids formale Struktur bestehend aus Axio-
men, Definitionen und Postulaten, in mathematischen Texten
verwendet.

2.8. Polynome iiber faktoriellen Ringen

Fiir einen faktoriellen Ring R werden wir zeigen, dass auch der Polynomring
RJz] faktoriell ist. Das bedeutet, dass jedes Polynom f € R[z]\ {R*,0} eine
eindeutige Faktorisierung in irreduzible Elemente besitzt.

Wie immer nennen wir zwei Elemente a,b aus einem faktoriellen Ring as-
soziiert, genau dann wenn es eine Einheit u € R* gibt mit a - u = b. Wir
schreiben hierfiir a ~ b.

Sei R stets ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper Q). Mit P bezeichnen
wir ein Représentantensystem der irreduziblen Elemente in R. D.h.: Aus
jeder Aquivalenzklasse modulo ~ eines irreduziblen Elementes in R wihlen

wir genau eines als Element in P aus.

SaTz 2.8.1. Sei v € Q\ {0}. Dann gibt es fir jedes p € P genau einvy(a) € Z
s0, dass vp(a) = 0 bis auf endlich viele p € P und
a=1Uu H pvP(a)
peP

fiir ein eindeutig bestimmtes u € R*.

BEWEIS. Folgt aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir Zéhler und Nen-

ner von «. O
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BEISPIEL 2.8.2. Fir R = Z und P = {positive Primzahlen} ist —%8 =
(=1)-22.3".5"- 772 und v,(—5) = 0 fiir alle p > 7 in P.

DEFINITION 2.8.3. Wir setzen v,(0) := oo fiir alle p € P und nennen v,(«)
die p-adische Bewertung von o € Q). Es gilt

(4) vp(a - B) = vp(a) +vp(B).

n .
DEFINITION 2.8.4. Fiir ein Polynom f(z) = Y a;z' € Q[x] setzen wir
i=0

vp(f) = min {up(a;)}.
BEMERKUNG 2.8.5. Es gelten folgende Eigenschaften:
(a) vp(f) =00 = f=0.
(b) vp(f) > 0Vp € P <= f € R[x].

LEMMA 2.8.6 (GauB-Lemma). Seien f,g € Q[z] und p € P. Dann gilt v,(f -
9) = vp(f) + vp(9)-

(Beachte die Analogie zur Gradformel!)

BEwEIS. Falls f = 0 oder g = 0 ist die Aussage nach klar. Seien also
f.g € Q[z] \ {0} beliebig.

Nehmen wir fiir den Moment an, dass die Aussage fiir Polynome in R[z] gilt.
Wahle dann a,b € Q mit af,bg € R[z]. Da die Aussage fiir Elemente aus @

gilt, erhalten wir
up(@) + 1p(8) + 0(F9) B v,((af) (bg)) “™E vy (af) + vp(b)

vp(a) + vp(b) + vp(f) + vp(g).

=]

Damit gilt auch v,(fg) = vp(f) + vp(g). Es geniigt also die Aussage fiir
Polynome f,g € R[z] \ {0} zu beweisen. Analog zeigt man, dass es geniigt
Polynome mit teilerfremden Koeffizienten zu betrachten. Dann gilt v,(f) =
vp(g) = 0, denn wire v,(f) > 0, dann gilt v,(a;) > 0 fiir alle Koeffizienten
a; von f. Damit wére p ein gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von f, was
ausgeschlossen wurde.

Es bleibt also v,(f - g) = 0 zu zeigen. Fiir p € P haben wir einen surjektiven

Ring-Homomorphismus
n ) n )
¢, : Rlz] — B/pR[x], Zaiazl — Zaﬁml.
i=0 i=0

Nach Proposition ist pR = (p) ein Primideal in R. Es folgt mit Pro-
position [2.2.11] dass B/(p) ein Integritétsbereich ist. Insbesondere ist damit
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R/(p)[X] ein Integritétsbereich (siehe [2.3.4]). Aus Proposition [2.2.13] folgt,
dass ker(®,) ein Primideal in R[z] ist. Es gilt

ker(®,) = {> @iz’ | a;,¥0 < i < n} = pR[z] = {h € Rlz]|vy(h) > 0}.
=0

Damit gilt nun

vp(f) =0=wp(9) <= f,9 ¢ ker(®y) <= [ - g ¢ ker(¥,,) <= v,(f - g) = 0.

Dies war zu zeigen. O

KOROLLAR 2.8.7. Sei h € R[z] normiert, d.h. der hichste Koeffizient von h
ist gleich 1. Weiter seien f,g € Q[z] ebenfalls normiert mit h = f-g. Dann
sind f,g bereits in R[z].

BEWEIS. Da h € R[z], gilt v,(h) > 0 nach Bemerkung Weil h normiert
ist und vy (1) = 0 gilt, erhalten wir v,(h) = 0. Mit dem Gau-Lemma folgt

0= vp(h) = vp(f) +vp(9)-

Weil f, g ebenfalls normiert sind, folgt v,(f) < 0 und v,(g) < 0, somit folgt
mit der Beziehung von oben v,(f) = vp(g) = 0 fiir alle p € P. O

ABBILDUNG 2.3. Carl Friedrich Gauf8 (1777 - 1855)
lieferte in vielen Gebieten der Mathematik und
Astronomie bedeutende Arbeit. U.A. war er der erste
der einen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Alge-
bra (spéter) fand. Auch wenn er schon zu Lebzeiten
ein gefeierter Mathematiker war, wurde sein ganzes
Schaffen erst 1898 mit dem Fund seines Tagebuchs
deutlich.

n .
DEFINITION 2.8.8. Sei f(z) = ) a2’ € Q[z]. Dann definieren wir den
i=0

Inhalt von f als

p(f) ="

peP
Mit dem Gaufl-Lemma folgt dann:

(5) p(f - g9) = u(f) - ng)

Wenn f € R[z], dann gilt per Konstruktion pu(f) = ggT(ao,. .., an).

THEOREM 2.8.9. Fulls R ein faktorieller Ring ist, dann ist auch R[z] ein
faktorieller Ring.



38 2. RINGTHEORIE

BEWEIS. Wir wollen im Folgenden ausnutzen, dass @Q[x] euklidisch, also ins-

besondere faktoriell, ist.

Schritt 1: Sei f € R[z] vom Grad > 1. Dann ist f irreduzibel in R[x] genau

dann, wenn f irreduzibel in Q[z] ist und wenn gleichzeitig p(f) =1 ist.

—> Angenommen pu(f) # 1. Dann ist insbesondere u(f) keine Einheit
in R. Mit den Distributivgesetzen gilt f = u(f)f’, fiir ein f' € R|x]
mit grad(f’) = grad(f) > 1. Also ist f nicht irreduzibel in R[z].

Sei also f irreduzibel in R[x| und f = gh fir g,h € Q[z]. Es
bleibt zu zeigen, dass g oder h in Q[z]* = @ \ {0} ist. Wir neh-
men an, dass alle Koeffizienten von ¢ und h in gekiirzter Form
geschrieben sind. Sei v das kgV aller Nenner der Koeffizienten von
g und sei § das kgV aller Nenner der Koeffizienten von h. Da-
mit gilt ¢ := 79 € R[z] und h' := 6h € R[z] und ~ sowie §
sind minimal (bzgl Teilbarkeit) mit dieser Eigenschaft. Somit ist
ggT(v,u(g")) = 1, denn ware p € P ein gemeinsamer irreduzibler
Teiler, so wére % g € R[z] im Widerspruch zur Minimalitdt von ~.
Ebenso ist ggT (0, u(f')) = 1.

Aus v0f = ¢’h/ und () erhalten wir

w(V)p@)u(f) = p(V)p(8) ~ 6 ~ u(g)u(h').

Beachte, dass p(f) = 1 gilt, was wir zu Beginn des Beweises gezeigt
haben.

Damit gilt nun p(g’) ~ ¢ und p(f’) ~ ~. Somit gilt h” :=1/y €
R[z] und ¢” := ¢/s € Rlz] und f = ¢"h”. Da f irreduzibel in
Rlx] ist muss ¢” oder A" in R[z]* C Q[z]* gelten. Es folgt, dass f
irreduzibel in Q[z] ist.

<= Umgekehrt sei f irreduzibel in Q[z] und p(f) = 1. Wir nehmen
an, dass f = gh mit g,h € R[x]. Zu zeigen ist nun, dass g oder
h € Rlx]*.

Da f irreduzibel in Q[z] ist, gilt g oder h in Qlz|* N R[z] =
R\ {0}. Sei oBdA g € R\ {0}, dann ist g ~ u(g). Aus (b)) folgt, dass
1= u(f) = u(g)p(h). Insbesondere muss dann g ~ p(g) = p(h) =1
gelten. Also ist g eine Einheit in R. Es folgt, dass f irreduzibel in
R][z] ist. Dies beendet den Beweis von Schritt 1.

Schritt 2: Das Monoid R[x])\{0} erfillt die Primbedingung. (D.h. jedes ir-
reduzible Element in R[x] ist prim in R[z]).
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Sei also f € R|x] irreduzibel in R[z]. Dann folgt aus Schritt 1, dass u(f) =1
und f irreduzibel in @[] ist. Die Gleichung u(f) = 1 zusammen mit f € R[z]
impliziert v, (f) = 0 fir alle p € P. Da Q[z] faktoriell ist, ist f prim in Q]x].
Seien also g,h € R[z| mit f | g - h. Dann existiert oBdA ein d € Q[z] mit
f-d=g. Es bleibt d € R[z] zu zeigen. Dies folg mit dem Gauf-Lemma und
Bemerkung [2.8.5] Denn

vp(f - d) = vp(f) + vp(d) = vp(d) = vp(g) > 0, fiir alle p € P.
Somit ist d € R[x] und f ist prim in R[z|. Dies beweist Schritt 2.

Schritt 3: Das Monoid R[x)\ {0} erfillt die Teilerkettenbedingung. (D.h. es
existiert keine unendliche Teilerkette --- | fi | -+ | fo | fi mit paarweise

nicht-assoziierten Elementen f; € R|x].)

Sei f € R[z]\ {0} beliebig. Die Gradformel und die Multiplikativitat
von pu(.) liefern sofort, dass fir g € R[z] mit g | f sowohl u(g) | n(f) als
auch grad(g) < grad(f) gilt.

Sei nun g € R[z| ein Teiler von f mit u(g) = wu(f) und grad(g) = grad(f).
Dann existiert ein d € R[z] mit d-g = f und p(f) =1 (folgt aus (f))) und
grad(d) = 0 (folgt aus Proposition [2.3.6). Damit ist d € R* und g ~ f.

Sei nun r € N so gewihlt, dass jede Kette nicht-assoziierter Teiler von p(f)
nach spétestens r Schritten abbricht. Es ist 7 < oo, da p(f) € R und R
faktoriell ist. Nach unseren Voriiberlegungen bricht nun jede Teilerkette von
paarweise nicht-assoziierten Elementen von f nach spétestens r + grad(f)
Schritten ab. Also erfiillt R[x]\ {0} die Teilerkettenbedingung, was zu zeigen

war.

Wir haben nun gesehen, dass R[x]\ {0} ein Monoid ist, welches die Teiler-
kettenbedingung und die Primbedingung erfiillt. Aus Theorem [2.5.12] und
der Definition eines faktoriellen Ringes folgt, dass R[z| faktoriell ist. O

KoroLLAR 2.8.10. Fulls K ein Kérper und n € N ist, dann ist der Poly-

nomring K[xy,...,xy,] in den Variablen x1,...,z, ein faktorieller Ring.

BEWEIS. Dies folgt aus Theorem m per Induktion, da in den Ubungen
bereits gezeigt wurde dass K|[z1,...,x,] = K[x1,...,2p-1][z,] gilt. O

Wir interessieren uns fiir (die Faktorisierung in) irreduzible Elemente aus
K|[xz] fir einen Korper K. Es ist eine komplexe Aufgabe fiir ein gegebenes
Polynom zu entscheiden ob es irreduzibel ist oder nicht. Das Kriterium von
Eisenstein liefert eine Klasse von irreduziblen Polynomen und ist in der

Anwendung sehr einfach.
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ABBILDUNG 2.4. Gotthold Fisenstein (1823 - 1852) war
ein deutscher Mathematiker, dem bereits im dritten Se-
mester ein Ehrendoktortitel verliechen wurde. Er starb be- ;
reits mit 29 Jahren an Tuberkolose. J

THEOREM 2.8.11 (Eisensteinsches Irreduzibilitatskriterium). Sei R ein fak-
torieller Ring und f(z) = apa™ + ap_12" '+ ...+ ap € R[x] vom Grad
n > 1. Weiter sei p ein irreduzibles Element aus R mit p{ an, p|a; Vi <n

und p* { ag. Dann ist f(x) irreduzibel in Q[x].

BEWEIS. Da p 1 ay, gilt also auch p 1 u(f) = ggT(ag, ..., a,). Wir benutzen
nun wieder die Gleichung f = u(f) - f/ fir ein f/ € R[z] mit u(f’) =1
und grad f’ = grad f. Da Multiplikation mit u(f) die p-adische Bewertung
der Koeffizienten nicht verandert, erfillt auch f’ die Vorraussetzungen des
Theorems. Wir diirfen also u(f) = 1 annehmen. (Beachte hierzu, dass Mul-
tiplikation mit einem Element aus @\ {0} nichts an der Irreduzibilitit eines
Polynoms in Q[z] &dndert.)

Demnach geniigt es nach Schritt 1 im Beweis von Theorem [2.8.9] zu zeigen,
dass f(z) irreduzibel in R[x] ist. Angenommen dies wére nicht der Fall und
f(z) wére nicht irreduzibel in R]x].

Dann gilt f(z) = g(x) - h(x) mit Elementen g(x), h(z) € R[z]\ R*. Es seien

g(x) = byt + b2+ by, h(z) =zl + .. 4 co

mit by # 0 # ¢; und k 4+ [ = n. Es ist weiter k,I > 1, denn wére z.B. £k =0
so gilt

(5)
L= p(f) = wu(g)u(h) ~ bou(h).
Das bedeutet jedoch g = by € R* im Widerspruch zur Wahl von g.

Betrachte den surjektiven Ring-Homomorphismus

®, : R[z] — R/pRx], Zaka:k > ZoTkxk.
Wie bereits gesehen ist B/(p) ein Integritdtsbereich nach den Propositionen
[2.6.9|und [2.2.11} Sei F' := Quot(®/(p)) der Quotientenkérper von £/ (p). Dieser
existiert nach und der Ring F'[z] ist euklidisch also (nach Korollar[2.7.7))

auch faktoriell.

Wenden wir nun @, auf die Gleichung f = g - h an erhalten wir

apz" = Q,(f) = p(g)Pp(h).

Da z irreduzibel in F[z] ist und die Faktorisierung in irreduzible Elemente

aus F[z] eindeutig ist, miissen ®,(g) und ®,(h) Potenzen von z sein (bis
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auf Multiplikation mit Konstanten). Somit gilt
®,(g) = bp®,  ®,(h) = Ga'.

Insbesondere gilt by = 0 = ¢ und damit p | bo, p | co. Weil ag = bgcy ist,
muss p? | ag gelten. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und damit folgt

dass f irreduzibel in R[x] - und somit auch in Q] - ist. O

BEISPIEL 2.8.12. Sei K := k(t) der Korper der rationalen Funktionen iiber
dem Korper k, d.h. K ist der Quotientenkorper von k[t]. Dann ist 2™ — ¢
irreduzibel in K|xz] fir jedes n € N. Denn R := k[t] ist faktoriell und ¢ ist

irreduzibel in R. Das Kriterium von Eisenstein liefert nun die Behauptung.






KAPITEL 3
Korper

3.1. Grundlagen

In diesem Abschnitt sei K ein Koérper. Wir werden sehen, dass die Korper-
theorie eng mit der Theorie des Polynomringes verbunden ist. Wir halten

daher die folgenden Aussagen aus dem letzten Kapitel fest.

FAKTEN 3.1.1. (a) K|[z] ist ein euklidischer Ring beziiglich dem Grad
(siche Proposition und damit ist K[z] ein faktorieller Ring,
d.h. fiir jedes f € K[z]\ K gibt es eine Faktorisierung in irreduzible
Faktoren in K [z] und die Faktorisierung ist bis auf Reihenfolge und
Multiplikation mit Einheiten eindeutig.

(b) Beachte, dass K[z|* = K* = K\ {0} (siehe Proposition gilt.
(c) Das Polynom f(z) € K|z] ist irreduzibel genau dann wenn eine der
folgenden (dquivalenten) Bedingungen erfiillt ist:
(i) grad(f) > 1 und falls f = ¢g - h mit g,h € K|z], dann muss
grad(g) = 0 oder grad(h) = 0 gelten.
(i1) fK[z] ist ein Maximalideal in K{z].
(iii) Kl=l/(f) ist ein Korper.

BEWEIS. Die Aquivalenz der Aussagen haben wir in Theorem [2.6.10| und
den Propositionen [2.7.5| und [2.2.11] bewiesen. O

DEFINITION 3.1.2. Sei f € KJz]. Wir sagen o € K ist eine Nullstelle von
f genau dann wenn fiir den Einsetzhomomorphismus ¢, : K[x] — K aus
gilt pa(f) =0.

Falls alle irreduziblen Faktoren von f € K[z]\ K den Grad 1 haben, dann
sagen wir, dass f Uiber K in Linearfaktoren zerfdllt. Ist dies der Fall und gilt
f(x) =apz™ + -+ ap so ist

f@)=ap(x—a) -...- (x — )™
fir paarweise verschiedenen «q,...q®, € K und vq,...,v, € N eindeutig
bestimmt. Es ist durch einsetzen klar, dass aj, . . ., a, Nullstellen von f sind.

Wir nennen v; die Multiplizitit der Nullstelle o;. Weiter heifit a; mehrfache
Nullstelle von K falls v; > 1.

43
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PROPOSITION 3.1.3. Sei o € K eine Nullstelle von f(x) € Klx]. Dann
existiert genau ein g(x) € K[z] mit f(x) = (x — a)g(zx).

BEWEIS. Polynomdivision (2.7.2)) liefert eindeutige Polynome g(x),h(x) €
K[z] mit f(z) = g(x)(z — «) + h(z) mit grad(h) < grad(z — «) = 1. Somit
ist h(z) = h € K eine Konstante. Benutzen wir wieder den Einsetzhomo-

morphismus ¢, so erhalten wir

0=¢a(f(z)) = palz — a) pa(9(x)) + @a(h) = h.
=0
Dies beweist die Aussage. O

Dieses Verfahren nennen wir Abspalten der Nullstelle o € K. Im Folgenden
werden wir Elemente aus K direkt in ein Polynom f € K|z| einsetzen ohne
jedesmal formal den Einsetzhomomorphismus zu erwahnen. Wir schreiben

dann kurz fiir § € K beliebig f(5) = ¢g(f(x)).

SATz 3.1.4. Sei f(x) € K[z]\ {0} vom Grad m. Dann hat f(x) hochstens m

verschiedene Nullstellen in K.

BEwEIs. Wir beweisen dies mit vollstandiger Induktion nach m, wobei fiir
den Induktionsanfang m = 0 nichts zu zeigen ist.

Sei also m > 0. Da die Aussage trivialerweise erfiillt ist wenn f tiberhaupt-
keine Nullstelle in K hat, nehmen wir an dass f eine Nullstelle a € K
besitzt. Mit Proposition konnen wir «a abspalten und erhalten f =
(r — a)g(x) fiir ein g € K[x] mit grad(g) = m — 1. Nach Induktion hat g(x)
hochstens m — 1 Nullstellen in K. Aus der Nullteilerfreiheit von K folgt,
dass f hochstens m Nullstellen in K hat. O

KONSTRUKTION 3.1.5. Wir wollen einen Ring-Homomorphismus zwischen
p:Z — K, fiir einen Korper K konstruieren.

Wir bezeichnen das Einselement in K mit 1. Da ein Ring-Homomorphismus
die Einselemente aufeinander abbilden muss, gilt ¢(1) = 1. Da ¢ ein Ring-

Homomorphismus sein soll muss fiir n € N

on)=pl+...+1)=pl)+...4+p1)=1+...+1

n—mal n—mal n—mal

gelten. Weiter muss ¢(—n) = —1p(n) erfillt sein. Damit ist ¢ eindeutig
bestimmt und per Konstruktion auch ein Homomorphismus.

Da K insbesondere ein Integritatsbereich ist, muss ker(y) ein Primideal in
Z sein (siehe Proposition [2.2.13)). Weiter ist Z ein Hauptidealbereich und
somit ist ker(¢) = {0} oder ker(yp) = pZ fiir eine positive Primzahl p € Z.
Dies folgt aus Proposition [2.6.9
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Wir halten fest, dass es fiir jeden Korper K einen eindeutigen Ring-Homo-
morphismus ¢ : Z — K gibt. Der Kern von ¢ ist gleich pZ fiir ein eindeu-
tiges p € {0, positive Primzahlen}.

DEFINITION 3.1.6. Die Zahl p aus heifit Charakteristik von K und wird
mit char(K') bezeichnet.

Beispiele: Fiir K = Q,R, C ist ¢ die iibliche Inklusion von Z in K. Also ist
¢ injektiv und es gilt char(K) = 0.

Wenn p eine Primzahl ist, dann ist Z/pz ein Korper der Charakteristik p. Als
¢ hat man die Reduktionsabbildung Z — Z/pz modulo p.

In jedem Korper konnen wir das Einselement mit (1) identifizieren. Wir
bezeichnen damit im Folgenden in jedem Koérper das Einselement mit 1.

Wie immer ist ein Teilkorper F' C K eine Teilmenge, die beziiglich der Ver-
kniipfungen "+, -” in K wieder ein Korper ist. Ein Kérper-Homomorphismus
(bzw Korper-Isomorphismus) ist definiert als ein Ring-Homomorphismus

(bzw Ring-Isomorphismus) zwischen zwei Kérpern.

DEFINITION/SATZ 3.1.7. Der Primkérper von K ist der (beziglich der In-

klusion) kleinste Teilkérper von K. Dieser existiert zu jedem Korper K.

BEWEIS. Da der Duchschnitt von einer Familie von Teilkorpern von K of-
fensichtlich wieder ein Teilkorper von K ist, setzen wir
P = N F
F Teilkorper von K

als Primkorper von K. O

PROPOSITION 3.1.8. Sei K ein Korper und p € Z eine positive Primzahl.
Dann gilt

(a) char(K) = p <= Primkorper P = Z/pz.

(b) char(K) =0 <= Primkérper P = Q.

BEWEIS. Mit ¢ bezeichnen wir die eindeutige Abbildung aus [3.1.5

Zu (a): = Sei p = char(K) > 0. Weil das Bild von ¢ als Ring von 1 €
K erzeugt wird (sogar als additive Gruppe), muss ¢(Z) C P
gelten. Nach dem Isomorphiesatz gilt

0(Z) = Zxer(p) 2 2.

Somit ist p(Z) ein Teilkérper von K, der in P enthalten ist.
Weil der Primkorper P der kleinste Teilkorper von K ist, folgt
P = ¢(Z) und damit die Behauptung.

<= folgt sofort.
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Zu (b): Die Charakteristik von K ist gleich Null genau dann wenn ¢ injek-
tiv ist. Damit ist ¢(Z) = Z ein Teilring von K. Der Ring ¢(Z)
wird von 1 € K erzeugt, ist also der kleinste Teilring von K.
Der Homomorphismus ¢ erweitert sich eindeutig zu einem Koérper-
Homomorphismus @ : Q — K, durch (%) = %. Da Q der
Quotientenkorper von Z ist, ist somit p(Q) der Quotientenkorper
von ¢(Z). Dieser Quotientenkorper muss gerade P sein, da er nach
Konstruktion der kleinste Korper ist, der ¢(Z) enthilt und somit
als Kérper von der 1 erzeugt wird. Also ist P = $(Q) = Q, da jeder
Korper-Homomorphismus nach Korollar 2:2.9] injektiv ist.

Die Riickrichtung folgt wieder sofort.

O
KOROLLAR 3.1.9. Jeder Teilkérper von K hat dieselbe Charakteristik wie K.

BEWEISs. Dies folgt sofort aus Proposition da jeder Teilkorper densel-
ben Primkorper besitzt. U

SATZ 3.1.10. Sei K ein Kérper und p eine Primzahl. Die Abblidung K —

K, mit a — aP, ist ein Kérper-Endomorphismus wenn char(K) = p ist.

BEwEIS. Ubung. O

3.2. Korpererweiterungen

Im Herzstiick der Vorlesung werden wir Korpererweiterungen untersuchen.
Die Hauptresultate werden in der Galoistheorie erreicht. In diesem Abschnitt
werden wir die Grundlagen fiir diese bereitstellen.

Wie immer sei K ein Korper.

DEerFINITION 3.2.1. Eine Korpererweiterung L von K ist ein Kérper L O K
so, dass K ein Teilkérper von L ist. Wir nennen L auch Oberkdrper von
K und notieren solche Korpererweiterungen mit L/K. (Das hat nichts mit

Faktorringen zu tun!)

BEISPIEL 3.2.2. C ist eine Korpererweiterung von R, und R ist eine Korper-

erweiterung von Q.

Sei L/K eine Korperereweiterung. Dann ist L ein K-Vektorraum mit der
Addition aus L und der skalaren Multiplikation K X L — L ; (A, 5) — X 5.
Hier ist die Multiplikation wieder die von L.
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DEFINITION 3.2.3. Der Grad von L iiber K ist definiert als Dimension des
K-Vektorraumes L. D.h.:

dimg (L) falls diese endlich ist
[L: K]:= .
00 sonst

Der Grad [L : K] ist also genau dann gleich oo, wenn wir beliebig viele

K-linear unabhéngige Elemente in L finden konnen.

BEISPIEL 3.2.4. e [C:R]=2,da{1,i} eine R-Basis von C ist.
e [R:Q] =00, denn falls [R: Q] =n < oo wire, so ware R = Q" als
Q-Vektorraum. Aber: Q ist abzahlbar, also ist auch Q™ abzahlbar
(Cantorsches Diagonalargument). Somit wére dann auch R abzéhl-

bar, was bekannterweise nicht der Fall ist.

PROPOSITION 3.2.5 (Gradformel). Seien M O L O K Korpererweiterungen.
Dann gilt
[M:K|]=[M:L]-[L:K].

Beweis. Falls [L : K] = oo, so finden wir beliebig viele K-linear unabhéngi-
ge Elemente in L C M. Also ist auch [M : L] = co. Da L-linear unabhéngige
Elemente erst recht K-linear unabhéngig sind, folgt analog: [M : K] = oo
falls [M : L] = co.

Es bleibt also die Aussage fiir m := [M : L] < co und | := [L : K] < 00 zu
beweisen.

Seien dazu fBi,...,[; eine K-Basis von L und ~,...,7, eine L-Basis von

U0l >

von M bilden.

Lineare Unabhdngigkeit: Seien \;; € K mit > XijBiv; = 0. Wir
1<i<l,1<j<m
miissen zeigen, dass dann \;; =0 Vi, j gilt. Ausklammern liefert

m l
0= Z ( Aijﬁz‘) v
=1

j=1
eL
Nun sind die Elemente ~1,...,7, aber L-linear unabhingig. Also folgt
213 AijBi =0 Vj = 1,...,m. Die Elemente \;; liegen in K und 3i,...,[;
ZST&d K-linear unabhingig. Damit gilt also \;; = 0 Vi = 1,...,] und
Vj=1,...,m, was zu zeigen war.

Erzeugendensystem: Dies zeigen wir auf eine &hnliche Art und Weise. Sei

v € M beliebig. Weil die Elemente 71, ...,y eine L-Basis von M bilden,
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m
existieren fu1,...,tm € L mit v = > pjy;. Weiter ist f5i,..., 5 eine K-
j=1
l
Basis von L, also gibt es A1j,...,\;; € K mit uj = Y Aij3;. Setzen wir dies
i=1
in die erste Gleichung ein erhalten wir
m l m
y=> <Z )\z’jﬂz’) =20 ) Ni(Bi)
j=1 \i=1 j

Jj=11i=1

Also ist {Biv;}1<i<i,i<j<m eine K-Basis von M. Per Definition ist damit
[M: K|]=ml=[M : L][L: K|, was zu zeigen war. O

KONSTRUKTION 3.2.6 (Zur Konstruktion von Korpererweiterungen). Sei
f(z) € K|z] irreduzibel. Wir konstruieren eine Korpererweiterung L/K,
die eine Nullstelle von f(z) enthilt.

Wir setzen L := K[z]/(f(z)). Dass dies ein Korper ist hatten wir bereits in den
Fakten bemerkt. Es gibt einen natiirlichen Kérper-Homomorphismus
o: K — L, a— a:=a+ (f(x)). Dieser ist, wie jeder Koérper-Homomor-
phismus injektiv (siche Korollar [2.2.9)). Identifizieren wir nun K mit ¢(K),
so ist L tatsédchlich eine Korpererweiterung von K.

Fir 8 :=% € L gilt f(8) = f(@) = f(z) = 0 € L. Also besitzt f eine
Nullstelle, namlich 3, in L.

Die Bestimmung von [L : K] wird von groer Bedeutung sein.

ProOPOSITION 3.2.7. Mit den Bezeichnungen von oben gilt die schone Formel
[L: K] = grad(f).

BEWEIS. Sei g(z) € Klz]. Nach Divion mit Rest existieren eindeu-
tig bestimmte Polynome ¢(z),r(z) € K[z] mit g(z) = ¢(x)f(x) + r(x) und
grad(r) < grad(f). Gehen wir tiber zu den Restklassen modulo (f) so erhal-

ten wir, dass jedes g(z) € L die Form

9(x) = 1(x) = agraq( )1 @ 4+ ag,

mit eindeutig bestimmten ao, ..., agq(5)—1 € K, besitzt. Also bilden die
Elemente 1,7, 72, ...,78d(/)~1 ¢ine K-Basis von L. Damit gilt [L : K] =
grad(f). O

BEISPIEL 3.2.8. Das Polynom f(x) := 2? + 1 ist irreduzibel in R[], da
es Grad 2 hat und keine Nullstelle in R besitzt. Die Korpererweiterung
L = Rlz]/(z241) /R ist also vom Grad 2 und es gilt 72 = —1 € L. Somit ist die

Abbildung L — C; g(x) — ¢g(i) ein Korper-Isomorphismus.
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DEFINITION 3.2.9. Seien L/K und F/K zwei Korpererweiterungen. Ein K-
Homomorphismus ¢ : L — F' ist ein Korper-Homomorphismus so, dass
ol = idg gilt. Ein K-Isomorphismus ist ein K-Homomorphismus mit einer
beidseitigen Umkehrabbildung, die selbst ein K-Homomorphismus ist. Ein
K-Isomorphismus mit L = F heifit K-Automorphismus.

Die Abbildung aus Beispiel [3.2.8] ist also ein R-Isomorphismus zwischen L
und C.

LEMMA 3.2.10. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Jeder K-Homo-

morphismus ¢ : L — L st ein K-Isomorphismus.

BEWEIS. Dass ¢ injektiv ist, haben wir schon oft bemerkt. Damit ist ¢(L)
isomorph zu L. Damit sind diese beiden Korper insbesondere isomorph als
K-Vektorraume. Dies impliziert [L : K] = [p(L) : K]. Weiter ist (L) C L

und somit gilt mit der Gradformel
[L:K]=[L:o(L)]-[p(L): K] =[L:¢(L)]-[L: K]

Dies bedeutet [L : ¢(L)] =1 und L = ¢(L). Also ist ¢ auch surjektiv und

somit, wie gewiinscht, ein K-Isomorphismus. O

KONSTRUKTION 3.2.11. Sei L/K eine Korpererweiterung und sei S C L eine
beliebige Teilmenge. Dann gibt es einen kleinsten Teilring K[S] von L, der
K und S enthélt. Wie immer zeigen wir die Existenz damit, dass KUS C L
gilt und der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Teilringen wieder ein
Teilring ist. Es gilt also
K[S]:= () R
RDOSUK
Dabei 1auft R im Index iiber alle Teilringe von L, die K und S enthalten.

Wir sagen, dass der Ring K[S] von S tber K erzeugt ist.

In den Ubungen wurde der Polynomring K[z1, ..., x,] konstruiert. Hier ist
die Indexmenge durch {1,...,n} gegeben. Ganz genau so erhilt man fiir eine
beliebige endliche Menge S den Polynomring K[(zs)ses] in den Variablen
zs, s € S. Wenn S C T fiir eine endliche Menge T', dann ist K[(zs)ses] ein
Teilring von K[(z¢)ier]. Fiir eine (unendliche) Menge S definieren wir den

Polynomring in den Variablen (zs)ses durch
K[(zo)ses) = | K[(@)er]
T
wobei T iiber alle endlichen Teilmengen von S 1auft.

PROPOSITION 3.2.12. Sei L/K eine Kérpererweiterung und S C L eine

Teilmenge. Dann gilt
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(a) Es existiert genau ein Ring-Homomorphismus ¢ : K|[(xs)ses] — L
mit p|g = idg und p(xs) =s Vse€S.

(b) K[S] =Bild(¢) = {p(s1,.--,5n)|n € N,p € K[z1,..., 2]
und $1,...,8, € S}.

BEWEIS. Um (a) zu beweisen geniigt es festzustellen, dass wir uns nach
Konstruktion auf den Fall einer endlichen Menge S beschrianken konnen.
Dieser wurde bereits in den Ubungen bewiesen.

Aus Teil (a) folgt, dass Bild(¢) gleich der rechten Seite der Behauptung
von (b) ist. Dies ist ein Teilring von L, der S und K enthélt. Aufgrund der

14

Abgeschlossenheit von Ringen beziiglich ,,+“ und ,,-“ muss jeder Teilring
von L, der K und S enthélt, auch die Ausdriicke der Form p(si,...,$s,)

enthalten. Also ist das Bild von ¢ gleich K[S]. O

PROPOSITION 3.2.13. Sei L/K eine Kérpererweiterung und S C L eine be-
liebige Teilmenge. Wir bezeichen den Quotientenkérper von K[S] mit K(S).
Der Kérper K(S) ist isomorph zum kleinsten Teilkorper von L, der K und
S enthdlt. Dieser ist gegeben durch

ﬂ F
FOKUS

wobei F' dber alle Teilkorper von L lauft, die K und S enthalten. K(S) heifst

die von S erzeugte Korpererweitungerung von K in L.

BEWwETs. Folgt leicht aus den Definitionen. O

Wir fassen K(S) als Teilkdrper von L auf und nennen K(S) die von S
erzeugte Korpererweiterung von K. Ist S C L selbst ein Teilkorper, so gilt
K(S) = S(K) =: SK und wir nennen SK, das Kompositum von S und K
in L.

O
S

ABBILDUNG 3.1. Die Konstruktion in geht auf
den deutschen Zahlentheoretiker und Algebraiker Leopold
Kronecker (1823 - 1891) zuriick. Er war Anhénger des Fi-
nitismus, in dem die Existenz eines mathematischen Ob-
jektes erst als bewiesen gilt, wenn man dieses Objekt ex-
plizit konstruiert hat.
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3.3. Algebraische Zahlen

Wie immer sei K ein Korper. Wir wollen Nullstellen von Polynomen mit
Koeffizienten in K betrachten. Diese Nullstellen nennen wir algebraisch iiber
K. Wie der Name schon vermuten lasst, spielen diese Objekte eine zentrale

Rolle in der modernen Algebra.

DEFINITION 3.3.1. Sei L/K eine Korpererweiterung.

e 5 € L heifit algebraisch tiber K genau dann wenn ein Polynom
p(z) € K[z]\ {0} existiert, mit p(8) = 0.

e L/K heifit algebraisch genau dann wenn jedes 8 € L algebraisch
iiber K ist.

e 3 € L heifit transzendent iber K genau dann wenn es nicht alge-
braisch iiber K ist.

BEISPIEL 3.3.2. e Die Zahl i € C ist algebraisch iiber R und sogar
iiber Q, denn 7 ist Nullstelle von p(z) = 2% + 1 € Q[z].

e Die Elemente {/m € C, mit n € N und m € Z sind algebraisch tiber

Q, denn sie sind Nullstellen von ™ — m. Falls m = 1 ist, so nennen

wir die Nullstellen von =™ — 1 die n-ten Einheitswurzeln. Nutzen

wir die Polarkoordinatendarstellung auf C so stellen wir fest, dass

*7n L € 7, n-te Einheitswurzeln in C sind.

e

e Zu zeigen, dass ein Element aus C transzendent iiber Q ist, ist
schwierig. Das bedeutende Beispiel der Transzendenz von 7 wird
im Anhang zu diesem Skript behandelt.

e Sei k ein Korper und setze K = k(t) = Quot(k[t]), wobei k[t] der
Polynomring in der Variablen ¢ ist. Dann ist ¢ transzendent iiber
k, da per Konstruktion des Polynomringes ein Element der Form
ant™ + -+ ag mit ag, ..., a, € k genau dann gleich Null ist, wenn

ag =---=a, = 0 gilt.

SATZ 3.3.3. Sei L/K eine Korpererweiterung und € L algebraisch. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom mg € Klx| mit

mg i (B) = 0 und mit minimalem Grad unter allen Polynomen p € K[xz]\ {0}
mit p(B8) = 0.

BEWEIS. Da f algebraisch tiber K ist, existiert ein Polynom in K[x], das /3
als Nullstelle besitzt. Daraus folgt, dass es auch ein solches Polynom minima-
len Grades geben muss. Weiter verandert die Multiplikation mit Elementen
aus K\ {0} nicht die Nullstellen des Polynoms. Damit konnen wir das Po-

lynom normieren, was die Existenz von mg i zeigt.
b
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Sei nun p € K[z]\ {0} ein weiteres normiertes Polynom mit p(5) = 0 und
minimalem Grad von allen diesen Polynomen (also grad(p) = grad(mg k)).
Dann gilt grad(mg, x —p) < grad(mg k) und mg i () —p(B) = 0. Aufgrund
der Minimalitat des Grades gilt also mg g (x) = p(x), was die Eindeutigkeit
von mg i zeigt. U

Das Polynom mg i heifit Minimalpolynom von B dber K. Die Menge I =
{p(z) € Klz]|p(8) = 0} ist genau der Kern des Einsetzhomomorphismus
pg + Klz] — L ; p(x) — p(B) (siche Lemma [2.3.5). Damit ist I nach
Proposition ein Primideal in Klx].

LEMMA 3.3.4. Es sei p(z) € K[z] ein normiertes Polynom mit p(3) = 0.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

() T = {a(x) € K[s]]q(8) = 0} = {p())
(i) q(z) € K[z]\ {0}, mit q(B) = 0= p(z) | ¢(=)
(ili) p(x) = mg k() ist das Minimalpolynom von B iber K
(iv) p(x) ist irreduzibel
BEwEIS. Wir werden die Implikationskette (i) = (i7) = (iii) = (iv) = (i)
zeigen.

(1) = (17) Sei q(z) € K[z]\ {0} mit ¢(8) =0. D.h. q(z) € I = (p(z)), also gilt
p(x) | ().

(17) = (4it) Es gilt mg i (B) = 0. Also gilt p(x) | mg x(x). Mit der Gradformel
muss also grad(p) < grad(mg i) sein. Die Minimalitétseigenschaft
und die Eindeutigkeit von mg g (x) zeigt gerade p(z) = mg k().

(73i) = (dv) Wir miissen zeigen, dass mg () irreduzibel ist in K[z]. Seien al-
so q,r € Klz] mit mg i (z) = g(z)r(x). Weil mg g (z) normiert
ist, kbnnen wir auch annehmen, dass ¢(z) und r(z) normiert sind.
Weiter ist 0 = mg k(8) = q(8)r(B). Also gilt oBdA ¢(8) = 0. Also
muss grad(q) = grad(mg k) gelten. Mit der Gradformel gilt also
grad(r) = 0, was gleichbedeutend ist mit r € K\ {0} = K[z]*. Also
ist mg () tatsachlich irreduzibel in K[z].

(iv) = (i) Wir haben bereits gesehen, dass I # {0} ein Primideal im Haupt-
idealbereich K[z] ist. Also gilt K[z] # I = (pg) fiir ein irreduzibles
po € K|[z] (siehe Proposition und Korollar [2.6.11)). Da p ein
Element in I ist, gilt also py | p, und da p irreduzibel ist und py
keine Einheit ist, gilt sogar py ~ p. Nach Lemma folgt somit

(p) = (po) = I.
0
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Fiir eine Korpererweiterung L/K mit 5 € L haben wir mit K[f] den kleins-
ten Teilring von L, der K und 3 enthélt, bezeichnet. Nach Proposition|[3.2.11
ist K] das Bild des Einsetzhomomorphismus g und somit gilt

K[8] = {p(B)|p(z) € K[x]}.
Weiter war K (/3) der kleinste Teilkérper von L, der K und § enthélt.

ProrosiTION 3.3.5. Mit obigen Notationen gilt
K[f] = K(B) <= p ist algebraisch tber K.

BeEweIs. Die Gleichheit K[f] = K () bedeutet gerade, dass K[f] bereits

ein Korper ist.
<= Sei (8 algebraisch tiber K. Nach dem Isomorphiesatz fiir den
Einsetzhomomorphismus ¢g gilt

K[B] = Bild(pg) 2 Kltl/ker(op) = Klal/r.

Wir wissen bereits, dass I # {0} ein Primideal in KJz] ist.

Nach Korollar ist I auch ein Maximalideal in K[z]. Also ist

Klzl/1 = K[f] ein Korper (siehe Proposition [2.2.11]). Insbesondere
muss also K[3] = K () gelten.

= Wir beweisen die Aussage durch Kontraposition und nehmen an,

dass ( transzendent iiber K ist. Wir miissen zeigen, dass K [] kein

Korper ist. Zunachst bemerken wir, dass
{0} = {p(x) € K[z]|p(B) = 0} = ker(¢p)
ist. Wieder mit dem Isomorphisatz erhalten wir nun
K[B] = Klel/ker(pp) = K|x].

Da K|[x] kein Koérper ist (x ist keine Einheit) ist auch K[f3] kein
Korper. Daher muss K[3] ungleich K (/) gelten.

O

Aus dem Beweis von Proposition halten wir folgendes Resultat fest.

PROPOSITION 3.3.6. Sei L/K eine Korpererweiterung, 5 € L und (3 alge-
braisch tiber K. Dann induziert der Einsetzhomomorphismus einen Isomor-

phismus
Klz]/(ms,k (x)) — K[B].

PROPOSITION 3.3.7. Unter den Voraussetzungen von Proposition [3.5.0 gilt

[K[5] : K] = grad(mg k).
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BewEs. [K[8] : K] BE8 [Kle)/imp (o)) + K] 520 grad(mg k) 0

BEISPIEL 3.3.8. Sei p eine Primzahl und n € N beliebig. Dann haben wir die
Korpererweiterung Q[ ¢/p]/Q und Q[ ¢/p] ist ein Teilkérper von C. Es gilt,
dass 2™ — p das Minimalpolynom von {/p iiber Q ist. Denn das Polynom ist
offensichtlich normiert und hat die Nullstelle /p. Weiter ist es irreduzibel
nach Eisenstein (Theorem und somit liefert uns Lemma dass
es tatséchlich das Minimalpolynom ist. Mit Proposition [3.3.7] erhalten wir

somit

[Q[/p] : Q] = grad(z" — p) = n.

DEFINITION 3.3.9. Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Zwischenkorper
von L/K ist ein Korper F' fiir den K C F' C L gilt.

PROPOSITION 3.3.10. Sei L/K eine Korpererweiterung und 3 € L. Dann
ist B algebraisch iber K genau dann wenn ein Zwischenkérper F von L/K
existiert, mit f € F und [F : K] < 0.

BEWEIS. Wie immer bei ’genau dann wenn’-Aussagen miissen wir zwei Rich-

tungen beweisen.

= Sei (3 algebraisch iiber K. Setzte F' := K|[f]. Dies ist nach Propo-
sition [3.3.5] tatséchlich ein Zwischenkorper mit S € F. Weiter gilt
[F': K] = grad(mg, i) < 0o, was wir in Proposition bewiesen
haben.

<= Sei I' ein Korper wie in der Proposition beschrieben. Da g € F
und [F : K] = n < oo, mussen die n + 1 Elemente 1,4,...,5"
nach Definition des Grades K-linear abhéngig sein. Damit gibt es
ag, - -, a0y € K, nicht alle 0, mit ag + a16 + ... + a, 6" = 0. Also
ist B Nullstelle des Polynoms ag + a1z + ... + apz”™ € Klz]\ {0}.
Damit ist S algebraisch tiber K.

O

Insbesondere sind also alle endlichen Korpererweiterungen L/K (d.h. [L :
K] < o0) algebraisch.

THEOREM 3.3.11. Sei L/K eine Kdorpererweiterung. Dann ist M = {f €
L|B algebraisch iber K} ein Unterkérper von L mit K C M.

Beweis. Fir g € K ist p(x) = x — € K|z] und hat die Nullstelle 8. Somit
gilt 8 € M und damit ist K C M gezeigt. Insbesondere gilt 0,1 € M.
Um zu zeigen, dass M ein Unterkorper von L ist, geniigt es zu zeigen, dass
B+, By und y~! € M sind fiir beliebige Elemente 3,y € M, v # 0.
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Weil 3 algebraisch iiber K ist, gibt es einen Unterkoérper Fjg von L mit
B € Fg und [Fg : K] < oo (nach . Weil v algebraisch iiber K ist,
ist «y erst recht algebraisch tiber 3 O K. Wieder mit gibt es einen
Zwischenkorper F,, mit Fg C F, C L und v € F, und [F, : Fg| < co. Mit
der Gradformel [3.2.5] gilt [F, : K| = [F, : Fg][Fp : K] < co. Also ist F, ein
Unterkorper von L, der 4 v, v und v~ enthélt, weil 8,7~ € F,. Wieder
mit folgt, dass alle diese Elemente in M liegen. O

3.4. Zerfiallungskorper

Sei K ein Korper. Fiir ein gegebenes Polynom p(z) € K|[x] mochten wir
einen Korper betrachten, der alle Nullstellen von p enthélt. Dies wird in
aller Regel nicht der Grundkérper K sein. In diesem Abschnitt werden wir
die kleinste Korpererweiterung von K konstruieren, die alle Nullstellen von
unserem gegebenen Polynom p(x) enthélt. Diese Erweiterung werden wir
Zerfallungskorper nennen.

Wenn z.B. p(z) = 22 — 2 ist und K = Q, dann ist der Zerfillungskorper von
p(z) gleich Q[v2] = {a + bv2|a, b, € Q}.

PROPOSITION 3.4.1. Seien L/K und L'/K Korpererweiterungen und sei
¢: L — L' ein K-Homomorphismus. Dann gilt p(¢(8)) = ¢(p(B)) fir alle
B € L. Insbesondere werden alle Nullstellen von p(x) in L auf Nullstellen
von p(z) in L' abgebildet.

BEWEIS. Seip(z) = apz"+a,_ 12" ' +.. +airtagmita; € K,i=1,...,n.
p(¢(B)) = anp(B)" + an—lSO(ﬂ)nil +...+ag
= @(an)@(B)" + o(an-1)e(B)" " + ...+ p(ao)

= p(anB") + plan—18""") + ... + plao)
= @(anB" + an—18""" + ...+ ag) = ¢(p(B))

Sei nun p(f#) = 0. Dann folgt aus dem ersten Teil

Also ist p(3) eine Nullstelle von p(z) in L’ wie behauptet. O

BEMERKUNG 3.4.2. Wir erinnern daran, dass wir bereits gesehen haben dass
eszu p € K[x]\ K eine Korpererweiterung L/K gibt, die eine Nullstelle von
p enthilt. Die Eigenschaft, dass ein Korper L alle Nullstellen von p enthalt

ist gleichbedeutend damit, dass p iiber L’ in Linearfaktoren zerfillt.

PROPOSITION 3.4.3. Sei p(z) irreduzibel in Kx]|. Dann gilt
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(a) Es gibt eine Korpererweiterung L/ K mit einer Nullstelle § € L von

p(x) so, dass L = K|[f].

(b) Sei p : K — L' ein Korper-Homomorphismus. Dann existiert

genau ein Ring-Homomorphismus ¢ : K|x] — L'[x], mit §|x = ¢
und @(x) = x.

(¢c) Falls 8’ eine Nullstelle von ¢(p) in L' ist, dann gibt es genau einen

Korper-Homomorphismus ¢' : L — L', mit ¢'| i = ¢ und ¢'(B) =
/6/

BEWEIS. Die Aussage in (a) haben wir bereits in Beispiel und Propo-
sition [3.3.6] bewiesen.

Zu (b):

Zu (c):

¢'(7)

Wie beim Einsetzhomomorphismus in Lemma folgt, dass @
m . m .

durch ¢(> bja?) = > ¢(bj)a’ eindeutig bestimmt und ein Ring-
j=0 5=0

Homomorphismus ist.

Es ist L = K[8] = {q(B)|l¢ € KJz]}. Sei also v = ¢(8), mit
q(z) = apz™ 4+ -+ + a9 € K|z], beliebig. Da das gesuchte ¢’ ein
Homomorphismus sein soll, muss gelten:

Voraussetzung

= ¢ (an)@'(B)" + -+ + ¢'(ao) p(an)B™ + -+ p(ao).

Dies zeigt die Eindeutigkeit. Wir miissen noch zeigen, dass diese
Abbildung wohldefiniert ist. Sei also ¢’ € K|[z] ein weiteres Element
mit v = ¢'(8). Da p(x) irreduzibel ist, ist es bis auf Multiplikation
mit Einheiten das Minimalpolynom von 5. Also gilt nach Lemma
B-3.4p(z) | ¢'(z)—q(x). Insbesondere ist also ¢'(z) = q(z)+r(z)p(z)
fir ein r(x) € K[z]. Es folgt

¢'(d'(B)) = ¢'(a(B)) + £ (r(B)p(B)) = ¢'(a(B))-
=0
Somit ist die Konstruktion von ¢’ tatsachlich wohldefiniert. Dass
diese Konstruktion auch ein Kérper-Homomorphismus ist folgt un-

mittelbar aus der homomorphie Eigenschaft von .

O

SATZ 3.4.4. Sei p(x) € K[z] vom Grad n > 1. Dann gibt es eine Korperer-

weiterung L/K so, dass p(x) in ein Produkt von Linearfaktoren in L[z]
zerfdllt und [L : K] < nl! gilt.

BEwWEIS. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n.

Wenn n = 1 ist, dann ist p(x) selbst ein Linearfaktor in K[z], also kdnnen
wir K = L wihlen und es gilt [L : K] = 1!.
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Sei nun also n > 1. Betrachte einen irreduziblen normierten Faktor ¢(x) €
K[z] von p(z). Nach Konstruktion gibt es eine Korpererweiterung
L'/K, die eine Nullstelle 3 von ¢(x) enthéilt, und mit Proposition gilt

(6) L' : K] = grad(q) < grad(p) = n

Insbesondere ist 3 auch eine Nullstelle von p(z). Wir kénnen die Nullstelle
B von p(x) abspalten, d.h. es gibt ein Polynom ¢'(x) € L'[z] so, dass p(z) =
(x — B)¢'(x) und grad(q’) = n — 1.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert also eine Korpererweiterung L/L’
so, dass [L: L'] < (n—1)! und

d(x) =a(x =) (x — Ba-1)
flir geeignete By, ..., Bh—1 € L. Weiter gilt

©
<

[L:K]®"2Y L L)L K] < (n—1) n=nl

und p(x) zerféllt iiber L in Linearfaktoren. O

THEOREM 3.4.5. Sei f(x) € Klx]. Dann gibt es eine Korpererweiterung
L/K, mit f(x) = ap(x — 1)+ (x — By) fir Elemente B1,...,0, € L und
L=K(B1,...,Bn). Diese Kdrpererweiterung L/K ist bis auf K-Isomorphie

etndeutig.

BEWEIS. FEzistenz: Nach Satz existiert ein Korper L'/K mit f(z) =
an(x — B1) -+ (x — B,) fiir Elemente (1,...,08, € L'. Der Teilkorper L =
K(p1,...,0Bn) von L' erfiillt nun alle gewiinschten Eigenschaften.
Findeutigkeit: Seien L/K und L'/ K zwei Korpererweiterungen, die die Vor-
aussetzungen des Theorems erfiillen. D.h.: L = K(f1,...,3,), mit f(z) =
an(x — B1) -+ (x — By) € Ljz] und L' = K(B],...,0.), mit f(z) = an(x —
Br) - (= By) € Lla].
Sei F' ein Zwischenkorper von L/K so, dass es einen K-Homomorphismus
¢ : F — L' gibt mit (siehe Proposition

¢(f) = plan)(x = By) - (x — By) € L'[z].
Diese Voraussetzung ist zum Beispiel fiir F' = K und ¢ = id erfiillt.
Behauptung: Es existiert ein Homomorphismus ¢’ : L — L' so, dass ¢/|p
und ¢(8;) = B, fiir alle ¢ = 1,...,n nach geeigneter Permutation der Null-
stellen 37,..., 0.
Beweis der Behauptung: Mit Induktion nach n.
Firn =1gilt f(x) = apn(z—Bn) = an(z—0],) € K[z]. Alsogilt L = K = L'
Sein nun n > 1 und p(x) € K[x] der irreduzible Faktor von f(x) mit p(5,) =
0 € L. Nach Voraussetzung besitzt p(z) auch eine Nullstelle in L' und nach
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Permutation der Nullstellen diirfen wir p(8],) = 0 € L’ annehmen. Mit
Proposition (c) existiert ein K-Homomorphismus ¢, : K(8,) — L'
mit o, (8,) = 5. Abspalten der Nullstelle 3,, € L liefert

f@) = (¢ Bu) fu(x) |, fiir ein fi € (K(5,))[a] mit grad(fr) =n - 1.

Nach Induktionsvorraussetzung existiert also ein Homomorphismus ¢’ : L —
L' mit ¢'|g(g,) = ¢n, also ist ¢’ insbesondere ein K-Homomorphismus.
Dies beweist die Behauptung. Das eben konstruierte ¢’ ist surjektiv, da
L' = K(B1,...,0,) und ¢'(B8;) = B} fur alle i € {1,...,n}. Da weiter jeder
Korperhomomorphismus injektiv ist, ist ¢’ ein Isomorphismus, was zu zeigen

war. O

DEFINITION 3.4.6. Der Korper L = K(f4, ..., 3y) aus Theorem heifit
Zerfallungskorper von f. Es ist nach Konstruktion der kleinste Korper tiber

dem f in Linearfaktoren zerféllt.

3.5. Algebraisch abgeschlossene Korper

Wir werden in diesem Abschnitt zwei wichtige Resultate beweisen. Erstens
werden wir sehen, dass jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren zerféllt und
zweitens werden wir zeigen, dass jeder Korper eine algebraische Korperer-
weiterung K besitzt, so dass jedes Polynom aus K[z] in Linearfaktoren aus
K [x] zerfillt. Dies erlaubt uns fiir jeden Korper zu einer Kérpererweiterung

iiberzugehen, in der jede polynomielle Gleichung 1ésbar ist!

DEFINITION 3.5.1. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, genau
dann wenn jedes Polynom in K[z] vom Grad > 1 mindestens eine Null-
stelle in K besitzt.

ProOPOSITION 3.5.2. In einem algebraisch abgeschlossenem Kérper K zer-
fallt jedes p(z) € K[z] \ K in ein Produkt von Linearfaktoren aus K[x].

BEWEISs. Wir beweisen die Aussage mit Induktion nach n = grad(p). Der
Fall n =1 ist trivial. Falls n > 1, dann haben wir eine Nullstelle o von p(z)
nach Definition von algebraisch abgeschlossen. Wir spalten diese Nullstelle
ab, wie in Proposition [3.1.3] Damit gilt p(z) = (z —a)-¢(z) fiir ein ¢ € K[z]
vom Grad n — 1. Mit Induktion folgt nun die Behauptung. O

BEMERKUNG 3.5.3. Ein algebraisch abgeschlossener Korper K kann keine
echten algebraischen Erweiterungen besitzen. Denn fiir L/ K algebraisch und
a € L muss nach Proposition bereits z —a € K|[x], also o € K, gelten.

SATZ 3.5.4 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlossen.
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Es gibt viele verschiedene Beweise dieses Theorems. Der wohl eleganteste
benutzt den folgenden Satz aus der Funktionentheorie (komplexen Analysis).

Dorthin verweisen wir auch fiir einen Beweis.

THEOREM 3.5.5 (Satz von Liouville). Sei f : C — C eine holomorphe
Funktion. Ist |f(z)| beschrinkt auf ganz C, so ist f konstant.

BEWEIS VON THEOREM [3.5.4] Sei p(x) € C[z]\ {0}, so dass p keine Null-
stelle in C besitzt. Dann ist mit p(x) auch 1/p(z) eine holomorphe Funktion
auf ganz C. Weiter ist |1/p(z)| auf ganz C beschréankt, was aus der Stetigkeit
von 1/p(z) folgt. Also gilt mit Theorem Up(z) = ¢ € C\ {0}. Damit ist
dann auch p(z) konstant. Also besitzt jedes nicht konstante Polynom eine
Nullstelle in C. O

ABBILDUNG 3.2. Der herausragende franzosische Ma-
thematiker Joseph Liouville (1809 - 1882) war hochst
wahrscheinlich der erste der die Ideen Galois verstan-
den und ihre Bedeutung erkannt hat. Er veroffentlichte
Galois Schriften 1846. Die Ideen Galois werden uns im
néichsten Kapitel beschéftigen.

Wir benutzen im Folgenden das Zorn’sche Lemma. Dies ist eine Aussage
in der Mathematik, die nicht (mit den Zermelo-Fraenkel-Axiomen) bewie-
sen werden kann. Es ist also ein Axiom und &quivalent zum sogenannten

Auswahl-Aziom. Zunédchst ein paar Voriiberlegungen:

Sei M # () eine partiell geordnete Menge beziiglich der Relation <. (D.h. <
ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, wie die Teilbarkeitsrelation aus
Bemerkung. Eine Teilmenge K C M heif3t total geordnet genau dann
wenn fiir alle z,y € K gilt * < y oder y < x. Eine obere Schranke in einer
solchen Menge K ist ein Element z € M mit x < z fiir alle x € K.

ZORN’SCHES LEMMA 3.5.6. Fulls jede total geordnete Teilmenge K von M
eine obere Schranke in M hat, dann gibt es in M ein mazimales Element

Tmaz, -h. £ € M, Tmar < T = Tpmaz = T.

LEMMA 3.5.7. Jedes Ideal Iy # R in einem kommutativen Ring R ist in

einem Mazimalideal enthalten.

BEWEIS. Sei M = {I<R|I # R,Iy C I}. Dann ist M # (), da Iy € M.
Weiter ist M partiell geordnet beziiglich C. Wir zeigen nun, dass die Vor-

aussetzungen des Zorn’schen Lemmas erfillt sind.
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ABBILDUNG 3.3. Das Zorn’sche Lemma stammt von
dem deutsch-amerikanischen Mathematiker Max August
Zorn (1906 - 1993), der 1933 aufgrund der nationalso-
zialistischen Politik Deutschlands in die USA emigrierte.
Ein weiteres wichtiges Resultat, das man mit Hilfe des
Zorn’schen Lemmas erhalt, ist die Existenz einer Basis in
einem (nicht-endlich dimensionalen) Vektorraum.

Sei also K eine total geordnete Teilmenge von M, dann ist Jy := |J J

auch ein Ideal, was in den iibungen gezeigt wurde. Weil 1 ¢ JVJ € K, ist
auch 1 ¢ Jp. Somit ist Iy C Jy # R. Also Jy € M und Jj ist eine obere
Schranke von K in M. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es ein maximales
Element J,,4, in M. Dieses ist offenbar ein Maximalideal von R welches I
enthalt. O

In haben wir fiir eine Menge 1" den Polynomring iiber einem Koérper K

in den Variablen x;, t € T, als K|[(x¢)ier] := U K[(xs)ses] konstru-
SCT,|S|<0
iert. Hier ist K[(xs)ses], fiir eine endliche Menge S, der iibliche Polynomring

in |S| vielen Variablen, den wir schon aus den Ubungen kennen.

THEOREM 3.5.8. Jeder Kdrper K ist ein Teilkérper eines algebraisch abge-

schlossenen Korpers.

BEwEISs. Wir haben bereits gesehen, dass wir zu einem f(x) € K[x] einen
Zerfallungskorper konstruieren konnen. Eine Korpererweiterung von K in
der n Polynome fi,..., f, € K[z], n € N, in Linearfaktoren zerfallen erhal-
ten wir durch den Zerfallungskorper von fi--- f, € Klx]. Dies wollen wir
nun mit Hilfe des Zorn’schen Lemmas fir unendlich viele Polynome

erweitern.

1. Schritt: Es existiert eine Korpererweiterung K1/K, so dass jedes f(x) €

K[x] mindestens eine Nullstelle in K besitzt.

Wir setzen T' := K[z]|\ K und betrachten den Polynomring R := K[(xf) fer].
Insbesondere enthélt R die Polynome f(x ) fiir alle f € T'= K{z]\ K. Diese
Polynome erzeugen ein Ideal Jy in R. Es ist also

n

Jo=({fap)|f € THEETLY gifilay,)ln € N, gy € RY.
k=1

Wir wollen nun zeigen, dass Jy nicht ganz R sein kann. Angenommen Jy = R,

dann wére 1 € Jy und damit hat man eine Darstellung

L=agifilxp)+ ...+ gnfu(zry,) , mit g € Rfiir k€ {1,...,n}.
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Sei L ein Zerfallungskorper von fi--- f, € KJz]. Dann existieren fiir alle
ke {1,...,n} Elemente aj € L, mit f(ax) = 0. Setzen wir diese Elemente
ai,...,op fir oy, ..., 2y, in obiger Gleichung ein, so erhalten wir 1 = 0.
Dies ist natiirlich ein Widerspruch, also gilt Jy # R.

Nach Lemma gibt es ein Maximalideal J in R mit Jy C J. Nach Pro-
position ist K1 = R/J ein Korper. Es ist sogar eine Korpererweiterung

von K, denn es ist

konst. Polyn. Proj.
el 1 — R/J = K.

WEeil ¢ ein Ring-Homomorphismus zwischen Koérpern ist, muss ¢ injektiv
sein und damit diirfen wir K mit seinem Bild ¢(K) identifizieren und somit
K als Teilkorper von K auffassen. Sei nun f € T = K[z]\ K beliebig. Dann
gilt fiir Ty = s+ J € K; gerade f(T7) = f(zy) = 0 € K; (analog zu.
Damit besitzt jedes f € K[z] \ K eine Nullstelle in K.

2. Schritt: Schluss des Beweises.

Wir iterieren den ersten Schritt mit Ko = K. Das heift, fiir jedes i € Ny
konstruieren wir einen Korper K;i1 so, dass K; C K;11 und jedes f €
K;[z] \ K; eine Nullstelle in K;;1 besitzt.

Wir betrachten den Korperturm K = Ky C K7 C Ko C ---. Genau wie bei
Idealen sehen wir, dass F' := U;en, K; ein Korper ist mit K C F. Sei nun
g(z) € Flz] \ F beliebig. Dann existiert ein n € N mit g(z) € K,[z] \ K.
Also besitzt g(x) eine Nullstelle in K41 C F. Damit ist F' ein algebraisch
abgeschlossener Oberkorper von K. U

THEOREM 3.5.9. Jeder Korper K besitzt eine algebraische Kérpererweite-
rung K /K, so dass K algebraisch abgeschlossen ist. Dadurch ist K bis auf

K-Isomorphie eindeutig bestimmit.

BEWEIS. Ezistenz: Wir haben in Theorem [3.5.8 bewiesen, dass es eine Kor-
pererweiterung F'/K gibt, so dass F algebraisch abgeschlossen ist. Setze
nun K = {§ € F|B algebraisch iiber K}. In den iibungen wird gezeigt, dass
dies tatsichlich ein algebraisch abgeschlossener Korper ist und, dass K /K
algebraisch ist.

Eindeutigkeit: Wir werden wieder das Zorn’sche Lemma benutzen. Seien K
und K zwei algebraisch abgeschlossene Oberkorper von K, die algebraisch
iiber K sind. Definiere

M = {(L,7)|L Zwischenkérper von K /K und 7 : L — K ein K — Hom.}.
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Die Menge M ist nicht leer, da (K,id) € M. Die Relation
(Lyr)<(U',7Y<= LCL ud 7| =71

ist eine partielle Ordung auf M (die hierfiir nétigen Eigenschaften Refle-
xivitat, Transitivitdt und Antisymmetrie sieht man sofort). Sei nun I eine
beliebige Indexmenge und {(L;, 7;) }ier € M eine totalgeordnete Teilmenge
von M. Das bedeutet: Fiir ¢, j € I gilt L; C L; und 75|, = 7; oder andersher-
um. Dann ist L = U;erL; ist ein Korper und jedes « € L ist in einem L;, fir
ein ¢ € I, enthalten. Dadurch wird 7: L — ?/, durch a — 7;(a), zu einem
wohldefinierten K-Homomorphismus. Also ist das so erhaltene (L,7) € M
eine obere Schranke von {(L;, 7;) }ic;. Mit dem Zorn’schen Lemma [3.5.6] be-
sitzt M ein maximales Element (Z, ).

Nach Definition von M ist Z ein Teilkérper von K. Angenommen Z # K.
Dann existiert ein a € K \ Z. Da « algebraisch iiber K ist, ist « erst recht
algebraisch iiber Z. Sei also mq z(z) = 2™ + ap—12" 1 + -+ +ag € Z[z] das

Minimalpolynom von «. Dann besitzt
5(maz(x)) = 2" +o(an_1)z" '+ +o(ag) € K

eine Nullstelle o/ € K . Nach Proposition existiert genau ein Korper-
Homomorphismus o’ : Z(a) — K mit ¢/|; = ¢ und o'(a) = /. In
der Sprache der eingefiihrten Relation < bedeutet dies gerade (Z,0) <
(Z(a),0’) und aus a ¢ Z folgt (Z,0) # (Z(«),0’) im Widerspruch zur
Maximalitit von (Z,0). Also gilt Z = K und ¢ : K — K ist ein K-
Homomorphismus.

Wir miissen noch zeigen, dass ¢ sogar ein K-Isomorphismus ist. Wie immer
wissen wir bereits, dass o als Korper-Homomorphismus injektiv ist. Es bleibt
die Surjektivitdt zu zeigen.

Der Kérper o(K) C K ist algebraisch abgeschlossen, denn: Sei f € o(K)[x]\
o(K) beliebig und f’ € K[z] mit 5(f’) = f. Da K algebraisch abgeschlossen
ist, existiert ein 8 € K mit f/(8) = 0. Damit ist aber auch o(3) € o(K)
eine Nullstelle von &(f’) = f (siehe Proposition [3.4.1).

Nun ist K eine algebraische Korpererweiterung des algebraisch abgeschlos-
senen Korpers o(K). Wie wir in Bemerkung festgestellt haben, muss
damit o(K) = K gelten. Also ist o ein K-Isomorphismus zwischen K und
K. O
DEFINITION 3.5.10. Sei K ein Korper. Ein algebraisch abgeschlossener Kor-
per K O K, der algebraisch iiber K ist, heifit algebraischer Abschluss von
K. Wir haben in Theorem [3.5.9| gezeigt, dass jeder Korper einen bis auf

K-Isomorphie eindeutigen algebraischen Abschluss besitzt.
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BEMERKUNG 3.5.11. Ein Isomorphismus zwischen zwei algebraischen Ab-
schliissen, ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, was in den Ubungen

gezeigt wird.

BEISPIEL 3.5.12. Der algebraische Abschluss von R ist R = C. Da es jedoch
viele iiber Q transzendente Elemente in C gibt, ist C kein algebraischer
Abschluss von Q.

BEMERKUNG 3.5.13. Endliche Kérper konnen nicht algebraisch abgeschlos-
sen sein. Um dies zu sehen miissen wir zu einem beliebigen endlichen Korper
K ein Polynom f(z) € K[z]\ K konstruieren, dass keine Nullstellen in
K besitzt. Ein solches Polynom ist zum Beispiel gegeben durch f(x) =
1+ [[aex(® — ). Denn damit gilt f(a) = 1 # 0 fiir alle o € K. Somit ist
der endliche Korper K tatsédchlich nicht algebraisch abgeschlossen.






KAPITEL 4

Galois-Theorie

4.1. Normale Ko6rpererweiterungen

Wie immer sei K ein Korper. Fiir jedes Polynom f(x) € K[x] konnen wir den
Zerfallungskorper konstruieren. In diesem Abschnitt wollen wir der Frage
nachgehen fiir welche endlichen Korpererweiterungen L/K (d.h. [L : K| <

o0) der Korper L ein Zerfallungskorper fiir irgendein Polynom aus K[z] ist.

DEFINITION 4.1.1. Die Korpererweiterung L/K heift normal genau dann,
wenn jedes irreduzible Polynom p(z) € K|[x], welches eine Nullstelle in L

besitzt, bereits in Linearfaktoren iiber L[x| zerfallt.

Zur Erinnerung: Ist L /K eine Korpererweiterung und o € L, so ist K(«)
der kleinste Teilkorper von L, der K und « enthélt. Falls [L : K] < oo, so
ist v algebraisch iiber K und es gilt K(a) = K[a], wobei K[a] der kleinste
Teilring von L ist der K und « enthéalt.

LEMMA 4.1.2. Seien Li/K und Lo/K endliche Kdérpererweiterungen mit
Ly = K(oq) und Ly = K(ag). Gilt mg, g(x) = M, kx(x), dann gibt es

genau einen K-Isomorphismus ¢ : L1 — Lo mit p(aq) = ao.
BEWEIS. Wir benutzen Proposition und erhalten

K(Oq) = K[Ozl]\(;/K[x}/(malK(m)) = K[x]/(mQQYK(x))\%LK[OQ] = K(OQ).

P1 P2
Somit ist p = o 0 cpfl der gesuchte K-Isomorphismus. Die Eindeutigkeit
ist klar, da sich jedes Element aus L; = K (1) als Linearkombination von
FElementen aus K und Potenzen von «a; schreiben lasst. Damit ist ¢ eindeutig
durch das Bild von o7 bestimmt. O

LEMMA 4.1.3. Seien L1/K und Lo/ K Korpererweiterungen und ¢ : Ly —>
Ly ein K-Homomorphismus. Fir p(x) € K[x] werden die Nullstellen von
p(x) in Ly durch ¢ injektiv auf die Nullstellen von p(x) in Lo abgebildet.
Falls L1 = Lo, dann permutiert ¢ die Nullstellen von p(x) in L1 = Lo

BEwEIs. Folgt aus Proposition [3.4.1) und den Tatsachen, dass ¢ injektiv ist

und eine Selbstinjektion einer endlichen Menge bereits bijektiv ist. O

65



66

4. GALOIS-THEORIE

PROPOSITION 4.1.4. Die Korpererweiterung L/K sei endlich. Dann sind

folgende Aussagen dquivalent:

(a) L/K ist normal
(b) L ist Zerfillungskorper eines Polynoms f(z) € K|z]

BEWwWEIS. Wir beweisen die beiden notigen Inklusionen.

(a) = (b):

Weil L/K endlich ist, gibt es Elemente aq,...,q, € L mit L =
K(ou,...,a,). Wir kénnen z.B. eine K-Basis des endlich dimen-
sionalen (beachte die Definition von [L : K]) K-Vektorraumes L
wahlen.

Seien nun f; € K[x] die Minimalpolynome der Elemente «; fiir
alle 7 € {1,...,r}. Jedes dieser f; € K|x] hat eine Nullstelle in L
und L/K ist normal. Also zerfallen alle f; - und somit auch f =
fi-++ fr - in Linearfaktoren iiber L[x]. Sei Z der Zerfallungskorper
von f iiber K. Wir wissen, dass L alle Nullstellen von f enthalt.
Somit gilt Z C L. Auf der anderen Seite wird L bereits von den
Nullstellen aj, ..., a, erzeugt. Somit gilt auch L C Z und somit

L = Z, was zu zeigen war.

: Sei nun L der Zerfallungskorper von f(x) € K[z], d.h.

fx)=an(x—7) ... (x =)

fir v1,...,7m € L und L = K(y1,...,7,). Wahle ein beliebiges
irreduzibles p(z) € K|x|, welches eine Nullstelle in L enthélt. Wir
miissen zeigen, dass p iiber L[z| in Linearfaktoren zerféllt.

Sei Z der Zerfallungskorper von p iiber L. Dann ist also Z =
L(B1,. .., B, mit p(x) = b.(x — 1) -+ (x — B,), und 0BdA B; € L.
Um den Beweis zu beenden miissen wir zeigen, dass §; € L fir
alle i € {1,...,r}. Multiplikation mit Einheiten in K[x] verdndert
weder die Irredzibilitdt von p noch die Nullstellen von p. Damit
wissen wir, dass (z— /1) - - - (x— ;) das Minimalpolynom von jedem
Bi, i € {1,...,r}, ist. Also dirfen wir Lemma anwenden.

Dieses besagt, dass es fiir jedes 3; genau einen K-Isomorphismus

¢ : K(p1) — K(B;) mit ¢(B1) = S

gibt. Nun ist L der Zerféllungskorper von f(x) als Polynom im Ring
K (B1)[x]. Weiter ist L(5;) = K (71, - .., Vn, B:i) der Zerfallungskorper
von f(z) als Polynom in K(f;)[z]. Nach Satz ist der Zer-
fallungskorper bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmt und da-

mit gibt es eine Fortsetzung von ¢ zu einem K-Isomorphismus
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L = L(B1) — L(B;). Nach der Gradformel gilt
[L: K] =[L(B) : K] = [L(B) : L][L : K]

und somit [L(f;) : L] = 1. Dies bedeutet gerade 3; € L.
(]

KOROLLAR 4.1.5. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann existiert

eine endliche Korpererweiterung F/L so, dass F/K normal ist.

BEWEIS. Wie eben setzen wir L = K (o, ..., qy), fi(x) = mq, k() fiir alle
ie{l,...,r}und f = f1--- fr. Wir betrachten den Zerfallungskérper F' von

f = f1--- fr iber L. Damit haben wir die endlichen Korpererweiterungen
KCLCF

Wir miissen zeigen, dass F' auch der Zerfallungskorper von f iiber K ist.
Seien dazu ay, ..., as alle Nullstellen von f in F. (Da aj, ..., a, Nullstellen

von f sind, diirfen wir tatséchlich dieselbe Notation benutzen). Damit gilt

(7) F=L(ay,...,as) = Llapt1,...,05)
(8) =K(ag,...,o0) (i1, .. 0s) = K(ag, ..., a,).

Also ist F//K tatséchlich ein Zerfallungskérper und mit Proposition ist
F/K normal. O

KOROLLAR 4.1.6. Sei L/K eine endliche normale Kdérpererweiterung und
F ein Kérper mit K C F C L. Dann ist auch L/F normal.

BEWEIS. Mit Proposition existiert ein Polynom f € KJz|, so dass L
der Zerfallungskorper von f tiber K ist. Natiirlich ist f auch ein Element
aus F[z] und somit ist L erst recht der Zerfallungskorper von f tiber F.
Wieder mit Proposition schliefen wir, dass L/F normal ist. O

4.2. Separable Korpererweiterungen

Wir wollen Polynome f(x) € K[z], wobei wie immer K ein Korper ist, klas-
sifizieren hinsichtlich der Eigenschaft ob f eine mehrfache Nullstelle besitzt
oder nicht. Ist dies nicht der Fall so nennen wir f separabel. Wir werden im
folgenden sehen, dass diese unscheinbare Figenschaft eines Polynoms tiefrei-

chende Auswirkungen auf die Theorie der Korpererweiterungen hat.

DEFINITION 4.2.1. Sei L/K eine Korpererweiterung.

e Ein Polynom f(x) € K[x] \ K heifit separabel <= f(x) hat nur

einfache Nullstellen in seinem Zerfallungskorper {iber K.
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e o € L heifit separabel iiber K <= das Minimalpolynom von « iiber
K ist separabel.

e L/K heifit separabel <= jedes o € L ist separabel iiber K.

e Der Korper K heiflt vollkommen <= jede algebraische Korperer-

weiterung von K ist separabel.

Die 'meisten’ endlichen Korpererweiterungen sind separabel, wie wir bald
sehen werden.
Fir f,¢g € K[x] und eine beliebige Korpererweiterung L/K schreiben wir
geT 1, (f, g) fiir den normierten grofiten gemeinsamen Teiler von f und g
im Ring L[z].

LEMMA 4.2.2. Mit obigen Notationen gilt ggT,1(f,9) = 88T g (f, 9)-

Beweis. Da K[z] C L[z], gilt natiirlich ggT k) (f,9) | 88T 1p(f, ). So-

wohl K[z] als auch L[z] ist ein Hauptidealbereich. Daher existieren a,b €

K[z] mit ggTkp(fi9) =  af+bg . Esist also ggT g, (f,g) ein Ele-
€ggT 1[4 (f.9)L[z]

ment in Hauptideal ggTr,(f, g)L[z]. Das bedeutet nichts anderes als dass

28T (f,9) | 88Tk (f:9) gilt. Da beide ggT’s normiert sind, folgt die

gewiinschte Gleichheit. (]

Fiir ein Polynom f(z) = agz® + ...+ ap € K[z] ist die formale Ableitung
gegeben durch das Polynom f'(z) = da ™ + (d — 1)a" 1 + ... + a1 € K[z].
Dies entspricht genau genau der Ableitung einer polynomiellen Funktion
iiber R, und es folgt genau wie in der Schule, dass fiir die formale Ableitung
die Ketten- und Produktformel glt.

LEMMA 4.2.3. Sei f(x) € Klz]\ K und f’ die formale Ableitung von f.
Dann gilt:
(a) f separabel = f' # 0 € K|[x]
(b) Falls f irreduzibel in K[x], dann gilt auch die Umkehrung in (a).
D.h.: f separabel < f' # 0.

BEWEIS. Sei L/K der Zerféllungskorper von f € K[z]. Dann konnen wir f
schreiben als f(z) = (z — a1)" -+ (z — a,)"" mit paarweise verschiedenen
Elementen «g,...qa, € L. Mit der Produktregel sehen wir sofort, dass «;
genau dann eine Nullstelle von f’ ist falls v, > 1 gilt. Insbesondere ist damit
f separabel, genau dann wenn ggT/(,(f, f') keine Nullstellen besitzt. Nun
gilt aber ggT 1, (f, )| f und f zerfallt per Konstruktion von L in L[z] in
Linearfaktoren. Also gilt
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9) fseparabel <= 1 = goT ;11 (f. ) 22 T (f: f)

Also ist fiir ein separables f € Klz] \ K, die Ableitung f’ # 0, da sonst
1 =geT g (f, f') = 88Tk (f,0) = f ¢ K wire. Dies beweist (a).

Es bleibt also zu zeigen, dass unter der Voraussetzung f irreduzibel auch
' # 0= f separabel folgt. Sei also f € K[z]\ K irreduzibel und f” # 0. Aus
der Irreduzibilitdt von f folgt dann, dass entweder ggT K[:v]< £, f) =1 oder
28Tk (f, = a;l f gilt, wobei ag den Leitkoeffizienten von f bezeichnet
(Beachte, dass der ggT stets normiert ist). Nun gilt

f'#
28Tk (f, f) < grad(f') < grad(f).
Damit ist ggT k1, (f, f') = a;lf nicht moglich. Es ist also ggT i, (f, f') = 1
und mit @ folgt, dass f separabel ist. O

PROPOSITION 4.2.4. Der Korper K ist vollkommen falls
(a) char(K) =0 oder
(b) |K| < oc.

BEwEIs. Ubung. O

BEISPIEL 4.2.5. Mit den intuitiven Rechenverfahren ist ein nicht-konstantes
Polynom dessen Ableitung verschwindet schwer vorstellbar. Ist jedoch K =
Z/pz und f(x) = 2P + 1, so ist f'(x) = pxr = 0 € K. Wir wissen aus Pro-
position [£:2.4], dass K vollkommen ist. Also kann f nicht irreduzibel sein.
Die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren ist mit Hilfe des Frobenius-
Homomorphismuses schnell gefunden. Es gilt f(X) =2 +1 = (z + 1)P.

DEFINITION 4.2.6. Eine Korpererweiterung L/K heifit einfach falls ein a €
L existiert mit L = K («). Ein solches « heifit primitives Element von L/K.

SATZ 4.2.7 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K eine endliche separable

Korpererweiterung, dann ist L/K einfach. D.h. es ezistiert ein o € L mit
L=K(a).

BEWwWEIS. Wir betrachten zundchst den Fall, dass K endlich ist. Dann ist
auch der endlich dimensionale K-Vektorraum L endlich. Genauer gilt: |L| =
|K|[“K] Also ist die multiplikative Gruppe L* von L zyklisch, wie in den
["Jbungen gezeigt wurde. Das heifit, es ist L* = () fiir ein o € L. Insbeson-

dere ist somit L = K («) was zu zeigen war.

Sei im Folgenden K ein Korper mit unendlich vielen Elementen. Da [L :

K] < oo, gilt L = K(ay,...,q,) fir Elemente aq,...,a, € L (wir kdnnen
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zum Beispiel Basiselemente des endlichen K-Vektorraums L wéhlen). Wir
benutzen Induktion nach r, wobei wir fir » = 1 bereits fertig sind.

Fiir » > 2 gilt nach Induktionsvoraussetzung
L=K(ay,...,on) = K(a,...,00_1)(c) = K(5, ).

Es geniigt also den Fall r = 2 zu beweisen, mit ay = 5, g = 7.
Mit existiert eine normale Korpererweiterung F/K mit K(f5,v) C F.
Da beta und ~ Elemente von F' sind, zerfallen die jeweiligen Minimalpoly-

nome in F[z]| in Linearfaktoren. D.h.:

mg i (x) = (x—P1) - (= Bn) € Fla] , mit B =3

myk(x) = (x—7)- (¢ —vm) € Flz] , mit 71 = 1.
Da L/K separabel ist, gilt 8; # (; und 7 # 7 fiir alle ¢ # j und fiir alle
k # 1. Also besitzt die Gleichung 81 + zy1 = B; + 2; fiir alle i € {1,...,n}
und alle j € {2,...,m} genau eine Losung. Wir wissen, dass |K| = oo gilt,

also existiert ein ¢ € K mit
(10) ,31'—1—0’)/]'7&,81—1—0’)/1 Vi=1,...,n,Vj=2,...,m.

Nun wollen wir zeigen, dass & = 8+ ¢y ein primitives Element der Korperer-
weiterung K (,~)/K ist. Dazu betrachten wir das Polynom mg (o —cz) €
K(a)[z]. Fir ein v; gilt

mg (o —cy) =0+ a—cy = pfj fiirein je{1,...,n}
<:>,31+C"}/1=Bj+6’)/i fﬁreinje{l,...,n}
(L0}
B 5 —p = gundrvi=mn=1
Also gilt

z =7 = 88T py (mp k(o — cx), iy K (7))

22 0T gy (i (0 — ), e g (1) € K (0)[a].

Damit ist v € K(«). Weiter folgt 5 = a — ¢y € K(a). Also ist K(3,7) C
K(a) und nach Konstruktion von « gilt auch die umgekehrte Inklusion.
Damit ist tatsdchlich K(3,v) = K(«), wie gewlinscht. O

DEFINITION 4.2.8. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und F' O L
mit F/K normal.

e Mit Homg (L, F') bezeichnen wir die Menge aller K-Homomorphismen
oc:L — F.

e Die Zahl [L : K]s; = |Homg (L, F')| heifit der Separabilititsgrad von
L/K.
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BEMERKUNG 4.2.9. Um den Separabilitatsgrad in zu definieren muss-
ten wir einen Korper F wiahlen. Damit die Definition wohldefiniert ist,
miissen wir noch begriinden warum [L : K] nicht von dieser Wahl abhéngt.
Esist L = K(ay,...,q,) fir gewisse ai,...,a, € L. Uber jedem Korper F
mit F/K normal und L C F zerfallen die Minimalpolynome von as, ..., a;
in Linearfaktoren. Weiter ist jeder K-Homomorphismus von L. — F' ein-
deutig durch die Bilder von «ag, ..., a, bestimmt und diese Bilder sind wie-
der Nullstellen der jeweiligen Minimalpolynome (sieche Satz . Damit ist
[L : K] tatsdchlich unabhéngig von der Wahl des Kérpers F'. Man kann fiir

F somit stets einen algebraischen Abschluss von L wéahlen.

SATZ 4.2.10. Seien K C L C E Korper mit E/K endlich. Dann gilt (wie

wir es von einem 'Grad’ erwarten)
[E:K]s=[E:L]s[L:K]s.

BEWEIS. Sei I = {1,...,[L: K|s} und J = {1,...,[E : L]s} und sei F/K
normal mit ¥ O E. Dann ist mit Korollar auch F'/L normal. Wir

koénnen also schreiben
Hompg (L, F) = {p;|i € I} und Hom(E,F) = {¢|j € J}.

Sei nun ¢; € Hompg (L, F') beliebig und F der Zerfallungskorper von f €
Liz] \ {0}. Da F/L normal ist, diirfen wir dies nach Proposition an-
nehmen. Es ist also F = L(ay,...,q,) fir aj,...,q, € L mit f(z) =
ar(x — aq) -+ (x — ). Durch sukzessives Anwenden von Proposition
lasst sich ¢; zu einem K-Homomorphismus p; : F' — F fortsetzen. Mit
Lemma [3.2.10] ist diese Abbildung sogar ein K-Isomorphismus. Im Allge-
meinen ist eine solche Fortsetzung nicht eindeutig bestimmt. Fiir jedes ¢ € T
fixieren wir eine Fortsetzung ;.

Wir stellen fest, dass die Abbildungen ¥; o ¢; : L — F Elemente aus
Hompg (F, F) sind fiir alle Tupel (i,5) € I x J.

1. Schritt: Die Elemente @; o1;, (i,7) € I x J sind paarweise verschieden.
Sei also @; 0 1; = i 0 1pj. Da die Abbildungen ; und +; Elemente aus L
nicht verandern, gilt

pi = PilL =Pi oYyl =Pr oyl =il = wir
Also pjo1); = pjotpy. Aus der Injektivitdt von ©; folgt somit auch ¢; = ;.
Dies beweist den ersten Schritt.

2. Schritt: Jedes ® € Homg (E, F') ist von der Form @; o); fir ein (i,7) €
IxJ.



72 4. GALOIS-THEORIE

Sei ® € Homg (E, F') beliebig. Es ist ®|;, € Homg (L, F), also ist ®|1, = ¢;
fiir ein ¢ € I. Da p; ein K-Isomorphismus ist, gibt es eine Umkehrabbildung
;! von @;, die ebenfalls ein K-Isomorphismus ist. Damit ist die Abbildung
@i 'o®: E — F offensichtlich ein wohldefinierter K-Homomorphismus. Es
gilt sogar

a€ L= (2a) =7 (i) =7 ' (@ila) = a

Folglich ist @; ' o ® = 1 fiir ein j € J. Dies bedeutet gerade (wieder da
@; ein Isomorphismus ist) ® = @; o 9;, wie gewiinscht. Damit ist auch der

zweite Schritt bewiesen.

Wir haben also gezeigt, dass Homg (E, F') = {@; 0v;|(i,7) € I x J} gilt und

die Elemente ©; o ¢; paarweise verschieden sind. Es folgt
[E:Kls=|IxJ| =|I|-|J|[F:L]s [l : K]s.
Dies wollten wir zeigen. O

LEMMA 4.2.11. Sei K(a)/K eine einfache algebraische Kérpererweiterung.
Dann gilt [K(«) : K|s < [K(«) : K]. Gleichheit gilt genau dann wenn o

separabel tiber K ist.

Dieses Lemma wird in der ndchsten Proposition weitreichend verallgemei-

nert.

BEWEIS. Der Beweis ist eine Anwendung von Satz[3.4.3] Sei mq,x (z) € K[z]
das Minimalpolynom von « tiber K und sei F'/ K («) eine endliche Korperer-
weiterung, so dass F//K normal ist. Damit zerfallt mq g (x) iiber F in Li-
nearfaktoren. Sei 3 irgendeine Nullstelle von mq i (z) in F. Dann existiert
ein ¢ € Homg (K (), F) mit ¢(a) = S. Ist umgekehrt ¢ € Homg (K («), F)
beliebig, so ist 1(a) eine Nullstelle von mq g (x) in F. Natiirlich ist jedes
Element in Homg (K («), F') eindeutig durch das Bild von « bestimmt. Es
gilt also

K (o) : K] 2" |Homp (K (), F)| = [{8 € Flma,x(8) = 0}

< grad(mq, k) = [K(o) : K.
Gleichheit gilt genau dann wenn mg k() genau grad(mq, k) verschiedene

Nullstellen besitzt. Dies ist genau dann der Fall wenn alle Nullstellen von

maq, K () verschieden sind, also genau dann wenn « separabel iiber K ist. [

PROPOSITION 4.2.12. Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) L/K ist separabel.
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(ii) Es gibt ai,...,a, € L separabel iber K mit L = K(a1,...,qp).
(iit) [L: K] = [L: K]s.

BEWEIS. Wir beweisen dies natiirlich mit einem Ringschluss (i) = (ii) =
(i) = (ii) Nach Satz gilt sogar L = K («) mit « separabel iiber K.

(ii) = (iii) Wir beweisen die Aussage per Induktion nach r, wobei wir den In-
duktionsanfang r = 1 bereits in Lemma gezeigt haben. Sei
fiir den Induktionsschritt also r > 2. Dass «,. separabel iiber K ist,
bedeutet gerade, dass m, g (x) nur einfache Nullstellen besitzt.
Weiter gilt mq, g (a,....ar_1)(T) | Ma k(7). Also ist a; auch separa-
bel iiber K(aq,...,ay—1). Also kénnen wir Lemma auch auf
die Kérpererweiterung L = K(ay,...,ar—1)(ay)/K(0q,...,0p_1)
anwenden. Benutzen wir zuséatzlich die Induktionsvoraussetzung so

erhalten wir
[L:K]=[K(a1,...,00-1)(a) : K(a1,...,00-1)] - [K(a1,...,00-1) : K]

BZIHY (K (..., ap) s Ko, ... oo 1)]s - [K (a1, .., are1) : K],

2107 . g,

Dies ist genau die Gleichung, die wir zeigen wollten.

(iii) = (i) Wir beweisen die Kontraposition. Sei also o € L inseparabel (d.h.
nicht-separabel) itber K. Mit Lemma wissen wir [K(«a) :
K]s < [K(a) : K]. Die Erweiterung L/K («) ist endlich. Es exis-
tieren also aq,...,ap € L mit L = K(a)(aq,...,a,). Mit Hilfe der

Gradformel schreiben wir

LK)
= [K(a)(a1,...,0p) : K(a)(an, ..., 0p1)] - [K(a) 1 K]

S[LK(@) @ rmarle K@K,
20 k),

Diese Ungleichung war zu zeigen.

KOROLLAR 4.2.13. Seien K C L C E Korper mit E/K endlich. Dann gilt
E/K separabel <= L/K und E/L sind separabel.
BEWEIS. Ubung. (]

LEMMA 4.2.14. Seien L/K eine separable Kdrpererweiterung und F' ein Zwi-
schenkorper von L/K. Dann sind auch L/F und F/K separabel.
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BEWEIS. Da F' C L ist, ist F'/K separabel. Sei nun « € L beliebg, dann ist
Mma, K () € Flz] ein Polynom mit mq k() = 0. Mit Proposition folgt,
Ma,F () | Ma,k(x). Das Minimalpolynom von « iiber K hat nach Voraus-
setzung nur einfache Nullstellen. Damit hat auch jeder Teiler, insbesondere

Mmq,F(z) nur einfache Nullstellen. Das bedeutet « ist separabel iiber F. [0

PROPOSITION 4.2.15. Sei char(K) =p > 0 und L/K eine endliche Korper-
erweiterung mit pt [L : K]. Dann ist L/ K separabel.

BEWEIS. Sei L/K wie in den Voraussetzungen und a € L beliebig. Wie in
den Ubungen gesehen existiert ein maximales r € Ny mit mq x () = g(z?")
fiir ein g(z) € K[z]. Weiter wurde gezeigt, dass dieses (eindeutig bestimmte)

g separabel ist. Mit der Gradformel sehen wir
[K () : K] = grad(mq,x) = p" grad(g) | [L : K].

Da p aber kein Teiler von [L : K] ist, muss 7 = 0 gelten. D.h.: mq g (x) =
g(x) ist separabel. O

4.3. Galois-Theorie

Sei ab jetzt stets L/K eine endliche Koérpererweiterung. Im Allgemeinen ist
es aufwendig alle Zwischenkorper dieser Korpererweiterung anzugeben, zu-
mindest dann wenn die Korper unendlich viele Elemente besitzen. Unter mil-
den Voraussetzungen an L/K werden wir in diesem Abschnitt das Problem
darauf reduzieren alle Untergruppen der endlichen Automorphismengruppe
von L/K zu finden. Dies ist deutlich einfacher und kann im Zweifelsfall so-
gar kombinatorisch gelost werden. Diese Theorie hat viele Anwendungen und
wir werden zwei der bekanntesten (Konstruierbarkeit mit Zirkel und Line-
al, und Auflésbarkeit von polynomialen Gleichungen) in spéteren Kapiteln

studieren. Die Hauptidee der Theorie stammt von Evariste Galois.

ABBILDUNG 4.1. Ewariste Galois (1811-1832)
war ein franzosischer Mathematiker. Er scheiterte
zweimal an der Aufnahmepriifung der Ecole poly-
technique und war, als {iberzeugter Republikaner,
zweimal im Geféngnis. Auch wurde seine Arbeit,

aufgrund von mangelhafter Auflerer Form, nicht
publiziert. Er starb unter ratselhaften Umstanden
(moglicherweise als passiver Selbstmord) im Duell
mit einem bakannten franzosischen Schiitzen.
Erst einige Jahre nach seinem Tod wurde die
Bedeutung seiner Ideen erkannt.
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DEFINITION 4.3.1. Eine endliche Kérpererweiterung L/K heifit Galoiser-
weiterung <= L/K ist separabel und normal. In diesem Fall nennen wir
Aut(L/K) = {¢ : L — L|¢ K-Isomorphismus } = Gal(L/K) die Galois-
gruppe von L/K. Die Gruppenstruktur ist hierbei durch die Hintereinander-

ausfiihrung gegeben.

NOTATION 4.3.2. Sei L/K eine Korpererweiterung und S eine Teilmenge
von Aut(L/K). Dann bezeichnet

L% :={a € Llo(a) = a Yo € S}

den Fizkérper von S. Beachte, dass fiir jede solche Menge S die Menge L°

mit den von L vererbten Verkniipfungen tatséchlich einen Korper bildet.

LEMMA 4.3.3. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Dann gilt die Un-
gleichung | Aut(L/K)| < [L : K].

BEWEIS. Sei F'/K normal mit L C F. Dann ist Aut(L/K) C Homg (L, F).
Ubung

Insbesondere gilt also | Aut(L/K)| < [L: K] U < [L:K]. O
THEOREM 4.3.4. Sei L/K eine endliche separable Kdrpererweiterung. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent
(i) L/K ist normal
(ii) |Aut(L/K)| = [L : K]
(ifi) LAWE/E) = K

BEWEIS. Wir beweisen dies per Ringschluss
(i) = (ii) Nach Proposition[t.2.12wissen wir bereits [L : K|, = |Homg (L, L)| =

[L: K]. Mit Lemma folgt Aussage (ii) unmittelbar.

(ii) = (iii) Es gelte also |Aut(L/K)| = [L : K]. Wir definieren den Zwi-
schenkorper F := LAWL/K) Da K C F, ist jeder F-Automporhismus
von L insbesondere ein K-Automorphismus von L (d.h.: Aut(L/F) C
Aut(L/K)). Wir wollen zeigen, dass auch die Riickrichtung gilt.
Sei dafiir ¢ € Aut(L/K) beliebig. Dann ist p(a) = a Vo € F =
LAL/K) nach der Definition des Fixkorpers. Also ist o|lp =idp
und somit Aut(L/K) = Aut(L/F). Es folgt

(11) IL: K] 2 | Aut(L/K)| = | Aut(L/F)| 'I%:ﬂ [L: F).

Dabei benutzen Wirfﬁr F statt K und beachten, dass L/F
ebenfalls separabel ist nach Benutzen wir die Gradformel,
so erhalten wir [L : K] = [L : F]|-[F : K]. Aus folgt somit
[L:K]=[L:F]und [F: K] =1. Also folgt LAYW/K) = Fp = K.
Dies zeigt (7i1).
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(iii) = (i) Sei nun LAE/K) — K. Der Satz vom primitiven Element lie-
fert ein @« € L mit L = K(«a). Wir wollen zeigen, dass L ein
Zerfallungskorper vom Minimalpolynom mg, k() € Klx] ist. Natiirlich
ist L in diesem Zerfallungskorper enthalten.

Wir betrachten das Polynom ¢(x) = HaeAut(L/K) (x —o(a)) €
L[z]. Das Polynom ¢(x) zerfallt iber L in Linearfaktoren und es

gilt
E33
n = grad(q) = | Awt(L/K)| < [L: K]"E grad(ma.x).
Sei 7 € Aut(L/K) beliebig. Da Aut(L/K) eine Gruppe ist, permu-

tiert die Verkniipfung mit 7 die Elemente dieser Gruppe. Bezeich-
nen wir mit 7 die eindeutige Fortsetzung von 7 auf den Polynomring
L[z], mit 7(x) = z, so erhalten wir

Fa@)= [I (@-7oo(a)=qlx) e K[a].

oeAut(L/K)

Insbesondere bedeutet dies, dass 7 alle Koeffizienten von ¢ fixiert.
Da 7 beliebig gew#hlt war, ist ¢ iiber LAU(L/K) Y K definiert.
Damit ist ¢(x) € K[z]\ {0}, grad(q) < grad(mq, k) und ¢(a) = 0.
Also ist ¢(z) das Minimalpolynom von a.

Die Elemente o(a), 0 € Aut(L/K), liegen alle in L. Damit ist
L = K(«) ein Zerfallungskérper von mg, x und nach Proposition
ist L/K normal. Dies beendet den Beweis.

O

SATZ 4.3.5. Sei L/ K eine endliche und separable Kérpererweiterung und sei

H eine Untergruppe von Aut(L/K). Dann ist L/L* eine Galoiserweiterung
mit Gal(L/L") = H.

BEWEIS. Als Zwischenkérper von L/K ist auch L/LY separabel (siche Ko-
rollar 4.2.13)). Mit dem Satz vom primitiven Element existiert ein o € L mit
L = K(c). Damit ist natiirlich auch L = L (a). Im Beweis von Theorem

wurde gezeigt

q(z) = H (x — o(a)) € L7[z] und q(a) = 0.
oeH

Es folgt, dass m,, ru(z) | g(x) gilt. Also ist
[L: LH] = grad(m, ru) < grad(q) = [H]|.

Andererseits gilt per Definition des Fixkorpers LY, dass H C Aut(L/LM)

gilt. Damit erhalten wir

|H| < yAut(L/LH)yE’g:ﬂ[L - L1,
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Es gilt also iiberall Gleichheit in dieser Ungleichungskette, woraus H =
Aut(L/L™) folgt. Nach Theorem ist damit L/L* normal und somit

auch eine Galoiserweiterung. O

BEISPIEL 4.3.6. (a) Q(v/m)/Q, fir m € Z, ist eine Galoiserweiterung,
denn: Q(y/m) ist der Zerfillungskorper von 22 —m € Qlx], also
ist Q(v/m)/Q normal und die Separabilitit folgt aus char(Q) = 0.
Weiter ist [Q(y/m) : Q] < grad(z? — m) = 2 und somit besteht
Gal(Q(v/m)/Q) aus maximal 2 Elementen und ist daher isomorph
zu Z/2z oder trivial.

(b) Wir betrachten die Kérpererweiterung L = Q(v/2,v/3)/Q. Als end-
liche Kérpererweiterung von Q ist L/Q separabel. Aus den iibungen
wissen wir bereits L = Q(v/2 + v/3) und [L : Q] = 4. Fiir jeden Q-
Homomorphismus ¢ und jedes m € Q gilt o(v/m)? = o(y/m’) =
o(m) = m. Also ist stets o(y/m) € {£y/m}. Die moglichen Bilder
von v/24+/3 unter einem Element aus Aut(L/Q) sind also v/24+/3,
V2 — f, —V2 43 und —v2 — /3. Wie im Beweis von Theorem
1.3.4] setzten wir

g(z) = (x — (V2+V3)) - (z = (V2 - V3))
(2= (V2= V8)) - (e = (-V2+V3))
= 2%~ 102 + 1 € Qz].

Das Polynom g(x) ist also iiber Q definiert und besitzt v/2 + /3
als Nullstelle. Weiter ist grad(q) =4 = [L : Q] = grad(m, 5, ,3)-
Damit ist ¢ das Minimalpolynom von v/2+1/3. Weiter ist jede Null-
stelle von ¢ enthalten in L und somit ist L der Zerféllungskorper
von ¢. Als solcher ist L/Q auch eine normale also eine Galoiserwei-

terung.

Wir wollen in einer gegebenen endlichen Galoiserweiterung L/K (d.h. L/K
ist normal und separabel) alle Zwischenkorper finden. Dieses Problem wird
durch den néchsten Satz darauf reduziert alle Untergruppen der endlichen
Gruppe Gal(L/K) zu finden.

THEOREM 4.3.7 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L/K eine Galoiserwei-

terung. Dann bilden die folgenden Abbildungen eine bijektive Korrespondenz

{ Untergruppen von Gal(L/K)} Ho Lt {Zwischenkorper von LK}

{Zwischenkérper von L/ K} FrorAulL/F) { Untergruppen von Gal(L/K)}
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BEWEIS. Sei zunichst H eine Untergruppe von Gal(L/K). Dann ist L ein
Zwischenkorper von L/K und somit ist die erste Abbildung wohldefiniert.
Nach Satz gilt wie gewiinscht

H— L7 — Aut(L/L7) = H.

Umgekehrt sei F' ein Zwischenkérper von L/K. Dann ist jedes Element
in Aut(L/F) insbesondere ein Element in Aut(L/K) = Gal(L/K). Also
ist Aut(L/F) tatséchlich eine Untergruppe von Gal(L/K). Nach Korollar
ist L/F separabel. Weiter ist mit L/K erst recht auch L/F normal
und somit ist L/F' eine Galoiserweiterung. Mit Theorem gilt nun

F s Aut(L/F) — LAWEE) — |

Wir haben also gezeigt, dass die Abbildungen aus dem Theorem gegenseitige

Umkehrabbildungen sind. Insbesondere sind sie damit bijektiv. O

Die folgenden Eigenschaften folgen aus dem eben bewiesenen Hauptsatz.

PROPOSITION 4.3.8. Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Seien weiter H, Hy, Hy Untergruppen von G, und F' ein Zwischenkdrper von
L/K. Dann gilt

(a) Hy C Hy <= L D 12

(b) |H|=[L: L") und [G : H] = [L¥ : K]

(¢c) L/F ist eine Galoiserweiterung

(d) 0 € G = Gal(L/o(F)) = o Gal(L/F)o!
(e) 0 € G = LoHo " = 5(LH)
(f) H <G <= LY /K ist eine Galoiserweiterung
(g) H<G = Gal(L"/K) = G/H

BEwEIs. Ubung. O

LEMMA 4.3.9. Sei L/K eine Galoiserweiterung und f € K[z|\ K so, dass
L der Zerfillungskorper von f dber K ist. Dann ist Gal(L/K) isomorph zu

einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sy, mit n = grad(f).

BEWEIS. Zunéchst halten wir fest, dass ein solches Polynom f existiert, da
L/K normal ist (siche Theorem [4.1.4). Wir wissen bereits, dass jedes ¢ €
Gal(L/K) die Nullstellen von f(z) permutiert. Da L/K separabel ist, gibt
es genau n = grad(f) verschiedene Nullstellen von f in L. Bezeichne diese
Menge von Nullstellen von f mit Z, dann gilt L = K(Z). Bezeichnen wir mit

Per(Z) die Permutationsgruppe der Elemente von Z (beachte Per(Z) = S,,),
so ist die Abbildung

Gal(L/K) —s Per(Z) ; ¢ |z
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ein wohldefinierter Gruppen-Homomorphismus. Dies ist klar, da die Ver-
kniipfungen in beiden Gruppen die identische Hintereinanderausfithrung von
Abbildungen ist. Weiterhin ist die Abbildung injektiv, da ¢ eindeutig durch
die Bilder der Elemente aus Z bestimmt ist. Also lasst sich Gal(L/K) in-

jektiv in Per(Z) = S, einbetten, was zu zeigen war. O

BEISPIEL 4.3.10. Sei K = Q und L der Zerfallungskérper von p(x) =
23 — 5. Wir wollen nun alle Zwischenkérper F von L/K bestimmen. Hierfiir
mochten wir Galoistheorie benutzen und stellen dazu zunéchst fest, dass
L/K tatsédchlich eine Galoiserweiterung ist. Denn L/K ist als endliche Er-
weiterung eines Korpers der Charakteristik 0 separabel (siehe Proposition
und als Zerfallungskorper eines Polynoms in K|z| ist L/K auch nor-
mal (siehe Proposition 4.1.4)).

Die Nullstellen von 3 — 5 sind gegeben durch a; = /5 € R, ap = (3¢/5 und
ag = (3/5, wobei (3 = e’™/3 € C eine 3-te Einheitswurzel ist. (D.h.: (3 ¢ R
und (3 = 1.)

Der Zerfillungskorper L von 23 — 5 € Q[z] ist also gegeben durch L =
Q(a1, ag, az). Wir wollen L schreiben als Korper der nur von zwei Elementen
erzeugt wird. Dazu stellen wir fest, dass (3 = Z—f = g—g € L gilt. Weiter sind
a1, o, a3 € Q(C3, v/5). Es folgt L = Q((3, v/5), denn es geniigt zu zeigen,
dass die jeweiligen Erzeugendenelemente im anderen Korper liegen.

Um den Hauptsatz der Galoistheorie anwenden zu kénnen, miissen wir die
Galoisgruppe Gal(L/K) bestimmen. Das Polynom z® — 5 € Q[x] ist irredu-

zibel nach dem Eisensteinschen Irreduzibilitatskriterium. Damit folgt
[Q(V5) : Q] = grad(m gz o) = grad(z® — 5) = 3.

Weiter ist Q € R und /5 € R, also auch Q(\S/g) C R. Da (3 ¢ R, folgt
Q(V/B) # Q(V/5, Ga). Somit ist [Q(V5, &) : Q(VB)] = 2.
Da L der Zerfillungskorper von 2 —5 € Q[x] ist, gilt nach Propositionm
[L : K] < 3! = 6. Setzen wir diese Informationen zusammen, so liefert die
Gradformel

6> [L: K] =[Q(V5,¢) : Q) = [Q(V5,¢3) : Q(V5)] - [Q(V5) : Q] > 6.

~~

>2 =3

Also gilt iiberall Gleichheit und es folgt
6=[L:K] a4 | Gal(L/K)].

Nach Lemma ist die Galoisgruppe Gal(L/K) isomorph zu einer Un-
tergruppe von S({a1,a9,as}) = Ss und es gilt |S3] = 3! = 6. Somit ist
| Gal(L/K) = S5
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Wir wissen, dass es eine Bijektion zwischen den Zwischenkorpern von L/K
und den Untergruppen von Gal(L/K) gibt. Daher miissen wir Untergruppen

von S3 bestimmen. Die Gruppe ist gegeben durch

Sy ={dd. (12),(23), (13), (123), (132)}.
ord=1 or?lr:2 or;lr:?)

Weiter gilt fiir jede Untergruppe H von S3 nach dem Satz von Lagrange
1.1.17| |H]| teilt |S3] = 6. Sei also H eine Untergruppe von S3. Dann gilt
|H| =1 = H = {id}

|H| =2 = H ={id, (12)}, H = {id, (23)} oder H = {id, (13)}

|H| =3 = H = {id, (123), (132)}

Damit haben wir alle Untergruppen der S3 und somit von Gal(L/K) gefun-
den. Um ,echte* Untergruppen von Gal(L/K) (also nicht nur bis auf Iso-
morphie) anzugeben, gehen wir die bisher benutzten Isomorphismen zuriick

und identifizieren die Elemente aus Gal(L/K) mit den Elementen aus Ss.
Das heift

o € 83 ¢, € Gal(L/K) mit g () = ag;)Vi € {1,2,3}.

Wir miissen nun die Fixkérper LY fiir alle Untergruppen H von Gal(L /K)

berechnen.

H| =107 =1d=1]|

|H| =2 Sei also zunéchst H = {id, (12)}. Da id alle Elemente aus L fest
lisst, gilt LY = L¥02). Wir sehen sofort ¢a2)lg = idund ¢(19)(as) =

3. Somit ist Q(a3) € LY. Nun benutzen wir Galoistheorie und er-
halten

CrIm 6 _

3.
2

[LF - Q(a3)] - [Q(as) : Q] = [LT : K] A8 [Gal(L/K) : H]
~————

=3

Somit ist [L7 : Q(a3)] = 1 und Q(a3) C L7, also m.
Genauso erhalten wir | LT3} = Q(ay) [und | LU4Z3)} = Q(ay) |
|H| =3 Es ist also H = {id, p(123), p(132)} = ((123)). Damit ist L¥ =
L#023) dann falls ¢(193) (@) = «, so ist auch ¢(139) (@) = @(123)(P(123) () =
P123)(@) = a.
Wir sehen ¢(123)((3) = p(23)(52) = 5 = (3. Daraus folgt
wieder Q(¢(3) C LY. Es ist

[Q(¢s) : Q] = grad(mg, @) = grad(z® + z + 1) =2
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und

L7 : Q=B (Gal(L/K) : H] @g _9.

Wie im Fall |H| = 2 folgt somit | L = Q((3) |.
|H| =6 Dann ist H gleich Gal(L/K') und nach Proposition gilt damit
e

Fazit: Die paarweise verschiedenen Korper

Q = K,Q(¢3), Q(V5), Q(GV5), Q(¢3V5), Q(G, V5) = L

sind alle Zwischenkérper von L/K.

Es ist LY /Q normal <= H < Gal(L/K) = S3
< |H| €{1,3,6}
= L" € {L,Q(G), K}

Wir wollen ein weiteres wichtiges Beispiel einer Galoiserweiterung geben.

Dieses Beispiel ist sehr allgemein und bedarf einer weiteren Definition.

DEFINITION 4.3.11. Sei K ein Koérper und zy,...,z, Variablen. Ein Poly-
nom p € K[zy,...,x,]| heiBt symmetrisch genau dann wenn p(zy,...,T,) =
P(To(1), -+ > To(n)) gilt, fiir alle o in der symmetrischen Gruppe S,. Offen-
sichtliche Beispiele sind

Sp(T1y ..oy Xy) = Z xiy - wy, , furr € {0,...,n}.

1<i <-<ip<n

Das heif3t:

so=1

s1=z1+ -+ 2Tn

Sn:xl...xn

Diese Polynome s, heiflen elementare symmetrische Polynome.

BEISPIEL 4.3.12. Wir benutzen die Notationen der Definition einfach weiter
und betrachten die Kérpererweierung K (x1,...,z,)/K(s1,...,Sn). Wir be-
haupten, dass dies eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe S, ist. Hierflr

fuhren wir eine weitere Variable T' ein. Dann erhalten wir
n

(T — 1) (T —mn) = 3 _(~1)'si(m1,...,20)T"" € (K(s1,...,50))[T].
i=0
Dies sieht man leicht durch Ausmultiplizieren, oder man kennt den Satz von

Vieta. Es folgt, dass K(z1,...,2,) der Zerfallungskorper eines Polynoms
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vom Grad n aus (K(s1,...,8,))[T] ist. Insbesondere ist die Korpererwei-
terung K(z1,...,zn)/K(s1,...,s,) nach Proposition normal. Weiter
sind die Elemente x1,...,x,, welche exakt die Nullstellen des Polynoms

sind, nach Konstruktion paarweise verschieden. Somit ist die Korpererwei-
terung K (z1,...,2,)/K(s1,...,sn) auch separabel nach Proposition [1.2.12]
Es bleibt zu zeigen, dass die Galoisgruppe von K (x1,...,2n)/K(s1,...,Sn)
isomorph zu S, ist.

Fiir jedes o € S, betrachten wir den Einsetzhomomorphismus
Yo Klz1,. ., 200] — K21, ., 20], mit 2; = 24 fir allei € 1,...,n.

Diese Abbildung ist offensichtlich sogar ein Ring-Isomorphismus, der sich
kanonisch zu einem K-Automorphismus von K(x1,...,z,) fortsetzt. Diese
Fortsetzung bezeichnen wir wieder mit ¢,. Da K(s1,...,s,) von symme-
trischen Polynomen erzeugt wird, sind alle Elemente dieses Korpers sym-
metrisch in x1,...,7,. Das bedeutet gerade ¢y id. Damit gilt
0o € Gal(K(x1,...,2n)/K(s1,...,5n))-

Offensichtlich gilt ¢, # @, fiir ¢ # 7 in S,,. Wir haben also gezeigt

S15+58n) =

| Gal(K (21, . ) K (51, 5))| < [0l
In Lemma haben wir gesehen, dass die Galoisgruppe in jedem Fall

isomorph zu einer Untergruppe von S, ist. Damit gilt wie behauptet

Gal(K(z1,...,2n)/K(S1,...,5n)) = Sy.
4.4. Kreisteilungskorper

Kreisteilungskorper sind wichtige Beispiele fiir Galoiserweiterungen. Es sind
diejenigen Korper, die iiber Q von Einheitswurzeln erzeugt werden. In die-
sem Abschnitt werden wir Kreisteilungskorper rein formal studieren. Im
néichsten Abschnitt werden wir dann ihre geometrische Bedeutung erken-
nen.

Sei ab jetzt K ein Kérper mit algebraischem Abschluss K.

DEFINITION 4.4.1. Fiir n € N, heift ein Element ¢ € K n-te Einheitswurzel,
genau dann wenn (" = 1 gilt. Die Menge aller n-ten Einheitswurzeln in K

bezeichnen wir mit U,,.

LEMMA 4.4.2. Sei char(K) { n. Dann ist (Uy,-) eine zyklische Gruppe der

Ordnung n.

BEWEIS. Seien (,(’ € U,. Dannist (¢-¢')" =¢"-¢(" =1-1=1und (-(" ! =
1. Also ist (Up, -) tatsdchlich eine Gruppe. Als endliche Untergruppe von K"
ist U, damit eine zyklische Gruppe.
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Die Elemente in U,, sind genau die verschiedenen Nullstellen von z"™ — 1.
Fiir die Ableitung dieses Polynoms gilt, da char(K) kein Teiler von n ist,
(2™ — 1)’ = nz™ ! # 0. Somit ist 0 die einzige Nullstelle von (z" — 1)/, aber
keine Nullstelle von ™ —1. Nach @ aus Lemmaist " —1 also separabel
und hat daher n verschiedene Nullstellen. Damit gilt auch |U,| = n. O

DEFINITION 4.4.3. Eine n-te Einheitswurzel (, heifit primitiv, genau dann
wenn U, = (¢,) = {1,(n, (2, ...} gilt. Da U, zyklisch ist, existiert zu jedem

n, mit char(K) { n, eine primitive n-te Einheitswurzel.

Sei wieder char(K) {n und ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel in K. Die
Abbildung

(12) Zlnz — U, 5 m— ()

ist wohldefiniert, denn fiir irgendeinen Reprasentanten m + kn von m gilt
mtkn — ¢m.cnk — ¢m [ ist weiter sehr leicht zu sehen, dass die Abbildung
aus ein Gruppen-Isomorphismus zwischen Z/nz und U, ist.

Wir erinnern an die Euler’sche ¢-Funktion aus den ﬂbungen. Sie ist gegeben
durch

p(n) = |(#/nz)"| = {a € {1,...,n}ggT(a,n) = 1}.
LEMMA 4.4.4. Sei char(K) t n und ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel.
Dann ist ¢ € Uy, genau dann primitiv, wenn ¢ = (", mit ggT(m,n) = 1.
Insbesondere existieren genau p(n) primitive n-te Einheitswurzeln.
BeEwEIs. Die Umkehrabbildung des Isomorphismus aus ist gegeben
durch U,, = () — Z/nz; (] — M = m + nZ. Dieser Isomorphismus bildet

primitive Einheitswurzeln, als Erzeuger von U, genau auf die Erzeuger von

Z/nz ab. Es geniigt also Erzeuger von Z/nz zu studieren. Es gilt
(M) = Z/nz <=1 € (M) <= Tk € Z mit 1 = mk
<= m € (4/nz)" <= ggT(m,n) = 1.
Dies war zu zeigen. U
SATz 4.4.5. Sein € N und char(K) 1 n. Weiter sei (, eine primitive n-te

FEinheitswurzel in K. Dann gilt

(a) K(¢n)/K ist eine Galoiserweiterung.

(b) Fiir alle o € Gal(K(¢,)/K) existiert genau ein k(o) € (Z/nz)* mit
o(Cn) = Cﬁ(a)-

(c) Die Abbildung

U Gal(K(¢n)/K) — (Z/nz)* 5 o+ k(o)

st ein kanonischer injektiver Gruppen-Homomorphismus.
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Insbesondere ist also Gal(K((,)/K) abelsch.

BEWEIS. Wir beweisen die drei Aussagen.

Zu (a):

Zu (b):

Da char(K) { n, ist mit Lemma n = |Uy| gleich der Anzahl
der verschiedenen Nullstellen von z" — 1 € K|z|. Insbesondere ist
also 2" — 1 € K]lx| separabel. Damit ist nach Proposition
auch K((,)/K separabel.

Weiter ist der Zerfallungskorper von z™ — 1 € K[x] gegeben
durch K(U,) = K(¢,,¢2,...) = K(¢,). Also ist K(¢,)/K auch
normal (siehe Theorem und endlich (Proposition und
somit Galois.

Zunichstchst stellen wir fest

o(Cn)" = a((y) = a(1) =1
fir alle o € Gal(K((,)/K). Also ist 0((,) eine n-te Einheitswur-

zel und da (, primitiv ist, existiert genau ein @ € Z/nz mit
o(Cn) = *) Wir miissen noch zeigen, dass k(o) eine Einheit in
Z/nz ist. (Dies ist nach Lemma dquivalent dazu, dass Qlf(o) eine
primitive n-te Einheitswurzel ist.)

Fiir die Identitit id € Gal(K(¢,)/K) gilt natiirlich k(id) =T €

(Z/nz)*. Weiter gilt fiir o, 7 € Gal(K((,)/K) beliebig:

(13) K7 = (10 0)(Ga) = 7(0(Ga)) = T(CH) = 7(Gu)H) = (LK),

Zu (c):

1

Es folgt k(7 o 0) = k(7)k(0). Setzen wir nun 7 = ¢~ so erhalten

wir 1 = k(id) = k(o)k(o—1). Also ist k(o) € (%/nz)* wie gewlinscht.

Nach ist U : Gal(K((,)/K) — (Z/nz)* ; 0 — k(o) ein wohl-

definierter Gruppen-Homomorphismus. Wir beweisen die Injekti-

vitdt dadurch, dass wir die Trivialitdt von ker(¥) beweisen. Sei
also o € ker(¥). Dann ist k(o) = T und somit o((,) = CS(U) = (n-
Da ¢, die Kérpererweiterung K((,)/K erzeugt und o|x = id nach
Voraussetzung, muss o die Identitdt auf ganz K((,) sein. Damit
besteht der Kern von ¥ aus nur einem Element und ¥ ist injektiv.

Dass die Abbildung ¥ kanonisch ist, bedeutet, dass ¥ nicht von
der Wahl der primitiven Einheitswurzel ¢, abhéngt. Sei also ¢ € U,
irgendeine andere primitive n-te Einheitswurzel. Dann gilt ¢, € ({)
und daher K(¢,) = K(U,) = K(¢). Weiter ist ¢ = ¢* fiirein k € Z
mit ggT(k,n) = 1 (nach Lemma [£.4.4). Wegen

0(Q) = a(¢h) = 0 (G)* = (GF)F = (G)H) = M)

héngt k(o) tatséchlich nicht von der Wahl von ¢, ab.
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O

DEFINITION 4.4.6. Fiir K = Q und (, eine primitive n-te Einheitswurzel,
nennen wir Q(¢,,) den n-ten Kreisteilungskorper (oder den n-ten zyklotomi-

schen Kérper). In diesem Fall kénnen wir stets ¢, = e’/ e C setzen.

THEOREM 4.4.7. Im Fall K = Q ist der Homomorphismus

U Gal(Q(6r)/Q) — (Z/nz)* 5 o k(o)
aus Satz[§.4.5 sogar ein Isomorphismus. Damit gilt [Q(¢,) : Q] = ¢(n).

BEWwWEIS. Wir wissen aus Satz bereits, dass ¥ ein injektiver Gruppen-
Homomorphismus ist. Es geniigt also die Surjektivitdt von ¥ zu beweisen.

Dies tun wir in drei Schritten

1.Schritt: Sei ptn ein Primzahl. Dann gilt m¢, o(Ch) = 0. (Hierbei ist wie
immer me, o(z) € Q[z] das Minimalpolynom von ¢, iber Q.)
Es ist ¢, eine Nullstelle von z" — 1 € Q[z]. Mit Lemma [3.3.5 gilt daher
me,.o(x)h(x) = 2" —1, fiir ein h(x) € Q[z]. Weiter muss dieses h(x) normiert
sein. Es gilt also sogar h(z) € Z[z] (siehe Korollar [2.8.7).
Wir nehmen nun an, dass me, o(¢h) # 0. Da ¢} eine Nullstelle von 2™ — 1
ist, muss h(¢h) = 0 gelten. Damit ist ¢, eine Nulltelle von h(zP) € Z[z] es
folgt

me, o(x)g(z) = h(z")

fiir ein g(z) € Z[z]. Wir wenden den surjektiven Ring-Homomorphismus
O, : Z[z] — Zfpzlx] Zaixz — Zaﬁ-x’
i=0 i=0

an. Damit gilt ®,(m¢, o(x))Pp(g(x)) = ®p(h(aP)). Weiter ist mit dem klei-
nen Satz von Fermat a? = a fur alle a € Z/pz. Mit dem Frobenius-
Homomorphismus angewendet auf Quot(Z/pz[z]) sehen wir ®,,(h(z?)) = O, (h(x))P.
Also sind die Nullstellen von ®,(h(z?)) genau die Nullstellen von ®,(h(x)).
Nach Voraussetzung existiert eine gemeinsame Nullstelle von ®,(h(2?)) und

@, (me, 0(x)), also auch von ®,(h(zr)) und ®,(m¢, o(x)). Aus
&p(h())@p(mg, 0(7)) = p(a" — 1) = 2" — 1 € Z/pz[a]

folgt somit, dass 2™ —1 € Z/pz[x] eine mehrfache Nullstelle besitzt, im Wider-
spruch zur Separabilitdt von 2 — 1 € Z/pz[z]. (Beachte char(Z/pz) = p { n.)

Also war unsere Annahme me, o(¢h) # 0 falsch. Es gilt also wie gewiinscht
mg,,o(Cn) = 0.

2. Schritt: Sei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist m¢, o(¢) = 0.
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Sei also ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel. Aus Lemma folgt ¢ =
¢F mit ggT(n,k) = 1. Es ist also k = p;---p, mit Primzahlen p,...,p,
teilerfremd zu n. Setze ¢, 0 = ¢, und (p; = gfifl firie {1,...,r}. D.h.:

k
Cn,l = CﬁlaCn,Q = Cglpga ceey Cn,'r’ = Cn = C

Nach dem 1. Schritt ist nun m¢, o(Cn,1) = 0. Daraus folgt me, , o(7) =
me, (). Wieder mit dem 1. Schritt ist damit me, ; o(Ca,2) = 0, und somit

auch me, , o(z) = m¢, o(x). Wiederholen wir dies r-mal, so erhalten wir

me, (C) = me, o(Cnr) = me, ,—1.0(Cnr) = 0.
Das war fiir den 2. Schritt zu zeigen.
3. Schritt: Beweisende.

Das Polynom mg, g(x) ist irreduzibel und es gilt char(Q) = 0. Folglich ist
me, o(x) separabel und daher ist der Grad von m¢, g(x) gegeben durch die
Anzahl der verschiedenen Nullstellen von m¢, g(x). Da wir eben gezeigt ha-
ben, dass jede primitive n-te Einheitswurzel eine Nullstelle dieses Polynoms
ist, gilt nach Lemma [4.4.7]

[Q(¢n) = Q] = grad(mg, o(z)) > ¢(n).

Weiter gilt nach Theorem [Q(¢) : Q] = | Gal(Q(¢n)/Q)|. Da die Ab-
bildung V¥ : Gal(Q((,)/Q) — (%/nz)* injektiv ist, erhalten wir auch

| Gal(Q(6n)/Q)| < [(Z/n2)"| = (n).

Zusammen liefert dies also

[Q(Cn) : Q = [ Gal(Q(Cn)/Q)| = [(Z/nz)*| = p(n).

Der Homomorphismus W ist also eine injektive Abbildung zwischen endli-
chen Mengen gleicher Kardinalitdt. Damit ist ¥ bijektiv, also ein Isomor-

phismus. U

DEFINITION 4.4.8. Fiir eine primitive n-te Einheitswurzel {, € C, nen-
nen wir das Polynom F),(z) = m¢, o(x) das n-te Kreisteilungspolynom. Die

Wohldefiniertheit und weitere Eigenschaften werden in den Ubungen gezeigt.

BEISPIEL 4.4.9. o Fi(x)=x—1
o [h(zx)=o+1
o F3(z) =22 +x+1
o Fy(x)=a22+1
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o Fy(x)=at 4+ a3 +22 4+ +1
Allgemein gilt Fj,(x) = xP~1+2P~24 . .+2+1 fiir jede Primzahl p. Wenn man
diese Liste weiterfiihrt konnte man meinen, dass alle Kreisteilungspolynome
Koeffizienten in {—1,0,1} haben. Aber: Fyos(x) = 2 + .- — 224 + ...

ABBILDUNG 4.2. David Hilbert (1862 - 1943) war einer
der bedeutendsten Mathematiker des 19. und 20. Jahrhun-
derts. Er war einer der letzten universellen Mathematiker,
der in fast allen Bereichen der Mathematik, bis hin zur
theoretischen Physik, forschte. Seine im Jahr 1900 vorge-
stellte Liste mit 23 Problemen beschaftigt die Mathematik
bis heute.

Eine kurze Exkursion: Inverse Galoitheorie. David Hilbert be-
wies, dass es zu jeder symmetrischen Gruppe S, eine Galoiserweiterung
F/Q gibt mit Gal(F'/Q) = S,,. (Der interessierte Leser sei auf [Vo|, Kapitel
1, verwiesen). Damit folgt leicht, dass es zu jeder endlichen Gruppe G eine
Galoiserweiterung L/K, mit L/Q endlich, gibt mit Gal(L/K) = G. Denn:
Wir wissen, dass G isomorph zu einer Untergruppe einer S, ist (Satz von
Cayley). Sei nun F/Q Galois, mit Gal(F'/Q) = S,,. Wir kénnen also G mit
einer Untergruppe von Gal(F'/Q) identifizieren. Mit Satz ist F/FC eine
Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.

Folgende Frage ist allerdings noch immer (200 Jahre nach Galois!) ungelost:

FRAGE. Existiert zu jeder endlichen Gruppe G eine Galoiserweiterung K/Q
mit Gal(K/Q) = G?

Wie bereits erwahnt gilt dies fiir alle symmetrischen Gruppen. Im Folgenden
wollen wir beweisen, dass die Antwort auf diese Frage auch fiir alle abelschen
Gruppen ,,Ja* ist. Dazu benutzen wir ein beriihmtes Theorem der Zahlen-
theorie, welches wir in dieser Vorlesung leider nicht beweisen kénnen. Der
funktionentheoretische Beweis findet sich etwa in [Br], Abschnitt 1.6.

THEOREM 4.4.10 (Dirichet’scher Primzahlsatz). Seien a und n teilerfrem-
de ganze Zahlen. Dann existieren unendlich viele Primzahlen p mit p = a

mod m.

KOROLLAR 4.4.11. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, dann existiert ei-

ne ganze Zahl n, so dass es einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus
(Z/nz)* — G gibt.

BEWEIS. Nach dem Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen ist

G=Zmz X - X Z[n, 2,
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ABBILDUNG 4.3. Der deutsche Mathematiker Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) arbeite-
te hauptsachlich in der Zahlentheorie. Z.B. bewies er
mit 20Jahren, zusammen mit Legendre, die Fermat-
Vermutung fiir den Fall n = 5. Spéater trat er die Nach-
folge von Gauf} an der Universitat Gottingen an.

fiir gewisse ny,...,n, € Z. Nach Theorem konnen wir paarweise ver-
schiedene Primzahlen pq,...,p, wahlen mit p; = 1 mod n; fiir alle ¢ €

{1,...,r}. Betrachten wir die kanonischen Abbildungen
i Ypi-1)z — Lz 5 a+ (p— )2 a+nZ

fiir allei € {1,...,7}. Nach Wahl der Primzahlen p; gilt n; | p;—1 fiir alle i €
{1,...,7r}. Somit sind die Abbildungen 1, ..., ¢, wohldefinierte surjektive
Gruppen-Homomorphismen. Es folgt, dass damit auch die Abbildung

©:L(pr—1)Z X -+ X L (p,—1)Z — L/nyZ X -+ X Lfn, 2 = G
(a1, ar) = (g1(ar), . r(ar))
ein wohldefinierter surjektiver Gruppen-Homomorphismus ist. Um den Be-
weis zu schlieBen miissen wir noch zeigen, dass Z/(p1—1)Z X -+ X Z/(p,—1)Z

isomorph ist zu (%/nz)* fiir ein n € N. Setzen wir n = p; - - - p, so liefert uns

der Chinesische Restsatz:
(Zfnz)" = (4fpz)" X -+ X (Z)pe2)" 2 L) (p1=1)Z X - - - T/ (p,—1).

Beachte fiir die letzte Isomorphie, dass fiir eine Primzahl p der Ring Z/pz ein
Kérper ist, und somit (%/pz)* eine zyklische Gruppe mit p — 1 Elementen

sein muss. |

THEOREM 4.4.12. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, dann existiert eine
Galoiserweiterung K/Q mit Gal(K/Q) = G.

BEWEIS. Sei n € N wie in Korollar [4.4.11j und ¢ : (2/nz)* — G der surjek-

tive Gruppen-Homomorphismus. Dann gilt
(14) (Z/"Z)*/ker(go) = 3.

Mit Theorem ist )Z/nz)* isomorph zu Gal(Q((,)/Q), fiir eine primi-
tive n-te Einheitswurzel (,. Wir bezeichnen mit H eine Untergruppe von
Gal(Q(¢r)/Q) mit H = ker(yp). Da die Gruppe Gal(Q(¢,)/Q) abelsch ist,
ist H sogar ein Normalteiler. Proposition liefert uns also, dass die Er-
weiterung Q(¢,) /Q Galois ist und die zugehdrige Galoisgruppe isomorph
ist zu

(114)
Gal(Q(Cn)/Q)/H = (%) frer(e) = G.
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Das war zu zeigen. O

4.5. Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt werden wir vollstdndig klaren, welche Konstruktionen
mit Hilfen von Zirkel und Lineal (kein Geodreieck!) durchfithrbar sind. Wir

setzen hier elementare Schulgeometrie voraus.

4.5.1. Unter Konstruktion mit Zirkel und Lineal verstehen wir folgendes. Es

seien zwei Punkte P} und P; in der Ebene gegeben.

e Zu zwei konstruierten (gegebenen) Punkten ldsst sich eine Gerade
konstruieren, die durch die beiden Punkte verlauft.

e Zu zwei konstruierten (gegebenen) Punkten @1, Q2 lasst sich ein
Kreis konstruieren, mit Mittelpunkt Q1 der durch Qo verlauft.

e Zu konstruierten Geraden und Kreisen lassen sich die Schnittpunk-

te dieser (falls sie existieren) konstruieren.

PROBLEME 4.5.2. Wir werden folgende antike Probleme l6sen.

(A) (Winkeldreiteilung) Kann man zu einem beliebigen gegebenem Win-
kel o, den Winkel /3 konstruieren?

(B) (Das Delische Problem) Lésst sich zu einem gegebenen Wiirfel ein
Wiirfel doppelten Volumens konstruieren?

(C) (Quadratur des Kreises) Kann man zu einem gegebenen Kreis ein
flichengleiches Quadrat konstruieren?

(D) (reguldre n-Ecke) Es ist ganz einfach aus zwei Punkten P;, P> ein
regulares 3-Eck zu konstruieren. Welche anderen regularen n-Ecke

lassen sich konstruieren?

LEMMA 4.5.3. Seien Pp, Po, P Punkte in der Ebene und sei g die Gerade
durch Py und Ps. Dann sind die folgenden Operationen mit Zirkel und Lineal

maglich.

(a) Der Mittelpunkt der Strecke von Py nach Py ist konstruierbar.
(b) Es ist eine zu g senkrechte Gerade durch Py konstruierbar.

(¢c) Es ist eine zu g parallele Gerade durch P konstruierbar.
)

(d) Jeder gegebene Winkel lisst sich halbieren.

BEWEIS. Wir geben die jeweiligen Konstruktionen an.

Zu (a) Zeichne die Kreise um P; durch P, und andersherum. Verbinde nun
die beiden Schnittpunkte dieser Kreise. Die entstandene Gerade
schneidet die Strecke von P; nach P, im Mittelpunkt.
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Zu (b) Zeichne einen Kreis um P; der durch P, geht. Dieser schneidet g
in einem Punkt Pj3, so dass P; der Mittelpunkt der Strecke von Pj
nach Py ist. Nun starten wir die Konstruktion aus a) mit P; ersetzt
durch Ps.

Zu (¢) Ubung.

Zu (d) Sei h eine Gerade die g im Winkel a schneidet. Sei oBdA P; der
Schnittpunkt von h und g. Zeichne einen Kreis um P; durch Ps.
Wiéhle einen Schnittpunkt Ps dieses Kreises mit h. Nach (¢) konnen
wir nun eine zu g parallele Gerade durch P3 und eine zu h parallele
Gerade durch P, konstruieren. Diese beiden Geraden schneiden sich
in einem Punkt P;. Nach Konstruktion bildet P;, P», Py, P3 eine
Raute. Damit halbiert die Gerade durch P; und P, genau unseren
Winkel a.

O

BEMERKUNG 4.5.4. Wir schaffen nun den Ubergang zur modernen Algebra.
Dazu identifizieren wir unsere Zeichenebene mit der Ebene der komplexen
Zahlen C und die Punkte P; und P> mit den Zahlen 0 und 1. Sei ab jetzt Z
die Menge aller aus {0, 1} mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruierbaren
Zahlen in C. Dann gilt

(i) Z € Z durch ,,Abtragen® der Strecke von 0 nach 1.

(ii) ¢ € Z als Schnittpunkt eines Kreises um 0 mit Radius 1 und der

Senkrechten zur geraden durch 0 und 1 durch den Punkt 0.
(iii) z = Re(z) + Im(z)i € Z <= Re(z),Im(z) € Z.

ABBILDUNG 4.4. Die Richtung <= ist nach Lem-

ma trivial. Fiir die andere Richtung kénnen wir
............................. zZ

zum Beispiel den Thaleskreis der Strecke von 0 nach e j

z zeichen. Dessen Schnittpunkte mit den (konstru-

ierbaren) reellen und imagindren Achsen sind genau _ f

der Realteil bzw. der Imaginarteil von z.

SATZ 4.5.5. Die Menge Z bildet einen Teilkérper von C.

BEwEIs. Offensichtlich ist mit @ € Z auch —a € Z. Wir wollen zunéchst
zeigen, dass Z abgeschlossen ist beziiglich Addition und Multiplikation.

Addition: Nach (i4i) geniigt es zu zeigen, dass fiir 21,22 € Z N R auch
21+ 29 € Zist. Sei 0BdA z; < z9. Der Mittelpunkt m der Verbindungsstrecke
von z1 und zo ist konstruierbar und gleich % Ein weiteres Abtragen der

Strecke zwischen 0 und m liefert z; + 29.
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Multiplikation: Seien also z1, 29 € Z. Nach (131) ist zu zeigen, dass

Re(z122) = Re(z1)Re(z2) — Im(z1)Im(z2) € Z und
Im(z122) = Re(z1)Im(z2) + Re(z2)Im(z1) € Z gilt.

Es gentigt also zu zeigen, dass fiir a,b € Z NR auch ab € Z gilt. Aufgrund
der Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation mit —1 diirfen wir sogar a
und b als positiv annehmen.

Nattirlich sind a7 und bi konstruierbar. Wir ziehen die Verbindungsgerade
von 7 und a, und die dazu Parallele durch den Punkt bi. Diese Gerade ist nach
Lemma [£.5.3] konstruirbar und schneidet die reelle Achse in einem Punkt ¢

(der damit konstruierbar - also in Z - ist). Mit dem Strahlensatz gilt nun

=
IS

Daraus folgt, ¢ = ab € Z.

Wir haben bis jetzt gezeigt, dass Z ein Teilring von C ist. Es bleibt zu
zeigen, dass jedes z € Z \ {0} ein multiplikatives Inverses besitzt. Sei also
z € Z\ {0}, dann ist

1 Z  Re(z) Im(z).

z = — = — .

zz |2 |22

Wir wissen bereits, dass Re(z),Im(z),z,zz,+i € Z gilt. Es geniigt also
nach (ii7) wieder zu zeigen, dass § € Z fiir a,b € Z N Rsg. Wieder
konstruieren wir zunachst a:z und bi. Wir ziehen die Verbindungsgerade zwi-
schen bi und 1 und eine dazu parallele Gerade durch den Punkt ai. Diese
Gerade schneidet die reelle Achse in einem Punkt ¢, der nach Lemma [4.5.3

konstruierbar ist. Mit dem Strahlensatz folgt nun

a lail ¢
—=——=-=c€Z
b b 1 ¢
Somit ist Z tatséchlich ein Zwischenkorper von C. U

LEMMA 4.5.6. Ist z € Z, so ist auch £/z € Z.

BEWEIS. Wir schreiben z = |z|e® in Polarkoordinaten. Dann ist 4/z =
+/]2[€*/? und sowohl |z| als auch €™ ist konstruierbar. Da wir Winkel
halbieren diirfen (siche Lemma ist auch e**/? konstruierbar. Es bleibt
also zu zeigen, dass \/ﬁ € Z ist. Konstruiere den Thaleskreis zu den (kon-
struierbaren) Punkten —i und |z|i. (D.h.: einen Kreis der durch die Ver-
bindungsstrecke zwischen —i und |z|¢ halbiert wird.) Dieser schneidet die

reelle Achse in einem Punkt h, der damit konstruierbar ist. Wende nun den
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Hohensatz auf das rechtwinklige Dreieck |z|é, h, —i an. Dann erhalten wir
|2 = [|zli] - | —i] = A%
Somit ist h = \/|z| € Z, wie gewiinscht. O

PROPOSITION 4.5.7. Sei L/K eine Galoiserweiterung und K ein gemeinsa-
mer algebraischer Abschluss von K und L. Weiter sei a € L beliebig. Dann
gilt

B € K st Nullstelle von mq, i (r) <= 8 = o(a) fir ein o € Gal(L/K).
BEWEIS. Wir haben im Beweis von Satz gesehen, dass das Polynom

az)= J[ (@—ola)
oeGal(L/K)
Koeffizienten in LG/K) BE 1 hogitst Da auch q(a) = 0 gilt, folgt
Ma, i () | (). Insbesondere ist jede Nullstelle von mq k() in K auch eine
Nullstelle von ¢(z) und somit gegeben durch o(«), fir ein 0 € Gal(L/K).
Die Umkehrung ist klar nach O

DEFINITION 4.5.8. Seien L und K Koérper der Charakteristik 0. Wir sagen,
dass L aus K durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht,

falls eine Korperkette
(15) K=LyCL C---CL, =L
existiert, so dass Liy1 = L;(y/w;), fiir ein w; € Ly, fiir alle i € {0, ..., 7 —1}.

PROPOSITION 4.5.9. Seien L und K Koérper der Charakteristik 0, so dass
L aus K durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht. Dann
existiert eine Galoiserweiterung F/K mit L C F und [F : K| = 2" fir ein
n € Ny.

BEWEIS. Sei also K = Ly € L1 € --- C L, = L eine Korperkette wie in
. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber 7.

Induktionsanfang, r = 1: Dann ist L = K(y/wg) mit wy € K. Also ist [L :
K] € {1,2} und L/K eine Galoiserweiterung. (L ist der Zerfallungskorper
von 22 — wy € K|z].)

Induktionsschritt, r > 2: Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Galoi-
serweiterung F’/K mit L,_; C F' und [F’ : K] = 2" mit n’ € Ny. Weiter ist
L = L, 1(\/w,—1) filr ein wy—y € L1 C F'. Sei M der Zerfallungskorper
von m s k(7) € Klz] iiber K. Wie immer ist M/K eine Galoiserwei-
terung und somit ist auch das Kompositum F'M/K (gebildet in einem al-

gebraischen Abschluss K von K) eine Galoiserweiterung. Nach Proposition
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sind alle Nullstellen von dem Polynom m g — i (x) gegeben durch
{r(y/wor=1)|m € Gal(F'M/K)}. Schreibe Gal(F'M/K) = {r,..., 7}, dann
ist "M = F'(11(\/wr—1), ..., Tk(y/wr—1)) und es gilt

Ti(\/wr—1)2 = Ti(wr—1) = Ti|pr(wr—1) € F’
cF!

fur alle ¢ € {1,...,k}. Damit ist also [F'M : K] gleich

[F'M : F(ri (Vo) - mea (Vor))] - [F (Vo) < F] - [F7 2 K
€{1,2} e{1,2} —on/

Insbesondere ist [F'M : K] = 2™ fiir ein n € N. Somit erfiillt ' = F'M alle
Bedingungen des gesuchten Korpers. U

THEOREM 4.5.10. Die Zahl z € C ist genau dann in Z, wenn es eine Ga-
loiserweiterung L/Q gibt mit z € L und [L : Q] = 2" fir ein n € N.

BEWEIS. Wir beweisen die beiden Richtungen.

= Sei also z € Z. Nach Proposition [4.5.9| geniigt es zu zeigen, dass z
in einem Korper liegt, der durch sukzessive Adjunktion von Qua-
dratwurzeln aus Q entsteht.

Dass z konstruierbar ist bedeutet, dass es Elemente z1, 22, . .., 2
gibt, mit 2, = z und so dass z; ein Schnittpunkt von

(i) zwei Geraden,
(ii) zwei Kreisen oder
(iii) einer Geraden und einem Kreis ist,
die je durch zwei Punkte in {0, 1, 21, 2, ..., zj—1} definiert sind, fiir
alle j <r.

Wir wissen bereits, dass i = /—1 € Z, wir diirfen also die
Menge der gegebenen Punkte (0 und 1) um die Punkte ¢ und —i
erweitern. Weiter mochten wir alle Konstruktionen symmetrisch
zur reellen Achse durchfithren. D.h.: z = z, ldsst sich durch eine
der Operationen (i), (i1), (i77) aus {0, 1,4, —@, 21,21, - - -, Zr—1, Zr—1}
konstruieren. Wir beweisen die Behauptung nun per Induktion iiber

r.

Induktionsanfang, r = 0: Das heifit, dass z in 0 Schritten kon-
struierbar ist - also gegeben. Demnach ist z € {0,1,i,—i}, und
somit z € Q(i). Da Q(i) aus Q durch Adjunktion einer Quadrat-

wurzel entsteht, ist der Induktionsanfang bewiesen.
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(17)

(18)

(19)
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Induktionsschritt, r > 1: Nach Induktionsvoraussetzung exis-
tiert ein Korper L/Q, der aus sukzessiver Adjunktion von Qua-
dratwurzeln entsteht und mit ¢, —¢,21,271,...,2,-1,2,—1 € L. Da-
mit enthdlt L auch Re(z;) = (z+%)/2 und Im(z;) = (2j=%)/2i fiir
alle j € {1,...,7r —1}.

Wir betrachten nur den schwierigsten Fall (i7), dass z, der
Schnitt zweier Kreise ist. Seien die Mittelpunkte dieser Kreise ge-
geben durch z1,z2 und die Punkte, durch die die Kreise verlaufen,
seien yi,y2, wobei x1,z2,y1,y2 € {0,1,4, —i, 21,21, - -+, 2r—1,Zr—1}
gilt. Also gilt

(Re(z) — Re(x;))* + (Im(z,) — Im(x;))? = R? fir j € {1,2}.

Beachte, dass Re(z;), Im(z;), Rf = (x; — y;)(Tj — 7;) € L gilt fiir
j € {1,2}. Da sich die Kreise nicht trivial schneiden, gilt x; # 2.
Sei also 0BdA Re(x1) # Re(x2). Subtrahieren der beiden Gleichun-

gen aus liefert

(Im(z,) — Im(x1))? — (Im(z,) — Im(z3))?

~—— S——
€L eL
= ﬁ% — R3 + Re(29)* — Re(x1)* + 2(Re(x1) — Re(x2)) Re(z).
€L eL

Es folgt Re(z,) € L(Im(z,)) und, dai € L, folgt L(z,) C L(Im(z;)).
Losen wir nun nach Re(z,) auf und setzen dies in eine der Glei-
chungen aus ein, so sehen wir, dass Im(z,) Losung einer qua-
dratischen Gleichung iiber L ist. Also ist [L(z,) : L] | [L(Im(z;)) :
L] € {1,2}. Insbesondere gilt also L(z,) = L(y/«) fiir ein o € L.
Also liegt 2, in einem Korper L(y/a), der aus Q durch sukzessive
Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.

Sei also L/Q eine Galoiserweiterung mit [L : Q] = 2¥ und z € L.
Nach Proposition gilt | Gal(L/Q)| = 2*. Damit ist Gal(L/Q)
eine 2-Gruppe und somit existiert nach Lemma [I.1.44] eine Norma-

lenreihe
{id} = GO < G1 - <]Gk = Gal(L/Q)

mit Gi/G,_; = Z/2z fir alle ¢ € {1,...,k}. Wenden wir den Haupt-
satz der Galoistheorie auf die Kompositionsreihe an, so

erhalten wir eine Korperkette

Q=L cLC1c...cL%=L5z2.
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Mit Proposition erhalten wir [LEi-1 : L] = |Gi/G;_,| = 2,
fiir alle 4 € {1,...,k}. Also ist L¢-1 = LY (,/w;) mit w; € L.
Da Z ein Korper ist und nach Lemma Wurzeln aus kon-

struierten Zahlen konstruierbar sind, gilt damit
LY CZ= L% C2Z

Da LG = Q C Z gilt, folgt induktiv LE° = L C Z. Damit ist
insbesondere z mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

O

Wir konnen natiirlich auch mehr als zwei Punkte vorgeben und Zahlen aus
{0,1,21,..., 2}, mit 2q,..., 2, € C beliebig, mit Zirkel und Lineal konstru-

ieren. Damit erhalten wir analog zum vorherigen Theorem:

THEOREM 4.5.11. Seien z1,...,z. € C beliebig. Dann ist z € C aus den
Elementen 0,1, z1, . .., z, mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruierbar, ge-
nau dann wenn eine Galoiserweiterung L/Q(z1,71,...,2r,2y) existiert mit
z€Lund [L:Q(z,71,...,2,%)] = 2.

4.5.12. Wir wollen nun die Probleme aus 16sen.

Zur Winkeldreiteilung: Kann jeder Winkel o mit Zirkel und Lineal gedrittelt

werden?

Algebraische Ubersetzung: Lasst sich aus 0, 1, e die Zahl €**/3 konstruieren?

Antwort: Nein! Wéahlen wir etwa o = %’r, dann ist e’ = (3 eine primitive
dritte Einheitswurzel und €'/* = (g eine primitive neunte Einheitswurzel.
Die Winkeldreiteilung von « ist nach Theorem genau dann moglich,
wenn eine Galoiserweiterung L/Q((3,(3) = Q((3) existiert mit (9 € L und

[L: Q(¢3)] = 2. Beachte, dass (3 = ¢ € Q((o) liegt. Mit TheoremMgilt
[Q(¢3) : Q) = ¢(3) = 2 und [Q(C) : Q] = »(9) = 6.

Die Gradformel liefert uns somit

[Q(¢o) : Q(G3)] = [Q(c) : Q]

[Q(Cs) - Q]

Sei nun F' irgendeine endliche Korpererweiterung von Q({3) mit (9 € F.

=3.

Dann gilt

[F: Q(¢3)] = [F: Q(¢)] - [Q(Co) = Q(C3)] = 3+ [F: Q(Co)]-

Insbesondere ist [F': Q((3)] keine 2er Potenz. Es gibt also keinen Korper L
mit den geforderten Eigenschaften. Damit ist {9 nicht aus 0,1, (3 konstru-
ierbar. Dies bedeutet gerade, dass der Winkel a = %’T nicht mit Zirkel und

Lineal gedrittelt werden kann.
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Zum Delischen Problem: Ubung.

Zur Quadratur des Kreises: Lasst sich aus einem gegebenen Kreis ein flach-

engleiches Quadrat konstruieren?

Algebraische Ubersetzung: Der Flicheninhalt des Einheitskreises ist gleich
7. Die Kantenlédnge eines flichengleichen Quadrates ist also /7. Damit gilt
Die Quadratur des Kreises ist moglich
<= /7 ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar
== 7 ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar

BE10 37 /0 Galois (endlich!) mit 7 € L und [L : Q] = 2*
Dies ist aber nicht moglich, da 7 transzendent iiber Q ist und somit in keiner
endlichen Korpererweiterung von Q liegt. Es folgt, dass die Quadratur des
Kreises unmoglich ist!

Zu den reguldren n-FEcken: Ein reguldares n-Eck ist genau dann mit Zirkel

. . ) . .
und Lineal konstruierbar, wenn e?*™/" = (,, konstruierbar ist.

LEMMA 4.5.13. ¢, ist konstruierbar <= p(n) = 2*.

BEWEIS. Der Beweis ist eine einfache Folgerung aus Theorem

< Q(¢n)/Qist mit Satz[4.4.3)eine Galoiserweiterung und es gilt [Q(¢y) :
Q] = ¢(n) (siehe Theorem . Ist nun o(n) = 2¥, so ist ¢, nach
Theorem E.5.10 konstruierbar.

= Sei (,, konstruierbar. Dann existiert also eine Galoiserweiterung
L/K mit [L: Q] =2 und Q(¢,) C L. Mit der Gradformel gilt

2™ = [L: Q)] - [QG) : Q2P (L : Q(Ga)] - ().

Also ist ¢(n) ein Teiler von 2™, und somit ebenfalls eine 2er Potenz.
O
Sei nun n = pi' - p¢ die Primfaktorzerlegung von n. Dann gilt
p(n) =pi Hpr = 1) pr (e — 1),
Dies ist eine 2er Potenz, genau dann wenn n = 2°p; - - - p,-, mit e € Ny beliebig
und paarweise verschiedenen Primzahlen pi,...,p, mit p; — 1 = 2% fiir
alle i € {1,...,7}. Solche Primzahlen heien Fermat-Primzahlen. Fermat-

Primzahlen sind z.B.: 3, 5, 17, 257, 65537. Dies sind die einzigen bekannten
Beispiele!

4.6. Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen

Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und K ein algebraischer Abschluss
von K. Fiir eine quadratische Gleichung az?+bz+c € K|x] gilt bekanntlich,
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dass die Nullstellen gegeben sind durch

—b+ Vb? — 4dac
2a ’
Wir haben also eine algebraische Losungsformel fiir quadratische Gleichun-

L1/2 =

gen in einer Variablen iiber dem Koérper K. In diesem Abschnitt werden wir
zeigen, dass eine solche Formel fiir f(z) =0, f(x) € K|x], nur existiert wenn
grad(f) < 4 ist.

DEFINITION 4.6.1. Sei f(x) € K[x], char(K) = 0. Dann heifit die Gleichung
f(z) = 0 durch Radikale auflésbar, genau dann wenn sich alle Nullstellen
von f(z) in K aus K durch die Operationen +, —, -, = und /-, n € N,

darstellen lassen.

Diese Definition ist dquivalent zur Folgenden.

DEFINITION 4.6.1." Sei f(z) € K|[z], char(K) = 0, und L C K ein Zerfil-
lungskorper von f(x) € Klz|. Dann ist f(z) = 0 durch Radikale auflosbar,

genau dann wenn es einen Korper E,, mit L C E,, gibt und eine Korperkette
K =FEyCEy =Eyw) CEy=FE(wp) C--C Epi(wn) =E,
so, dass fir alle ¢ € {1,...,n} ein k; € N existiert mit wf" e FEi1.

Die Aquivalenz beider Aussagen sehen wir so: Gilt 6.1’ so lisst sich per
Konstruktion jedes Element in L (insbesondere also alle Nullstellen von
f(z)) durch die Operationen +, —, -, = und {/- (%/-) darstellen. Damit
gilt auch Definition 6.1.

Gilt auf der anderen Seite 6.1 so ldsst sich jede Nullstelle von f(x) schreiben

als z.B.
\7/\5/a+\/%:|:b~8
Ja+bFb

so erhalten wir einen Korperturm

, mit a,b,c € K

K = Ey C Ey = Eg(Vbe) C By = By(Va+b) C E5 = Es(V a + Vbe)

Va+Vbctb-8
CEy=F;3 \/ .
Va+b 4:5 )
Der Korper Ey enthélt K und alle Nullstellen von f(x). Damit enthdlt Fy4
auch den Zerféllungskérper L von f(x) € KJz] - also gilt tatséchlich auch
6.1

DEFINITION 4.6.2. Seien Ty, ...,y, Variablen iiber dem Korper K. Wir

definieren das Polynom

(20 PuT) =T"+ T+ by € Ky, 0)[T)
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Die Gleichung P,,(T') = 0 heifit allgemeine Gleichung n-ten Grades.

BEMERKUNG 4.6.3. Es gibt eine allgemeine algebraische Losungsformel fiir
Nullstellen eines beliebigen Polynoms vom Grad n iiber einem gegebenen
Koérper K mit char(K) = 0 genau dann, wenn die Nullstellen eines beliebi-
gen Polynoms vom Grad n immer auf dieselbe Art mit den Operationen aus
6.1 ausgedriickt werden konnen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die allge-
meine Gleichung n-ten Grades P,(T") = 0 aus durch Radikale auflosbar

ist.

NOTATION 4.6.4. Sei f € K|x], char(K) = 0, und L C K ein Zerfillungs-
korper von f € KJz]. Dann ist L/K separabel (char(K) = 0) und normal
nach Proposition Also ist L/ K eine Galoiserweiterung. Wir schreiben
dann Gal(f) = Gal(L/K) und sprechen von der Galoisgruppe von f.

SATZ 4.6.5. Sei Po(T) € K(y1,...,y,n)[T] das Polynom aus (20)), wobei K
ein Korper ist und y1,...,yn Variablen sind. Weiter bezeichnen wir mit L
den Zerféillungskdrper von P, (T) dber K(y1,...,y,n). Dann ist die Erwei-
terung L/ K (y1,...,y,n) Galois und es gilt Gal(P,(T)) = S,,.

BEWEIS. Seien fi,..., [, sdmtliche Nullstellen von P,(7") in einem alge-
braischen Abschluss von K (yi,...,yn). Sei z1,...,x, eine weitere Menge
von Variablen iiber K, und seien s, ..., s, € K[z1,...,z,] die elementaren
symmetrischen Polynome aus Definition Dann gilt

n

Po(T) = (T = B1) - (T = Bn) = > _(=1)'si(B1, .-, Ba) T" "

1=0

Dies sehen wir wieder durch den Satz von Vieta. Koeflizientenvergleich liefert

nun
(21) yi = (=1)'s;(B1,...,Bn) fiir allei € 1,...,n.
Sei ¢ : Klz1,...,2,] — K|[B1,...,0s] der Einsetzhomomorphismus zur

Menge {f1,...,0n}. Schrianken wir ¢’ auf den Ring K]lsi,...,sy] ein, so
erhalten wir einen Homomorphismus ¢ : K[s1, ..., $,] — Kly1,...,ys). Die
Gleichung in induziert eine Umkehrabbildung von ¢. Damit ist ¢ sogar
ein Ring-Isomorphismus welcher sich kanonisch zu einem K-Isomorphismus
der zugehorigen Quotientenkorper fortsetzt - diese Fortsetzung bezeichnen
wir weiterhin mit ¢.

Die Fortsetzung von ¢~ auf (K[y1,...,y,])[T] bildet das Polynom P,(T)
auf das Polynom g(T) = Y ((—1)%s;(21,...,2,)T"" ab. Damit miissen

auch die jeweiligen Zerfallungskorper isomorph sein. Der Zerféllungskorper
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von g(T) ist gerade K (x1,...,x,). Aus Beispiel |4.3.12| folgt somit
Gal(P,(T)) =2 Gal(K (z1,...,2n)/K(s1,- -, 81)) = Sp.

Das war zu zeigen. O

Ist G eine Gruppe und F ein Korper, so bildet die Menge gegeben durch { f :
G — F|f Abbildung} einen F-Vektorraum, beziiglich der Verkniipfungen
o (f+9)a) = f(a) +g(a)
o (Af(a)) = A(f(a))
fiir alle a € G, alle f,g: G — F und alle A € F.
Solche Abbildungen sind Spezialfille von Charakteren, die wir intensiv in

Kapitel [] studieren werden.

LEMMA 4.6.6 (Artinsches Lemma). Sind x1,...,xn : G — F* paarwei-
se verschiedene Gruppen-Homomorphismen, dann sind x1,...,Xn Sogar F'-
linear unabhdngig im Vektorraum {f : G — F|f Abbildung}.

BEWEIS. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen es existieren
paarweise verschiedene Gruppen-Homomorphismen xi,...,xn : G — F*,
die F-linear abhéngig sind. Sei dann n kleinstmoglich mit dieser Eigenschaft.
Dann ist n > 2 und nach Annahme existieren Elemente a1, ..., a, € F, nicht

alle gleich Null, mit
(22) a1X1+ ...+ apxn =0.

Weil n minimal ist, folgt sogar dass a; # 0 fiir alle i € {1,...,n}. Es ist

X1 # X2, also existiert ein g € G mit x1(g) # x2(g). Aus folgt fiir jedes
heG

0 =ai1x1(gh) + -+ anxn(gh) = arx1(g)x1(h) + ... + anxn(g)xn(h).

Also gilt

(23) arx1(9)x1 + ... + anxn(g)xn = 0.

Multiplizieren wir mit x1(g) und subtrahieren so erhalten wir

(24) az(x1(g) = x2(g))x2 + - - - + an(x1(9) = Xn(9))xn =0
—_—
#0
Dies ist eine nicht triviale F-Linearkombination von yo, ..., X, die 0 ergibt.
Also sind s, ..., xn paarweise verschieden und F-linear abhéngig. Dies ist

ein Widerspruch zur Minimalitat von n. O
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ABBILDUNG 4.5. Der 6stereichische Mathematiker Emil
Artin (1898-1962) war einer der bedeutendsten Algebrai-
ker des 20.Jahrhunderts und somit in weiten Teilen mit-
verantwortlich fiir die moderne Algebra wie wir sie heute
kennen(lernen). Zu seinen Schiilern z&hlt unter anderem
Max Zorn.

KOROLLAR 4.6.7. Seien M,L Korper und o1,...,0, : L — M paarwei-
se verschiedene Koérper-Homomorphismen. Dann sind o1, ..., 0, bereits M -

linear unabhdngig.

BEWEIS. Fiir jedes i € {1,...,n} ist 0;|1+ ein Gruppen-Homomorphismus.
Die Aussage folgt nun sofort aus dem Artinschen Lemma O

SATZ 4.6.8. Sein € N und K ein Korper mit char(K) {n und U, C K. Ist
L/K eine Galoiserweiterung vom Grad n mit zyklischer Galoisgruppe, dann
existiert ein a € K so, dass L = K(w) fir eine beliebige Nullstelle w von
2" —a € Klz] in K. Ist umgekehrt w € K, so dass w™ € K ist, dann ist
K(w)/K eine zyklische Galoiserweiterung.

BEWEIS. Aus char(K) { n folgt mit Lemma dass |Uy,| = n = [(¢n)], fir

eine primitive n-te Einheitswurzel (,, gilt. Weiter ist nach Voraussetzung
Gal(L/K) = (o) = {id,0,000 = ¢?%,..., 0" '}

Die n Elemente id,o,02,...,0" ! sind nach Korollar L-linear unab-
héngig. Also gibt es ein a € L mit

L30 =a+ o)+ o (a)+ -+ o™ Ha) #0.

Wir berechnen nun o(0). Es gilt ¢, € U, C K, 0" =id und ¢! = 1. Damit

erhalten wir
7(8) = o(a) +a(¢a)o*(a) + -+ +a(Gr o™ (o)
=o(a) +Guo(a) + -+ G la = ¢,
Induktiv folgt
a%(8) = 0(0(8)) = 0(¢,'0) = (¢, o (8) = ¢, ¢ 1o = ¢, %6,
und allgemein
(25) o(0) = ;6.
fir alle j € {1,...,n}. Das Element ¢, hat Ordnung n und mit folgt
(26) 07 (0) # ¢'(O) fiir alle i # j € {1,...,n}.
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Damit folgt

n=[L:K]>[K(©): K]"22 | Homy (K (0),K)|

> {7lke)lm € Gal(L/K)}| = n.

Es ist also n = [L : K] = [K(©) : K] und mit der Gradformel folgt [L
K(©)] =1, also L = K(O).

Wir haben also ein primitives Element © von L/K gefunden. Wir miissen
noch zeigen, dass a = ©" ein Element aus K ist. (Denn damit ist dann ©
eine Nullstelle von 2" — a € K|x]). Es ist

ol (a) = a7 (O)" (¢, o) “='on = g fiir alle j € {1,...,n}.

Somit gilt @ € LGa(L/K) @K Somit gilt die Behauptung mit w = © und
wegen U, C K folgt die Behauptung auch fiir alle anderen Nullstellen von
" —a € Klx].

Die Riickrichtung wird in den Ubungen behandelt. U

DEFINITION 4.6.9. Sei L/K eine Galoiserweiterung. Dann heifit L/K zy-
klisch, abelsch oder aufiosbar, genau dann wenn die jeweilige Eigenschaft
auf die Galoisgruppe Gal(L/K) zutrifft.

LEMMA 4.6.10. Sei char(K) = 0 und L ein Zerfillungskorper von f(x) €
K|x]. Weiter sei F/K ein Zerfillungskorper von g(z) € K[z] mit F C K =
L und LF das Kompositum von L und F in K. Dann gilt
(a) LF/K auflosbar <= LF/F und F/K sind auflosbar.
(b) f(z)-g(x) =0 ist durch Radikale auflésbar <= f(x) =0, f(z) €
Flz] und g(z) = 0 sind durch Radikale auflosbar.
Insbesondere gilt, falls g(x) = 0 durch Radikale auflosbar ist,
dann st
f(z) =0, f(x) € K[z|, durch Radikale auflosbar <= f(x) =0,
f(z) € Flz], durch Radikale auflésbar.

BEWEIS. In dem wir char(K) = 0 und Proposition benutzen sehen
wir, dass F/K, L/K, LF/F und LF/K tatsichlich Galoiserweiterungen
sind (das wird auch teilweise in den Ubungen gezeigt).

Zu (a): Es ist Gal(LF/F) C Gal(LF/K) und mit Theorem [4.3.7] gilt F =
(LF)GA(LF/F) Da F/K eine Galoiserweiterung ist, folgt mit Propo-
sition (f), dass Gal(LF/F) ein Normalteiler von Gal(LF/K)
ist. Also erhalten wir mit Proposition [1.3.8] (g)

Gal(LF/K)/Gal(LF/F) = Gal(F/K).
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Nach Proposition[I.1.39 wissen wir, dass eine Gruppe G genau dann
auflosbar ist, wenn fiir einen Normalteiler N von G sowohl N als
auch G/N auflosbar sind. Wenden wir dies auf unsere Voriiberlegun-
gen an so erhalten wir, dass Gal(LF/K) genau dann auflésbar ist
wenn Gal(LF/F) und Gal(F/K) auflosbar sind. Das war zu zeigen.

Zu (b): Wir beweisen zunéchst die Richtung von Links nach Rechts. Sei
also f(x) - g(z) = 0 durch Radikale auflésbar. Das bedeutet, dass
sich die Nullstellen von f(z)-g(x), also die Nullstellen von f(z) und
die Nullstellen von g(z), aus K durch die Operationen +, —, -, +
und /- ausdriicken lassen. Damit ist g(x) = 0 iiber K auflosbar. Da
F D K gilt, ist insbesondere auch f(x) = 0 iiber F' durch Radikale
auflosbar.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir Korperketten wie in 4.6.1°
K=EyCFE =FEy(w)C - CE_i(w)=E,
mit F' C FE,., und
F=F CF=F(wy)C - CF_1(ws) =Fs

mit LF C F,, und so dass wf‘ € FE;_1, bzw. € F;_1, fir gewisse
ki,...,ks € N. Beachte, dass LF gerade der Zerfallungskorper von
f(z) € Flx] ist.

Bilden wir nun in der zweiten Kette das Kompositum mit F,

so erhalten wir

CE

K=FEC---CE "&"C RE(w1)=FuE C---CFE,

mit derselben Bedingung fiir die w;, i € {1,...,s}, wie oben und
mit LF C FyFE,. Per Konstruktion ist LF der Zerfdllungskorper
von f(z) - g(x) € Klz]. Damit ist wie gewlinscht f(z) - g(z) = 0
durch Radikale auflésbar.

O

THEOREM 4.6.11. Sei f(x) € K[X], char(K) = 0. Dann ist f(z) = 0
auflosbar durch Radikale, genau dann wenn Gal(f) eine auflosbare Grup-

pe 1st.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass wir, um die Aussage zu beweisen, U,, C
K fiir beliebiges n annehmen diirfen. Sei dazu n € N beliebig. Nach Lemma
[4.4.2)ist |Up| = n und U, = () ist zyklisch. Der Zerféllungskérper von 2" —
1 € K[z] ist also gegeben durch K ((,,¢2,...,¢" 1) = K(¢,). Wie immer

(char(K) = 0 + Zerfallungskorper) ist K ((,,)/K eine Galoiserweiterung. Wir
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werden im néchsten Abschnitt sehen, dass K((,)/K abelsch, also auflosbar,
ist.

Sei L der Zerfallungskorper von f(x) € K|[z], dann ist mit Lemma 4.6.10
(a)

(27) L(¢n) = L(K(¢n))/ K auflésbar <= L((,)/ K ((,) auflésbar.

(Die Bedingung K ((,)/K auflosbar ist ohnehin immer erfiillt). Weiter ist
2" —1 € K|[x] offensichtlich durch Radikale auflosbar. Mit Lemma 4.6.10| (b)
folgt also auch

f(z) =0, f(x) € K[z], durch Radikale auflésbar <=
(28) f(z) =0, f(z) € K(¢y)[x], durch Radikale auflgsbar.

Fassen wir und zusammen, so erhalten wir, dass wir oBdA anneh-
men diirfen, dass U, C K fiir belibiges n € N.

Mit Hilfe dieser Voriiberlegungen beweisen wir nun das Theorem.

<= Sei also Gal(f) auflésbar. Das bedeutet L/K ist auflosbar. Es exis-

tiert also eine Normalreihe
(29) {id} = Gp<G1<...<G, = Gal(f) = Gal(L/K)

mit zyklischen Faktoren Gi/a;_, = Z/p;z, wobei p; eine Primzahl ist
fur alle i € {1,...,7}.

Bilden wir nun die Fixkorper von der Kompositionsreihe ,
so erhalten wir nach Proposition einen Korperturm

(30) L=L% DL D>...DL% =K

so, dass LY -1/L% eine Galoiserweiterung fiir alle i € {1,...,r}
ist, mit

[A38(9) Vor.
Gal(LGi-1 /LG B GalL/Lo)/G,_, 2 Gijci, = Zfpz.
Nach dem Satz von Lagrange|1.1.17| gilt p; = |Gi/G;_1]| ist ein Teiler
von |Gal(f)| =: n. Wir diirfen nach dem Beginn des Beweises an-
nehmen, dass U,, C K ist. Da p;|n fur alle i € {1,...,r}, gilt damit
Uy, CU, C K C LS. Nach Lemma existiert also fur alle
i€{l,...,r} ein w; € LY -1 mit w!" € LY und LY -1 = L% (w;).
Damit lasst sich schreiben als

K=L% CLo 1 =L%(w) C - C LY (w) = L% = L.

Dies bedeutet nichts anderes als, dass f(z) = 0 durch Radikale

auflosbar ist, was wir zeigen wollten.
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(31)

Gal(L/K) ™ Gal(ECI(E /L) /

4. GALOIS-THEORIE

— Sei also f(z) = 0 durch Radikale auflésbar. Dann existiert eine

Korperkette
K=EyCE =Ey(w)C - CE =e—1(w)=E;

mit L C E, fiir einen Zerfallungskorper L von f(x) € K|[z] und so,
dass fir alle i € {1,...,7} ein k; € N existiert mit wfi e E;,_1.

Sei m = []_; ki, dann diirfen wir wieder annehmen, dass U, C
K ist. Mit Satz Wissen wir nun, dass E;_1(w;) = F;/F;_; eine
Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe ist.

Nachdem wir die Kette ahnlich wie im Beweis von Pro-
position [£.5.9] um endlich viele Schritte erweitern, diirfen wir auch
E,/K als Galoiserweiterung annehmen.

Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie existieren nun Un-
tergruppen G; C Gal(E,/K) mit

K=Ey=ES CESCES—=2C...CES =EiY =FE DL.

—— N~
=E =E,

Jede Erweiterung Egi’l/E,gi, i€ {l,...,r}, ist Galois. Proposition
4.3.8| (f) liefert uns nun

{id} = G04G1<1'--<1G,« = Gal(ET/K)

und wie eben gilt Gi/c;_; = Gal(Efi‘l/Efi) fir alled € {1,...,r}.
Also ist Gi/a;_, zyklisch, und somit abelsch, fiir alle ¢ € {1,...,r}.
Dies bedeutet gerade, dass Gal(F,/K) auflosbar ist. Wir miissen
die Auflésbarkeit von Gal(L/K) zeigen. Da Quotienten von auflosba-

ren Gruppen auflésbar sind, folgt dies aus

A38(f)+(9)
K) = Gal(E,/K)/Gal(E,/L).

Somit ist Gal(L/K) = Gal(f) auflosbar, was zu zeigen war.
O

KOROLLAR 4.6.12. Sei char(K) = 0 und f(z) € K[X] mit grad(f) < 4.
Dann ist f(z) =0 durch Radikale auflosbar.

Beweis. Die Gruppe Gal(f) ist nach Lemma isomorph zu einer Unter-
gruppe von der symmetrischen Gruppe Sy und Sy ist auflosbar (siehe(1.1.45]).

Da Untergruppen von auflésbaren Gruppen wieder auflosbar sind, ist also
Gal(f) auflésbar. Mit Theorem [4.6.11] ist somit f(z) = 0 durch Radikale
auflosbar. O



4.6. AUFLOSBARKEIT ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN 105

KOROLLAR 4.6.13. Sei char(K) = 0. Dann ist die allgemeine Gleichung n-
ten Grades P,(T) = 0 genau dann durch Radikale auflosbar, wenn n < 4 ist.
Insbesondere gibt es nur fiir Polynome vom Grad < 4 allgemeine algebraische

Lésungsformeln!

BeEwEIs. Die Gleichung P,(T") = 0 ist nach Theorem genau dann
durch Radikale auflésbar wenn die Gruppe Gal(P, (7)) auflosbar ist. In Satz
haben wir gesehen, dass diese Gruppe isomorph zur symmetrischen
Gruppe S, ist. Aus der Gruppentheorie (siehe Satz wissen wir, dass
Sn genau dann auflosbar ist, wenn n < 4 gilt.

Dass hieraus die zweite Behauptung des Korollars folgt haben wir in 4.6.3
bemerkt. (]

BEMERKUNG 4.6.14. Fiir explizite Formeln in den Fallen n = 3,4 verwei-
sen wir auf [Bo], 6.2. Diese komplizierten Formeln werden Cardano zuge-
schrieben, stammen aber eigentlich von del Ferro, Tartaglia und Ferrari (16.
Jahrhundert).

ABBILDUNG 4.6. Nils Hendrik Abel (1802-1829) be-
wies als erster, dass sich eine allgemeine Gleichungen
flinften Grades nicht durch Radikale auflésen lasst.
Er lebte in seinen letzten Jahren von Schulden und
Zuwendungen befreundeter Mathematiker. Trotz sei-
nes kurzen Lebens fand er auch bedeutende Resul-
tate und Konzepte in anderen mathematischen Dis-
ziplinen. Hermite meinte: ,Abel hat den Mathema-
tikern genug hinterlassen um sie fiur 500 Jahre zu
beschdftigen. “







KAPITEL 5

Modultheorie

5.1. Grundlagen

In der linearen Algebra wurden intensiv Vektorrdume iiber einem Koérper K
studiert. Dies sind abelsche Gruppen mit einer zuséatzlichen Skalarmultipli-
kation mit K. Wir wollen unter anderem untersuchen welche Resultate iiber
Vektorrdume sich verallgemeinern lassen, wenn wir K durch einen Ring R

ersetzen. Sei also stets R # {0} ein Ring (mit Einselement).

DEFINITION 5.1.1. Ein R-Linksmodul ist eine abelsche Gruppe (M, +) mit

einer Verkniipfung
Rx M — M ; (r,m)—r.m,

so dass fir alle m,mi,ms € M und a,b € R gilt

(i) Lom=m

(iii) (e +b).m =a.m+b.m
(iv) (ab).m = a.(b.m)

)

(ii) a.(mq +mgo) = a.m1 + a.my
)
)

Analog definiert man einen R-Rechtsmodul als abelsche Gruppe (M, +) mit

einer Verkniipfung
M xR— M ; (m,r)—m.r,
so dass die zu (i) — (iv) analogen Eigenschaften gelten.

Wir werden einen R-Links-, beziehungsweise R-Rechtsmodul, (M, +,.) oft
nur mit M bezeichnen. Die Verkniipfung R x M, beziehungsweise M x R,
wird wie bei Vektorraumen R-Skalarmultiplikation genannt.

Wie bei Ringen folgt sofort aus der Definition[5.1.1]} dass 0.m = 0, (—1).m =
—m und r.0 = 0 fiir alle m € M und alle r € R gilt.

DEFINITION 5.1.2. Fiir einen Ring R = (R, +,-) definieren wir den entge-
gengesetzten Ring zu R durch R? = (R, 4+, %), wobei a xb = b - a fir alle
a,b e RP gilt.

107
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LEMMA 5.1.3. Es existiert eine bijektive Korrespondenz zwischen R-Links-
moduln und R°P-Rechtsmoduln. Diese ist gegeben durch

(M,+,.M>M,+,*)

{M R-Linksmodul } {M R°P-Rechtsmodul },

wobei myr = r.m fir alle m € M und fur alle r € R gilt.
BEwEIs. Ubung. O

NOTATION 5.1.4. Lemma [5.1.3|sagt uns, dass wir jedem Rechtsmodul einen
eindeutigen Linksmodul zuordnen konnen. Damit konnen wir Resultate iiber
Rechtsmoduln auf Resultate iiber Linksmoduln zuriickfithren. Wir werden

im Folgenden R-Linksmoduln betrachten und kurz R-Moduln nennen.

BEISPIEL 5.1.5. (i) Sei (M, +) irgendeine abelsche Gruppe. Die Abbil-
dung

m-+---+m fallsn >0
N————
(32) ZxM—M ; (n,m)—nm= n mal
—(m + -+ m) sonst
N————
—n mal
erfiillt alle Eigenschaften aus Also ist jede abelsche Gruppe
auf kanonische Weise ein Z-Modul. Beachte, dass die leere Summe
als Null definiert ist und somit auch 0.m durch definiert ist.
(ii) Ist R ein Korper, so gilt

M ist ein R-Modul <= M ist ein R-Vektorraum

(iii) Jeder Ring ist selbst ein R-Modul mit der gegebenen Addition und
der Multiplikation auf R als R-Skalarmultiplikation.

(iv) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann ist R = End(V') =
{f : V = V|f Gruppen-Hom.} ein Ring beziiglich (f; + f2)(v) =
fi(w) 4+ fa(v) und (f1 o fo)(v) = fi(f2(v)) fir alle fi, fo € R und
alle v € V. Dieser Ring ist im Allgemeinen nicht kommutativ (nie
fir dim(V') > 1).

Den Vektorraum V konnen wir nun als R-Modul auffassen,
durch die Abbildung

RxV =V ; (p,v)— pv=qp).

Wir iiberpriifen die nétigen Eigenschaften aus Seien dazu
v,v1,v2 aus V und @, p1, @2 aus R beliebig.

— id ist das Einselement in R und es gilt id .o = id(v) = v.

— (01 +v2) = p(v1 +v2) "= p(01) + p(v2).

~ (14 92)0 = 01(0) + p2(v).
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= (p10o92).v = p1(p2(v)) = p1.(p2.v).
Somit ist V tatsachlich ein R-Modul.

DEFINITION/SATZ 5.1.6. Sei A eine abelsche Gruppe, dann ist End(A) wie
in Beispiel iv) ein Ring, genannt der Endomorphismenring von A. Fiir
einen Ring R und einen R-Modul M definieren wir den Endomorphismenring
von R, beziehungsweise von M, als End(R) = End(R, +), bezichungsweise
End(M) = End(M, +). Wir fassen also R und M als abelsche Gruppe auf.

BEWEIS. ganz einfach. O

Das Beispiel iv) ist in gewisser Weise ,,fundamental“, wie die folgende

Proposition zeigt.

PROPOSITION 5.1.7. Sei (M, +) eine abelsche Gruppe und R ein Ring. Dann
gibt es eine bijektive Korrespondenz zwischen R-Modulstrukturen auf M und

Ring-Homomorphismen von R nach End(M). Genauer:

(a) Wenn M ein R-Modul ist, so ist die Abbildung
¢:R— End(M) ; r~ p,

wobei p,.(m) = r.m fiir allem € M gilt, ein Ring-Homomorphismus.
(b) Ist umgekehrt ¢ : R — End(M) ein Ring-Homomorphismus, so
ist M ein R-Modul, durch die Verknipfung

RxM ; (r,m)—rm=(p(r))(m).

BeEwEIS. Die Konstruktionen in (a) und (b) sind offensichtlich invers zuein-
ander. Der Beweis besteht also alleine darin, die Eigenschaften eines Ring-

Homomorphismus, beziehungsweise eines R-Moduls, nachzupriifen.

Zu (a): Sei also M ein R-Modul. Als erstes zeigen wir, dass die Abbildung
 wohldefiniert ist. D.h.: p, € End(M) fiir alle r € R.
Fiir r € Rund my, mg € M beliebig, gilt u,(mi+mso) = r.(m1+

511
ma) ELY) r.my 4+ r.mg = pr(m1) + pr(me). Also ist tatsdchlich

4ty € End(M).
Weiter gilt ¢(1) = p; und pr(m) = 1.m ELIO m fir alle

m € M. Damit ist p(1) = id, und id ist wie bereits gesehen, dass
Einselement in End(R).

Sind nun 71,79 € R beliebig, so gilt ¢(r1 + r2) = piry 4, und es
: i)
it pry 7y (M) = (r14r2)m == " rim+ram = py, (m)+ pir, (m)
fir alle m € M. Dies zeigt p(r1 + r2) = p(r1) + p(r2).

Zuletzt gilt p(r17m2) = fryr, und es ist pip,, (m) = (rire).m B-LI)

r1.(r2.v) = pr1 0 pp, (m) fiir alle m € M. Also gilt auch p(ri72) =
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©(r1) op(re). Dies zeigt, dass ¢ wie behauptet ein Ring-Homomor-
phismus ist.
Zu (b): Seialso ¢ : R — End(M) ein Ring-Homomorphismus. Wir miissen

die Eigenschaften aus [5.1.1] iiberpriifen. Es gilt

— 1.m = (¢(1))(m) =id(m) = m fir alle m € M.

— (rir2).m = @(rire)(m) = p(r1) op(re)(m) = r1.(re.m) fir alle

r1,70 € R und alle m € M.

Die anderen beiden Punkte folgen analog. Somit ist M ein R-
Modul.

O

Fin R-Modul M ist also eine abelsche Gruppe zusammen mit einem Ring-
Homomorphismus R — End(M ). Insbesondere stellen wir wieder fest, dass
jede abelsche Gruppe M eine eindeutige (!) Struktur als Z-Modul besitzt,
da es genau einen Ring-Homomorphismus Z — End(M) gibt.

DEFINITION 5.1.8. Sei M ein R-Modul. Ein Untermodul von M ist eine
Untergruppe (N, +) von (M, +) so, dass r.n € N, fiir alle n € N und alle
r € R, gilt.

Sei M’ ein weiterer R-Modul. Eine Abbildung ¢ : M — M’ heifit R-Modul-

Homomorphismus, genau dann wenn
(i) ¢ ist ein Gruppen-Homomorphismus, und
(ii)) p(r.m) =r.p(m) fir alle r € R, m € M.
Ein R-Modul-Homomorphismus ¢ : M — M’ heiit R-Modul-Isomorphis-

mus, genau dann wenn es eine beidseitige Umkehrfunktion gibt, die selbst

ein R-Modul-Homomorphismus ist.

Genau wie bei Gruppen und Ringen gilt, dass ein R-Modul-Homomorphis-

mus ein Isomorphismus ist genau dann wenn er bijektiv ist.

BEMERKUNG 5.1.9. Wir fassen den Ring R als Linksmodul iiber sich selbst
auf. Dann sind die Untermoduln von R genau die Linksideale von R. Ana-
loges gilt flir die Rechtsideale von R. Eine Teilmenge I von R die sowohl

Links- als auch Rechtsideal ist, heifit zweiseitiges Ideal von R.

LEMMA 5.1.10. Sei M ein R-Modul und N ein Untermodul von M. Dann
ist M/N mit der Abbildung

RxM/N — M/N 5 (r,m+ N)—rm+N

ein R-Modul, genannt Faktormodul.
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BEWEIS. Wir wissen bereits, dass M/N eine abelsche Gruppe ist. Weiter ist
die Abbildung (r,m+N) — r.m~+ N wohldefiniert. Denn fiir m+N = m/+ N

gilt m’ = m + n fiir ein n € N. Daraus folgt, wie erforderlich,

rm' + N =r.(m+n)+N=rm+ rn +N =rm+ N.
EN
Nun kénnen wir reprasentantenweise rechnen. Daraus folgen die R-Modul

Axiome fiir M/N sofort aus denen von M. O

THEOREM 5.1.11 (Isomorphiesatz). Seien M, M’ R-Moduln und ¢ : m —
M’ ein R-Modul-Homomorphismus. Dann ist o(M) ein Untermodul von M’
und ker(yp) ein Untermodul von M. Weiter ist die Abbildung

U M) 5 o(M) ; m o+ ker(p) — o(m)
ein wohldefinierter R-Modul-Isomorphismus.

BEWEIS. Die Aussagen sind alle bereits fiir Gruppen bekannt. Wir miissen
also nur noch die R-Linearitit nachpr” fen.
©(M) ist Untermodul von M': Sei also m’ € p(M). Dann existiert ein m € M
mit ¢(m) = m/. Es ist somit fiir beliebiges r € R

ram' =r.p(m) = w(w) € p(M).

eM

ker(y) ist Untermodul von M: Sei m € ker(y) und r € R. Dann ist p(r.m) =
r.p(m) = 1.0 = 0. Also ist auch r.m € ker(yp).
U ist ein R-Modul-Isomorphismus: Wie bereits erwahnt ist nur noch die
R-Linearitét zu iberpriifen. Fiir m + ker(¢) € M/ker(¢) und r € R beliebig,
gilt

U(r.(m+ker(p))) = ¥(r.m+ker(p)) = p(r.m) = r.p(m) = r.¥(m+ker(yp)).

Damit ist der Isomorphisatz bewiesen. O

5.2. Freie Moduln

Sei wieder R # 0 ein Ring. Wir wissen, dass jeder Vektorraum eine Basis
besitzt. Dies kénnen wir fiir beliebige R-Moduln sicher nicht erwarten. Wir
werden hier studieren, wann und wie das Konzept einer Basis auf R-Moduln

ibertragbar ist.

KONSTRUKTION 5.2.1. Sind My, My zwei R-Moduln, so ist auchM; x My ein
R-Modul mit der R-Skalarmultiplikation r.(m1,mg) = (r.my,r.ms) fir alle
r € Rund (mq1,mgy) € My X Ms. Diese Konstruktion wollen wir auf beliebig

viele R-Moduln erweitern.
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Sei dazu I irgendeine Indexmenge und sei (M;);c; eine Familie von R-
Moduln. Das direkte Produkt der R-Moduln (M;);cr ist gegeben durch
[ = {(ai)icrlai € M; fiir alle i € I},
i€l
Mit der komponentenweise definierten Addition und R-Skalarmultiplikation

ist [],c; M; selbst ein R-Modul. Es gilt r.0 = 0 fiir alle » € R, damit ist
®ierM; = {(ai)ier € HMi\ai # 0 fiir nur endlich viele i € I}
el
ein Untermodul von [],.; M;. Diesen nennen wir die direkte Summe der
R-Moduln (M;);er. Ist die Menge I endlich, so gilt natiirlich [[,.; M; =

DierM;.

PROPOSITION 5.2.2. Sei (N;)ier eine Familie von Untermoduln eines R-
Moduls M.
(a) Es ist
Z N; = {Z aillp C I endlich, und a; € N; fir alle i € Ip}
icl iclo
ein Untermodul von M, genannt die Summe der (N;)ic;.
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) ¢ : @ierNi — M; (ai)icr = Y ;cpai ist ein R-Modul-Iso-
morphismus.
(ii) Jedes a € M besitzt eine eindeutige Darstellung a = 3, ; a;
mit a; € N; fir alle i € I und a; # 0 nur endlich oft.
(ili) Es gilt 3 ;c; Ni = M und Nj 03 ,cp 3 N = {0} fir alle
jel.

BEwEIs. Ubung. O

DEFINITION 5.2.3. Gilt eine der drei d4quivalenten Aussagen in (b), so
nennen wir M die innere direkte Summe der (N;);e; und schreiben dafiir
M = @i N;.

DEFINITION 5.2.4. Sei M ein R-Modul und X C M eine Teilmenge. Ei-
ne R-Linearkombination aus X ist eine Summe Z?:l ri.x;, mit n € N
und r; € R, z; € X fur alle i € {1,...,n}. Sei (X) die Menge aller R-
Linearkombinationen aus X, dann sieht man, dass (X) der kleinste Un-
termodul von M ist, der X enthélt. Er heifit der von X erzeugte Un-
termodul von M. Wenn (X) = M gilt, so heiit X FErzeugendensystem
von M. Besitzt M ein endliches Erzeugendensystem x1,...,x,, SO nennen
wir M endlich erzeugt. Mit den Notationen in Proposition gilt dann
M=Rzxi+ -+ R.x,.
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BEMERKUNG 5.2.5. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und NV ein Unter-
modul von M. Dann ist N nicht notwendigerweise endlich erzeugt!
Sei R # {0} irgendein Ring. Betrachte den Polynomring S = R[z1,x2, .. .]

in abzahlbar unendlich vielen Variablen. Dann ist S als Modul iiber sich

selbst endlich erzeugt (vom FEinselement). Allerdings ist der Untermodul
N = (x1,x9,...) nicht endlich erzeugt. Dies sehen wir wie folgt.
Angenommen es gibt f1,...,f, € N mit (f1,..., fn) = (x1,22,...) = N.

Die Elemente fi, ..., f, liegen im Teilring R[z1,...,z,] von S, fir ein € N.
Da diese Elemente N erzeugen, gibt es a1,...,a, € S mit

(33) Try1 =arfi+ -+ anfn.

Wieder liegen alle Elemente aq, ..., a, in einem Ring R[z1,..., 2] fir ein

m € N und wir diirfen o0BdA annehmen, dass m > r + 1 gilt. Wir wenden

nun den Einsetzhomomorphismus

O0fallsi#r+1
lfallsi=r+1

v:R[xy,....;xm] — R ; z+—

auf die Gleichung an. Dann gilt

L=p(wri1) = plar) p(f1) ++ + wlan) p(fn) = 0

——
=0 =0
(Beachte, dass die Polynome f1,. .., f, keinen konstanten Term haben). Dies

ist natiirlich ein Widerspruch, also ist N nicht endlich erzeugt.

DEFINITION 5.2.6. Sei M ein R-Modul und X C M eine Teilmenge. Die
Menge X heiit R-linear unabhdngig, falls fiir jede R-Linearkombination
Sowriw aus X mit " rix; = 0 bereits rp = - -+ =1, = 0 gilt.

Fine Menge X C M heifit Basis von M, genau dann wenn X ein R-linear un-
abhangiges Erzeugendensystem von M ist. Besitzt M eine Basis, so nennen

wir M einen freien R-Modul.

BEMERKUNG 5.2.7. Die Definition einer Basis ist vollkommen analog zum
bekannten Fall eines Vektorraumes. Der grofie Unterschied ist, dass nicht je-
der R-Modul eine Basis besitzt. Wir wissen beispielsweise, dass die abelsche
Gruppe Z/gz, g > 1, ein Z-Modul ist. Es gilt

gm=gm =0 € Z/gz fiir alle m € Z/gz.

Somit ist jede einelementige Teilmenge von Z/¢z bereits Z-linear abhéngig.

Insbesondere kann es keine Basis von Z/¢z geben.

FRAGE. Ist jeder Untermodul eines freien R-Moduls M frei?
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Auch das gilt leider nicht. Der Ring Z x Z ist frei als Modul iiber sich
selbst (Das Einselement (1, 1) ist eine Basis). Offensichtlich ist Z x {0} ein
Untermodul von Z x Z. Wieder gilt, dass jede einelementige Teilmenge Z x Z-
linear abhéngig ist. Denn fiir jedes (n,0) € Z x {0} gilt

(0,1).(n,0) = (0,0) =0 € Z x {0}.
Also ist Z x {0} kein freier Z x Z-Modul.

DEFINITION 5.2.8. Sei S eine Menge und R ein Ring. Dann heifit F'(S) =
Dses R der freie Modul tber S.

Um zu zeigen, dass diese Definition sinnvoll ist, miissen wir zeigen, dass
F(S) tatséchlich ein freier R-Modul ist. Jedes Element in F(S) hat die
Form (rg)ses mit rs € R fiir alle s € S und r¢ # 0 nur endlich oft.

Wir definieren fiir alle s € S Elemente e, € F(.S) durch

] 1fallst=s
€s = (es,t)tES , mit €st =
0 sonst
Diese Elemente bilden (analog zur Standardbasis eines Vektorraumes) eine
Basis von F(S). Die Abbildung von S nach F(S), die jedes s € S auf
das zugehorige eg schickt, ist offensichtlich injektiv. Damit konnen wir die
Elemente e; mit s identifizieren und somit stets S als kanonische Basis von

F(S) betrachten. Dies dient in erster Linie der einfacheren Notation.

PROPOSITION 5.2.9. Sei M ein R-Modul. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent.

(i) M ist ein freier R-Modul.

(i) M = F(S) fiir eine geeignete Menge S.

BEwEIs. Ubung. O

BEMERKUNG 5.2.10. In der Linearen Algebra wurde gezeigt, dass je zwei
Basen eines Vektorraums dieselbe Kardinalitdt haben. Damit konnte die
wichtige Invariante dim(V') definiert werden. Leider funktioniert auch das
nicht in beliebigen R-Moduln.

Sei K ein Korper und R = Endg (K [z]) der Ring aller K-linearer Endomor-
phismen des Polynomringes K[z]. Wieder betrachten wir R als Modul iiber
sich selbst und stellen fest, dass 1 eine R-Basis ist. Der K-Vektorraum K|z]
hat die Basis {1 = 2°,z,22,...}. Damit ist ein f € R eindeutig durch die
Bilder f(2%), i € N, bestimmt. Weiter kénnen wir die Bilder f(x%), i € N,

wie beim Einsetzhomomorphismus beliebig vorgeben.
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Wir definieren nun f; und f2 in R durch

; z"? falls ¢ gerade ; 0 falls ¢ gerade
fila') = )=
0 falls ¢ ungerade z'~2 falls i ungerade

Also folgt fiir alle g1,92 € R

i g1 (xi/ %) fiir ¢ gerade
(34) (910 fi+g20 f2)(a") = .
g2(x" /2) fiir ¢ ungerade

Alsoist g0 f1+go0 fo die Nullabbildung, genau dann wenn g; und g5 auf allen
x', i € N, verschwinden. Dies ist genau dann der Fall wenn g; = g2 =0 € R
gilt. Somit sind f; und fo R-linear unabhéngig. Sei nun g € R beliebig,
dann wihle g1,g2 € R so, dass g1(2%) = g(z%) und go(2?) = g(x* 1) fiir
alle i € N. Aus folgt sofort gi o fi + g2 o fa(x') = g(«%) und somit
g1 0 f1 4+ go o fo = g. Damit ist fi, fo auch ein Erzeugendensystem von R.
Wir stellen also fest, dass R die Basen {1} und {fi, fa} besitzt.

Diese Bemerkung lasst Modultheorie zwar sehr interassant, allerdings auch
vollkommen unintuitiv, wirken. Wir kénnen dieses verhalten etwas kontrol-

lieren, wenn wir zu kommutativen Ringen iibergehen.

PROPOSITION 5.2.11. Sei R ein kommutativer Ring und M ein endlich er-
zeugter freier R-Modul. Dann haben alle R-Basen von M dieselbe Ldnge
n < 0o. Diese Zahl n nennen wir den Rang des R-Moduls M und bezeich-

nen sie mit rk(n).

BEWEIS. Sei M ein Maximalideal von R, dies existiert nach Lemma [3.5.7]

Die Menge
MM:{)\lm1+—I—)\kmk]kEN,)\lEM,mZGMVZG{l,,k:}}

ist ein Untermodul von M. Die Abgeschlossenheit beziiglich ,,+* ist klar
und die Abgeschlossenheit beziiglich der R-Skalarmultiplikation ist genau
die Idealeigenschaft von M (die Maximalitdt wird hierfiir nicht bendtigt).
Wir betrachten den Faktormodul M/m.m. Die R-Skalarmultiplikation ist
gegeben durch r.(m + M.M) = r.m + M.M, und es gilt \.(m + M.M) =0
fir alle A € M. Damit folgt, dass M/m.m sogar ein B/m-Modul ist, mit der
Skalarmultiplikation (r + M).(m + M.M) = r.m + M.M.
Nun ist aber #/m ein Korper und damit ist M/m.m ein B/ m-Vektorraum.
Sei (b;)ier ein Erzeugendensystem des R-Moduls M. Jedes Element aus dem
R/ m-Vektorraum M/m.um 1dsst sich dann schreiben als

m+ MM =Y "ribi+ MM => (ri+ M).(b + M.M) + M.M

el el
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fiir gewisse r; € R mit r; # 0 fiir nur endlich viele ¢ € I. Somit ist auch
(bi+M.M);cr ein Erzeugendensystem des B/ m-Vektorraumes M/m.m. Nach
Voraussetzung existiert ein endliches Erzeugendensystem von M und so-
mit existiert auch ein endliches Erzeugendensystem des 1/ m-Vektorraumes
M/m.m. Dies ist natiirlich nur moéglich wenn dieser Vektorraum endlich di-
mensional ist.

Insbesondere gilt weiter, dass fiir jede R-Basis (b;);c; von M, die Elemen-
te (bj + M.M);cr ein Erzeugendensystem des £/m-Vektorraumes M/m.m
bilden. Sei im Folgenden B = (b;);c; eine R-Basis von M.

Es bleibt zu zeigen, dass (b; + M.M);c; auch B/m-linear unabhéngig sind.
Sei dazu 0 = (1 + M).(b; + M.M) + M.M fiir r; € R nur endlich oft
nicht in M. Per Definition der Skalarmultiplikation folgt

0=> ribi+ MM also Y rib; € M.M.
icl i€l

Da B eine R-Basis von M ist, ist diese Linearkombination eindeutig. Es
folgt per Definition von M. M, dass r; € M fiir alle ¢ € I gilt. Dies bedeutet
nichts anderes als 7, + M = 0 € B/m fiir alle i € I. Also ist (b; + M.M);cr
auch B/m-linear abhéngig.

Wir haben also gezeigt, dass (b; +M.M);c; eine Basis des endlich demensio-
nalen B/m-Vektorraumes M/m.um ist. Damit gilt |I| = |B| = dim(M/m.m) =

n. Insbesondere haben alle R-Basen von M dieselbe Lange. U

DEFINITION 5.2.12. Seien R C R’ kommutative Ringe, 1z = 1 € R. Ein Ele-

ment o € R’ heifit ganz tiber R, genau dann wenn ein normiertes Polynom

f(z) € R[z] \ {0} existiert mit f(a) = 0.

BEISPIEL 5.2.13. e Mit den Bezeichnungen aus|5.2.12]ist jedes o € R
ganz iiber R, denn « ist Nullstelle des normierten Polynoms f(x) =
r—a € Rlz].

e Falls R = K und R’ = L Korper sind, so ist a € L ganz iiber K

genau dann wenn « algebraisch iiber K ist.

SATz 5.2.14. Seien R C R’ kommutative Ringe mit demselben Finselement

und sei o € R'. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) « ist ganz tber R.
(i) es existiert ein endlich erzeugter R-Modul M C R’ mit 1 € M und
aM C M.

BEWEIS. Da beide Aussagen trivialerweise fiir die Null erfiillt sind, nehmen

wir ab jetzt o # 0 an.
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5.3. ARTINSCHE UND NOETHERSCHE MODULN 117

Sei also f(z) = 2% +ag 1291+ -+ ag € R[z] mit f(a) = 0. Setze
M=R+Ra+Ro®>+ ...+ Ra% ! Esist 1 € R C M. Weiter gilt

auch

aM = Ra + Ra® + ...+ Ra®
:Ra—l—RaQ—&—...—i—R(—ad,lad*l—...—ao)QM.

Also gilt die Aussage (i7).
Seien nun Bi,...,3, € R mit M = RB; + --- + Rf,, so dass
1€ M und aM C M gilt. Wir wollen zeigen, dass a Nullstelle eines
charakteristischen Polynoms einer gewissen Matrix A € M, (R) ist.

Da aM C M gilt, existieren zu jedem 3;, i € {1,...,n}, Ele-
mente o1, ..., 0, € R mit af; = Z?Zl «;;j ;. Bezeichnen wir mit
E, € My,(R) die Einheitsmatrix, so gilt fir A = (a;;) € Mp(R)
also

b b b
A-| 1 | =aE,- | : ;dh. (aE,—A)-| | =0

Wir erinnern an die Adjunkte Matrix adj(aE,, — A) € M,(R) von
aF, — A. Diese Matrix hat die Eigenschaft

adj(aF, — A) - (aE, — A) = det(aE, — A)E, = f(a)E,

fir das (normierte) charakteristische Polynom f(x) € R[z] von
A. (Diese Aussage wurde in der linearen Algebra nur fiir Korper

bewiesen, im Beweis werden aber nur Ringeigenschaften benutzt.)

Aus folgt sofort

fla)B B 0
: =adj(ab, —A) - (aE, —A)-| | =1
f(a)Bn B 0

=0

Die Elemente 31, ..., 8, sind gerade die Erzeugenden von M, daher
gilt f(a)B = 0 fiir alle 5 € M. Insbesondere also f(a) = f(a)-1 = 0.

Somit ist « ganz tiber R.

O

5.3. Artinsche und noethersche Moduln

Sei wieder R ein Ring. Wir wollen die Theorie von endlich dimensionalen

Vektorrdumen moglichst weit verallgemeinern. Dazu benétigen wir einen

Dimensionsbegriff fiir eine moglichst grofie Klasse von Moduln. Wenn wir
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nur diejenigen Moduln betrachten, die frei von endlichem Rang sind, ist
dies zu restriktiv. Weiter muss ein Untermodul eines freien R-Moduls M,
mit rk(M) = n < oo, nicht frei vom Rang < n sein. Dies ist jedoch eine
fundamentale Eigenschaft der Dimension eines Vektorraumes.

Wir werden in diesem Abschnitt noethersche und artinsche Moduln be-
trachten. Fiir einen R-Modul der beide Eigenschaften erfiillt, werden wir
die Lange des Moduls definieren konnen. Dies verallgemeinert den Begriff

der Dimension eines endlich dimensionalen Vektorraumes.

DEFINITION 5.3.1. Ein R-Modul M heifit noethersch, genau dann wenn jede
echt aufsteigende Kette von Untermoduln Ny C Ny C --- endlich ist.

DEFINITION 5.3.2. Ein R-Modul M heifit artinsch, genau dann wenn jede
echt absteigende Kette von Untermoduln Ny 2 Ny D --- endlich ist.

ABBILDUNG 5.1. Amalie Emmy Noether (1882-1935) war
eine deutsche Mathematikerin, die besonders in der ab-
strakten Algebra und der theoretischen Physik tatig war.
Sie war die erste deutsche Professorin, auch wenn dies
zunachst nur ein Titel war fiir den Sie keine Bezahlung
erhielt.

In beiden Definitionen konnen wir auch sagen, dass jede aufsteigende, bzw.
absteigende (nicht notwendiger weise echt) Kette von Untermoduln stationdr
wird. Das bedeutet, dass ein kg € N existiert, mit Ny = Ny, fiir alle k > k.

DEFINITION 5.3.3. Ein Ring R heifit noethersch, bzw. artinsch, genau dann

wenn R als R-Modul noethersch, bzw. artinsch, ist.

Genauer miisste es in Definition linksartinsch und linksnoethersch hei-
Ben, da wir R als R-Linksmodul betrachten. Analog definiert man die Be-

griffe rechtsartinsch und rechtsnoethersch.

BEISPIEL 5.3.4. (a) Jeder Hauptidealbereich R ist noethersch. (Ubung)
(b) Wenn R ein Korper ist, dann gilt fiir einen R-Modul (also einen
R-Vektorraum) M:

M noethersch <= M artinsch <= dim(M) =n < o

Dies sehen wir folgendermafien: Sei dim(M) = n < oo und sei
Ny € Ny C -+ eine echt aufsteigende Kette von Untermoduln. Da

R ein Korper ist, sind dies Untervektorraume und somit folgt

dim(N;) < dim(Np) < --- < dim(M) = n.
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Also kann eine solche Kette maximal n+ 1 Glieder haben. Es folgt,
dass M noethersch ist. Das selbe Argument fiir eine echt abstei-
gende Kette liefert uns auch, dass M artinsch ist.

Sei andererseits dim(M ) = co. Das bedeutet, dass es eine Folge
{bi}ien in M von linearunabhingigen Elementen gibt. Dann ist
jedoch Ny = (b1) € Ny = (b1,b2) C --- eine unendlich lange echt
aufsteigende Kette von Untermoduln und Ni = (b1, be,...) 2 N} =
(ba,bs,...) 2 -+ eine unendlich lange echt absteigende Kette von

Untermoduln von M. Somit ist M weder noethersch noch artinsch.

PROPOSITION 5.3.5. Ein R-Modul M ist genaw dann noethersch, wenn jeder

Untermodul von M endlich erzeugt ist.

BeEwEIs. Wir miissen die beiden Implikationen zeigen.

= Sei also M noethersch und N ein Untermodul von M. Falls N =
{0}, so ist N offensichtlich endlich erzeigt. Wir nehmen also an,
dass N # {0} gilt. Dann existiert ein a; € N \ {0} und wir kdnnen
Nj = (a1) = R.aj betrachten. Natiirlich ist Ny C N. Wenn N; =
N, so ist N endlich erzeugt (durch a1). Wenn N7 # N, so finden
wir ein ag € N\ Nj und es ist N1 € Ny = (a1,a2) C N. Wieder gilt,
dass N endlich erzeugt ist, falls No = N gilt. Wir wiederholen dieses
Prinzip und erhalten eine echt aufsteigende Kette von Untermoduln
N1 € Ny € --- € N. Da M noethersch ist, muss diese Kette
abbrechen; d.h. es existiert ein k € N mit Ny = (aq,...,a;) = N.
Das war zu zeigen.

<= Sei also jeder Untermodul von M endlich erzeugt. Angenommen
M ist nicht noethersch. Dann existiert eine unendlich lange echt
aufsteigende Kette von Untermoduln Ny C Np C --- von M. Damit

ist auch NV = UjenN; ein Untermodul von M (das zeigt man genau

wie bei Idealen auch). Nach Voraussetzung gilt N = (ay,...,a,) fir
gewisse aq, ..., a, € M. Nach Definition von N existiert ein k € N,
mit ay,...,a, € Ni. Damit gilt nun

al,...,aTEN]'

Def.
N; Nk‘+12Nk 2 <CL1,...7QT>:N.

Dies ist ein Widerspruch und somit ist M tatséchlich noethersch.

O

PROPOSITION 5.3.6. Sei M ein R-Modul und N ein Untermodul von M.
Dann gilt

(a) M noethersch <= N und M/N noethersch
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(b) M artinsch <= N und M/N artinsch

BeEwEIS. Wir beweisen nur Teil (a). Der Beweis von (b) funktioniert genau-
so, wenn man ,,C“ durch ,,O ersetzt.
= Offensichtlich ist mit M auch N noethersch, da jede Kette von Un-
termoduln von N insbesondere eine Kette von Untermoduln von M
ist. Sei nun M| C M) C --- eine aufsteigende Kette von Untermo-
duln von M/N. Bezeichnen wir mit 7 : M — M/N die kanonische
Projektion m +— m+N, so sind My = 7~ Y(M]), My = 71 (M}), ...
Untermoduln von M und es gilt M; C My C ---. Da M noethersch
ist, wird diese Kette stationir; d.h. es existiert ein kg € N mit
My, = My fiir alle k£ > kg. Daraus folgt aber

M}, = m(My) = 7(Myi1) = M}, fiir alle k > k.

Beachte, dass dies nur gilt, da 7 surjektiv ist. Also wird auch die
Kette M{ C M} C --- stationér. Also ist M/N noethersch.

<= Seien N und M/~ noethersch und M; C My C - - - eine aufsteigende
Kette von Untermoduln von M. Wir betrachten die beiden Ketten

(36) (MiNN)C (M, N)C--- und

M1+N/Ng M2+N/N C...
(37) M +NCM;+NC---

Die Kette ist eine Kette von Untermoduln von N und
ist eine Kette von Untermoduln von M/N. Sowohl N als auch M/n
sind noethersch. Also werden und stationar. Es existiert
also ein kg € N mit

My N =M1 NN und My + N = M1 + N fiir alle k& > k.

Sei nun k > kg und m € Mj, 1. Insbesondere ist also m € My,q +
N = My + N. Es existieren somit Elemente x € My und y € N mit

w:yeNﬁMk+1:NﬂMk.

EMjiq
Da also x und y in M liegen, gilt auch m = x4+ y € M. Es
gilt also My,1 € M}y und nach Voraussetzung auch M C My, 1.
Zusammen ergibt dies My = My fiir alle & > k. Also wird die
Kette My C Ms C --- stationdr. Das bedeutet nichts anderes, als
dass M noethersch ist.

O
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PROPOSITION 5.3.7. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt:

(a) R noethersch => M mnoethersch.
(b) R artinsch = M artinsch.

BEWEIS. Diesmal beweisen wir nur Teil (b) und (a) folgt analog. Sei also
ai,...,an ein Erzeugendensystem von M und setze S = {ay,...,a,}. Dann
ist, wie in gesehen, S eine Basis des freien Moduls F(S) = R" =
R®...®R.

n-mal
Nach Voraussetzung ist R artinsch und in den Ubungen wurde gezeigt, dass

die direkte Summe von artinschen Moduln wieder artinsch ist. Induktiv folgt,
dass R™ = F(S) artinsch ist.

Genau wie beim Einsetzhomomorphismus aus oder wie bei K-linearen
Abbildungen von K-Vektorrdumen, erhalten wir einen (eindeutigen) R-Mo-

dul-Homomorphismus

p:F(S)— M ; \ct;r—)aifurallezé{l,...,n}.
es
Dann ist ¢(F(S)) ein Untermodul von M, der die Elemente ai,...,a,
enthélt. Da aber bereits M = (ai,...,ay) gilt, ist ¢(F(S)) = M. Also
ist ¢ surjektiv. Mit dem Isomorphiesatz erhalten wir F(5)/ker(p) = M.
Nach Proposition ist M als Faktor des artinschen Moduls F'(.S) selbst

artinsch. Das war zu zeigen. O

BEMERKUNG 5.3.8. Jede Kette {0} = My C M1 € --- C M,,, = M eines R-
Moduls M ist insbesondere eine Normalreihe (M;<M;1; vgl. Gruppen.1.39),
denn jedes M; ist eine abelsche Gruppe. Eine Verfeinerung einer Normalrei-
he, ist eine Erweiterung der Normalenreihe um endlich viele Untermoduln
und eine Kompositionsreihe ist eine Normalenreihe, die keine Verfeinerungen

mehr ermoglicht. Wir sagen, dass zwei Normalreihen
{O}IMongg-"ng:Mund{O}:NogNlg"‘gNn:M

aquivalent sind, wenn sie dieselbe Lange m = n haben, und wenn es eine

Permutation 7 € S, gibt mit
Mi/M;_y =2 Na(i) /Ny, fiir alle ¢ € {1,...,n}.

BEISPIEL 5.3.9. Sei K ein Korper, n € N und ey, ...,e, die Standardbasis

von K". Dann ist
{0}§€1K§61K+€2K§--'g_elK—l-'-'—i-enK:Kn

eine Kompositionsreihe der Lénge n = dim(K™).
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Im Folgenden wollen wir zeigen, dass Kompositionsreihen, wenn Sie denn

existieren, bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt sind.

LEMMA 5.3.10 (Zassenhaus-Lemma). Seien P’ C P und N' C N Untermo-
duln des R-Moduls M. Dann gilt

L := [NOP)+N'l/[((NnP")+N'] 2 [(NOP)+P'l/[(N'nP)+P'].

BEWEIS. Betrachte die Abbildung ¢ : N N P — L, definiert durch a
a=a+ (NNP")+ N’ Es ist nicht schwierig zu sehen, dass ¢ ein R-Modul-

Homomorphismus ist und dass
ker(p) = [(NNP)+N]Nn(NNP)=(NNP)+ (N NP)

gilt. Weiter existieren fiir ein beliebiges @ € L Elemente b € N N P und
¢ € N' mit a = b+ c. Das bedeutet nichts anderes als @ = b = ¢(b). Also ist
¢ surjektiv. Wieder mit dem Isomorphiesatz folgt L = NNP/(N'nP)+(NNP’).

Dies ist natiirlich isomorph zu (NOP)+P'/(N'np)+P'. Das war zu zeigen. [

THEOREM 5.3.11 (Verfeinerungssatz von Schreier). Seien
(38) {0} =NoC N G- CNy=M
(39) [0} =R CPCCP=M

zwei Rethen von Untermoduln des R-Moduls M. Dann existieren dquivalente

Verfeinerungen von und .

BEWEIS. Setze Njk = (N] ﬂpk> +Nj_1 und ij = (Pk ﬁNj) + P,_1 fur alle
je{l,...,n} und k € {1,...,p}. Dann ist
{0} C N1 CNipC---C Nip SNy CNppC---CNpp =M
~~
Ny
eine Kette von Untermoduln, die jedes Glied aus enthalt, und
{0} CP1CPoC- - C Py CPyCPyuC---CPp=M
—~—
Py
eine Kette von Untermoduln, die jedes Glied aus enthélt. Weiter haben

beide Reihen dieselbe Lange pn und nach dem Zassenhaus-Lemma [5.3.10

gilt auch
(40) Njk/Nj’k,1 = ij/Pk,j—l'

Damit sehen wir, dass Njp = N;;_1 genau dann wenn Py; = Py ;1 gilt.
Entfernen wir nun alle mehrfachen Eintrage aus beiden Ketten, so erhalten
wir wieder mit aquivalente Verfeinerungne von und . O
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ABBILDUNG 5.2. Theorem |5_.3_._J_2| ist benannt nach Marie
Ennemond Camille Jordan (1838-1922; Bild links) und Ot-
to Ludwig Hélder (1859-1937; Bild mitte) und gilt fiir Nor-
malreihen von Gruppen und Moduln gleichermafien. Der ur-
spriingliche Beweis wurde zunéchst von Otto Schreier (1901-
1929) dann von Hans Julius Zassenhaus (1921-1991; Bild
rechts) auf die hier gegebene Form vereinfacht.

THEOREM 5.3.12 (Jordan-Holder Theorem). Sei M ein R-Modul, der eine
Kompositionsreihe besitzt. Dann sind alle Kompositionsreihen von M dqui-

valent. Insbesondere haben alle Kompositionsreihen von M dieselbe Linge.

BEWEIS. Seien zwei Kompositionsreihen von M gegeben (diese existieren
nur nach Voraussetzung!). Dann besitzen diese dquivalente Verfeinerungen.
Allerdings besitzen Kompositionsreihen keine Verfeinerungen, also miissen

sie bereits dquivalent sein. Die zweite Aussage folgt unmittelbar. O

THEOREM 5.3.13. Sei M ein R-Modul. Dann besitzt M eine Kompositions-

reihe, genau dann wenn M artinsch und noethersch ist.

BEwEIs. Wir beweisen die beiden Implikationen.

— Sei also
(41) 0} =NoCNC TN, =M

eine Kompositionsreihe von M. Sei weiter {0} C Py C P, € --- C
P, C M irgendeine Reihe von Untermoduln von M. Dann besit-
zen diese beiden Ketten dquivalente Verfeinerungen. Allerdings ist
eine Kompositionsreihe und besitzt daher keine echte Verfeine-
rung. Es muss also s < r gelten. Insbesondere ist jede solche Reihe
endlich. Somit ist M artinsch und noethersch.

<= Sei nun M artinsch und noethersch. Wenn M = {0}, dann be-
sitzt M die triviale Kompositionsreihe. Sei also M # {0}. Da M
noethersch ist, existiert ein maximaler Untermodul M7 von M mit
My # M. Als Untermodul von M ist auch Mj noethersch, also
gilt entweder M = {0} oder es existiert ein maximaler Untermo-
dul My von M7 mit My # M. Auf diese Weise erhalten wir eine
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echt absteigende Kette --- C My C My C M. Da M auch artinsch
ist, bricht diese Kette nach endlich vielen Schritten ab. Es gilt also
{0}y = M, € M,_y C --- C M; C M fiir ein r € N und nach
Konstruktion gibt es keine echte Verfeinerung dieser Kette. Damit

haben wir eine Kompositionsreihe konstruiert.

O

DEFINITION 5.3.14. Sei M ein artinscher und noetherscher R-Modul. Dann

ist die Ldnge von M gegeben durch die Lange einer Kompositionsreihe von
M. Wir schreiben dafiir I[(M).

Beachte, dass diese Definition nach den Theoremen [5.3.13 und [5.3.12] wohl-
definiert ist.

PROPOSITION 5.3.15. Sei M ein artinscher und noetherscher R-Modul und
N ein Untermodul von M. Dann gilt die Formel [(M) = I(N) + l(M/nN).
Insbesondere folgt aus N C M auch [(N) < I(M).

BEwEIS. Ubung. a

Wir kénnen Polynomringe natiirlich auch fiir nicht kommutative Ringe R
definieren /konstruieren. Diese Ringe sind etwas sperrig, da wir unter ande-
rem keinen Einsetzhomomorphismus mehr haben. Es gilt die Rechenregel
x - a = az fiir alle a € R und die Unbestimmte = des Polynomrings R[z].

Wir schlieflen dieses Kapitel nun mit einem Satz, der besonders fiir die alge-
braische Geometrie eine wichtige Rolle spielt. Der Name wird sich im letzten

Teil der Vorlesung erklaren.

THEOREM 5.3.16 (Hilberts Basissatz). Sei R ein noetherscher Ring, dann

ist auch der Polynomring R[x] noethersch.

BEwEISs. Wir wollen Proposition benutzen. Sei also I C R[z| ein be-
liebiges Linksideal von R[z]. Wir miissen zeigen, dass I endlich erzeugt ist.
Fir alle n € N definieren wir die R-Moduln

I, ={f €I|lgrad(f) <n} CI.

Dass dies tatséachlich R-Moduln sind, folgt unmittelbar aus der R-Modul-
struktur von I. Fiir jedes n € N betrachten wir die (wohldefinierte) Abbil-
dung

n
bp: I, — R f:Zaia:ir—)an.
=0
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Die Rechenregeln des Polynomrings R[z]| implizieren sofort, dass b, fiir alle
n € N ein R-Modul-Homomorphismus ist. Damit sind die Bilder b,(l,)
ebenfalls R-Moduln. Es gilt sogar

bl(Il) - bQ(IQ) c...C R, denn bn(\f;/) == bn+1(U)

eln eln+1

Da R als noethersch vorausgesetzt wurde, muss diese aufsteigende Kette von

Linksidealen in R stationar werden. Es existiert also ein N € N, so dass
(42) b (I) = by (In) fiir alle m > N.

Der R-Modul @?L()in ist endlich erzeugt und R ist noethersch. Damit folgt
aus Proposition m dass @Y  Rz' noethersch ist. Nach Proposition m
ist somit auch der Untermodul Iy C QBZ»]\L ORwi noethersch. Also existieren
Gi,---,9r € Iy mit Iy = 37| Rg;. Wir wollen zeigen, dass diese g1, ..., gr
auch Erzeugende von I sind. Dann ist I wie gewiinscht endlich erzeugt und
das Theorem bewiesen. Wir zeigen also im Folgenden I = R[z|ly.

Nach Konstruktion der I,,, n € N, gilt I = N,enl,. Wir miissen also I,,, C
R[z]IN zeigen, fir alle m € N.

Wir benutzen Induktion {iber m, wobei der Induktionsanfang m < N trivial
ist.

Sei also m > N und f € I,, beliebig. Dann ist by, (f) € by (Im) bn(In).
Somit existiert ein f1 € In mit by, (f) = b (f1) = b (x™ N f1). Das bedeu-
tet gerade grad(f — 2™V f1) < m — 1. Die Induktionsvoraussetzung liefert

uns nun
f=( =« ")+ X"V f1 € Rla]ly.
— —_————
eI’mfl GR[.’IJ]]N

Es folgt I = R[z]In = Zfi o R[x]g; ist endlich erzeugt. O
KOROLLAR 5.3.17. Sei R ein noetherscher Ring, dann ist auch R[z1,. .., Zy)
noethersch.

BEwEIs. Das folgt sofort per Induktion aus Theorem [5.3.16 (]

5.4. Moduln iiber Hauptidealbereichen

In diesem Abschnitt werden wir endlich erzeugte Moduln tiber Hauptideal-
bereichen studieren. Im Gegensatz zu allgemeinen Moduln {iber beliebigen
Ringen, verhalten sich diese recht zahm. Am Ende werden wir den Ele-
mentarteilersatz formulieren, der unter anderem eine Verallgemeinerung der

Klassifikation endlicher abelscher Gruppen darstellt.
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LEMMA 5.4.1. Sei R ein Integritdtsbereich und M ein R-Modul. Weiter sei
M/N frei fir einen Untermodul N von M. Dann gilt M = N @& M/N.

BEWEIS. Sei (m;);er eine R-Basis von M/n, fiir Elemente m; € M, fiir alle
i € I. (Wie immer bezeichnet m; die Restklasse m; + N). Fiir jedes m € M
existieren damit eindeutige A; € R, i € I, mit \; # 0 nur endlich oft, so dass
m =) ;cr Aimg. Damit ist m — >, Aym; € N. Also ist die Abbildung
p: M —NBM/N ; m— (m—zx\imi,m)
iel
wohldefiniert und man zeigt leicht, dass ¢ ein R-Modul-Homomorphismus
ist. Weiter gilt
ker(p) = {m e M|m = Z)\iﬁi =0 und m = Z)"m’} = {0}.
i€l i€l

Also ist ¢ injektiv. Es bleibt die Surjektivitdt von ¢ zu zeigen. Sei dazu
(9,m) € N @ M/N beliebig. Seien wie eben \; € R mit m = ),.; \iin;. Da
g € N ist, gilt m = m. Also gilt o(g + > ,c; Ximi) = (g,m),
und ¢ ist surjektiv. Wir haben gezeigt, dass ¢ ein bijektiver R-Modul-

Homomorphismus ist. Dies beweist das Lemma. O

DEFINITION 5.4.2. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Fiir eine Teilmenge
S C M definieren wir den Annulator von S durch Ann(S) = {A € R|A.m =
0 Vm € S}. Das Element m € M heifit Torsionselement, wenn Ann(m) #
{0}. Die Menge aller Torsionselemente in M bezeichnen wir mit 7'(M ). Dann
heilt M

torsionsfrei <= T(M) = {0}
Torsionsmodul <= T(M) = M

BEISPIEL 5.4.3. e Der Z-Modul Z ist torsionsfrei, da Z nullteilerfrei
ist.
e Der Z-Modul Z/nz ist fiir alle n > 2 ein Torsionsmodul (vergleiche
5.2.7]).

LEMMA 5.4.4. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann gilt

(a) Ann(S) ist ein Linksideal in R fir alle Teilmengen S C M.
(b) Ann(M) ist ein zweiseitiges Ideal in R.

Sei ab jetzt R ein Integritatsberich. Dann gilt
(¢) T(M) ist ein Untermodul von M, mit T(T(M)) =T(M).
(d) M/T(m) ist torsionsfrei.
BeEwEs. Ubung. Beachte, dass es fiir die Teile (c) und (d) tatséchlich not-

wendig ist, R als Integritatsbereich vorauszusetzen. U
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SATZ 5.4.5. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein freier R-Modul vom
Rang n < co. Dann ist jeder Untermodul von M frei vom Rang kleiner oder

gleich n.

BeEweEis. Es ist mit Proposition M = R™. Es geniigt also den Beweis
fir M = R™ zu fithren. Dies tun wir durch Induktion iiber n.
Induktionsanfang: n = 1: Sei also M = R und N ein Untermodul von M.
Insbesondere ist also N ein Ideal in R, und es gilt N = (a) fiir ein a in R.
Falls a = 0, so ist N frei vom Rang 0, sonst ist {a} eine R-Basis von N (da
R nullteilerfrei) und es gilt rk(N) =1 < 1.
Induktionsschritt: n > 1: Betrachte den surjektiven R-Modul-Homomorphis-
mus

pn:R"— R ; (a1,...,an) — apn.
Sei N ein Untermodul von R", dann ist die Einschrénkung p,|y : N —
R noch immer ein R-Modul-Homomorphismus. Es gilt p,(N) < R und wie
im Fall n = 1 ist rk(p,(N)) < 1. Weiter ist ker(pp|n) ein Untermodul
von R@---® R®{0} = R" ! Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit

(n—1)-mal

rk(ker(pp|n)) < n — 1. Mit dem Isomorphiesatz erhalten wir N/ker(p,|n) =
pn(IN). Wie oben gesehen ist damit rk(N/ker(pn|n)) < 1. Mit Lemma
gilt weiter N = N/ker(pn|n) @ ker(p,|n). Somit ist

rk(N) = rk(N/ker(pn|n)) + rk(ker(pp|n)) <14+n—1<n.

Dies war zu zeigen. (Beachte, dass fiir eine Basis ay, ..., a, eines R-Moduls
FE und eine Basis by, ..., bs eines R-Moduls F', der R-Modul E @ F' die Basis
(a1,0),...,(ar,0),(0,b1),...,(0,bs) besitzt.) O

THEOREM 5.4.6. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter

R-Modul. Dann ist M frei, genau dann wenn M torsionsfrei ist.

BEwEIS. Wie immer beweisen wir die beiden nétigen Implikationen.

= Sei M also ein freier R-Modul und m € M ein Torsionselement.
Schreibe m = Zle Ai-my;, mit \; € R und einer Basis mq,...,m;
von M. Sei nun A € R\ {0} so dass A.m = 0. Dann gilt auch
% (AN).m; = 0. Es muss also A\; = 0 fiir alle i € {1,...,k}
gelten. Da A\ # 0 und R ein Integritéatsbereich ist, gilt bereits A\; = 0
fir alle i € {1,...,k}, und somit m = 0. Wir haben gezeigt, dass 0
das einzige Torsinselement in M ist. Dies ist gleichbedeutend damit,
dass M torsionsfrei ist.

<= Sei myq, ..., m, ein Erzeugendensystem von M. Dann existiert eine

maximale R-linear unabhéngige Teilmenge von {m1,...,m,}. Sei
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diese 0BdA gegeben durch my, ..., ms. Aufgrund der Maximalitdt
sind die Elemente my,..., ms, m; linear abhangig fiir alle j > s.

Dies bedeutet, es existiert eine R-Linearkombination
(43) )\jl.ml —+ -+ )\js.ms + )\j.??’Lj = 0 mit )\j 7& 0.

Nach Wahl von myq,...,ms ist F' = (mq,...,ms) ein freier R-
Modul. Definiere A = H;:s-i-l Aj # 0 (beachte, dass das leere Pro-
dukt als 1 definiert ist) und betrachte die Abbildung

p:M—F ; mw~—Am.

Diese ist wohldefiniert, da nach Amj € Ffiralleje {1,...,r}
gilt, und da ms, ..., m, ein Erzeugendensystem von M ist, gilt tat-
séchlich A\.m € F' fiir alle m € M. Weiter ist ¢ ein R-Modul-Homo-
morphismus, da R kommutativ ist, und es gilt ker(¢) C T'(M) vor.
{0}. Die Abbildung ¢ ist also insbesondere injektiv. Wir kénnen
somit M als Untermodul von F' auffassen. Aus Satz folgt,

dass M ein freier Modul ist.
O

THEOREM 5.4.7. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann existiert ein freier R-Modul F' mit M = F & T (M).

BEWwWEIs. Ist mq,...,m, ein Erzeugendensystem von M, so ist my,...,m,
ein Erzeugendensystem von M/T(nm). Nach Lemma ist M/T(M) torsions-
frei und somit, nach Theorem [5.4.6] ein freier R-Modul. Mit Lemma, [5.4.1
folgt nun M = M/T(m) @ T(M). O

Der Beweis des nichsten Satzes ist sehr technisch und wird in dieser Vorle-

sung nicht gefithrt. Wir verweisen fiir den Beweis auf [JS], VII. Satz 8.4.

THEOREM 5.4.8 (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealbereich und M
ewn freier R-Modul vom Rang r < co. Sei weiter N ein Untermodul von M.
Dann existiert eine Basis mq,...,m, von M und \i,...,\. € R, so dass
{AM.mi, ..., \pomp } \ {0} eine Basis von N ist und Ay | A2 | -+ | A\ gilt.
Die Elemente Ay, ..., A\ sind bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig

bestimmt durch N und heiffen Elementarteiler von N in M.

THEOREM 5.4.9. Sei R ein Hauptidealbereich und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann existieren Ai,...,As € R\ {R*U{0}} mit Ay | -+ | As und

M 2 R/(n) x -+ X BJ/(ag) x RY.
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Die Elemente \i,...,As heiffen Elementarteiler von M und sind bis auf
Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt. Weiter ist auch s € N

etndeutig bestimmit.

BEWEIS. Sei M = (my,...,m,) und sei ey,...,e, die Standardbasis von
R =R.e1 @ - -® R.e, aus Wir erhalten einen surjektiven R-Modul-
Homomorphismus ¢ : R — M durch ¢(e;) = m; fir alle ¢ € {1,...,7r}.
Wenden wir den Elementarteilersatz auf N = ker(y) an, so erhalten
wir eine Basis by, ..., b, von R" und Elemente A1 | - - - | A\, so dass die Menge
{A1.b1, ..., An.b} \ {0} eine Basis von N ist. Mit dem Isomorphiesatz folgt

M = SO(RT) o~ RT/N — ®§:1R-bi/®§:1R.()\¢.b¢) o~ R/</\1> B P R/<)\T>'

Falls \; € R*, so ist B/(,) trivial. Falls A\; = 0 so ist B/(x;) & R. Sei nun
Y] - | AL die Sequenz, die wir aus A1 | --- | A, durch weglassen aller

Einheiten und Nullen erhalten. Dann gilt
M = B/ x - X BJx) x RY,

wobei s = rk(M/T(m)) durch die Anzahl der \; = 0 gegeben ist. Aus dem
Elementarteilersatz erhalten wir auch die Eindeutigkeit (bis auf Multiplika-
tion mit Einheiten) der Elemente X, i € {1,...,s}. O

BEISPIEL 5.4.10. Sei M ein Z-Modul mit rk(M/7(m)) = 1 und |T'(M)| =
36 = 22 .32, Dann ist T(M) isomorph zu

M, = Z/22.327 oder

My = Z/2z x 2/2.37 oder

M3 = Z/2.37. X Z/2.37 oder

My = 2/37. x Z/22.37.

Weiter ist M isomorph zu M; & Z fiir genau ein ¢ € {1,2,3,4}.

THEOREM 5.4.11 (Elementarteilersatz fiir Matrizen). Sei R ein Hauptideal-
bereich und A € My,(R) eine n X n-Matriz mit Eintrigen aus R. Dann
existieren invertierbare Matrizen S € GLy(R) und T € GLy(R), so dass
SAT eine Diagonalmatriz D ist, mit Diagonalelementen Ay | Az | -+ | Ap.
Diese Diagonalelemente sind bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig

bestimmdt.

BEWEIS. Sei e = {ey,...,e,} die Standardbasis von R". Die Matrix A be-
schreibt durch Multiplikation eine R-lineare Abbildung ¢4 : R® — R™.
Also ist ¢4 (R") C R"™ ein Untermodul von R". Nach Theorem [5.4.8] existiert
eine Basis €],...,¢e), von R" und A1,...,A\s € R\ {0} mit Ay | A2 | -+ | As,

I / . . .
so dass Aje], ..., Ase, eine Basis von ¢4 (R") ist.
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Wihle S € GL,(R) mit Se, = e; fir alle ¢« € {1,...,n}. Seien weiter
fi,..., fs € R™ mit pa(fi) = Ne], fir alle ¢ € {1,...,s}. Da \je], ..., A€
eine Basis von p4(R") ist, gilt

N:<f177fs>:Rf1@@Rfs

Weiter existiert zu jedem m € R™ genau ein a € N mit ¢4(m) = pa(a).
Damit lasst sich jedes m € R™ eindeutig als Summe m = a + b mit a € N

und b = m — a € ker(pa) schreiben. (Denn fiir jedes b’ € ker(pga) ist
pa(m —1b') = pa(m).) Nach Proposition (b) ist also

R"=Rfi® - ®Rfs Dker(pa).

Da ker(p4) als Untermodul von R™ frei ist (siche Satz [5.4.5)), existieren
fst1s---y fn € ker(pa), so dass fi,..., f, eine Basis von R™ ist. Sei nun
T € GL,(R) die Transformationsmatrix, mit T'e; = f; fir allei € {1,...,n}.
Dann gilt

SATe; = SAfl = S(/\le;) = )\7,(562) = \;e; fir alle i € {1, R ,n},

wobei wir A; = 0 fiir 4 > s setzen. Also ist D = SAT eine Diagonalmatrix
mit Diagonalelementen Ay, ..., \,. Die Eindeutigkeit der \;’s folgt aus der
Eindeutigkeit der Elementarteiler aus Theorem [5.4.8 (]

DEFINITION 5.4.12. Die Diagonalmatrix D aus Theorem [5.4.11] heifit Smith-

Normalform von A.

BEISPIEL 5.4.13. Sei wieder R ein Hauptidealbereich. Matrix-Multiplikation
mit Matrizen aus G Ly, (R) bedeutet nichts anderes als elementare Zeilen- und

Spaltenumformungen durchzufithren. D.h.:
(1) Vertauschen von Spalten/Zeilen.
(2) Spalten/Zeilen mit Einheiten multiplizieren.

(3) Das r-fache einer Spalte/Zeile, r € R, zu einer anderen Spalte/Zeile

addieren.
Wir fassen M = Z3 als Z-Modul auf und betrachten den Untermodul
2 8
N=Z-|5|+Z-| 4
3 10

Die Elementarteiler von N in M sind nun gegeben durch die Elemente der

Smith-Normalform von

SN
I
GURNSI
—
=S s o
o o o
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Diese bestimmen wir nun durch Aktionen der Form (1), (2) und (3).

2 80 1 20 1 2 0
A =[5 40 =15 4 0 — 10 —6 0
1 20 2 80 0 4 0
1 0 O 1 00 1 00
— 10 —6 O =10 2 0 - 10 2 0
0 4 0 0 40 000

Somit sind die Elementarteiler von N in M gegeben durch 1 |2 | 0. Mit den
Notationen aus dem Beweis von Theorem [5.4.11] gilt dann

-1 0 1 1 -2 0
S=1 11 1 -9 , I'=10 1 0
-19 -2 16 0 0 1

Damit erhalten wir die Basis

2 2 1
et =1|5 , eh=1|-3 , eh=1|-2
3 2 1

von M, so dass {1e],2¢),0e5} \ {0} eine Basis von N ist.

5.5. Einfache und halbeinfache Moduln

Moduln sind besonders leicht zu studieren wenn sie nur triviale Untermoduln
besitzen. Wie in der Gruppentheorie nennen wir solche Moduln einfach. Hal-
beinfache Moduln sind aus einfachen zusammengesetzt. In diesem Abschnitt

ist wie immer R # {0} ein Ring.

DEFINITION 5.5.1. Ein R-Modul M # {0} heifit einfach, genau dann wenn
{0} und M die einzigen Untermoduln von M sind.

BEISPIEL 5.5.2. (a) Z-Moduln sind genau die abelschen Gruppen. Also
ist ein Z-Modul M einfach genau dann wenn M = Z/pz fiir eine
Primzahl p.

(b) Sei R = K ein Kérper und V ein endlich dimensionaler K-Modul
(=K-Vektorraum). Dann ist V' einfach genau dann wenn dim(V') =
1.

(c) Der K-Vektorraum V aus (b) ist auch stets ein Endg(V')-Modul
(siehe Proposition [5.1.7)). Auf diese Weise ist V stets einfach, denn
zu allen v,w € V existiert ein ¢ € Endg (V') mit p.v = ¢(v) = w.

LEMMA 5.5.3. Sei I C R ein Linksideal. Dann ezistiert ein mazimales Links-
tdeal J C R mit I C J.
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BEWEIS. Dies zeigt man genau wie bei kommutativen Ringen mit Hilfe des
Zorn’schen Lemmas (siehe [3.5.6]). O

DEFINITION 5.5.4. Ein Untermodul N eines R-Moduls M besitzt ein Kom-
plementmodul P in M, genau dann wenn M = N @ P gilt fiir einen Unter-
modul P von M.

LeEMMA 5.5.5 (Lemma von Schur). Jeder R-Modul-Homomorphismus zwi-
schen einfachen R-Moduln ist entweder die Nullabbildung oder ein Isomor-

phismus.

BEWEIS. Seien M, N einfache R-Moduln und ¢ € Homp(M, N) nicht die
Nullabbildung. Dann ist ker(p) C M ein Untermodul des einfachen Moduls
M. Somit ist ker(p) = 0 und ¢ injektiv. Genauso ist (M) C N ein von {0}
verschiedener Untermodul des einfachen Moduls N. Damit ist o(M) = N
und ¢ surjektiv. Zusammen ergibt dies, dass ¢ wie gewiinscht ein R-Modul-

Isomorphismus ist. O

ABBILDUNG 5.3. Der deutsche Mathematiker Is-
sai Schur (1875-1941) leistete bedeutende Arbeit
in der Darstellungstheorie. Auch das eben kennen-
gelernte Lemma ist in diesem Kontext entstanden.
Schur soll zudem ein ausgezeichneter Dozent gewe-
sen sein.

LEMMA 5.5.6. Seien {N;}icr einfache Untermoduln des R-Moduls M, so
dass M = Y . ; N; ist. (Hier ist I irgendeine Indexmenge). Dann existiert
zu jedem Untermodul N von M eine Teilmenge J C I, so dass M = N &

(Bjes Ni) gilt.
BEWEIS. Sei also N ein beliebiger Untermodul von M und sei

S={JCIN+> N;=Nao (PN}
jeJ jeJ

Die Menge S ist partiell geordnet beziiglich der Inklusion von Mengen. Wir
wollen das Zorn’sche Lemma auf S anwenden und priifen daher die Voraus-
setzungen.
Es ist S # (), da die leere Menge selbst in S enthalten ist. Sei nun K eine
total geordnete Teilmenge von S. Das heifit: fiur Iy, s € K gilt entweder
I C I, oder I, C I;. Wir missen zeigen, dass K eine obere Schranke in S
besitzt. Ein vielversprechender Kandidat ist Ix = UjecxJ.
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Offensichtlich ist Ix eine obere Schranke von K, es bleibt also Ix € S zu

zeigen. Es muss also

(44) N+Y Ni=Ne&(P M)

J€lK J€lK

gelten. Seia € N + ) N; und seien

jelK
a=b+ > aj=b+> d;mitbl €N, ajad;€N;Vje Ik
JelK jelK
zwei Darstellungen von a. Die obigen Summen sind endlich und K ist total
geordnet. Es gibt also ein I’ € K C 5, so dass ay,a; € I fiir alle j € Ix. Da
I' e S, gilt
N+> N;=Na (PN
jer Jer
Mit Proposition wissen wir, dass die Darstellungen von a gleich seien
miissen. Es folgt, b = ' und a; = a fiir alle j € Ix. Wieder aus Proposition
folgt damit auch die Gleichung (44).
Wir diirfen also tatsichlich das Zorn’sche Lemma auf S anwenden und
erhalten ein maximales Element Jy.x in S. Unser Ziel ist es M = N @
(Djc. Vi) 2u zeigen. Aus Jmax € S wissen wir bereits, dass die Summe
direkt ist. Sei nun ¢ € I beliebig. Falls N; N (N & (D, Nj)) = {0} gilt,
so ist (wieder mit |5.2.2)

N+(> Np)+N=Na(P NysNi=Na( H N
jEJmax jeJrﬂax je-]maxu{i}

und Jpax © Jmax U {i} € S. Dies ist natiirlich ein Widerspruch zur Maxi-

=

malitit von Jpax-

Es ist also N; N (N & (6D N;)) # {0} ein Untermodul des einfachen

j € Jmax
Moduls N;. Daraus folgt ]\i NS(D ;e Nj) = Ni fiir alle i € . Dies liefert
nun
M=) N;CNao( NycM.
i€l J€Jmax
Es gilt also iiberall Gleichheit, was den Beweis des Lemmas schlief3t. O

DEFINITION 5.5.7. Ein R-Modul M heifit halbeinfach, genau dann wenn
M = D, M; fiir einfache Untermoduln M; von M.

Beispiel. Jeder Vektorraum V iiber einem Koérper K ist halbeinfach. Denn
fiir eine K-Basis {e;}ier von V' (die bekanntlich immer existiert) ist V' =
@ie ; Ke; und die eindimensionalen Unterraume Ke; sind einfach fiir alle
1el.
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THEOREM 5.5.8. Sei M ein R-Modul, dann sind folgende Aussagen duiva-

lent:

(i) M =3,c; M; fir einfache Untermoduln M; von M.
(ii) M ist halbeinfach.

(iii) Jeder Untermodul von M besitzt ein Komplementmodul in M.

BEWEIs. Wir beweisen das Theorem mit einem Ringschluss.

(i) = (ii) Dies ist genau die Aussage von Lemma [5.5.6] fiir den Untermodul
N = {0}.
(ii) = (iii) Dies ist ebenfalls in Lemma bewiesen worden.

(iii) = (i) Wir beweisen diese Implikation in drei Schritten.

1. Schritt: Seien P C N Untermoduln von M. Dann besitzt P

auch einen Komplementmodul in N .

Nach Voraussetzung existiert ein Komplementmodul @ von P
in M. Es gilt also M = P & Q. Wir setzen Q' = N N Q. Natiirlich
gilt

(45) PNQ={0}= PnQ" ={0}.

Sei weiter a € N C M beliebig, dann existieren p € P und ¢ € Q

mit a = p + ¢. Damit erhalten wir auch

- _ — 0 _ '
(46) g=_a p ENNQR=Q = N=P+Q'.
eN EN

Mit Proposition folgt aus und sofort N = P& @,

und somit der erste Schritt.

2. Schritt: Jeder Untermodul N # {0} wvon M besitzt einen

ewnfachen Untermodul.

Sei also N # {0} ein Untermodul von M und sei a € N \ {0}
beliebig. Es geniigt zu zeigen, dass (a) = Ra C N einen einfachen
Untermodul besitzt. Wir nehmen daher o0BAA N = Ra an. Dann

ist der R-Modul-Homomorphismus
p:R— N ; r—ra

surjektiv. Nach Lemma [5.5.3| existiert ein maximales Linksideal M
in R mit ker(p) € M. Nach dem 1. Schritt angewendet auf die
Untermoduln (M) C N von M existiert ein Untermodul @ mit

(47) N=pM)®Q = Q=N/pwm).
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Wenden wir den Homomorphiesatz auf ¢ und ¢|r an, so erhalten

wir
N = Bfker(e) und o(M) = M/p(Myniker(p) = M/ker(p).
Setzen wir dies in ein, so sehen wir
Q = Bfrer(9)/ Mfxer(p) = B/ M.

Da M ein maximales Linksideal folgt aus den Ubungen, dass R/pm =
@ C N einfach ist.

3. Schritt: Sei {P;};cy die Menge aller einfachen Untermoduln
von M. Dann gilt M =3, ; ;.

Angenommen es wére . ; P; # M. Dann existiert nach Vor-
aussetzung ein Untermodul @ # {0} von M, mit (3, Pj) & Q =
M. Allerdings enthélt @ nach dem 2. Schritt einen einfachen Un-

termodul. Es gilt also P; C @ fiir ein ¢ € J. Daraus folgt

{0} 2P <O _P)nQ
jed
was natiirlich ein Widerspruch ist zur Direktheit der Summe. Al-
so gilt M = > jes Pj. Dies beweist den 3. Schritt und somit das

Theorem.

O

KOROLLAR 5.5.9. Jeder Untermodul N und jeder Faktormodul M/N eines
halbeinfachen R-Moduls M ist halbeinfach.

BEWEIS. Die Aussage ist trivial fiir N = {0}. Sei also N # {0}. Dann be-
sitzt, nach dem 2. Schritt im Beweis von Theorem [5.5.8] jeder Untermodul
von N einen Komplementmodul. Theorem [5.5.8]liefert nun, dass N halbein-
fach ist.

Das gleiche Theorem liefert auch die existenz eines Komplementmoduls P
in M mit M = N @ P. Somit ist /N = P, und P ist als Untermodul von
M halbeinfach. O

5.6. Einfache und halbeinfache Ringe

Wir betrachten nun einen , Spezialfall* des letzten Abschnittes, ndmlich
Ringe als Moduln tber sich selbst. Wir werden diese halbeinfachen Rin-
ge vollstdndig klassifizieren. Die dabei entstandene Theorie werden wir im
néchsten Kapitel iiber Darstellungstheorie benutzen. Sei weiterhin R # {0}

ein Ring.
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DEFINITION 5.6.1. Sei R ein Ring und [ ein Linksideal in R.

e R heifit halbeinfach <= R ist halbeinfach als R-(Links)modul.

o [ heiflt einfach <= I ist einfach als R-Modul.

e R heiflt einfacher Ring <= R besitzt keine zweiseitigen Ideale
ausser {0} und R.

Achtung! Dass ein Ring R ein einfacher Ring ist, ist nicht d&quivalent dazu,
dass R ein einfacher R-Modul ist! Jeder Ring, der einfach als R-Modul ist,
ist auch ein einfacher Ring. Denn jedes zweiseitige Ideal ist erst recht ein
Linksideal. Die Umkehrung ist im Allgemeinen jedoch nicht richtig. Trotz

dieser moglichen Konfusion haben sich diese Bezeichnungen durchgesetzt.

DEFINITION 5.6.2. Ein Schiefkorper ist ein Ring D in dem jedes von Null

verschiedene Ideal ein multiplikatives Inverses besitzt.

Natiirlich ist jeder Korper ein Schiefkérper. Das prominenteste Beispiel eines

nicht kommutativen Schiefkorpers sind die Quaternionen.

LEMMA 5.6.3. Sei D ein Schiefkorper und n € N. Dann ist der Matrizen-
ring M, (D) ein einfacher Ring. Weiter ist My, (D) sowohl artinsch als auch

noethersch.
BEWEIS. Ubung. (]

PROPOSITION 5.6.4. Sei M ein einfacher R-Modul, dann ist Endg(M) ein
Schiefkorper.

BEWEIS. Man zeigt ganz einfach (vergleiche [5.1.6), dass Endp(M) = {f :
M — M|f R-Modul-Homomorphismus} ein Ring ist. Fiir f1, fo € Endg(M)
und m € M ist die Addition gegeben durch (fi+ f2)(m) = fi(m)+ fa(m) und
die Multiplikation durch (fi o f2)(m) = fi(f2(m)). Nach dem Lemma von
Schur ist jedes f € Endr(M) \ {0} ein Isomorphismus. Somit existiert
eine Umkehrabbildung f~! € Endr(M). Diese ist offensichtlich das gesuchte

multiplikative Inverse. U

NOTATION 5.6.5. Zwei Linksideale I, I von R nennen wir isomorph, wenn
sie isomorph als R-Moduln sind. Fiir eine Teilmenge S C M eines R-Moduls
M, schreiben wir 7.5 fiir den kleinsten Untermodul von M der alle Elements
A.a, A € I1 und a € S, enthélt. Man sieht leicht

n
.S = {Z /\Zazln € Ng,\; € I1,a; € S flur alle i € {1, - ,n}}
i=1
Diese Konstruktion hatten wir bereits im Beweis von Proposition [5.2.11

benutzt.
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LEMMA 5.6.6. Sei R ein halbeinfacher Ring, I ein einfaches Linksideal und
M ein einfacher R-Modul. Fiir jedes m € M sei T, : I — M gegeben
durch Ty, (A) = A\.m. Dann gilt

(a) Hompg(I, M) ={T,,lm € M}.

(b) IZM < I.m =M fireinméec M.

(¢) I2M <~ I.M = {0}.

BEWEIS. Wir beweisen nun die Aussagen, wobei (b) und (c) direkte Folge-

rungen aus (a) sind.

Zu (a): Die R-Modulstruktur von M impliziert sofort, dass fiir alle m € M
gilt T,,, € Hompg (I, M). Sei nun ¢ € Hompg(I, M) beliebig. Nach
dem Lemma von Schur [5.5.5]ist ¢ entweder die Nullabbildung oder
ein Isomorphismus. Die Nullabbildung ist natiirlich gegeben durch
©o- Sei also ¢ ein Isomorphismus.

Da R halbeinfach ist, existiert nach Theorem [5.5.8| ein Links-
ideal I’ von R mit R = I & I'. Jedes A € R lisst sich also eindeutig
schreiben als A = a + b mit @ € I und b € I'. Betrachte nun die

Projektion auf die erste Komponente
m:R— 1 ; A=a+b—a.

Diese Projektion ist ein surjektiver R-Modul-Homomorphismus.
Somit ist auch ¢ = pom : R — M ein surjektiver R-Modul-
Homomorphismus. Fiir a € I beliebig gilt

p(a) = p(m(a)) = P(a) = P(a-1) = av(l).

Also ist tatsdchlich ¢ = T}, mit m = ¥(1).
Zu (b): Es gilt

1= M 22 35 ¢ Homp(I, M) mit (1) = M
& 3 € M mit To(I) = Lim = M
Zu (c): Es gilt
1% M E2 Homp(1, M) = {0} <2 Thu(a) =am =0 Vm e M,Va € I
BE3 7 v = {0}
0

KOROLLAR 5.6.7. Sei R ein halbeinfacher Ring, dann ist jeder einfache R-

Modul isomorph zu einem einfachen Linksideal von R.
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BEWEIS. Sei M ein einfacher R-Modul. Da R halbeinfach ist, gilt R =

>_1cr 1, wobei die Summe iiber alle einfachen Linksideale von R lauft. Da-

mit ist
{0}#0=M=RM=> IR
ICR
Somit existiert ein einfaches Linksideal I von R mit I.M # {0}. Mit Lemma
folgt M = I. O

THEOREM 5.6.8. Sei R ein halbeinfacher Ring. Dann gibt es nur endlich
viele paarweise nicht isomorphe einfache Linksideale I, ..., Is von R. Ist

Ii,..., I eine vollstindige Liste solcher Linksideale, dann gilt fur alle j €
{1,...,s}
(a) Rj = Zlglj I ist ein zweiseitiges Ideal, wobei die Summe tber alle
Linksideale I von R mit I = I; lduft.
(b) Rj ist ein Teilring von R (mit Einselement) und es ist R = [[7_; R;.

BEWEIS. Wir berachten die Menge S = {I C R|I einfaches Linksideal} aller
einfacher Linksideale von R. Auf dieser Menge bildet Isomorphie offensicht-
lich eine Aquivalenzrelation. Bezeichnen wir mit S;, j € J, die zugehorigen
Aquivalenzklassen, so erhalten wir S = UjesS; und fir I € Sj, I' € S; mit
i,7 € J gilt genau dann [ = I’ wenn i = j gilt.

Wir wollen zunéchst (a) beweisen ohne uns um die Endlichkeit von J zu
kiimmern. Setze also R; = > ;. g, 1. Als Summe von Linksidealen ist auch
R; ein Linksideal von R fiir alle j € J. Fallsi #j € Jund I € S;, [ € S},
dann gilt nach Lemma[5.6.6] 7 - I’ = 0. Also gilt auch

48)  Ri-Ry=(>_D- (> IN= > I-I'=0Vi#j
I1esS; I'esS; (I,I/)ESZ‘XS]‘

Der Ring R ist halbeinfach, also eine Summe von einfachen Linksidealen.

Insbesondere ist R somit Summe aller einfacher Linksideale. Das heif3t
(9 B=Y =Y Y=Y R
Ics jeJ IS, jeJ
Zusammen erhalten wir
RigRi-RRi-ZRj:ZRi-Rj C R Viel
jeJ jeJ
Also gilt tiberall Gleichheit und wir erhalten R; = R; - R fur alle i € J.

Damit ist R; auch ein Rechtsideal, also ein beidseitiges Ideal. Damit ist Teil

(a) bewiesen.
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Als néchstes zeigen wir die Endlichkeit von J. Aus wissen wir, dass
R>1= ZjeJ e; gilt, mit e; € R; fiir alle 7 € J. Wie immer ist dies eine
endliche Summe. Es gibt also eine endliche Teilmenge J' C J mit

jeJ < e #0.

Wir setzen |J'| = s. Sei A € R beliebig mit A >
alle ¢ € J. Dann gilt fiir i € J

(50) Aizl'Ai:(Z ej)-)\i:Z(ej-)\i) "

jeJ’ jeJ’ 0 sonst

icJ A; mit \; € R; fur

e; -\ falls i € J’

Fiir ein ¢ € J\J' wére somit R; = {0}, was nicht sein kann, da {0} # I; C R;
ist. Somit gilt J = J’ oBdA {1,...,s}. Wir wéhlen fir jedes i € {1,...,s}
ein Element I; € S;. Dies ist die gesuchte Menge von Idealen I4,..., I aus
der Formulierung des Theorems.

Bewisen wir nun Teil (b). Sei wieder A = > . ;A;, mit A; € R; fiir alle
i € J, ein beliebiges Element aus R. Aus folgt, dass diese Darstellung

eindeutig ist. Denn:
S S

(51) ej.)\:ej.ZAi:Zej.)\iej')\j )\j VjE{l,...,S}.
=1 i=1

Also gilt R = @;_; R; = [];_, R; als R-Moduln. Gleichung zeigt auch,
dass e; das Einselement in R; ist, fiir alle j € {1,...,s}. Somit sind alle
zweiseitigen Ideale R1, ..., R; auch Ringe mit Einselement. Da die Ringmul-
tiplikation auf den Ringen R, Ri,..., Rs genau die R-Skalarmultiplikation
ist, ist R auch als Ring das direkte Produkt der Ringe Ry,..., R;. O

THEOREM 5.6.9. Die Ringe Ry, ..., Rs aus Theorem|5.6.8 sind einfache Rin-
ge. Weiter ist jedes R; eine endliche direkte Summe von einfachen Links-

idealen, die alle isomorph (zu I;) sind.

BEWEIS. Wir iibernehmen die Notation aus Theorem[5.6.8] Sei j € {1,..., s}
beliebig. Jedes Linksideal I von R mit I C R; ist natiirlich auch ein Links-
ideal des Ringes R;. Ist umgekehrt I ein Linksideal in R;, so folgt aus ,
dass I auch ein Linksideal in R ist. Denn fiir A = )7 | A\; € R beliebig (mit
Ni € R fralleie{l,...,s}) gilt

)\-I:Z/\i-l/\j-lgl.
=1

Wir haben also gezeigt, dass alle einfachen Linksideale I von R mit I C R;

einfache R;-Moduln sind. Somit ist R; nach Theorem halbeinfach. Es
existieren also einfache Linksideale {I;}rex von R; mit R; = @ p Ik
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Wir bezeichnen das Einselement in R; wieder mit e;. Dann existiert eine

endliche Tilmenge Ky C K, so dass ej € @, I, Lk Es folgt

@Ik:Rj: jej SR @ Iy © EB Iy C ®pek Ik

keK kEKo ke Ko
Also ist R = @y, Ix fiir die endliche Menge Ko. Weiter sind nach Kon-
struktion von R; alle Iy, k € Ky, isomorph.
Es bleibt zu zeigen, dass R, ein einfacher Ring ist. Sei dazu I C R; ein
von Null verschiedenes zweiseitiges Ideal. Als Linksideal von R; ist I nach
Korollar [5.5.9 halbeinfach. Insbesondere existiert ein einfaches Linksideal .J
von R; mit J C I. Da I auch ein Rechtsideal von R; ist, gilt I-\ C [ fiir alle
A € R;. Nach Lemma liegen also alle einfachen Linksideale I’ von R;
mit I’ = J in I. Da R; jedoch genau die Summe all dieser I’ ist, ist R; C I.
Somit gilt I = R; und R; ist wie behauptet ein einfacher Ring. (]

PROPOSITION 5.6.10. Sei R halbeinfach und M ein R-Modul. Dann ist auch
M halbeinfach.

BEWEIS. Sei M ein R-Modul. Der freie R-Modul F'(M) mit Basis M (siehe
ist als direkte Summe von halbeinfachen R-Moduln (nédmlich R) selbst
auch halbeinfach. Da {m € M} eine Basis von F'(M) ist, existiert ein (not-
wendigerweise) surjektiver R-Modul-Homomorphismus ¢ : F(M) — M
mit ¢(m) = m. Der Homomorphisatz liefert nun M = F(M)/ker(p), was als

Faktormodul eines halbeinfachen Moduls wieder halbeinfach ist (siehe Ko-

rollar [5.5.9)). (]

BEISPIEL 5.6.11. Sei D ein Schiefkérper und n € N. Wir betrachten den
Matrizenring M, (D). Nach Lemma ist M, (D) ein einfacher Ring. Wir
werden zeigen, dass M, (D) auch halbeinfach ist. Dazu sei fiir jedes k €

{1,...,n}
Ly = {B = (bij) € Mn(D)[b;; = 0 fiir j # k}.

Jedes dieser Lj ist ein Linksideal, da Multiplikation von rechts mit einem
Element B aus Lj alles ausser die k-te Spalte eliminiert. Weiter ist jedes
dieser Ly sogar ein einfaches Linksideal in M, (D), denn:

Sei {0} # I € Ly und B = (b;;) € I\ {0} beliebig. Wir nehmen oBdA
bix # 0 an. Fir [,m € {1,...,n} definieren wir

) 1falls i =m und j =1
E,; = (eij) mit e;; =
0 sonst
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Dann ist By, = (b )En1 - B € 1. Weiter ist Eyy = Ejy - By, € 1 fiir alle
l €{1,...,n}. Da die Matrizen Ep, ..., Eyj offensichtlich Erzeugende von
ganz L sind, ist I = Ly und Ly ist ein einfaches Linksideal.

Weiter gilt M, (D) = L1 & --® Ly,. Nach Theorem [5.6.9sind alle L1, ..., Ly
isomorph und nach Lemma existiert daher zu jedem Paar (i,j) €
{1,...,n}% ein X\ € M,(D) mit L; = L; - \. Dies gilt zum Beispiel fiir
A= Ejj.

KONSTRUKTION 5.6.12. Sei M ein R-Modul, wobei diesmal R ein beliebiger
Ring ist. In Propositionhaben wir gesehen, dass M durch ¢.m = ¢(m)
auch ein R’ = Endr(M)-Modul ist. Wiederholen wir dieses Prinzip so sehen
wir, dass M auch ein R” = Endpg/ (M)-Modul ist.

Fiir A € R beliebig, betrachten wir die R-Skalarmultiplikation auf M

XM — M ; m—Am.

Seien ¢ € R’ = Endgr(M) und X € R beliebig, dann gilt

©T(pm) = 2\T(p(m)) = Ap(m) = o(Am) = o(LT(m)) = ¢.AT(m)
fur alle m € M. Da )T auch offensichtlich ein Gruppen-Homomorphismus
ist, gilt \T' € Endr/ (M) = R”. Wir erhalten eine Abbildung

T:R—R" ; M= ,T.

PROPOSITION 5.6.13. Sei R ein einfacher Ring und I # {0} ein Linksideal
in R. Weiter setzen wir R’ = Endg(I) und R” = Endg/(I). Dann ist die
eben konstruierte Abbildung T aus ein Ring-Isomorphismus.

BEWEIS. Aus der R-Modulstruktur von [ folgt sofort, dass T ein Ring-
Homomorphismus ist. Fiir A € ker(7T') und u € R beliebig gilt

oI =10, I'=00,T=0=,T0oT= T

Also ist ker(T) C R ein zweiseitiges Ideal im einfachen Ring R. Da 1 ¢
ker(7T'), muss daher ker(7") = 0 sein. Somit ist 7" injektiv.

Es bleibt die Surjektivitat von T zu zeigen. Da A-I C I und R - AR fiir alle
A € R, ist auch I - R ein zweiseitiges Ideal in R. Weiter ist I C I - R und
I # {0}, also I - R = R (wieder da R ein einfacher Ring ist). Somit gilt auch

(52) T(I) o T(R) = T(R).
Wir betrachten die Rechtsmultiplikation Ty : I — I, Th(u) = pA, aus
Lemma Wir wissen bereits, dass Ty € R’ gilt fiir alle A € I. Fur
f € R" gilt also

fpA) = f(Tx(w)

PRI (F() = FWA VA e I.
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Dies bedeutet f o T = y,T fiir alle u € Lalso foT(I) € T(I). Somit ist
T(I) ein Linksideal in R”. Dies liefert nun

T(I) Linksideal

R' = R oT(R) @ R'9(1)o(R) T(I) o T(R) = T(R).

Also ist T" auch surjektiv und daher ein Ringisomorphismus. U

THEOREM 5.6.14 (Satz von Artin-Wedderburn). Fir einen Ring R # {0}
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) R ist ein einfacher (links)artinscher Ring.

(ii) R = My(D) fir einen Schiefkorper D und n € N.

BEWEIS. Die Implikation (i) = (i) ist die Aussage in Lemma [5.6.3] Es
bleibt also (i) = (i) zu zeigen.

Da R artinsch ist wird jede absteigende Kette von Linksidealen in R stati-
onar. Es existiert also ein einfaches Linksideal I in R. Nach Proposition
ist Endgr(I) = D ein Schiefkorper. Seien x4, . ..,z € I D-linear unabhéngig.
Dann existiert ein ¢ : I — I in Endp(f) mit p(z1) = -+ = p(zk-1) =0
und ¢(xy) = xp. Weiter ist nach Proposition @ = ,\T fiir ein A € R.
Das heifit

Ar1 = Axp_1 = 0 und A\zp = zp # 0.

Also ist A € Ann(zy,...,25—1) \ Ann(zy,...,zx). Nach Lemma haben

wir also ein echt absteigende Kette von Linksidealen
(53) Ann(z1) 2 Ann(z1,2z2) 2 -+ - Ann(xq, ..., zk).

Falls ein x4 € I existiert, so dass x1,..., 2,11 D-linear unabhéngig sind,
erweitern wir die Kette um ein Glied. Da R artinsch ist, bricht die-
ses Verfahren irgendwann ab und wir erhalten eine maximale D-linear un-
abhéngige Teilmenge {x1,...,z,} von I. Also ist I ein n-dimensionaler D-
Vektorraum und es gilt
613 LinA
R = Endp(I) ¥ M,(D).

Das war zu zeigen. O

KOROLLAR 5.6.15 (Wedderburns Struktursatz). Ein Ring R ist halbeinfach,
genau dann wenn Schiefkorper D1, ..., D, und Zahlen ny,...,n, existieren

so dass
R M,,(Dy) X -+ x M,, (D).

BEWEIS. Ubung. (]
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ABBILDUNG 5.4. Der schottische Mathematiker Joseph
Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948) war lange
Zeit herausgeber der Zeitschrift Annals of Mathematics,
einem der renomiertesten mathematischen Journals.

5.7. Das Tensorprodukt

Wir setzen in diesem Abschnitt R als kommutativen Ring voraus. Fiir zwei
gegebene R-Moduln M und N kennen wir bereits das direkte Produkt und
die direkte Summe von M und N. Wir werden in diesem kurzen Abschnitt
eine weitere, bilineare, Konstruktion kennenlernen um aus M und N einen
neuen R-Modul zu erhalten. Diese Konstruktion kommt neben der Algebra

auch in der Differenzialgeometrie und der Physik vor.

DEFINITION 5.7.1. Seien M, N, P drei R-Mduln. Eine Abbildung f : M X
N — P heifit bilinear, genau dann wenn fiir alle a,a’ € M, b,’ € N und
A € R gilt:

o flatd,b)= f(a,b)+ f(a,b) und
o f(a,b+¥)= f(a,b)+ f(a,V') und
e f(Aa,b) = A.f(a,b) = f(a,\.b).

KONSTRUKTION 5.7.2. Seien wieder M und N zwei R-Moduln. Wir betrach-
ten die Menge M x N, wobei wir die Modulstruktur von M x N vergessen.
Nun bilden wir den freien R-Modul F(M x N) mit M x N als R-Basis. Die
Elemente aus F(M x N) sind also R-Linearkombinationen der Elemente
(a,b) € M x N.Sei E C F(M x N) der Untermodul, das von den folgenden
Elementen erzeugt ist

3\

(a',b) — (a+d,b)

a, b)) —(a,b+ b
(a,5) = ) a,a’ € M, bt € N, A€ R

Der R-Modul F(MxN)/E heifit Tensorprodukt von M und N tiber R und wird
mit M ®gr N bezeichnet. Das Tensorprodukt von a € M und b € N diber R

ist gegeben als
a®rb=(a,b)+E € FIMxN)/p = M ®pr N.

Per Konstruktion ist klar, dass sich jedes Element in M ® g N als Linearkom-
bination 37, e n Aap)(@ @k b) mit A,p) € R nur endlich oft ungleich
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Null schreiben lasst. Beachte, dass nicht jedes Element in M ® g N die Form
a®rb hat!
Wenn klar ist iiber welchem Ring wir arbeiten, schreiben wir schlicht ®

anstatt pr.

PropPoOSITION 5.7.3. Mit den Notationen aus gelten die folgenden Re-
chenregeln in M @ N:
(i) (a+d)@b=a®b+d @D
(i) a@ (b+V)=a@b+axl
(iii) A(a®b) = (Aa) @b
)

(iv) Ma®b) =a® (\D).

BEWEISs. Dies folgt sofort aus der Konstruktion von E aus [5.7.2] Denn fiir
alle a1, al, as, aly € M, by, b}, ba, by, € N und A1, Aa, A3, \s € R gilt:

(a1 +a)) @ Xo(by + V) A3(as + ah) @ Ag(ba + b))

)=

<:>)\1(a1 +a1) ®)\2(b1 —l—bl) )\3(a2+a2 ®)\4<b2 +b2)
)
1) —

Def,

=(M.(a1 +d)), Aa.(by + b)) — (A3.(ag + ab), \s.(ba + b5)) + E =0

2(
<:>(/\1.(CL1 + a’l) ( + b, ( CLQ + ag) /\4.([)2 + bl2)) cF

Dies ist per Definition von E fiir alle Gleichungen (i)-(iv) erfiillt. O

Die néchste Proposition zeigt, dass das Tensorprodukt bis auf Isomorphie
eindeutig durch eine einzige Eigenschaft bestimmt ist. Wir sprechen in einem

solchen Fall von einer universellen Eigenschaft.

PROPOSITION 5.7.4. Das Tensorprodukt M @z N der R-Moduln M und N

erfillt zusammen mit der Abbildung
i:MxXN-—M®rN ; (a,b)—>a®Rrb

folgende universelle Ez’genschafﬂ'

(a) Sei P ein R-Modul und f : M x N — P bilinear. Dann ezistiert
genau ein R-Modul-Homomorphismus ¢ : M @gr N — P so, dass
poi=f.

(b) Falls T ein R-Modul ist und 7 : M x N — T eine bilineare Abbil-
dung, so dass es fir jede bilineare Abbildung f : M x N — P
genau einen R-Modul-Homomorphismus ¢ : T — P gibt mit
porT = f, dann existiert genau ein R-Modul-Isomorphismus 1 :
T— M®rN mitpoi=r.

IDjes ist ein Konzept aus der Kategorientheorie. In dieser Sprache ist das Tensorpro-

dukt streng genommen gegeben durch das Paar (M ® N, ).
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BEwEIs. Ubung. a

KOROLLAR 5.7.5. Seien My, Ms, N1, No R-Moduln und ¢; : M; — N;,
i € {1,2}, R-Modul-Homomorphismen. Dann ezistiert genau ein R-Modul-
Homomorphismus ¢ = p1 ® @g : M1 @ My — N1 ® Ny mit (a1 ® az) =
v1(a1) ® pa(ag) fir alle a; € M;.

BEWEIS. Da ¢1, 2 R-Modul-Homomorphismen sind, ist die Abbildung
fiMyx My — Ni®@Ny ;5 (a1,a2) = pi1(a1) @ pa(az)

bilinear. Mit Proposition erhalten wir sofort die gewiinschte Aussage.
U

KOROLLAR 5.7.6. Fiir jeden R-Modul M gilt RQr M = M = M ®gr R.

BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Isomorphie, die zweite folgt analog. Die
Abbildung

f:RxM—M ; (Na)— Aa

ist bilinear. Nach Proposition [5.7.4] existiert also genau ein R-Modul-Homo-
morphismus ¢ : R@r M — M mit p(A® (a) = A\.a fir alle A € R und fiir
alle a € M. Mit Proposition[5.7.3gilt A®a = 1® (X.a). Somit ist 1 : M —»
R®r M, a — 1® a, als R-Modul-Homomorphismus (wieder Proposition
eine Umkehrabbildung von ¢. Also ist ¢ ein Isomorphismus und es
gilt M 2 R®r M. O

PROPOSITION 5.7.7. Seien (M;)icr und (Nj)jecg Familien von R-Moduln.
Dann gibt es einen Isomorphismus
P M) er (@PN) > P (MeN;)=T.
el jedJ (i,5)eIxJ
Bewers. Wir setzen M = P,.; M; und N = P, ; N; und zeigen, dass T
die Bedingung aus Proposition (b) erfiillt. Sei dazu

T:MxN-—T ;5 ((ai)icr, (bj)jes) = (a; ® bj)(i,j)eIxJ

die benoétigte bilineare Abbildung. Wir miissen also zeigen, dass fiir einen
beliebigen R-Modul P und eine beliebige bilineare Abbildung f : M x N —
P, ein eindeutiger R-Modul-Homomorphismus ¢ : T" — P existiert mit
o(t((a,b)) = f((a,b)) fur alle (a,b) € M x N.

Fiir alle Tupel (i,5) € I x J ist fij = flm;xn; : M; x Nj — P bilinear.
Wir diirfen also Proposition [5.7.4] anwenden und erhalten einen eindeutigen

R-Modul-Homomorphismus ¢;; : M; @ N; — P mit ¢;;(7((a;, b)) =
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fij((as,b))) fiir alle a; € M; und alle b; € N;. Diese R-Modul-Homomorphis-
men ¢;; konnen wir nun zu unserem gesuchten R-Modul-Homomorphismus

 zusammensetzen, durch:

e(1((as)ier, (bj)jer)) = (wij(ai ® b;)) i jyer<-
Die Eindeutigkeit von ¢ folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit der ¢; ;’s.

Somit erfillt 7' die Voraussetzung aus Proposition und es folgt, dass
T isomorph zu M ® N ist. U

KOROLLAR 5.7.8. Ist M ein freier R-Modul mit Basis (e;)ier und ist N ein
freier R-Modul mit Basis (fj)jcy, dann ist M @r N ein freier R-Modul mit

Basis (e; @R fj)(ij)erxJ-

BEWEIs. Es gilt

M®N = GBRGZ @Rf]) @ (RQ‘@RJC]‘): @ R(€i®fj).

i€l jedJ (4,5)EIXJ (4,5)eIxJ
O



KAPITEL 6

Darstellungstheorie

Oft kommen Gruppen in einem starken Geometrischen Zusammenhang vor.
Zum Beispiel ist die n-te Diedergruppe D,, = (x,y|ord(z) = n, ord(y) =
2, yry~! = 27!) darstellbar als Symmetriegruppe eines regelmissigen n-
Fcks. Solch eine Beschreibung einer Gruppe heifit Darstellung. Unter ande-
rem spielen Darstellungen von Galoisgruppen eine wichtige Rolle in Wiles
Beweis von Fermat’s letztem Satz. Wir werden (komplexe) Darstellungen
von endlichen Gruppen studieren und dabei die Modultheorie des letzen

Kapitel benutzen.

6.1. Die Gruppenalgebra und weitere Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang von Darstellungen und

Moduln herleiten. Sei dazu G eine Gruppe und K ein Korper.

DEFINITION 6.1.1. Eine Darstellung der Gruppe G auf einen K -Vektorraum
V' ist ein Gruppen-Homomorphismus p : G — GLgk (V). Wir sprechen
auch kurz von Darstellung von G. Die Dimension einer Darstellung ist die

Dimension des Vektorraumes V.

BEMERKUNG 6.1.2. Sei p eine Darstellung von GG. Wir bezeichnen das Bild
von g unter p mit p; € GLg (V). Zu jedem K-Vektorraum V haben wir
die triviale Darstellung von G auf V, gegeben durch p, = idy fir al-
le ¢ € G. Jede eindimensionale Darstellung von G kénnen wir auffassen
als Gruppen-Homomorphismus p : G — K* und jeder solche Gruppen-

Homomorphismus ist eine eindimensionale Darstellung von G.

WIEDERHOLUNG. Eine K -Algebra ist ein Ring mit einer K-Skalarmultiplika-
tion, so dass die Ringmultiplikation K-bilinear ist. Ein K-Algebren-Homo-

morphismus ist ein K-linearer Ring-Homomorphismus.

KONSTRUKTION 6.1.3. Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Wir definie-
ren den freien K-Modul (=K-Vektorraum) F(G) mit kanonischer Basis G.
Wie in sehen wir hier G als Menge an. Es lisst sich jedes Element in
F(G) eindeutig schreiben als av = Y - Ag.g, mit Ay € K nur endlich oft

verschieden von Null.

geG

147
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Wir wollen auf F(G) eine (Ring-)Multiplikation definieren. Da diese die
Distributivgesetze erfiillen muss, geniigt es (A.g) - (\.h) zu definieren fiir
AN € K und g,h € G. Wir setzen (natiirlich) (X.g) - (N.h) = (AXN).(gh).
Damit gilt fiir beliebige a1 =3 5 A\g-g,02 = > o N.g € F(G)
a1 - g = (Z Ag-9) - ZX'Q = Z( Z /\91)‘;2)-9
geG geG g€G g192=g

Wir haben also einen K-Vektorraum F(G) der zusétzlich ein Ring beziiglich
- ist, also ist (F'(G),-) eine K-Algebra. Um diese K-Algebra vom Modul
F(G) zu unterscheiden bezeichnen wir Sie mit K[G]| und nennen sie die
Gruppenalgebra von G iiber K. Per Konstruktion ist dimg (K[G]) = |G].

Die kanonischen Einbettungen
ic:G— (K[|G])" ; ¢g—1lg und

ik : K — K[G] ; A~ Xe

sind offensichtlich injektive Gruppen-Homomorphismen, wodurch wir G C
K[G] und K C K[G] annehmen diirfen.

PROPOSITION 6.1.4. Die Gruppenalgebra K[G] erfillt zusammen mit der
Abbildung i folgende universelle Eigenschaft:
(a) Fiir jeden Gruppen-Homomorphismus f : G — A*, fir eine K-
Algebra A, ezistiert genau ein K-Algebren-Hom. ¢ : K[G] — A
mit poig = f.
(b) Falls (a) fir eine K -Algebra B und einen Gruppen-Homomorphismus
j : G — B* anstelle von K[G] und i gilt. Dann ezistiert genau
ein K-Algebren-Isomorphismus 1 : K[G] — B mit 1) oig = j.

BEWEIS. Genau wie bei Proposition was in den Ubungen gezeigt wur-
de. O

KOROLLAR 6.1.5. Sei f : G — G’ ein Gruppen-Homomorphismus. Dann
existiert genau ein K-Algebren-Homomorphismus ¢ : K|G] — K[G'] mit
vla =1

BEWEIS. Die Abbildung f : G — K[G']* mit g — f(g) ist ein Gruppen-
Homomorphismus. Proposition m (a) liefert nun den gewiinschten K-
Algebren-Homomorphismus . O

PROPOSITION 6.1.6. Sei V' ein K-Vektorraum und G eine Gruppe. Es gibt
eine Bijektion zwischen den Darstellungen von G auf V und den K[G]-
Linksmodulstrukturen auf V', die die K-Skalarmultiplikation auf V' fortset-

zen. Genauer:
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(a) Falls p: G — GLk (V) eine Darstellung ist, so liefert
K[GIxV —V (Z Agg,v) (Z Agg).v = Z Agpg(v)
geG geG geG
eine K[G]-Modulstruktur auf V.
(b) Falls V' ein K[G]-Modul ist, so dass die K[G]-Skalarmultiplikation
eingeschrankt auf K mit der K-Skalarmultiplikation des Vektorrau-

mes V dbereinstimmt so ist
p:G— GLg(V) ; g+ pg mit pg(v) =gvVveV
eine Darstellung von G auf V.

BEWEIS. Dies kann ohne grofie Miithen nachgerechnet werden. Wir wollen
diese Aussage jedoch als eine Anwendung der Bijektion zwischen R-Moduln
M und abelschen Gruppen M mit einem Ring-Homomorphismus ¢ : R —
End(M) herleiten. Hier setzen wir R = K[G] und M = V. Dann bilden nach
Proposition die Abbildungen

{K[G]-Modulstruktur von V'} pla)v) =y { p:K[G]—End(V) }

Ring-Homomorphismus
:K[G]—End(V av=p(a)(v)
{Rifg—H[or}nomorI;h(isn)lus} " {K[G]-Modulstruktur von V'}
eine bijektive Korrespondenz. Schranken wir uns auf Modulstrukturen von
V ein, die die K-Linearitat von V respektieren so erhalten wir dieselbe

bijektive Korrespondenz zwischen den Mengen

K[G])-Modulstruktur von V, und p:K[G]—Endg (V)
die K-Skalarmult. fortsetzt K-Algebren-Hom. ’

Mit Proposition ist auch die Korrespondenz

¢:K[G]—Endg (V) p:‘n"lG p:G—Endg (V)
K-Algebren-Hom. Darstellung

{p:G—)EndK(V)} ¢Qgec Aslg)(£>zgec: Agpg(v) {ap:K[G]—>EndK(V)}
Darstellung K-Algebren-Hom.

bijektiv. Beachte, dass G C K[G]* ist, und somit der Ring-Homomorphismus
¢ tatsdchlich auf Endg(V)* = GLg(V) abgebildet wird. Damit folgt die

Proposition. U

DEFINITION 6.1.7. Die Darstellung, die zu K[G] aufgefasst als K[G]-Modul

korrespondiert, heifit requldre Darstellung von G.

DEFINITION 6.1.8. Seien V und W zwei K-Vektorraume und o eine Dar-
stellung von G auf V und p eine Garstellung von G auf W.
(a) Ein ¢ € Homg (V, W) heifit G-dquivariant genau dann wenn ¢ o
o4 = pg o fiir alle g € G gilt.
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(b) Die Darstellungen o und p heilen dquivalent genau dann wenn
ein G-dquivarianter K-Vektorraum-Isomorphismus ¢ : V. — W
existiert.

(c) Ein Unterraum P von V heifit G-invariant genau dann wenn o,(P) C
P fiir alle g € G gilt.

(d) Die Darstellung o heiit irreduzibel genau dann wenn 0 und V' die

einzigen G-invarianten K-Vektorraume von V sind.

DEFINITION 6.1.9. Sei (V;);es eine Familie von K-Vektorrdumen und sei o;
eine Darstellung von G auf V; fiir jedes i € I.
(a) Die direkte Summe @, 0; ist eine Darstellung von G auf @, ; V;
gegeben durch
(D oi)g(vidier) = ((00)g(vi))ier fix alle (vi)ier € P Vi
iel i€l
(b) Eine Darstellung o von G auf V heifit vollreduzibel genau dann
wenn o die direkte Summe einer Familie von irreduziblen Darstel-

lungen ist.

All diese Definitionen spiegeln bekannte Definitionen aus der Modultheorie
wieder. Die Briicke zwischen Darstellungen und K[G]-Moduln schlégt gerade
Proposition

PROPOSITION 6.1.10. Sei G eine Gruppe, K ein Korper, V, W zwei K-
Vektorraume und o und p seien Darstellungen von G auf V' beziehungsweise
auf W. Mit Proposition kénnen wir V- und W auch als K|G]-Moduln
auffassen. Dann gilt
(a) ¢ : V. — W ist G-dquivariant genau dann wenn ¢ ein K[G]-
Modul-Homomorphismus ist.
(b) o und p sind dquivalent genau dann wenn V und W isomorph als
K[G]-Moduln sind.
(c) Ein Unterraum P C 'V ist G-invariant genau dann wenn P ein
K|[G]-Untermodul von V ist.
(d) o ist irreduzibel genau dann wenn V' ein einfacher K[G]-Modul ist.

(e) o ist vollreduzibel genau dann wenn V' ein halbeinfacher K[G]-
Modul ist.

BEwEIs. Die K[G]-Modulstruktur auf V' ist gegeben durch die Vorschrift
(2ogec Ag9)v = 3 e Agag(v). Die K[G]-Modulstruktur von W ist analog
definiert.

Zu (a): Definitionsgeméf sind G-invariante Abbildungen und K [G]-Modul-

Homomorphismen beides Gruppen-Homomorphismen. Es bleibt zu
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zeigen, dass die Eigenschaft ¢ o 0y = py 0 ¢ fiir alle g € G gerade
die K[G]-Linearitét wiederspiegelt.

Sei zunéchst ¢ : V. — W eine G-dquivariante Abbildung.
Dann gilt fiir alle v € V:

2(D" 2g9)0) = (D" Agag(0) "E D7 Agp(0g(v))

geG geqG 9eG
=S Mg (9(0) = (O Agg) ()
geG ge@

Also ist ¢ ein K[G]-Modul-Homomorphismus.
Ist umgekehrt ¢ : V. — W ein K[G]-Modul-Homomorphismus.
Dann gilt
p(og(v)) = o(g.v) Hom. g.0(v) = pg(v) fiir alle g € G,v € V.
Somit ist ¢ auch G-dquivariant.
Zu (b): Dies ist klar nach (a), da ein Modul-Homomorphismus genau dann

ein Isomorphismus ist, wenn er bijektiv ist.

Die Aussagen (c)-(e) werden in den Ubungen bearbeitet. O

KOROLLAR 6.1.11. Seien o und p irreduzible Darstellungen von G auf die K -
Vektorraume V. und W. Dann ist jede G-dquivariante Abbildung ¢ : V —>

W entweder ein Isomorphismus oder die Nullabbildung.

BEWEIS. Eine G-dquivariante Abbildung ¢ : V' — W ist nach Proposition
(a) ein K[G]-Modul-Homomorphismus der durch ¢ und p induzierten
K[G]-Moduln V und W. Da ¢ und p irreduzibel sind, folgt mit Proposition
6.1.10| (d), dass V und W einfach sind. Nun folgt die Aussage aus dem
Lemma von Schur £.5.5 O

LEMMA 6.1.12. Sei G eine endliche Gruppe und p eine irreduzible Darstel-

lung von G auf einen K-Vektorraum V. Dann ist p endlich-dimensional.

BEWEIS. Wir betrachten V' als K[G]-Modul mit der durch p induzierten
Skalarmultiplikation. Da p irreduzibel ist, ist V' einfach. Sei nun v € V'\ {0}
beliebig, dann ist

T,: K[G)l—V ; amawv

ein K[G]-Modul-Homomorphismus. Da die K[G]-Skalarmultiplikation gera-
de eine Fortsetzung der K-Skalarmultiplikation auf V ist, ist T, erst recht
ein K-Vektorraum-Homomorphismus. Es ist e.v = v € T,,(K[G])\{0}. Da V/
einfach ist, folgt somit 7, (K [G]) = V. Damit ist dimg (V) < dimg (K[G]) =
|G| < 0. O
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Unter zwel weiteren Annahmen lasst sich dieses Lemma noch verscharfen.

LEMMA 6.1.13. Sei K algebraisch abgeschlossen, G eine endliche abelsche
Gruppe und p eine irreduzible Darstellung von G auf einen K-Vektorraum

V. Dann ist p eindimensional.

BEWEISs. Fiir A € K sei wie immer ,T die Skalarmultiplikation mit A. D.h.:
AT (v) = v fiir alle v € V. Die K-Linearitét von Abbildungen ¢ € Endg (V)
bedeutet nun nichts anderes als ¢ o \T' = yT o ¢. Insbesondere gilt dies fiir
alle pg, g € G. Also ist \T fiir alle A\ € K eine G-aquivariante Abbildung.
Wir wollen als erstes zeigen, dass jede G-dquivariante Abbildung diese Form
besitzt. Sei dazu ¢ € Endg (V) G-dquivariant. Nach Lemma ist V
endlich-dimensional, somit besitzt ¢ ein charakteristisches Polynom. Die
Nullstellen dieses Polynoms sind genau die Eigenwerte von ¢. Da K algebra-
isch abgeschlossen ist, liegen also alle Eigenwerte von ¢ in K. Sei A € K ein
Eigenwert von ¢ und v # 0 ein Eigenvektor zu A. Dann ist (\1'— ¢)(v) = 0,
also ist (1" — ¢) nicht injektiv und insbesondere kein Isomorphismus.
Natiirlich ist (AT — ¢) als Summe von G-adquivarianten Abbildungen selbst
G-aquivariant. Da p irreduzibel ist, folgt aus Korollar dass (\T — )
die Nullabbildung ist. Das bedeutet gerade \T = ¢.

Insbesondere ist fiir jedes g € G die Abbildung p, gleich \T fiir ein A € K.
Denn fiir alle g, h € G gilt

G abelsch
Pg© Ph = Pgh =  Phg = Ph° Pg-
Somit ist p, tatsdchlich G-dquivariant. Sei nun W ein Unterraum von V.
Dann gilt fiir alle g € G

po(W) = \T(W) = AW = V.

Also ist jeder Unterraum von V bereits G-invariant. Da p irreduzibel ist,
ist dies nur moglich wenn V' keine echten Unterrdume besitzt. Also muss V,

und somit p, eindimensional sein. O

BEMERKUNG 6.1.14. Sei n > 3 und p die natiirliche irreduzible Darstellung
der Diedergruppe D,, auf R? aus den Ubungen. Fassen wir Z/nz als Unter-
gruppe von D,, auf so erhalten wir eine Darstellung plz/,,; von G auf R2.
Genau wie in den Ubungen sieht man, dass auch diese Darstellung irredu-
zibel ist. Also ist Lemma falsch fiir nicht algebraisch abgeschlossene
Korper!

THEOREM 6.1.15 (Satz von Maschke). Sei G eine endliche Gruppe und
char(K) t |G|. Dann ist K[G] halbeinfach.
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BEwErs. Wir wollen die Beschreibung aus Theorem benutzen, dass
ein Modul halbeinfach ist, genau dann wenn jeder Untermodul ein Komple-
mentmodul besitzt.

Sei also N C K|[G] ein beliebiger K[G]-Untermodul. Dann ist N insbeson-
dere ein Unterraum des K-Vektorraumes K[G]. Aus der linearen Algebra
ist bekannt, dass ein Unterraum U von K[G] mit N @ U = K|[G] existiert.
Wir koénnen nicht erwarten, dass dieses U auch ein Untermodul von KI[G]

ist, aber wir erhalten eine K-lineare Projektion
7:K[G]— N ; a=_n +_u +n.
~— =~
eEN cU

Daraus basteln wir eine K[G]-lineare Abbildung mit folgendem Trick: Sei
p: G — GLk(K[G]) die reguldre Darstellung von G. Setze nun

1
¢ K[G]— N ; aw— — Y p,—10mops(a).
5 St
€

Hier fassen wir |G| € K auf indem wir Z mit dem Bild ¢(Z) des eindeutigen
Ring-Homomorphismuses ¢ : Z — K identifizieren. Dann ist |G|~ defi-
niert, da char(K) t |G| gilt. Die Abbildung 7 ist wohldefiniert, da N ein
K[G]-Modul ist. Weiter ist ¢, als Verkniipfung von K-linearen Abbildun-
gen, selbst K-linear. Weiter gilt fiir beliebiges h € G

1 1
PhOTG = @thopgq OO Py = @ Z Pg' © T O Pgi—1p,
e g'=hg~!
geG
1
= 6 Z pg/ OWOpglflph =Tq Opg.

Wir haben also gezeigt, dass m¢ ein G-dquivariante Abbildung ist. Aus Pro-
position folgt, dass mg auch K|[G]-linear ist. Somit ist ker(mg) ein
Untermodul von K[G].

Wir behaupten, dass N @ ker(ng) = K[G] gilt. Dafiir zeigen wir zunéchst,
dass der Schnitt von N und ker(m¢) trivial ist. Dies folgt unmittelbar, da
fiir alle n € N gilt:

(54) won) = 15 S pyomopyln) = 1 3 pyopyln) = g Som=n

1
‘G| geG eN geG geG

nEo.

Weiter ist fiir o € K[G] beliebig g (o —mg(a)) = ma(a) — ma(ma(a
Also ist a — () € ker(mg), was gerade K[G| = ker(mg) + N bedeutet.
Damit ist die Behauptung gezeigt, und ker(wg) ist der gesuchte Komple-

mentmodul von N. Da N beliebig war, folgt dass K[G] halbeinfach ist. O
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ABBILDUNG 6.1. Der deutsche Mathematiker Heinrich
Maschke (1853-1908) arbeitete zunéchst als Lehrer in Ber-
lin und spéter als Arbeiter in einer Firma in New Jersey,
bevor er 1896 Professor an der University of Chicago wurde.
Ab 1907 war er Vizeprésident der American Mathematical
Society.

KOROLLAR 6.1.16. Sei G eine endliche Gruppe mit char(K) t |G|, dann ist

jede Darstellung von G auf einen K-Vektorraum V wvollreduzibel.

BEWEIS. Eine Darstellung von G auf V ist nach Proposition [6.1.10] genau
dann vollreduzibel, wenn V ein halbeinfacher K[G]-Modul ist. Wir haben
gerade gesehen, dass unter unserer Voraussetzung an char(K') der Ring K[G]
halbeinfach ist. Somit ist nach Theorem auch jeder K[G]-Modul halb-
einfach. Damit folgt die Aussage sofort. O

BEMERKUNG 6.1.17. Unter der Voraussetzung char(K) 1 |G| < oo haben
wir gesehen, dass alle Darstellungen von G vollreduzibel, also durch die
irreduziblen Darstellungen bestimmt, sind. Die irreduziblen Darstellungen
wiederum sind nach Proposition bestimmt durch die einfachen K[G]-
Moduln. Jeder einfache K[G]-Modul ist jedoch isomorph zu einem einfachen
Linksideal von K[G] (siehe Korollar [5.6.7)). Somit sind alle Darstellungen
von G in der Modulstruktur von K[G], oder &quivalent in der reguléren

Darstellung von G, codiert!

PROPOSITION 6.1.18. Sei G eine endliche Gruppe und K algebraisch abge-
schlossen mit char(K) 1 |G|. Dann ist K[G] = M,,(K) x ... x M, (K) fir

gewisse ny,...,n, €N, und es ist |G| =n} + ...+ nZ.

BeEwEIS. Der Ring K[G] ist nach dem Satz von Maschke halbeinfach. Mit

dem Struktursatz von Wedderburn gilt also
(55) K|G| = M,,(D1) X ... x My, (D,)

flir gewisse nq, ..., n, € N und Schiefkoérper Dy, ..., D,. Aus dem Beweis des
Satzes von Artin-Wedderburn wissen wir, dass wir D; = Endg, (I;) wéhlen
konnen fiir einen einfachen Teilring R; von K[G] und ein einfaches Links-
ideal I; von R;. Aus Theorem [5.6.8] wissen wir sogar, dass R; ein zweisei-
tiges Ideal in K[G] ist. Insbesondere ist R; also eine K-Algebra. Weiter ist
dimg (R;) < dimg(K[G]) = |G| < co. In den Ubungen wird gezeigt, dass
daraus bereits D; = K|, fir alle i € {1,...,r}, folgt. Somit folgt aus die
erste Behauptung.
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Weiter gilt damit

1G] = dimp (K[G]) = dimg (M, (K) x ... x My, (K))

= dimg (M, (K)) => n}
=1 i=1
Damit gilt auch die zweite Behauptung. O

6.2. Charaktere

Sei in diesem Abschnitt stets G eine endliche Gruppe und K ein Korper
mit char(K) 1 |G|. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass unter die-
sen Voraussetzungen samtliche Darstellungen von G in der Gruppenalgebra
K|[G] stecken und, dass die ,relevanten“ (die irreduziblen) Darstellungen
endlichdimensional sind. Wir wollen diese Darstellungen von G durch noch

einfachere Objekte klassifizieren.

WIEDERHOLUNG. Die Spur T'r einer K-linearen Abbildung eines endlichdi-
mensionalen K-Vektorraumes V ist die Summe der Diagonalelemente einer
Darstellungsmatrix der Abbildung. Diese Definition ist unabhingig von der

Basiswahl und damit wohldefiniert.

DEFINITION 6.2.1. Sei p : G — GLK(V) eine Darstellung von G. Die
Abbildung

Xp:G—K ; g—Tr(pg)
heifit Charakter der Darstellung p.

PROPOSITION 6.2.2. Seieno : G — GLg (V) und p: G — GLg (W) Dar-
stellungen von G (nach globaler Voraussetzung sind sie endlichdimensional).

Dann gilt

(a) Xo(9) = Xo(hgh™") fiir alle g,h € G.
(b) Xowp = Xo +Xp
(c) Wenn o und p dquivalent sind, ist Xo = X,

BEWEIS. Wir erinnern daran, dass die Spuren von aquivalenten Matrizen

A,B € M,(K) (d.h.: es ist A= C~'BC fiir ein C € (M, (K))*) gleich sind.

Zu (a): Fiir alle g, h € G gilt 0,451 Hom- O} 00y 0 0p-1 Hom. op 0040 a,?l.
Also gilt auch wie gewiinscht

Xg(hghfl) =Tr(opg-—1) = Tr(og) = xo(9) Vg, h € G.

Zu (b): Die direkte Summe o @ p ist die Darstellung von G auf V & W mit
g~ (0g,pg)- Sei B eine K-Basis von V und B’ eine K-Basis von
W, und fiir alle g € G seine Ay und A} die Darstellungsmatrizen
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von o, beziiglich B beziehungsweise von p, beziiglich B'. Dann ist
die Darstellungsmatrix von (o4, pg) = 04 @ pg beziiglich der Basis
{(b,0)|b € B} U{(0,0")|t/ € B'} von V & W gegeben durch

0 A

Damit sieht man sofort x,a,(g9) = Tr(Ay)+Tr(A7) = xo(9)+x,(9)
fiir alle g € G.

Zu (c): Dass o und p dquivalent sind heifit, dass es einen K-Vektorraum-
Isomorphismus ¢ : V' — W gibt mit p oo, = pyo¢ fiir alle g € G.
Das bedeutet also o, = ¢! 0 p, 0 ¢ fiir alle g € G. Somit sind wie

in (a) auch die Charaktere von o und p gleich.

O

NOTATION 6.2.3. Sei K[G] die Gruppenalgebra von G iiber K. Da K[G] hal-
beinfach ist (Satz von Maschke), kénnen wir die Theorie iiber halbeinfache

Ringe anwenden und erhalten
K[Gl=R; X...x R,

fiir einfache Ringe Ry, -+, R,. Es ist sogar R; = M, (D;) fir n; € N und
einen Schiefkérper D;. Die Einselemente der Ringe R; nennen wir e;, dann
gilt

e; fallsi=j

l=e1+...+e und eje; =eje; =
0 sonst

Aus Beispiel [5.6.11] wissen wir, dass es fur jedes i € {1,...,r} einfache
K|G]-Linksideale L1, ..., Lip, gibt mit

und nach Theorem [5.6.8 gilt Ly = Lj genau dann wenn i = j ist. Wei-

ter ist jeder einfache K[G]-Modul isomorph zu genau einem Linksideal aus
{L11,Lo1,..., Ly }. Die K[G]-Linksideale L;; sind insbesondere K-Vektor-
rdume. Sei p;r die assoziierte Darstellung von G auf L;, aus Proposition
(pi(g)(v) = g.v). Aus Proposition (c) folgt fir die zugehorigen
Charaktere x;; = xy fur alle [,k € {1,...,r}. Wir setzen y; = x;1 und nen-
nen xi,...,xr die elementaren Charaktere von G iiber K. Den Charakter

der reguliren Darstellung von G nennen wir Xreg-

LEMMA 6.2.4. Mit den Bezeichnungen von oben gilt

|G| falls g = e
Xreg(g) = anl(g) +...+ anT(g) =
0 sonst
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BEWEIs. Da Darstellungen genau dann dquivalent sind wenn ihre zugehori-
gen Vektorraume isomorph als K[G]-Moduln sind, folgt die erste Gleichheit
sofort aus Proposition [6.2.2| und

roon; T

KG=Pr=pPL;=PrLy.
1=1

i=1 j=1 i=1

Kommen wir nun zur zweiten Gleichheit. Die Elemente aus G bilden per
Konstruktion eine K-Basis von K[G]. Wir betrachten die Darstellungsma-
trizen von preg(g), g € G, in dieser Basis. Natiirlich ist dann preg(e) = id die
Einheitsmatrix. Also gilt x;eg(e) = dimg (K[G]) = |G].

Die Abbildung pyeg(g) bildet A € G auf gh ab. Also sind in der Darstellungs-
matrix von preg(g) die Einheitsvektoren permutiert. Fiir g # e ist gh # h fiir
alle h € G. Also kann der i-te Einheitsvektor nicht in der i-ten Spalte der
Matrix stehen. Somit sind alle Diagonaleintrage gleich Null, insbesondere

also Xreg(g) = 0. O

BEMERKUNG 6.2.5. Sei p : G — GLk(V) eine Darstellung von G mit
Charakter y. Diese induziert durch a.v = (3 e Ag9)-v = 3 geq AgPg(v)
eine K[G]-Modulstruktur auf V' und x(g) ist gegeben als Spur der K-linearen
Abbildung ;7 : V — V mit v — g.v. Diese Abbildungen 7" sind jedoch
K-linear fiir alle o € K[G]. Auf diese Weise konnen wir y eindeutig K-linear
auf ganz K[G] fortsetzen durch x(a) = Tr(,T) .

PROPOSITION 6.2.6. Sei char(K) = 0, dann sind zwei Darstellungen der

Gruppe G dquivalent, genau dann wenn ihre Charaktere gleich sind.

BEWEIS. Dass dquivalente Darstellungen dieselben Charaktere haben, ha-
ben wir bereits gezeigt (Proposition . Es bleibt also die Riickrichtung
zu beweisen.

Sei p eine Darstellung von G auf V' mit Charakter x. Wieder wird V da-
mit zu einem K[G]-Modul. Da K[G] halbeinfach ist, ist nach Proposition
auch V halbeinfach. Nun wissen wir, dass alle einfachen K[G]-Moduln

isomorph zu einem der Linksideale L1, ..., L, sind. Damit ist
VeL'e...eL}

fiir gewisse myq,...,m, € Ny (beachte, dass V' nach Voraussetzung endlichdi-
mensional ist). Mit Proposition (¢) ist der Charakter der Darstellung,
die durch L' & ... ® L7" induziert ist, ebenfalls gleich x. Genau wie in
Lemma m gilt somit x(g) = >_;_; mixi(g) fir alle g € G.

Betrachten wir nun die Fortsetzungen von x, x1,..., X, auf K[G], so gilt

aufgrund der K-Linearitdt und der Tatsache, dass G eine Basis von K|[G]|
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ist sogar
(56) x(a) =mixi(a) + ...+ mpx,(«) fir alle o € K[G].

Fiir die Einselemente e; der Ringe R; ist die Linksmultiplikation ., 1" einge-
schrankt auf L;; die Identitat falls ¢+ = j oder die Nullabbildung sonst. Es
folgt

T T
(156) Def.
(o) B S mixile;) 2 S miTr(, Tl,)
=1

i=1

= ijT(ejT‘le) =1myj dlmK(le)

Dies ist eine Gleichung im Kérper K, und da char(K) = 0 vorausgesetzt

wurde, gilt
my = x(ej)
dimg (Lj1)

Ist nun p’ irgendeine Darstellung von G auf V' ebenfalls mit Charakter Y,

fur alle j € {1,...,r}.

so ist wieder
! ’
/ m m
ViZ2L,'®...0L.
und genau wie eben sehen wir

/ X(ej> . .
= L = | 11 1,... .
7= dimge(Ly1) my; fiir alle j € {1,...,7}
Somit sind V und V’ isomorph als K[G]-Moduln, was gerade bedeutet, dass

p und p’ dquivalent sind. O

KOROLLAR 6.2.7. Sei wieder char(K) = 0, und mit x1,..., X, bezeichnen
wir die elementaren Charaktere der Gruppe G. Dann ist jeder Charakter

einer irreduziblen Darstellung von G gleich x; fir genau ein i € {1,...,7}.

BEWwWEIs. Dies folgt aus der soeben bewiesenen Proposition, da irreduzible
Darstellungen durch einfache K[G]-Moduln bis auf Aquivalenz durch eine
Darstellung p;r zu einem einfachen Linksideal L;; gegeben ist (vergleiche
6.2.3)). O

6.3. Skalarprodukte von Charakteren

Wir haben Darstellungen einer endlichen Gruppe studiert. Dabei haben sich
Charaktere von irreduziblen Darstellungen als Klassifikation von Darstellun-
gen angeboten. Dies wollen wir weiter spezialisieren. An manchen Stellen
mussten wir Einschrénkungen an den Koérper K stellen (char(K) = 0, K
algebraisch abgeschlossen). Fiir den konkreten Fall K = C erhalten wir ein
weiters Hilfsmittel fir das Studium von Charakteren - namlich Skalarpro-
dukte.
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Sei jetzt also K = C, G eine endliche Gruppe und jede Darstellung sei
endlichdimensional. Wir sprechen hierfiir kurz von komplexen Darstellungen

von G.

DEFINITION 6.3.1. Sei V ein komplexer endlichdimensionaler Vektorraum
mit einem (hermiteschen) Skalarprodukt (.,.), und sei p eine Darstellung
von G auf V. Dann heifit p unitdr beziiglich (., .), genau dann wenn (v, w) =
(pg(v), pg(w)) fiir alle g € G und alle v,w € V gilt.

SATZ 6.3.2. Sei (.,.) ein beliebiges Skalarprodukt auf dem C-Vektorraum V,

und sei p eine Darstellung von G auf V. Setze

(v, w) GZpg ) fir alle v,w € V.
el &=

Dann ist {.,.) ein Skalarprodukt auf V' und p ist unitar beziglich (.,.).

BEWEIS. Dass (.,.) ein Skalarprodukt ist, folgt sofort aus der Tatsache, dass
pg ein Homomorphismus und (.,.) ein Skalarprodukt ist. Es ist unitar, da
flir jedes h € G die Zuordnung g — gh eine Bijektion auf G ist. U

KOROLLAR 6.3.3. Sei p eine Darstellung von G auf V' mit Charakter x.
Dann ist x(g~) = x(g) fiir alle g € G. Hier bezeichnet = kompleze Konju-

gation.

BEWEIS. Sei p unitér beziiglich des Skalarproduktes (.,.) (dies existiert nach
Satz . Es existiert bekanntlich eine Orthonormalbasis von V' beziiglich
(.,.). Weiter ist aus der linearen Algebra bekannt, dass mit der linearen
Abbildung p, auch die zugehorige Darstellungsmatrix A, beziiglich dieser
Orthonormalbasis unitér ist. Also gilt A;l = fTQt fiir alle g € G, wobei B!

die transponierte Matrix zu einer Matrix B beschreibt. Es folgt

X(g7Y) = Tr(A,1) = Tr(A;Y) = Tr(4,") = Tr(4y) = x(g)
und somit das Korollar. O

NOTATION 6.3.4. Wie immer benutzen wir folgende Bezeichnungen:
e C[G] = Ry X ... X R, fur einfache Ringe Ry,..., R,

e R, = M,, (C) fir gewisse n; € N
o |G| =n?+...n?
) ) . R; falls i=j
e ¢; ist das Einselement in R; und e;R; =
0 sonst

R;=L;j1 ®...® L;y,, fiir einfache Linksideale L;;
Lij= Ly <i=k
(] dim(c(Lij) =N,



160 6. DARSTELLUNGSTHEORIE

® X1,...,Xr sind die elementaren Charaktere von G (d.h.: y; ist der
irreduzible Charakter der von L;; induziert wird)

® Xreg = N1X1 + ... +n,X, ist der regulidre Charakter von G

o Jeder Charakter y lasst sich eindeutig C-linear auf C[G] fortsetzen.

Diese Abbildung nennen wir wieder x.
Dies wurde alles in Proposition [6.1.18, Theorem /5.6.8, Theorem Ko-
rollar [6.2.4 und Bemerkung gezeigt.

NOTATION 6.3.5. Die Menge C& = {f : G — C|f Abbildung} ist beziiglich

(fr + f2)(g9) = fi(g) + f2(g) und (A f1)(g) = Af1(9)

fiir alle f1, fo € C¢, alle A € K und alle g € G ein C-Vektorraum. Eine Basis
von C@ ist offensichtlich gegeben durch die Elemente dg, g € G, mit

1fallsg=nh
dg(h) =
0 sonst

Insbesondere gilt C¢ = CI¢l = C[G] als C-Vektorraume. Die Teilmenge
[(G,C) = {f € C|f(ghg™") = f(h) fiir alleg, h € G}

ist ein Unterraum von C% und heiit Raum der Klassenfunktionen von G.
Der Name erklért sich dadurch, dass in I'(G, C) genau die Funktionen liegen,
die konstant auf den Konjugationsklassen von G sind. Auf C% und I'(G, C)
haben wir das hermitesche Skalarprodukt (f1, fo) = ‘—Cl;' deG f1(g) f2(g)-

SATZ 6.3.6. Der Raum der Klassenfunktionen I'(G,C) und das Zentrum
Z(CI|G]) von C|G] sind isomorph als C-Vektorrdume. Wir erinnern daran,
dass Z(C[G]) = {a € C[G]|apf = Ba fir alle € C|G|} ist.

BEwEIs. Ubung. a

PROPOSITION 6.3.7. Die Einselemente e, ..., e, liegen in Z(C[G]) und in
der Basisdarstellung e; = deG Agg sind die Koeffizienten gegeben durch

Ag = (g™,
Beweis. Fir a € C[G] beliebig, existiert eine eindeutige Darstellung o =
> j—1Aj, mit A; € R; fiir alle j € {1,...,7}. Wir erhalten

T T
e, = E ei/\j = >\z' = E )\je,- = «e;.
j=1 j=1

Damit ist e; tatséchlich im Zentrum von C[G] fiir alle i € {1,...,7}. Insbe-
sondere ist damit fiir jedes a € C[G] die Abbildung
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gleich ¢, 7|1, - Daraus folgt
(57) Xi(o) = TT(CYT’LU) = TT(EiOZT’Lil) = Xi(eia).

Mit dieser Gleichung erhalten wir
(58)
T
(57D _ _
Xreg(€ig™ anxj ) DS (e g7 = miileg™).
7=l =0 fiir i

Andererseits gilt mit Korollar [6.2.4]

(59)
Xreg(eigil) = Xreg(z /\hhgil) = Z )‘theg(hgil) = )\ngeg(e) = Ag‘G’
heG heqG
Setzen wir die Gleichungen (58) und (59)) gleich und benutzen so erhal-
ten wir wie gewiinscht Ay =1 GI Xl(g 1). O

PROPOSITION 6.3.8. Seien x und X' Charaktere von irreduziblen komplezen
Darstellungen p und p' von G, dann gilt

, 1 falls p und p’ dquivalent sind
(:x) =
0 sonst

BewEIs. Nach Korrollar gilt x = x; und X' = x; fiir gewisse ¢,j €

{1,...,r}. Genau wie gerade im Beweis von Proposition sehen wir

T?“(id ’Lil) dimK(Lil) =Ny falls 4 :j
xi(ej) = xi(eiej) = = o
Tr(0|L,,) 0 falls i # j

Weiter gilt
'ﬂlr _ Kl 633
Z|G‘XJ Ng) "=" me] Dxil9) "= 0 () xa)-
geG geqG

Fiigen wir diese beiden Gleichungen zusammen so erhalten wir

1 falls i = j

) = (X xg) = o
0 falls ¢ # j

Da mit Proposition genau dann i = j gilt, wenn die Darstellungen p, p’
aquivalent sind, folgt sofort die Behauptung. O

THEOREM 6.3.9. Die elementaren Charaktere x1,...,Xxr von G bilden eine
Orthonormalbasis von I'(G,C) beziglich (.,.). Insbesondere ist r gleich der

Anzahl verschiedener Konjugationsklassen von G.
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BEWEIS. In Proposition[6.2.2/ haben wir gesehen, dass x1, ..., X, tatsichlich
Klassenfunktionen sind. Die Orthonormalitétseigenschaft haben wir bereits
in Proposition [6.3.8] gesehen. Damit folgt auch unmittelbar die C-lineare
Unabhéangigkeit von x1,...,xr. Es bleibt zu zeigen, dass die elementaren
Charaktere auch ganz I'(G, C) erzeugen, beziehungsweise dass die Dimension
von I'(G, C) gleich r ist.
Nach Satz ist I'(G, C) isomorph zu Z(C[G]). Fir dieses Zentrum gilt
(60)

Z(CIG)) =2 Z(Mp,(C) x ... x M, (C)) = Z(My,,(C)) x ... x Z(M,,(C)).

Ry R,

Wir behaupten, dass fiir jedes n € N die Gleichung Z(M,,(C)) = {\E,|\ €
C} gilt. Offensichtlich ist jedes Element der rechten Seite auch im Zen-
trum. Die andere Inklusion sehen wir durch einfaches Rechnen: Sei dazu
A € Z(M,(C)) beliebig, und seien E;; = (exi)i<k,i<n die Matrizen mit
eij = 1 und ey = 0 fiir (k,1) # (4,7) aus Dann folgt aus der Bedin-
gung E;;A = AE;; fir alle ¢,5 € {1,...,n} sofort, dass A eine Diagonal-
matrix ist. Weiter ist fiir A das Vertauschen der iten und der jten Spalte
dasselbe wie Vertauschen der iten und jten Zeile. Damit sind auch alle Dia-
gonalelemente von A identisch. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Insbesondere gilt somit dimc(Z(Mp,(C)) =1 fiir alle s € {1,...,r}. Damit

erhalten wir

dime((G, ) = dime(Z(CiG]) @ S dime(Z(M,, (€)=

i=1
Aus unseren Vortiberlegungen folgt, dass xi, ..., x, eine Basis von I'(G, C)
bilden. Da dim¢(I'(G, C)) auch gleich der Anzahl von verschiedenen Konju-
gationsklassen ist, ist das Theorem bewiesen. U

DEFINITION 6.3.10. Sei p eine beliebige komplexe Darstellung von G mit
Charakter x, dann heifit (x, x;) der i-te Fourierkoeffizient von .

PROPOSITION 6.3.11. Seien p1, ..., pr komplexe Darstellungen von G deren
Charaktere gerade die elementaren Charaktere x1,...,Xxr sind. Weiter sei p
eine komplexe Darstellung mit Charakter x. Dann sind die Fourierkoeffizi-

enten (x,x1) in No und p ist dquivalent zu

(PL1®..®p)&E..E (0 @®...5p).
— —

{x;x1)-mal (x;xr)-mal

BEWEIS. Nach dem Satz von Maschke [6.1.15] ist p vollreduzibel und nach
6.2.6| und [6.2.7] ist jede irreduzible Darstellung von G aquivalent zu genau
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einer Darstellung p1, ..., p,. Also ist p dquivalent zu

(P1®..®p)D...®(0r®...®py)
N———— N————
m1-mal my-mal

flir gewisse my,...,m, € Ny. Da dquivalente Darstellungen denselben Cha-

rakter haben (siehe (c)), folgt aus Proposition (c)

X =mixi+ ...+ mx.

Nun ist aber x1, . .., xr eine Orthonormalbasis von I'(G, C) und x € I'(G, C).
Somit gilt auch x = Y7, (x, xi)xi- Koeffizientenvergleich liefert nun die

gewiinschte Aussage. O

Durch Berechnen der Fourierkoeffizienten eines Charakters erhalten wir also

die Zerlegung der zugehorigen Darstellung in irreduzible Darstellungen!

PROPOSITION 6.3.12. Eine komplexe Darstellung p von G mit Charakter x

ist genau dann irreduzibel wenn (x,x) =1 gilt.

BEWEIs. Es gilt

7 T

0ex) = O 06XXH > 06X0XG)
P =1

=D 00 (i 06X

i=1

=1

T T T
=3 6 xa b ) (s X3) = o)’
i=1 j=1 i=1

Somit ist (x,x) = 1 genau dann wenn (x,x;) = 1 fir ein ¢ € {1,...,r}
und = 0 fiir alle anderen. Dies ist genau dann erfiillt wenn y = x; ist, was

wiederum genau dann der Fall ist wenn p irreduzibel ist. (]

LEMMA 6.3.13. Sei p eine komplexe Darstellung von G auf V' mit Charakter
X- Dann ist x(g) ganz iber Z fir alle g € G.

BEWEIS. Sei also g € GG beliebig. Wir betrachten die zyklische Untergruppe
C = (g) von G. Schréanken wir nun p auf C ein, so erhalten wir eine Dar-
stellung von C auf V. Diese hat den Charakter x|c. Wir diirfen also oBdA
annehmen, dass G zyklisch ist. Seien x1, ..., X, die elementaren Charaktere
von G. Da G abelsch ist, folgt aus Lemma dass die Darstellungen
assoziiert zu y; eindimensional sind. Also ist x; : G — C* ein Gruppen-

Homomorphismus. Also gilt

Fermat
xi(9)' = xi(g!) =T xi(e) = 1.
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Das Element y;(g) ist also eine |G|-te Einheitswurzel und somit ganz iiber

Z. Mit Proposition [6.3.11] erhalten wir x(g) = >_;_; mixi(g) fur gewisse
mi,...,my € Nyg. Da Summe und Produkte von ganzen Elementen (dies

folgt aus der Charakterisierung in Satz |5.2.14)), wieder ganz sind ist auch
x(g) ganz iiber Z. O

THEOREM 6.3.14. Sei p eine irreduzible komplexe Darstellung von G auf
V. Dann ist dimc (V) ein Teiler von |G|. Mit den iblichen Bezeichnungen
bedeutet dies n; | |G| fir alle i € {1,...,7}.

BEWEIS. Die Idee des Beweises ist es, zu zeigen dass |Gl/dimc(v) € Q ganz
iiber Z ist. Denn dann folgt aus dem GauB—Lemmabereits |Gl/dime (V) €
Z, was zu zeigen ist.

Sei I'(G, C)z die Menge aller Klassenfunktionen mit ganzzahligen Werten.
Dies ist natiirlich eine Untergruppe von I'(G,C). Wir haben einen C-Vek-
torraum-Isomorphismus von I'(G,C) nach Z(C[G]) durch die Abbildung
f = > gec f(9)g. Schrinken wir diesen Isomorphismus auf I'(G,C)z ein,

so erhalten wir einen Z-Modul-Isomorphismus
0 :T(G,C)z — Z(C[G])z = {a € Z(C[G))|a=>_ Ag, g € Z Vg € G}.
geG
Wie immer ist fir beliebiges f € I'(G, C) die Abbildung
TV —V 5 v=e(flv= Z f(9)pg(v)
geG
ein Z-Modul-Homomorphismus und es gilt fir alle a € C[G]

e(f)eZ(ClG))

e T () = o(f)(av) = (p(fa)o) 7= ""ale(f)v) = alynT(v))
Das bedeutet gerade, dass ()T ein C[G]-Modul-Homomorphismus ist. Die

Darstellung p ist irreduzibel und daher existiert genau wie im Beweis von
Lemma [6.1.13) ein Ay € C mit ,;)T" = ), T Diese Eigenschaft zeigt sofort,

dass dieses Ay eindeutig ist.

Behauptung: Die Abbildung

¥ Z(CIGNz — C 5 Y Ag=o(f) = A

geG

ist ein wohldefinierter Ring-Homomorphismus.
Die Wohldefiniertheit haben wir bereits eingesehen. Weiter ist {17 = 1.7,
was gerade 1(1) = 1 bedeutet. Wir priifen nun die Additivitdt und Mul-
tiplikativitdt von ¢ nach. Seien dafiir fi, fo € T'(G,C)z beliebig und sei
o(f1)e(f2) = o(f). Dann gilt fir alle v € V:
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Myan, L) = A0 = @(fitf2) v = o(fi)vte(fa)v =, T(v)+x,T(v)

AT (W) = onT () =(f)v=e(f)e(f2)v =1, T\,T0)=ApAp.v
Dies beweist die Behauptung.

Der Z-Modul Z(C[G])z ist ein Untermodul des endlich erzeugten Z-Moduls
@®,cc Z-9- Da Z als Hauptidealbereich noethersch ist, ist Z(C[G])z auch
selbst endlich erzeugt (siehe Propositionen + . Somit ist auch
der Ring ¢(Z(C[G])z) als Z-Modul endlich erzeugt. Mit Proposition
folgt, dass jedes Element aus ¢(Z(C[G])z) ganz iiber Z ist.

Seien Ki,...,K, C G die verschiedenen Konjugationsklassen von G und
seien g; € K;, i € {1,...,r}, beliebige Repréisentanten dieser Klassen. Die
Funktionen

1 falls h € K;

Ok, (h) =
0 sonst

sind offensichtlich in I'(G, C)z fiir alle {1,...,r}. Insbesondere gilt also
(61) die Elemente \; := ¢ (¢(0k,)) sind ganz iiber Z.

Kommen wir nun zum Schluss des Beweises:

61 2161000 = - x(9)x

geG

Z x(9) Y b (9)x(9) "E Y g VT (o) T)
geG =1

= ZX YTr(,,T) ZX B dime (V)

Teilen wir diese Gleichung durch dimg (V') so erhalten wir

\G! 1)
dimg(V Z x(g
Nach Lemma [6.3.13ist x(g, 1) ganz liber Z und nach ist auch \; ganz
iiber Z fiir alle ¢ € {1,...,7}. Also ist auch % =37 x(g; A ganz

iiber Z. Wie zu Beginn des Beweises argumentiert folgt daraus, dass dime¢ (V')

ein Teiler von |G| ist. O

LEMMA 6.3.15. Seien p1, po komplexe Darstellungen der Gruppe G auf die
C-Vektorrdume V beziehungsweise W. Dann gibt es eine Darstellung p von
G auf V@ W mit Xp(9) = Xp1(9) - Xp2(9) fiir alle g € G.
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BEWEIS. Dies folgt aus der Ubungsaufgabe 40. Dort wurde eine Darstellung
p1 ® p2 von G x G auf V @ W konstruiert mit X, @p, ((91,92)) = Xp:(91) -
Xpo(g2) fiir alle (g1,92) € G x G. Schrénken wir die Darstellung p1 ® p2
auf die diagonale Untergruppe {(g,9)|g € G} von G x G, die offensichtlich

isomorph ist zu G, ein so erhalten wir das gewiinschte Resultat. O

6.4. Die Charaktertafel

Sei wieder G eine endliche Gruppe. Wir wollen fiir G alle elementaren Cha-

raktere x1, ..., X, der komplexen irreduziblen Darstellungen von G bestim-
men. Wir wissen nach Theorem dass 7 gleich der Anzahl der ver-
schiedenen Konjugationsklassen von G ist. Seien [e] = [g1], [92], - - -, [gr] die
verschiedenen Konjugationsklassen von GG. Dann beschreiben wir x1,..., xr
durch eine Tabelle der Form
G I [ 1o [ ] lo] |

x| xilgr) | xalg2) | -+ | xa(gr)

Xz || x2(91) | x2(92) | --- | x2(9r)

Xr || Xr(91) | Xr(g2) | -+ | xr(gr)

Diese Tabelle heifit Charaktertafel der Gruppe G. Wir stellen fest, dass es
immer die triviale irreduzible eindimensionale Darstellung von G gibt, die
jedes Gruppenelement auf 1 € C* abbildet. Somit kann y; immer als der
zugehorige triviale Charakter gewéhlt werden.

Weiter benutzen wir die iiblichen Notationen aus[6.3.4f Dann gilt insbeson-

dere

xi(e) = dime(L;) = n; fir alle i € {1,...,r}.

BEISPIEL 6.4.1. Fiir eine zyklische Gruppe G = (g) der Ordnung n ist
natiirlich jedes Element aus G eine eigene Konjugationsklasse. Die Charak-
tertafel von GG wurde bereits in den Ubungen bestimmt. Sei (,, eine primitive

n-te Einheitswurzel. Dann gilt:

’ (9) H le] \ g] \ [97] ‘ ‘ 9" 1] ‘
X1 1 1 1 - 1
x2 || 1] G ¢2 n—1
sl 1] | o [] &Y
Xn || 1 gg;l 5(’;—” . ;Ln—li(n—l)

BEISPIEL 6.4.2. Wir wollen die Charaktertafel der symmetrischen Gruppe

Sy bestimmen. Es ist |Sy] = 24. Als erstes miissen wir wissen, wie viele
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elementare Charaktere es tiberhaupt gibt. Dazu miissen wir die Konjugati-
onsklassen von S; bestimmen. Dies ist mit Satz[1.1.34] besonders einfach. Es

gilt:

Konjugationsklasse | Anzahl der Elemente
[id] 1
[(12)] 6
[(123)] 8
[(1234)] 6
[(12)(34)] 3

Somit gibt es 5 irreduzibele Darstellungen von Sy mit den Dimensionen

ni,...,Nns, wobel wir bereits wissen, dass oBdA n; = 1 ist. Die Anzahl der

FElemente in einer Konjugationsklasse ist wichtig fiir die Berechnung von

Skalarprodukten von Charakteren, daher nehmen wir diese Information mit
in die Charaktertafel der Sy auf. Diese hat die folgende Gestalt

T Element | 6 Elemente | 8 Elemente | 6 Elemente | 3 Elemente
Sy || [id] [(12)] | [(A23)] | [(1234)] | [(12)(34)]
X1 1 1 1 1 1
X2 2
X3 n3
X4 14
X5 5

Das Signum ist ein Gruppen-Homomorphismus von S4 nach C*,

also eine

eindimensionale (irreduzible) Darstellung. Dadurch erhalten wir auch ya.

Weiter ist nach Proposition [6.1.18 und Theorem [6.3.14

24+ n3i+ni+ni=|G =24 und n;24Vie{1,...,5}.

Eine kurze Fallunterscheidung liefert nun ng = 2 und n4 = ns = 3. Diese

Informationen fiillen wir in die Charaktertafel ein und erhalten

1 Eloment | 6 Elemente | 8 Elemente | 6 Elemente | 3 Elemente
Sy || [id] [(12)] | [(123)] | [(1234)] | [(12)(34)]
X1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 -1 1
X3 2
X4 3
X5 3

Die S; opperiert offensichtlich auf G'L4(C*) durch Permutation der Spal-
tenvektoren. D.h. fiir 0 € Sy und (v1vov3vs) € GLy(CH) ist o.(vivov3vy) =

(Vo(1)Ve(2) Ve (3)Vor(4))- Sei By die Einheitsmatrix in G L4(C*). Dann liefert die

Zuordnung o — ¢.F, eine 4dimensionale Darstellung von Sy. Der Charakter
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x dieser Darstellung ist gegeben durch

x(0) = Tr(o.E4) = |{Fixpunkte von o}|.

Also durch
1 Element | 6 Elemente | 8 Elemente | 6 Elemente | 3 Elemente
Sa | [id] [(12)] | [(123)] | [(1234)] | [(12)(34)]
e 2 v [ o [0 ]

Die Darstellung der Permutationen der Einheitsvektoren ist nicht irreduzi-
bel, da wir bereits wissen, dass es keine 4dimensionale irreduzible Darstel-

lung von Sy gibt. Alternativ sehen wir dies durch die Rechnung
1
(0X) = 57 (47 +6-22 48124607 +3.0°) =2# 1.

Beachte, dass wir im Skalarprodukt die Elemente in derselben Konjugati-
onsklasse zusammengefasst haben. Dadurch entstehen die Gewichte im Ska-
larprodukt.

Wir suchen mit Hilfe der Fourierkoeffizienten die Zerlegung in irreduzible
Darstellungen. Es gilt
1
24
Mit Proposition wissen wir, dass x1 in der Zerlegung von x mit Viel-
fachheit 1 vorkommt. Somit erhalten wir nach Proposition eine Dar-
stellung mit Charakter x' = x — x1. Also

Xox1)==(4-14+6-1-2+8-1-14+6-0+3-0) = 1.

1 Element | 6 Elemente | 8 Elemente | 6 Elemente | 3 Elemente
Sa | [id] [(12)] | [(123)] | [(1234)] | [(12)(34)]
I I T I T

Fiir diesen Charakter gilt

X)) = i(?ﬁ +6-1246-(-1)2+3-(-1)}) =1.

Somit ist die zugehorige Darstellung irreduzibel und es gilt oBdA x4 = X'
Weiter erhalten wir mit Lemmal6.3.15 eine Darstellung von S4 mit Charakter
X" = x2 - x4. Eine einfache Rechnung zeigt, dass auch (x”, x”) = 1 gilt und
somit ist y5 = x”.

Es fehlt lediglich noch die Bestimmung von xs. Dies ist nun aber dank
Lemma besonders einfach. Denn es gilt

24 falls 0 = id
x1(0) + x2(0) + 2x3(0) + 3xa(o) + 3xs(0) =
0 sonst

Damit kénnen wir die Charaktertafel der Sy vervollstandigen und erhalten
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1 Element | 6 Elemente | 8 Elemente | 6 Elemente | 3 Elemente
Sa | [id] [(12)] | [(123)] | [(1234)] | [(12)(34)]
X1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 -1
X3 2 0 -1 0 2
X4 3 -1 -1
X5 3 -1 1 -1
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KAPITEL 7

Kommutative Algebra

In diesem Kapitel werden wir uns ausschliefllich kommutativen Strukturen
widmen. Daher ist ab jetzt jeder Ring als kommutativ vorausgesetzt!
Unser Hauptaugenmerk liegt af dem Polynomring K[z, ..., z,] iiber einem
Korper K. Dies fiihrt zu einer kurzen Einfiihrung in die algebraische Geome-
trie. Wir werden wieder Elemente in Polynome einsetzen und dabei implizit

den Einsetzhomomorphismus benutzen.

7.1. Algebraische Unabhangigkeit

Wir wollen den bekannten Begriff der linearen Unabhangigkeit erweitern.
Dies lasst sich darauf anwenden endlich erzeugte Korpererweiterungen zu
studieren, die nicht notwendig algebraisch sind. Insbesondere werden wir

einen Grad fiir transzendente Erweiterungen einfiihren.

DEFINITION 7.1.1. Sei R ein Ring. Eine Ringerweiterung von R ist ein Ring
R’ mit R C R und 1p = 1g. Eine Ringerweiterung R C R’ heifit ganz,

genau dann wenn jedes Element aus R’ ganz iiber R ist.

Ist eine Ringerweiterung R C R’ gegeben, so ist R’ durch Einschrinkung
der Ringmultiplikation ein R-Modul. Insbesondere liefert Satz [5.2.14] dass
R C R ganz ist, falls R’ ein endlich erzeugter R-Modul ist.

LEMMA 7.1.2. Sei K ein Koérper und R ein Ring, so dass R C K eine
Ringerweiterung ist, und K ein endlich erzeugter R-Modul ist. Dann ist R

selbst ein Korper.

BEWEIS. Es ist nur zu zeigen, dass jedes Element a € R\ {0} ein multi-
plikatives Inverses in R besitzt. Da K ein Korper ist, existiert sicher ein
multiplikatives Inverses a~! € K. Nun ist aber R C K eine ganze Ringer-

weiterung und somit existieren Elemente Ag, ..., A\p,—1 € R mit
a7+ Apora” Y 44N
— a "= X D .
Multiplizieren wir diese Gleichung mit a”~! erhalten wir

a_l = A1 — Ap_o@ — ... — )\ga"_l € R.
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Es ist ™! tatséichlich in R, da a” € R gilt fiir alle r € Ny. O

LEMMA 7.1.3. Seien R C R’ und R’ C R" Ringerweiterungen, so dass R’
ein endlich erzeugter R-Modul und R" ein endlich erzeugter R'-Modul ist.
Dann ist R" ein endlich erzeugter R-Modul.

BEWEIS. Sei a1,...,as € R’ ein Erzeugendensystem des R-Moduls R’ und
sei f1,...,0, € R" ein Erzeugendensystem des R’-Moduls R”. Dann lasst
sich jedes 8 € R” schreiben als

(62) Z AiBis
i1

mit \; € R fiir alle ¢ € {1,...,r}. Weiter existieren Elemente j;; € R, so
dass \; = ijl pijoy gilt, fir alle ¢ € {1,...,7}. Setzen wir dies in ein,

so erhalten wir

B=> D> myoy | Bi= > i (aj Bi)-
i=1 \j=1 (i.)€{1, .} x{1,....5}

Somit ist {a;Bi} (i )ef1,..r1x{1,....s} ein endliches Erzeugendensystem des R-
Moduls R". O

BEMERKUNG 7.1.4. Sei K ein Kérper und A eine K-Algebra. Es gibt zwei
Arten A als ,endlich erzeugt tiber K“ aufzufassen. Die erste ist, dass A
endlich erzeugt als K-Modul ist, es also Elemente aq,...,a, € A gibt, so
dass jedes a € A von der Form A\jaj + - -+ + A\pan, mit A1, ..., A\, € K, ist.
Bei der zweiten Variante erlauben wir auch die Ringstruktur auf A bei der
Erzeugung von Elementen. Das heifit A ist endlich erzeugt als K-Algebra,
falls es Elemente aq,...,a, € A gibt, so dass jedes Element in A von der
Form f(ai,...,a,), fir ein f € K|x1,...,zy] ist.

Diese beiden Definitionen sind natiirlich nicht dquivalent. Zum Beispiel ist
der Polynomring K[z]| per Konstruktion endlich erzeugt als K-Algebra, aber
nicht endlich erzeugt als K-Modul. Jedoch ist jede K-Algebra, die endlich
erzeugt als K-Modul ist, auch endlich erzeugt als K-Algebra.

DEFINITION 7.1.5. Sei K ein Korper und A eine K-Algebra. Elemente
ai,...,an € A heiflen algebaraisch abhingig tiber K, falls es ein Polynom
f € Klz1,...,x,) \ {0} gibt mit f(ai,...,a,) = 0. Existiert kein solches
Polynom, dann heiflen aq,...,a, algebraisch unabhdingig tuber K. Eine be-
liebige Teilmenge S C A nennen wir algebraisch unabhéngig tiber K, genau
dann wenn alle endlichen Teilmengen von S algebraisch unabhéngig iiber K

sind.

BEISPIEL 7.1.6. Sei wieder K ein Korper.
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e Der Polynomring K[z, ...,z,] in den Variablen z1,. .., z, ist eine
K-Algebra. Per Definition sind die Elemente x1, ..., x, algebraisch
unabhéngig iiber K. (Es ist f(x1,...,z,) = 0 genau dann wenn
f=0).

e Ist L/K eine Korpererweiterung und ist o € L algebraisch iiber K,
dann ist fiir alle Elemente aq,...,a, € L die Menge ay, ..., a,,«
algebraisch abhangig iiber K. Hierzu wéhlen wir einfach das f €

Klzi,...,xn, 2pq1] \ {0} mit f(z1,...,2n41) = Mo,k (Tni1)-

NOTATION 7.1.7. Sei K ein Korper und A eine K-Algebra. Fiir eine Teil-
menge S C A bezeichnen wir mit K[S] den kleinsten Teilring von A, der K
und S enthélt. Dann ist K[S] auch eine K-Algebra und es gilt

K[S|={f(a1,...,an)n €N, f e K[zx1,...,zs], a1,...,an € S}.

Falls A ein Integritétsbereich ist, bezeichnen wir mit K (S) den Quotien-
tenkorper von K[S]. Fiir algebraisch unabhéngige Elemente ay,...,a, ist
somit Klay,...,ay,]isomorph zum Polynomring K|z, ...,x,], denn der Ein-

setzhomomorphismus
o: Klzy,...,zp) — Klai,...,a,] 3 f flal,...,ap)

ist nach Definition von algebraisch unabhéngig injektiv und nach Konstruk-

tion von Klaq,...,ay] auch surjektiv.

PROPOSITION 7.1.8. Seien by,...,b, tdber K algebraisch abhdngige Elemente

in einer K-Algebra A. Dann existiert eint € N so, dass b, ganz tber K[bj —

bl by — b by — b ] st

BEWEIS. Nach Annahme gibt es ein Polynom f € K[z1,...,2,]\ {0} mit
f(b1,...,by) = 0. das bedeutet, dass es eine endliche Teilmenge I C Nj gibt,

mit

(63) 0= > A by wobei A, € K* fiir alle v € I.
v=(v1,...,un)€EI

Sei t € N beliebig mit ¢ > max{max{vi,...,vp}(v1,...,vn) € I}. Wir

schreiben b, = b; — b, fiir alle i € {1,...,n — 1} und setzen dies in ein.

Wir erhalten

0= h(by) = Z Ay () +BE) (b + biln_l)l/n—lbi,/bn
vel
(64) = ST A et g )

vel
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fiir Polynome h, g € (K[b),... b, _1])[z], wobei

» ¥ n—1
grad(g) < max{tvy +... +t" v, +uvn|(v1,. .., vm) €I} =: N.

Es bleibt nur zu zeigen, dass wir h als normiert annehmen diirfen. Wir
haben t gerade so gewihlt, dass alle Zahlen in {tvy + ... + t" ly, 1 +
Un|(vi,...,vn) € I} verschieden sind (Darstellungen im t-adischen Zahl-
system sind eindeutig). Insbesondere ist somit grad(h) = N und es ist
h(z) = \,2N+ Terme kleinerer Ordung fiir geeignetes v € I. Es ist \, € K*
und somit ist A, 'h(z) ein normiertes Polynom in (K[b},... ¥, ])[z] mit

b, als Nullstelle. Daher ist b, wie gewlinscht ganz iiber K[b},...,b, _]. O

»Yn—1

THEOREM 7.1.9 (Noetherscher Normalisierungssatz). Sei K ein Korper und
A eine K-Algebra, die als Algebra endlich erzeugt iber K ist. Dann existie-
ren tber K algebraisch unabhdingige Elemente a1, ...,a, € A, so dass A ein

endlich erzeugter Klay,...,a,|-Modul ist.

BEWwWEIS. Nach Voraussetzung existieren Elemente by,...,b, € A mit A =
Kby, ...,by]. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n.
Induktionsanfang: n = 1: Es ist also A = KJb;]. Falls b; algebraisch un-
abhéngig tiber K ist, sind wir fertig, da A ein endlich erzeugter A-Modul
ist. Falls b; algebraisch abhéngig iiber K ist, existiert ein f € K[z]\ {0}
mit f(by) = 0. Da K ein Korper ist, konnen wir oBdA annehmen, dass f
normiert ist. Somit ist b; ganz iiber K, und mit Satz ist A ein endlich
erzeugter K-Modul.

Induktionsschritt: n > 2: Wie eben sind wir fertig, falls bereits by, ..., b, al-
gebraisch unabhéngig tiber K sind. Seien also b1, .. ., b, algebraisch abhangig
iiber K. Mit Proposition folgt, dass fiir gewisses t € N b, ganz tiber
K[by — b, ... by — b '] ist. Benutzen wir die Gleichung

—— —_——

=b =¥

n—1

A:K[blw-'abn]:K[/l?"' , bn]:(K[/lv A Dlbnl,

sy Un—1> » Un—1

so folgt dass A ein endlich erzeugter K[b},...,b),_;]-Modul ist. Nach Induk-
tionsvoraussetzung existieren aq,...,a, € A, algebraisch unabhéngig iiber
K, so dass K[by,...,b],_] ein endlich erzeugter Klay,...,a,]-Modul ist.

Zusammen schliefen wir mit Lemma dass A ein endlich erzeugter

Klay,...,a,]-Modul ist. Das war zu zeigen. O

KOROLLAR 7.1.10. Sei L/K eine Kérpererweiterung, so dass L endlich er-
zeugt als K-Algebra ist. Dann ist L/K eine endliche Korpererweiterung,

und somit insbesondere algebraisch.



7.1. ALGEBRAISCHE UNABHANGIGKEIT 175

BEWEIS. L erfiillt die Voraussetzungen vom Noetherschen Normalisierungs-

satz. Somit existieren iiber K algebraisch unabhéngige Elemente aq,...,a, €
L, so dass L endlich erzeugt als KJay,...,a,]-Modul ist. Mit Lemma
folgt, dass Klai,...,a,] ein Korper ist. Dies ist aber nur fiir » = 0, also
Klay,...,a,] = K erfiillt. Also ist L/K endlich und mit Proposition
auch algebraisch. O

DEFINITION 7.1.11. Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine Menge B C L
heifit Transzendenzbasis von L/K, genau dann wenn B algebraisch un-
abhéngig tiber K ist und die Erweiterung L/K(B) algebraisch ist.

PROPOSITION 7.1.12. Sei L/K eine Kérpererweiterung. Dann ezistiert eine
Transzendenzbasis von L/ K. Weiter gilt, dass eine Teilmenge B C L genau
dann eine Transzendenzbasis von L/K ist, wenn B eine mazimale tuber K

algebraisch unabhdngige Teilmenge von L ist.

BEWEIS. Angenommen es gibt eine Transzendenzbasis B von L/K. Dann
ist L/K(B) algebraisch. Sei also a € L\ B beliebig und f € K(B)[z] \ {0}
mit f(a) = 0. Jedes Element in K (B) ist von der Form 9(a1,-ar)/g(ay,....ar)
fir gewisse aq,...,a, € Bund g,g9 € K[z1,...,z,]. Wenden wir dies auf die

Koeffizienten von f an und vergréssern moglicherweise r, so erhalten wir

0= gaannar) a o goar,...ar)

gala,...,ar) go(az,...,ar)
Multiplizieren wir diese Gleichung mit H?:o gi(ai,...,a,) # 0, so erhalten
wir eine nichttriviale polynomielle Gleichung in a1, ..., a,, «, die Null ergibt.

Somit ist B U {a} algebraisch abhéngig iiber K. Da a € L\ B beliebig
war, bedeutet dies gerade, dass B eine maximale algebraisch unabhéngige
Teilmenge von L ist.

Im Folgenden zeigen wir, dass eine maximale iiber K algebraisch unabhangi-
ge Teilmenge B C L existiert und, dass so eine Menge B eine Transzen-
denzbasis von L/K ist. Dies ist wiedermal eine Anwendung des Zornschen
Lemmas Sei also C' = {B C L|B algebraisch unabhéngig}. Wie im-
mer ist C' nicht leer und partiell geordnet beziiglich Inklusion. Weiter ist fiir
eine total geordnete Teilmenge {B;}ic;r C C die Menge U,;erB; eine obere
Schranke in C'. Dass dies eine obere Schranke ist, ist offensichtlich. Diese
liegt in C, da jede endliche Teilmenge von U;erB; in einem Bj, j € I, liegt
und damit algebraisch unabhéngig ist.

Das Zornsche Lemma liefert uns also die Existenz einer maximalen algebra-
isch unabhéngigen Teilmenge B C L. Es bleibt zu zeigen, dass L/K(B) al-
gebraisch ist. Natiirlich ist jedes Element aus K (B) algebraisch iiber K (B).
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Sei also a € L\ K(B). Die Maximalitit von B besagt, dass ay,...,a,,«
algebraisch abhéngig iiber K ist fiir gewisse aq,...,a, € B. Somit existiert
ein f € Klz1,...,zp, 2]\ {0} = K[z1,...,2][z] \ {0} mit

flat,...,ar, ) = fa(a1,...,ar )0+ ...+ fola1,...,a.) = 0.

Da f # 0 ist, sind nicht alle fy,..., fg gleich Null. Die algebraische Un-
abhéngigkeit von aq,...,a, garantiert, dass damit auch nicht alle Koeffizi-

enten fo(ai,...,ay),..., falai,...,a,) gleich Null sind. Es folgt, dass

faat,...,a)at+ ... folay,...,a,) € K(B)[z] \ {0}

ein nicht-triviales Polynom mit Nullstelle « ist. Das bedeutet, dass o € L

algebraisch tiber K (B) ist. O
BEISPIEL 7.1.13. Sei K[x1,...,z,] der Polynomring in r Variablen iiber
einem Korper K. Dann bilden die Elemente x1,...,z, eine Transzendenz-

basis von K(x1,...,z,)/K. Hier ist wie iiblich K(x1,...,z,) der Quotien-
tenkorper des zugehorigen Polynomringes.

Fiir eine algebraische Korpererweiterung L/K ist () eine Transzendenzbasis
von L/K.

SaTz 7.1.14. Sei L/K eine Kérpererweiterung und ai,...,o, € L eine
Transzendenzbasis von L/ K. Dann besitzen alle Transzendenzbasen von L/ K

genau n Elemente.

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition und dem folgendem Satz, genau

wie die entsprechende Aussage iiber Basen von Vektorrdumen. U

SATZ 7.1.15 (Steinitzscher Austauschsatz). Seien aq, ..., oy, eine Transzen-
denzbasis von L/K und sei B € L transzendent tber K. Dann ist nach

méglicher Umnummerierung 3, aa, . . ., ay, eine Transzendenzbasis von L/ K.

BEwEIs. Da ay,...,a, eine Transzendenzbasis von L/K ist, ist 8 algebra-
isch tiber K(ay,...,a,). Es existiert also eine f € K(aq,...,a,)[z]\ {0}
mit f(8) = 0. Dies impliziert sofort die Existenz eines Elementes g €
K(xi,...,2n,2)\{0} mit g(aq,...,an, ) = 0. Wie im Beweis von Propositi-
on [7.1.12] diirfen wir nach Multiplikation mit den Nennern der Koeffizienten
von g sogar g € K[zy,...,zp,x]\ {0} annechmen.

Da B transzendent iiber K ist, muss mindestens eine der Variablen x1, ..., x,
in g vor. Sei dies o0BdA z1. Das bedeutet gerade, dass g aufgefasst als Poly-

nom in (Klxs,...,xy,,z])[z1] positiven Grad hat.

(65) — « ist algebraisch iiber K(ag,...,an, ).
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Sei nun B’ € L beliebig. Dann ist 8’ algebraisch tiber K(a,...,an,3) =
K(ag,...,an,3)(ar). Damit muss ' nach bereits algebraisch iiber
K(ag,...,an, ) ist.

Es bleibt zu zeigen, dass ao, ..., a,, 8 algebraisch unabhéangig iiber K sind.
Angenommen dies ware nicht der Fall. Da ao, ..., a, nach Voraussetzung
algebraisch unabhéngig sind, muss dann f algebraisch tiber K(ag, ..., o)
sein. Dann folgt aber mit , dass auch aq algebraisch iiber K (aa, ..., ay)
ist. Dies ist ein Widerspruch zur algebraischen Unabhéngigkeit der Elemente
Qai,...,0n,. Also ist asg, ..., ay, 8 auch algebraisch unabhéngig tiber K und

somit eine Transzendenzbasis von L/K. (]

DEFINITION 7.1.16. Der Transzendenzgrad einer Korpererweiterung L/K
ist gegeben durch

n falls L/K eine Tr’basis mit n < co Elementen besitzt
tr.deg(L/K) =
o0 sonst

Beachte, dass diese Definition nach Satz [7.1.14] wohldefiniert ist.

BEISPIEL 7.1.17. Sei wieder K|z1,...,x,]| der Polynomring in n Variablen
mit Quotientenkorper L. Dann ist x1, ..., z, eine Transzendenzbasis und es
gilt tr.deg(L/K) = n. Die n Elemente z?,...,22 sind natiirlich ebenfalls
algebraisch unabhéngig iiber K und somit bilden auch diese Elemente nach
Satz eine Transzendenzbasis. Aber es ist L # K (z2,...,22).

Dies zeigt, dass ausser im Fall ¢r. deg(L/K) = 0 Transzendenzbasen und von

ihnen erzeugte Korper niemals eindeutig bestimmt sind.

PROPOSITION 7.1.18. Seien M /L und L/K Korpererweiterungen, dann gilt
tr.deg(M/K) = tr.deg(M/L) + tr.deg(L/K).

BEWEIS. Ubung. U

ABBILDUNG 7.1. In seiner Arbeit ,,Algebraische Theorie
der Korper® (1910) fithrte der deutsche Mathematiker
Ernst Steinitz (1871-1928) die Begriffe Primkorper, per-
fekte Korper und Transzendenzgrad ein, und bewies den
uns bekannten Satz, dass jeder Korper in einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper enthalten ist.

BEISPIEL 7.1.19. Sei K ein Korper. Wir betrachten die K-Algebra

A= K[m:y]/(y2—:c3+x>.
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Diese ist iiber K als K-Algebra erzeugt von den Elementen Z = x+(y? — 23+
r)und §j = y+(y?—23+x). Das Polynom f(X,Y) = Y?- X3+ X € K[X,Y]
ist ein nicht-triviales Polynom mit f(7,7) = f(z,y) = y* —2*+2 =0 €

A. Somit sind T und ¥y algebraisch abhéngig tiber K. Weiter ist T € A
algebraisch unabhingig iiber K, da f(z) ¢ (y?> — 2% + x) ist fiir alle f €
K[X]\ {0}. Also bedeutet f(z) =0 auch f(X) = 0.

Esist A = (K|[7])[y] und 7 ist ganz tiber K [z], da es Nullstelle des normierten
Polynoms f(X) = X2—2%+7 € (K[7])[X] ist. Das bedeutet gerade, dass die
gesamte Ringerweiterung A O K[Z] ganz ist. Das Element Z bildet also eine
mit dem Noetherschen Normalisierungssatz [7.1.9| vorausgesagte algebraisch
unabhéngige Teilmenge von A.

Es ist 2% — x kein Quadrat in K(x), da es ungeraden Grad besitzt. Somit
besitzt y? — 22 + = aufgefasst als Polynom in y iiber K (z) keine Nullstelle in
K (z). Da der Grad in y gleich 2 ist, folgt sofort, dass y* — 23 + z irreduzibel
in (K (z))[y] ist. Insbesondere ist es also irreduzibel in K[z, y].

Es ist also (y? — 2% + z) ein Primideal in K[z, y]. Folglich ist A ein Inte-
gritdtsbereich und wir kénnen den Quotientenkérper L = Quot(A) bilden.
Wie gerade gesehen, ist T € L transzendent iiber K und A ist eine ganze
Ringerweiterung von K|[Z]|. Da offensichtlich L eine ganze Ringerweiterung
von A ist, ist L eine ganze Ringerweiterung von K[z] und insbesondere von
K (). Das heifit nichts anderes, als dass L/K(Z) algebraisch ist. Also ist T
eine Transzendenzbasis von L/K und es gilt tr.deg(L/K) = 1.

7.2. Grundbegriffe der algebraischen Geometrie

In der lineraen Algebra werdeen Losungsmengen von Systemen linearer Glei-
chungen iiber einem Korper studiert. In der algebraischen Geometrie werden
Losungsmengen von Systemen polynomieller Gleichungen tiber (meist alge-
braisch abgeschlossenen) Korpern studiert. Der Begriff Geometrie kommt
daher, dass solche Losungsmengen zumindest iiber R oder C und in klei-
nen Dimensionen anschaulische geometrische Formen liefern. Zum Beispiel
beschreiben die Nullstellen von z? + y? — 1 den Einheitskreis in R2.

Wir wollen unter Anderem die Verbindung solcher Losungsmengen zu Idea-

len in Polynomringen studieren. Im Folgenden sei K stets ein Korper.

DEFINITION 7.2.1. Sei K[z, ..., z,| der Polanomring in n Variablen iiber K.
Fiir eine Teilmenge T' C Klx1, ..., zy] bezeichnen wir die Nullstellenmenge

von T in K™ mit

V(T)={a=(a1,...,a,) € K"|f(a) =0 fur alle f € T}.



7.2. GRUNDBEGRIFFE DER ALGEBRAISCHEN GEOMETRIE 179

Eine algebraische Menge in K™ ist eine Menge der Form V(T fiir eine

Teilmenge T' C Klx1,...,Ty].

BEMERKUNG 7.2.2. Sei T' C K|z, ...,y eine Teilmenge und (7") das von
T erzeugte Ideal in K|x1,...,xzy], dann ist V(T') = V((T')). Dies ist offen-
sichtlich, da mit fi(a) = fa2(a) = 0 und g € Klzi,...,z,] beliebig auch
(fi + f2)(@) = fi(a) + fa(a) = 0 und (gf1)(a) = g(a)fi(a) = 0 gilt. Wir
konnen also alle Mengen T', deren Nullstellen algebraische Mengen definie-

ren, stets als Ideal betrachten.

BEISPIEL 7.2.3. Wir geben ein paar einfache Beispiele fiir algebraische Men-
gen in K".
e Jeder Punkt a = (a1,...,a,) € K" ist eine algebraische Menge.

Denn es ist
V(ry —ai,...,on —an) ={b€ K"|by = ay,...,bp = an} = {a}.

e Der ganze Raum K" ist eine algebraische Menge, denn es ist V' (0) =
V(0) =K"

e Auch die leere Menge ist eine algebraische Menge, denn offensicht-
lichist V(1) = V(K|[z1,...,2,]) = 0. Fir K = R gibt es auch echte
Ideale A von K|z1,...,2,| mit V(A) = 0. Zum Beispiel ist dies fiir
A = (2?2 +y%+1) der Fall. Das Hauptresultat dieses Abschnittes im-
pliziert, dass fiir algebraisch abgeschlossenes K nur dann V(A) = ()
gilt wenn A = K{z,...,z,] gilt.

PROPOSITION 7.2.4. Sei T C Klx1,...,x,] eine beliebige Teilmenge. Dann
existieren fi1,..., fr € K[z1,...,zp] mit V(T) =V (f1,..., fr).

Bewels. Wir wissen, dass V(T') = V((T)) gilt. Weiter ist K als Korper
trivialerweise noethersch, also ist mit dem Hilbertschen Basissatz|5.3.16|auch
K|z1,. ..,z noethersch. Also existieren nach Proposition [5.3.5endlich viele
Polynome fi,..., fr € K[z1,...,2,) mit (T') = (f1,..., fr). Damit erhalten
Wit V(T) = V((T) = V({1 ) = V(oo f): O

LEMMA 7.2.5. Sei J eine Indexmenge und seien A, B, A;, j € J, Ideale vom
Polynomring K[z1,...,xy,]. Dann gilt

(a) ACB = V(B) CV(A).

(b) V(AN B)=V(A)UuV(B).

() V(X 4j) = N V(4).

Jj€J Jje€J
BEWEIS. Dies sind einfache Folgerungen aus der Definition der Nullstellen-

menge.
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Zu (a): Sei a € V(B). Dann ist f(a) = 0 fiir alle f € B, insbesondere also
fir alle f € A C B. Somit ist per Definition auch a € V(A).

Zu (b): Wir wissen nach (a) bereits V(A)NV(B) C V(ANB). Angenommen
es gibe eina € V(AN B)\ {V(A)UV(B)}. Dann existieren g € A
und h € B mit g(a) # 0 # h(a). Damit ist natiirlich auch (gh)(a) #
0. Andererseits ist gh € ANB und es gilt f(a) = 0 fiir alle f € ANB.
Das ist ein Widerspruch, daher kann ein solches a nicht existieren.

Zu (c): Dies folgt wie in (a).

VOO A) ={aeK"|f(a)=0Yfe> Aj}

jeJ jeJ
={ae K"|f(a) =0VfeA;VjeJ}
= (ac K"f(a) =0Vf € Aj} = (| V(4))
jeJ jeJ

O

WIEDERHOLUNG. Ein topologischer Raum (X, Q) ist eine Menge X zusam-
men mit einer Teilmenge ) der Potenzmenge von X, die die drei folgenden

Axiome erfiillt. Die Elemente in 2 werden offene Teilmengen von X genannt.

(i) ® und X sind offen.
(ii) Schnitte von endlich vielen offenen Mengen sind offen.

(iii) Vereinigungen von beliebig vielen offenen Mengen sind offen.

Teilmengen von X heiflen abgeschlossen genau dann wenn ihr Komplement

in X offen ist. Somit sind die Axiome 1), %), i) dquivalent zu:

(i) X und 0 sind abgeschlossen.
(ii’) Vereinigungen von endlich vielen abgeschlossenen Mengen sind ab-
geschlossen.
(iii’) Schnitte von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen sind abge-

schlossen.

Fiir eine Teilmenge Y C X ist der Abschluss Y von Y in X gegeben als
Schnitt aller abgeschlossener Mengen, die Y enthalten. Eine Teilmenge Y
heiBt dicht in X falls Y = X gilt.

SATZ 7.2.6. Nennen wir die algebraischen Mengen auf K™ abgeschlossen
(und die Komplemente algebraischer Mengen offen) so wird damit K™ zu

etnem topologischen Raum.

BEWEIS. Die Axiome (i), (i1'), (¢ii") haben wir in [7.2.3| und [7.2.4| nachge-
prift. U




7.2. GRUNDBEGRIFFE DER ALGEBRAISCHEN GEOMETRIE 181

DEFINITION 7.2.7. Die in Satz definierte Topologie heifit Zariski-Topo-
logie auf K™. Den topologischen Raum (K™, { K™"\V(T)|T C K[x1,...,zy]})
nennen wir affinen Raum und bezeichnen ihn mit A%, oder A" falls der
zugrunde liegende Korper klar ist. Die abgeschlossenen Mengen in A’ heiflen
(affine) Varietiten tber K.

Achtung: Auf R™. oder auch C™, gibt es noch die ,iibliche* Topologie, die
gegeben ist durch die euklidische Metrik auf R beziehungsweise C. Diese
Topologie ist grundverschieden zur Zariski-Topologie!

Auf R ist eine offene Umgebung des Punktes 0 in der metrischen Topologie
gegeben durch ein Intervall (—e,¢), € > 0. Diese offenen Mengen sind also
,relativ klein“ im Vergleich zu ganz R. In der Zariski-Topologie ist eine
offene Umgebung der 0 gegeben durch R\ {Nullstellen von f(z) -z} fir ein
Polynom f € KJz|\ {0}, also bis auf endlich viele Punkte ganz R und somit

,riesen grof3®.

ABBILDUNG 7.2. Der amerikanische Mathematiker Os-
car Zariski (1899-1986; Geburtsname: Ascher Zaritsky)
war ein Pionier der heutigen algebraischen Geometrie.
Er formalisierte die Geometrie in dem er Sie in eine al-
gebraische Sprache iibersetzte.

KONSTRUKTION 7.2.8. Das Bilden der Nullstellenmenge liefert eine Abbil-
dung von den Idealen von K|z, ..., ;] in die Teilmengen von A™. Wir wol-
len eine Abbildung in die andere Richtung konstruieren. Sei also X C A"

eine Teilmenge. Dann setzen wir
I(X)={f € Klz1,...,z,)|f(a) =0 fir alle a € X}.

Wie in sehen wir sofort, dass I(X) ein Ideal in K[z1,...,z,] ist. Es

heifit das Verschwindungsideal von X.

LEMMA 7.2.9. Seien X und Y Teilmengen von A% und A ein Ideal in
Klzy,...,zy]. Dann gilt

(a) X CY = I(Y) C I(X).

(b) ACI(V(A)).

(c) V(I(Y)) =Y, wobei Y der Abschluss von'Y in der Zariski-Topologie

1st.

BEWEIS. Die Aussagen in (a) und (b) folgen unmittelbar aus der Definition.
Ebenfalls ist sofort klar, dass Y C V(I(Y)) gilt. Da V(I(Y")) als algebraische
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Menge abgeschlossen ist, muss damit auch Y C V(I(Y)) gelten. Umgekehrt
existiert ein Ideal A in K|[x1,...,2,] mit Y = V(A). Damit erhalten wir

@  _ ®
I(Y) 3 I(Y) = I(V(A)) 2 A.

Bilden wir auf beiden Seiten die Nullstellenmenge so sehen wir mit Lemma
V(I(Y)) CV(A) =Y. Also gilt Gleichheit. O

BEISPIEL 7.2.10. Die Inklusion in Teil (b) des eben bewiesenen Lemmas ist
im Allgemeinen strikt. Betrachte das Ideal (z%) < K[x1,...,x,]. Dann gilt

I(V({(z%))) = I({a € K|a® = 0}) = [({0}) = zK[z] = (z) # (2?).
DEFINITION 7.2.11. Sei R ein Ring und [ ein Ideal in R. Dann heifit
VI = {)\ € R|\ €I fiir ein k € N}
das Radikal von I. Ein Ideal I < R heifit reduziert falls /T = T gilt.

LEMMA 7.2.12. Sei R ein Ring und I ein Ideal in R. Dann ist VI ein

reduziertes Ideal in R.
BEwEIS. Ubung. U

PROPOSITION 7.2.13. Sei R ein Ring und I ein Ideal in R. Dann ist VI

gleich dem Schnitt aller I umfassenden Primideale von R.

BEWEIS. Sei P ein Primideal mit 7 € P und a € v/I. Dann ist a* € P fiir
ein k € N. Da P ein Primideal ist, folgt damit auch a € P. Somit ist v/ im
Schnitt aller Primideale, die I enthalten.

Wir beweisen nun die andere Inklusion in dem wir zeigen, dass es zu jedem
a ¢ /I ein Primideal P gibt mit I C I und a ¢ P. Dann kann dieses
a nicht im Schnitt aller Primideale liegen, die I enthalten. Die Negation

dieser Aussage liefert das gewlinschte Resultat.
Sei also a € R\ VI. Wir wenden das Zornsche Lemma auf die Menge

S ={J<aR|ICJunda" ¢ J fir alle k € No}.

Die Menge S ist nicht leer, da nach Wahl von a das Ideal I in S ist. Die
restlichen Vorraussetzungen zeigt man mit den iiblichen Argumenten. Wir
erhalten ein maximales Element P in S. Natiirlich ist a ¢ P und I C P.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass P ein Prmideal ist.

Seien also b,c¢ € R\ P. Dann gilt

PCP+() und PCP+/{c).
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Da P maximal in S ist, existieren also &,/ € N mit a* € P C P+ (b) und
a' € P C P+ (c). Daraus folgt

a"le (PC P+ ()P CP+(c)CPCP+(be).

Es ist also P C P + (bc) nicht in S, und somit bc fnP. Damit ist gezeigt,
dass P ein Primideal ist. (]

THEOREM 7.2.14 (Hilberts Nullstellensatz). Sei K ein algebraisch abge-
schlossener Korper. Dann gilt
(a) Ein Ideal M C Klx1,...,xy,)] ist genau dann mazximal, wenn es ein
a=(ay,...,ay) € K™ gibt mit M = (x1 — a1, ..., Tn — ap).
(b) Fir jedes Ideal A C K|x1,...,x,] gilt V(A) # 0.
(¢) Fiir jedes Ideal A C Kxy,...,x,] gilt [(V(A)) = VA.

BEwEIs. Die Hauptzutat fiir den Beweis ist der Noethersche Normalisie-

rungssatz.

Zu (a): <= (Fir diese Richtung wird die Voraussetzung algebraisch unab-
héngig nicht bendtigt.) Seien also a = (ay,...,a,) € K™ und
M = (x1—ay,...,Ty—ay). Offensichtlich gilt z; = a; mod M
fir alle s € {1,...,n}. Damit gilt

flz1,...,xn) = fla1,...,a,) mod M Vf € Klxy,...,z,].
Insbesondere gilt also
flai,...,an) =0<= f € M.

Das bedeutet gerade, dass M der Kern des Einsetzhomomor-
phismuses ¢, : K[z1,...,z,] — K, mit f — f(a), ist. Da
konstante Polynome auf sich selbst abgebildet werden, ist ¢,

surjektiv. Der Homomorphiesatz liefert nun
K[Ilwwxn]/M ~ K.

Somit ist M ein Maximalideal.

= Seinun M ein beliebiges Maximalideal von K[x1, ..., z,], dann
ist

L = Klzi,..znl/m

ein Korper, der als K-Algebra endlich erzeugt ist. Nach Korol-
lar wissen wir, dass damit L/K eine algebraische Erwei-
terung des algebraisch abgeschlossenen Korpers K ist. Somit
ist mit Bemerkung L = K. Ein expliziter Isomorphis-
mus ist gegeben durch 7|g, die Einschrénkung der kanonischen
Projektion 7 : K[z1,...,z,] — L auf den Kérper K. (Es ist



184

Zu (b):

Zu (c):
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offensichtlich, dass mx ein injektiver Ring-Homomorphismus
ist. Die Surjektivitdt folgt, da n(K) C L algebraisch abge-
schlossen ist.)

Dies bedeutet gerade, dass es zu jedem f € K[xy,...,x,]| ge-
nau ein ¢ € K gibt mit 7(f) = w(a). Seien ay,...,a, € K

diejenigen Elemente mit
m(x;) = w(a;) fur alle i € {1,...,n}.

Es folgt, dass z; —a; € ker(w) = M gilt, fir allei € {1,...,n}.
Somit gilt

(r1 — a1, ..., xn —an) C M.

In der Riickrichtung haben wir aber gesehen, dass bereits das
Ideal (z1 —aq,..., 2y — a,) ein Maximalideal ist. Somit folgt

wie gewlinscht
<x1—a1,...,xn—an> QM

Sei A # Klx1,...,zy] ein Ideal. Dann existiert ein Maximalideal
M mit AC M @ (x1—ai,...,x, —ay) fur gewisse ay, ..., a, € K.
Insbesondere ist also

TZ3 1, 0p) v (A) £ 0.

(a1y...,ap)

Fiir ein f € VA, gilt f* € A fiir ein k € N. Mit Lemma
ist somit f* € I(V(A)). Allerdings besitzen f und f* dieselben
Nullstellen, und somit ist auch f € I(V(A)).

Es bleibt zu zeigen, dass jedes f € I(V(A)) auch in /A liegt.
Da dies ohne Frage fiir die Null gilt, sei f € I(V(A))\ {0} beliebig.
Da KJz1,...,x,] noethersch ist, existieren nach Proposition m
Elemente g1,...,9, € K|x1,...,2z,] mit

A= (g1, g0

Nun benutzen wir den Rabinowitsch-Trick indem wir eine weitere
Variable ¢ einfiihren und die Elemente g1, ..., g, als Elemente im
Ring K|x1,...,zy, t] auffassen. Wir setzen nun B = (g1, ..., gr,tf—
1)<« K[x1,...,zp,t]. Es ist dann

V(B) = {(a,b) € K" x K[gi(a) = --- = gr(a) = 0 und bf(a) = 1}

SacV(A)

Angenommen es existiert ein (a,b) € V(B). Dann muss a € V(A)
gelten, aber f(a) # 0. Da f € I(V(A)), kann ein solches a nicht
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existieren. Damit ist V' (B) = () und mit Teil (b) schliefen wir
B = Klz1,...,2n,t].
Insbesondere existieren also hg, h1,...,h, € K[z1,..., 2y, t] mit
(66) 1="hig1+...+hegr + holtf —1].

Wir fassen als Gleichung in (K (z1,...,xy))[t] auf. Dies ist ein
Polynomring in einer Variablen iiber einem Korper, also konnen
wir sehr vertraut in diesem Ring rechnen. Da f € K(x1,...,zy,)*

ist, konnen wir auf den Einsetzhomomorphismus
v (K@, )] — Ko, omm) 5 F(t) o F(Y)

anwenden. Dadurch erhalten wir

(67) 1:Zhi($1,...,xn, i L )gi(T1, .- Tn).
i=1

xlv"'vxn)

Sei nun m € N der grofite Exponent von t, der in einem der
Polynome hy, ..., h, vorkommt. Dann ist h;(xy,...,z,, /) f™ €
Klxy,...,zp] firalle i € {1,...,r}. Multiplizieren wir mit f™

so erhalten wir

.
= hi(m1,. e, Y™ gi € A
1=1 N ¥
€K[z1,....2n) €A
Das bedeutet gerade f € v/A, was zu zeigen war.
O

KOROLLAR 7.2.15. Fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper K liefern
die Zuordnungen I und V eine bijektive inklusionsumkehrende Korrespon-

denz:

X I(X)
{X C A Varietdt} m {AC K|z, ...,zp|reduziertes Ideal} .

BEWEIS. Per Definition ist V(A) eine Varietét fiir alle Ideale A im Ring
K(zy,...,z,]. Somit ist die Abbildung V' wohldefiniert. Fiir eine beliebige
Varietdt X C A", ist X = V(A) fiir ein Ideal A in K[z, ..., x,]. Damit ist

(68) 1(X) = 1(v(A) FEE /4

nach Lemma ein reduziertes Ideal. Also ist auch die Abbildung I
wohldefiniert. Gleichung zeigt auch, dass I(V(A)) = A gilt fiir alle
reduzierten Ideale A. In Lemma wurde bereits V(I(X)) = X fur alle

Varietdaten X gezeigt. Damit ist die Aussage bewiesen. U
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ABBILDUNG 7.3. Der Beweis von Hilberts Null-
stellensatz mit Hilfe des Rabinowitsch-Tricks
wurde vom mathematischen Physiker George Yu-
ri Rainich (1886-1968) entdeckt und 1929 un-
ter dem Pseudonym J.L. Rabinowitsch veréffent-
licht.

BEMERKUNG 7.2.16. Durch Einschrénkung der Abbildungen I und V aus
Korollar erhalten wir nach Hilberts Nullstellensatz [.2.14] eine bi-
jektive Korrespondenz zwischen Punkten in A% und Maximalidealen in
Klzy,...,z,].

DEFINITION 7.2.17. Sei (X, ) ein topologischer Raum und Y C X eine

Teilmenge von X.

e Dann ist Y ein topologischer Raum durch die von X induzierte
Topologie, in der die offenen Mengen von Y genau die Mengen {Y N
U|U € Q} sind.

e X heif3t irreduzibel, genau dann wenn es keine echten abgeschlosse-
nen Teilmengen X1, Xo C X gibt mit X = X; U Xo.

e X heifit noethersch, genau dann wenn jede echt absteigende Kette
X1 2 X9 2 ..., von abgeschlossenen Teilmengen von X, endlich

ist.

Bei noeterschen Moduln/Ringen, bricht jede echt aufsteigende Kette von
Untermoduln/Idealen ab. Auf den ersten Blick erscheint die Definition fiir
topologische Raume daher verwirrend. Das néchste Beispiel zeigt, dass diese

Definition aus unserer Sicht doch sehr sinnvoll ist.
BEISPIEL 7.2.18. (a) Sei K ein Kérper und
(69) VidVaD...

eine absteigende Kette von Varietiten in A%. Mit Lemma[7.2.9] er-
halten wir duch bilden der Verschwindungsideale eine aufsteigende

Kette von Idealen
I(Vh) CI(Vp) C...

in K[x1,...,x,]. Da dieser Ring noethersch ist, wird die Kette sta-
tiondr. Das heifit es existiert ein N € N so dass I(V},) = I(Vy) fiir
alle m > N gilt. Damit ist aber auch

(2.9

Vi BV (1(Vin)) = VI (Vi) ZE2 Vy fiir alle m > N.

Damit wird auch stationar und A% ist noethersch. Dies impli-

ziert auch sofort, dass jede Varietdat X noethersch ist.
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(b) Esist V(y* — 2%y — zy + 23) C A2 nicht irreduzibel. Denn es gilt

V(y* — 2%y —zy +2°) = V(yly — 2°) — a(y — 2*))
=V(y—=z)(y—2)=V(y—-z)nV(y—2a?).

Man sieht auch geometrisch, dass dass diese Varietédt irreduzibel
sein muss. Denn sie besteht gerade aus einer geraden und einer
Parabel, wie im folgenden Bild.

TOETY ey

c¢) Fiir jeden Korper K ist irreduzibel, wie aus der folgenden Pro-

Fiir jeden Ko K ist A% irreduzibel, wi der folgenden P
position folgt. Beachte dabei, dass I(A%) = I(V(0)) 21 {0} =
0. Die Bedingung algebraisch abgeschlossen wird in den U'bungen

deutlich abgeschwacht.

PropPoOSITION 7.2.19. Sei K ein Korper und X C A% eine Varietdt. Dann

ist X irreduzibel genau dann wenn I(X) ein Primideal ist.

BEWEIS. Wir werden beweisen, dass X reduzibel ist, genau dann wenn (X))

kein Primideal ist.

= Sei also X = X7 U Xy, mit X3, Xs € X abgeschlossen. Dann ist
mit I(X1),1(X2) 2 I(X). Wir wéhlen nun f € I(X;) \ I(X)
und g € I(X2)\I(X). Dann ist auch (f) C I(X;) und (g) C I(X2).
Insbesondere ist also fg € I(X1) N I(X2) = I(X1 U X») = I(X).
Also ist I(X) kein Primideal.

<= Sei nun I(X) kein Primideal. Dann existieren f,g € K[z1,...,2,]\
I(X) mit fg € I(X). Betrachte die Ideale I(X)+(f) und I(X)+(g).

Es ist mit Lemma [7.2.5]

(70) V(X)) + (f) VVI(X) + () € V(X)) = X.
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Andersherum gilt fir a € X auch (fg)(a) = f(a)g(a) = 0, also
f(a) =0 oder g(a) = 0. Somit ist

V(I(X) + () falls f(a) =
V(I(X)+ (g)) falls g(a) =0

ac

Also gilt X C V(I(X)+(fNHUV(I(X)+(g >) @ . Nach Definition
sind V(I(X) + (f)) und V(I(X) + (g)) abgeschlossen. Weiter ist
VI(X)+ () # X #V(I(X)+ (9)), da f (beziehungsweise g) in
I(V(I(X)+(f))) (beziehungsweise I(V(I(X)+ (g)))) aber nicht in
I(X) liegt. Damit ist X reduzibel.

O

KOROLLAR 7.2.20. Fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper K liefern

die Zuordnungen I und V' eine bijektive Korrespondenz
XI(X)
{X C ARirreduzibel} =~ 7 {A C Klxy,. ..,y Primideal} .
(_

BEwEIs. Wir schrianken die Korrespondenz aus Korollar ein und be-
nutzen Proposition [7.2.19] O

KONSTRUKTION 7.2.21. Sei V' C A% eine Varietat. Durch Einschréanken des
Einsetzhomomorphismus auf V' liefert jedes f € Klzi,...,z,] eine Abbil-
dung fy : V — K. Fir f,g € K[x1,...,x,] gilt

fv=gv=fr—gv =0 = (f—9)v =0v

2Ly gel(V)e= f=g mod I(V).

Also liefern alle Elemente in Klz1,-.z2]/1(v) wohldefinierte paarweise verschie-
dene Abbildungen von V' auf K. Der Ring K[V| = Klz1,-.za]/1(v) heiit Ko-
ordinatenring von V. Mit Proposition gilt

V irreduzibel <= (V') Primideal <= K[V] Integritétsbereich.

Fiir irreduzible Varietaten V haben wir also stets den Funktionenkérper von
V gegeben durch K (V) = Quot(K[V]). Ist K algebraisch abgeschlossen, so
ist I(A%) = 0 (siehe|7.2.18[ (c)) und somit gilt K[A}] = K[z1,...,zy].

7.3. Dimensionstheorie

Sei K ab jetzt stets ein algebraisch abgeschlossener Koérper. Im letzten
Abschnitt haben wir eine Verbindung zwischen Varietdten und Idealen von
Polynomringen kennengelernt. Die algebraische Geometrie beschaftigt sich
unter Anderem mit der Ubersetzung von geometrischen /topologischen Ei-

genschaften von A’ in algebraische Eigenschaften des Ringes K[z1, ..., xy].
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Wir werden im Folgenden Dimensionsbegriffe fiir topologische Riime und fiir
Ringe kennenlernen und zeigen, dass dimgop (A% ) = dim(K[z1,...,z,]) =n

gilt.

DEFINITION 7.3.1. Sei (X, ) ein topologischer Raum mit X # (. Die Di-
mension von X ist definiert als das Supremun aller Zahlen n € Ny, so dass

eine Kette Xg C X1 C --- € X,, existiert, mit X; abgeschlossen, irreduzibel

und nicht leer fiir alle i € {1,...,n}. Wir bezeichnen dieses Supremum mit
dimtop(X).
BEMERKUNG 7.3.2. e Ist (X,Q) ein topologischer Raum und seien

Up, Uz € Q mit Uy NUz = (. Dann ist (X \ Up) U (X \ U2) = X.
Also kann X nur dann irreduzibel sein, wenn der Schnitt von zwei
beliebigen nicht trivialen offenen Mengen nicht leer ist. Insbeson-
dere kann ein Hausdorffraum nicht irreduzibel sein. Dasselbe Ar-
gument zeigt sogar, dass in einem Hausdorffraum die irreduziblen
Teilmengen genau durch die einelementigen Teilmengen gegeben
sind. Damit hat jeder Hausdorffraum die Dimension Null.

e Sei Y C X eine abgeschlossene Teilmenge des topologischen Raum-
es (X,9). Wir versehen Y mit der durch X induzierten Topo-
logie. Ist nun Y/ C Y abgeschlossen in dieser Topologie, so ist
Y\Y' =Y NU mit einem U € Q. Damit ist dann

X\YV=X\YYuY\Y)=(X\Y)u(YnU)=X\Y)U U
L~~~
cQ e
Also ist Y’ auch abgeschlossen in X. Damit folgt insbesondere,
dass eine Teilmenge von Y irreduzibel im topologischen Raum Y
ist, genau dann wenn Sie irreduzibel im topologischen Raum X ist.
Sei nun dimyep(X) < 0o und X irreduzibel. Dann ist dimgop(Y) <
dim¢ep(X). Denn jede Kette Yy C Y7 € ...Y,, von abgeschlossenen
irreduziblen nicht leeren Teilmengen von Y ist eine Kette von Teil-
mengen in X mit denselben Eigenschaften (wie gerade gezeigt). Da
X irreduzibel ist, ist Yy C Y] € ... Y, € X eine solche Kette mit
einem Glied mehr. Nach Vorraussetzung ist dim,p(X) endlich und
somit ist die Dimension von Y echt kleiner als die von X.
e Sei X noethersch. In den ["Jbungen wird gezeigt, dass eindeutige
irreduzible abgeschlossene X1, ..., X, C X existieren mit X = X ;U
XoU---UX,. Ist nun Y C X irreduzibel, so ist

Y=XnNY=X1NnY)U---U(X,NY).
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Aus der Irreduzibilitit von Y folgt, dass Y C X; fir ein i €
{1,...,7} gilt. Somit gilt
dimyep (X) = max {dimep(X;)}-

1<i<r

Wir wollen dimyqp (V) fiir Varietéten V' bestimmen. Dafiir definieren wir eine

ganz ahnliche Dimension fiir Ringe.

DEFINITION 7.3.3. Sei R ein Ring und P ein Primideal in R. Dann ist
die Héohe von P, bezeichnet mit ht(P), gegeben durch das Supremum al-
ler n € Ny, so dass eine Kette Py C P, C --- C P, = P existiert von

=

Primidealen Py, ..., P, von R. Die Krulldimension von R ist nun dim(R) =
sup{ht(P)|P Primideal in R}.

ABBILDUNG 7.4. Wolfgang Krull (1899 - 1971) war
ein detscher Algebraiker, der Topologien auf algebrai-
schen Strukturen einfiihrte. Damit ldsst sich unter an-
derem der Hauptsatz der Galoistheorie auf beliebige
(nicht notwendigerweise endliche) normale und sepa-
rable Korpererweiterungen verallgemeinern.

BEISPIEL 7.3.4. e Sei R ein Hauptidealbereich, dann ist jedes Prim-
ideal auch ein Maximalideal. Damit gilt dim(R) < 1. Es gilt fiir
einen Hauptidealbereich genau dann dim(R) = 0 wenn R ein Korper
ist.

e Jede Kette von nicht leeren Varietaten in A%

(71) Wehic oV,
liefert nach Korollar [7.2.20] Eine Kette

(72) I(Vo) 2 I(V1) 2 -+~ 2 I(V;)

von Primidealen in KJzi,...,x,]. Andersherum liefert jede Kette
wie in durch bilden der Nullstellenmengen eine Kette von nicht

leeren Varietaten in A%. Damit gilt

dimyep (A% ) = dim(K[A%]) = dim(K [z, ..., z,]) > n.

Um dies zu verifizieren miissen noch eine Kette von Primidealen aus

Klzy,...,zy] mit n+ 1 Gleidern finden. Es ist K1, znl/(zy,...2;) =
K[xiy1,...,2y] ein Integritatsbereich fiir alle i € {1,...,n}. Damit
ist

{0} € (21) C (@1,22) © - S (@150, @p)

eine solche Kette von Primidealen.
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LEMMA 7.3.5. Sei R ein Ring und I ein Ideal in R. Weiter sei m: R — R/I
die kanonische Projektion. Dann gibt es eine bijektive Korrespondenz
—r—L(P)

{P Primideal in R/1} S

(@) {Q 2 I Primideal in R} .
%

BEWEIS. Sei P ein Primideal in B/1. Fiir a,b € R mit ab € 7 1(P) ist
m(ab) = w(a)w(b) € P. Da P ein Primideal ist, gilt 7(a) € P oder 7(b) € P.
Insbesondere also a € 7~ 1(P) oder b € 7~ !(P). Es ist damit 7~ 1(P) ein
Primideal mit I = 771(0) € 7~ !(P) und die Abbildung von links nach
rechts ist wohldefiniert. Weiter gilt aufgrund der Surjektivitdt von 7 auch
n(r~Y(P)) = P.
Sei nun @ ein Primideal in R mit I C Q. Fir a,b € B/1 mit ab € 7(Q)
wahlen wir Elemente ¢/, € R mit 7(a’) = a und 7(V') = b. Es ist dann
ab = 7(a)w(b') = 7(d'V') € 7(Q). Es existiert also ein ¢ € Q mit 7(a’d’) =
7(q). Das bedeutet gerade
(73) at— q eker(m)=1CQ.

~—

€Q
Also ist auch a/b’ € @ und nach Annahme ist @’ oder ¥’ in Q. Damit gilt auch
a = 7(a’) oder b = w(V') in 7(Q), somit ist 7(Q) ein Primideal und auch
die Abbildung von rechts nach links ist wohldefiniert. Weiter ist natiirlich
Q C 7 Y7(Q)). Andererseits gilt fiir ein @ € 7 '(7(Q)) per Definition
m(a) € w(Q) und genau wie in folgt a € Q. Damit gilt tatséchlich

1 (7(Q)) = Q. O

PROPOSITION 7.3.6. Sei V' eine Varietdt in A’. Dann gilt dimyp(V) =
dim(K[V]).

BEWEIS. Sei wieder 7 die kanonische Projektion von Klz1,...,z,] auf K[V]

und sei
VoCVig...CVa(CV)
eine Kette von irreduziblen Varietdten. Dann ist mit Proposition [7.2.19[und
Lemma [7.3.5]
T(I(Vo)) 2 7(I(V1)) 2 ... 2 7(I(Va)) (2 7(L(V)) = 0)

eine Kette von Primidealen von K[V]. Damit ist dim.p,(V) < dim(K[V]).
Ist umgekehrt

{0t CchC... P,
eine Kette von Primidealen von K[V] so ist mit Korollar und Lemma
(..

(V=VUIV) V(@ (R) 2V(r H(P)) 2 ... 2 V(n H(Pn))
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eine Kette von irreduziblen Varietdten in V. Damit ist auch dimgo, (V) >
dim(K[V]) und die Proposition folgt. O

BEMERKUNG 7.3.7. Wir wollen nun die Verbindung zwischen der Krulldi-
mension und dem Transzendenzgrad herstellen. Sei R O K ein Integritéts-
bereich, der als K-Algebra endlich erzeugt ist. Der Einfachheit halber wer-
den wir im Folgenden tr.deg(R), den Transzendenzgrad von R, schreiben
und damit tr.deg(Quot(R)/K) meinen. Da jede iiber K algebraisch un-
abhéngige Menge aq,...,q, € Quot(R) durch Multiplikation mit einem
A € R\ {0} zu einer iiber K algebraisch unabhéngigen Menge in R wird,
stimmt ¢r. deg(R) mit der Anzahl der algebraisch unabhéngigen Elemente

in R aus dem Noetherschen Normalisierungssatz iiberein.

PROPOSITION 7.3.8. Sei R wie in und P # {0} ein Primideal in R.
Dann ist tr.deg(R) > tr.deg(R/P).

BEWEIS. Da P ein Primideal ist, ist B/P ein Integritatsbereich. Weiter ist
mit R auch B/P eine endlich erzeugte K-Algebra. Somit ist tr. deg(%/pP) wie
in wohldefiniert.

Sei g € P\ {0} beliebig. Angenommen  wére ganz tiber K. Dann ist K]
eine endliche Korpererweiterung von K. Insbesondere ist dann 3 eine Einheit
in R, woraus R = P folgt. Dies widerspricht der Voraussetzung, dass P ein
Primideal ist. Es folgt

(74) Jedes § € P\ {0} ist algebraisch unabhéngig iiber K.

Jede Menge aq,...,a, € R aus algebraisch abhangigen Elementen, liefert
eine algebraisch abhingige Menge der Restklassen afg,...,@, € E/p. Die
Kontraposition dieser Aussage liefert sofort ¢r. deg(R) > tr.deg(R/P).

Wir fithren nun einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass tr. deg(R) =
tr.deg(R/P) = n gilt. Sei dann @7, ..., a, € B/P eine Transzendenzbasis von
Quot(R/p)/K, und f € P\ {0} beliebig. Dann sind die n + 1 Elemente
B,a1,...,a, € R algebraisch abhéngig iiber K. Es existiert also ein f €
Kly,z1,...,z5] \ {0} mit f(8,a1,...,a,) = 0. Mit muss mindestens
eines der x1,...,x, in f vorkommen. Weiter diirfen wir damit annehmen,
dass f(y,x1,...,2y) kein Vielfaches von y ist (wir diirfen f schlieflich sogar

als irreduzibel voraussetzen). Damit ist

F(z1,...,zn) = f(0,21,...,2y) € K[x1,...,2,] \ {0}

Nun ist aber

0=7B, o1, an) = fBoar,....an) "< Far,... @) e B/p
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im Widerspruch zur algebraischen Unabhéangigkeit von ar, ..., a;,. Damit
folgt wie gewtinscht tr. deg(R/pP) < tr.deg(R). O

KOROLLAR 7.3.9. Sei R wie in[7.3.7, dann ist dim(R) < tr.deg(R).

BEWwEIS. Unter der Voraussetzung, dass R ein Integritatsbereich ist, ist ge-
nau dann dim(R) = 0 wenn {0} das einzige Primideal - und somit auch
das einzige Maximalideal - in R ist. Dies ist genau dann der Fall wenn R
ein Korper ist, der nach Voraussetzung endlich erzeugt als K-Algebra ist.
Mit Korollar ist dies dquivalent dazu, dass R/K algebraisch ist, was
wiederum gleichbedeutend mit ¢r. deg(R) = 0 ist. Wir haben also gezeigt

(75) dim(R) = 0 <= tr.deg(R) = 0.

Wir beweisen das Korrolar nun per Induktion iiber n = tr.deg(R), wobei

wir den Induktionsanfang n = 0 gerade bereits gefiithrt haben.

Induktionsschritt: n > 1: Sei also {0} = Py € P € ... C P, eine Kette
von Primidealen in R. Wir diirfen nach dem Beginn des Beweises oBdA
m # 0 annehmen. Sei wieder 7 : R — R/p, die kanonische Projektion.
Nach Lemma ist dann {0} = n(Py) C m(P2) € ... C 7(P,,) eine Kette

von Primidealen in #/p;. Damit erhalten wir

o v
tr.deg(R) > tr.deg(R/p) > dim(R/p) > m — 1.

Das bedeutet gerade m < tr.deg(R). Somit besitzt jede Kette von Prim-
idealen in R maximal tr.deg(R) + 1 verschiedene Glieder (wenn wir {0}
mitzdhlen). Das heifit dim(R) < tr.deg(R). O

THEOREM 7.3.10. Es gilt dimop(A) dim(Kz1, ..., z,]) = n.

BEwEIS. Wir haben in Beispiel bereits gesehen, dass dimgp(A) =
dim(K|[z1,...,z,]) > n gilt. Die Aussage folgt nun aus Korollar da
wir in [7.1.13| schon ¢r. deg(K[x1, ..., zy]) = n gesehen haben. O

Unser Ziel ist es dimyop (V) = dim(K[V]) fiir eine Varietdt V' zu bestimmen.
Nach dem Noetherschen Normalisierungssatz ist K[V] isomorph zu einer
ganzen Erweiterung eines Polynomringes. Da wir die Dimension des Poly-
nomringes gerade bestimmt haben, studieren wir im Weiteren wie sich die

Dimension in ganzen Ringerweiterungen verhélt.

LEMMA 7.3.11. Sei R C S eine Ringerweiterung und sei J ein (Prim-) Ideal
in S. Dann ist I = JN R ein (Prim-) Ideal von R und

o:Rr—5S/y 5 r+le=r+J
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ist ein injektiver Ring-Homomorphismus. Damit kénnen wir S/J stets als

Ringerweiterung von R/1 auffassen.

BEWEIS. Die Idealeigenschaft von J in S und die Abgeschlossenheit von
R beziiglich Multiplikation, liefern sofort die Idealeigenschaft von I in R.
Offensichtlich vererbt sich auch die Primidealeigenschaft von J auf I. Da
I'CJ,ist o(r+i+1)=r+i+J =r+J fir alle i € I. Damit ist ¢
wohldefiniert und, da wir representantenweise Rechnen diirfen, folgt dass ¢

ein Homomorphismus ist. Weiter ist
ker(p) ={r+I€R/ijreJ}={0+1}
und damit ist ¢ injektiv. (]

LEMMA 7.3.12. Sei S D R eine ganze Ringerweiterung, J ein Ideal in S
und I = JN R. Dann ist S/7 2 B/1 eine ganze Ringerweiterung. Weiter ist
I # {0} falls J einen nicht-Nullteiler enthdlt.

BEWEIS. Sei a4+ J € S/J beliebig und X, ..., A\p—1 € R mit
(76) 0=0a"+Ap_1a" " 4+...+ Xo.

Reduzieren wir modulo J so erhalten wir eine Ganzheitsgleichung von
a + J mit Koeffizienten in £/1. Also ist S/J D R/I ganz. Sei nun a € J kein
Nullteiler und die zugehorige Ganzheitsgleichung. Da a kein Nullteiler
ist, ist mindestens einer der Koeffizienten Ag, ..., A,_1 ungleich Null. Sei m
kleinstmdglich mit A, # 0. Dann ist

0=a™(a" "™+ A1 ™ b A).

Wir kénnen also, wieder da a kein Nullteiler ist, oBdA Ay # 0 annehmen.

Dann gilt
N =—a"—Mp_1a" ' —...—Xa=_a (—a”_1 B VT (L p— A1).
€eR eJ

Insbesondere ist 0 # A\g € JN R = 1. O

DEFINITION 7.3.13. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge T' C R heifit multipli-
kativ abgeschlossen, genau dann wenn 1 € T' und mit a,b € T auch ab € T

gilt.

BEISPIEL 7.3.14. e Sei a € R beliebig. Dann ist {a*}en, multiplika-
tiv abgeschlossen.

e Sei P C R ein Primideal. Dann ist R \ P multiplikativ abge-
schlossen. Dies ist gerade die Definition eines Primideals. Genauso
gilt fiir eine beliebige Menge {P;};c; von Primidealen in R, dass
R\ (N;er Pi) multiplikativ abgeschlossen ist.
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LEMMA 7.3.15 (Krull-Lemma). Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und T C R
multiplikativ abgeschlossen mit I N\'T = (). Dann existiert ein Primideal P
von R mit I C P und PNT = 0.

BEWEIS. In Proposition [7.2.13| haben wir den Spezialfall T = {a*}cn, fiir

a € R bewiesen. Den allgemeinen Fall beweist man wortlich genauso. (]

LEMMA 7.3.16. Sei wieder R C S eine ganze Ringerweiterung und P C R

ein Primideal. Fir jedes a € P - S existiert eine Gleichung
A"+ A1 P+ X =0 mit Ao,...,A\p_1 € P.

BEWEIS. Sei a € P-S, dann existieren definitionsgemafl nq,..., 7, € P und
S1,...,8 € Smit a =Y, ms;. Wir setzen S’ = Rl[sy,...,s,]. Da alle s;
ganz iiber R sind, ist S’ nach Satz ein endlich erzeugter R-Modul.
Weiter ist natiirlich a € R - 5.

Sei nun {ws,...,w,} ein Erzeugendensystem von S’ als R-Modul. Dann ist
P-S"=P-(Rwi+...+wy) R'I;:PPwl—i—...Pwn.

Wir haben also fiir jedes i € {1,...,n} eine Darstellung

n
aw; = Zaijwj mit a;; € P fiir alle (i,7) € {1,...,n}*
j=1
Ab jetzt konnen wir genauso argumentieren wie in und zeigen, dass
a Nullstelle des charakteristischen Polynoms f(x) von A = (a;;) ist. Da alle
a;; € P sind, liegen auch alle Koeffizienten von f in P. Damit ist das Lemma

bewiesen. O

ProposITION 7.3.17. Sei R C S eine ganze Ringerweiterung und P C R

ein Primideal. Dann existiert ein Primideal B von S mit PN R = P.

BEWEIS. Sei also P ein Primideal in R und 7" = R\ P. Angenommen es
gibe eina € P-SNT(C R). Seien dann Ay, ..., A\,—1 € P aus Lemma|7.3.16

mit

a” = _)\nilan—l —...— Xy €EP.
epP epP

Dann ist aber, da P als Primideal reduziert ist, auch a € P im Widerspruch
zua€T =R\ P.
Esist also P-SNT = () und P - S ein Ideal in S. Mit dem Krull-Lemma
[7.3.15] existiert ein Primideal 9 von S mit (1) P-S C P und (2) PNT = 0.
Fiir dieses Primideal gilt
1 (2
PCPNRCP

Es gilt also wie gewiinscht B N R = P. U
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THEOREM 7.3.18. Sei R C S eine ganze Ringerweiterung. Dann gilt fiir die
Krulldimensionen dim(R) = dim(S5).

BEWEIS. Sei Py € P1 € --- C B, eine Kette von Primidealen in S. Dann

ist
(77) (PBoNR)C(PB1NR)C...C(PBrNR)

eine Kette von Primidealen in R. Angenommen es gilt ;N R = P, 1NR = P
fir ein ¢ € {0...,n — 1}. Nach Lemma ist S/p; O R/P eine ganze
Ringerweiterung und mit Lemma[7.3.5]ist Bi+1/%; (= 7(P;+1)) ein Primideal
in S/3,;. Weiter ist nach Annahme

Piv1/p;, N R/p = PiriNR/p.nr = {0}.

Also kann Fi+1/p; nach Lemma [7.3.12 nur aus Nullteilern von S/g; bestehen.
Da letzteres ein Integritatsbereich ist, ist ®i+1/p;, = {0}, also P11 = Pi.
Dies ist offensichtlich ein Widerspruch. Somit sind alle Inklusionen in ([77])
strikt und es gilt ‘dim(R) > dim(S) ‘

Sei umgekehrt Py € P, C --- C P, eine Kette von Primidealen in R und
PBo ein Primideal in S mit Py N R = Py (existiert nach Proposition .
Da S/3, ganz tiber R/p, ist, folgt wiederum mit dass es ein Primideal
F1/30 in S/ gibt, mit

Yﬂpl/q:;o n R/Po = Pl/Po.

Mit Lemma folgt damit B; N R = P; und damit Py < Py. Wir fiihren
dieses Verfahren induktiv fort und erhalten eine Kette Bg C P1 € -+ C
PB,, von Primidealen in S mit P; N R = P; fir alle ¢ € {1,...,n}. Damit
gilt auch ‘dim(R) < dim(S) ‘ Zusammen erhalten wir die Gleichheit dieser

Dimensionen. |

BEMERKUNG 7.3.19. Beachte, dass ohne die Voraussetzung S ganz tiber R
weder dim(R) < dim(S) noch dim(R) > dim(S) gilt. Dies sehen wir zum
Beispiel in den Ringerweiterungen Z C Q C Q|z], da Z und Q][z] als Haupt-

idealbereiche Dimension 1 haben und Q als Koérper Dimension 0.

THEOREM 7.3.20. Sei V' C A% eine Varietat. Dann gilt

dimyep (V) = dim(K[V]) = tr.deg(K(V)/K).
BEWEIS. Die erste Gleichung kennen wir bereits aus Proposition [7.3.6] Nach
dem Noetherschen Normalisierungssatz ist K[V] isomorph zu einer

ganzen Ringerweiterung eines Polynomringes K|z1,..., 2], wobei ¢ gleich
tr.deg(K(V)/K) ist. Es gilt also

dim(EK[V]) PEE dim(K [z1, . . ., 24)) P20 = . deg(K (V) /K).
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O

BEISPIEL 7.3.21. Sei V = V(y* — 2% + 2) C AL Es ist I(V) = (y* —
73 4+ x) und C[V] = Clz.yl/(y2—a3+a). Mit Theorem [7.3.20 ist dimp(V) =
tr.deg K[V] LI Trreduzible Varietiten von Dimension 1 heifien (erwar-

tungsgemaf) Kurven.






ANHANG A

Transzendente Elemente

Hier wollen wir beweisen, dass w transzendent iiber den rationalen Zahlen
Q ist. Sei stets Q ein algebraischer Abschluss von Q, den wir als Teilkérper
der komplexen Zahlen betrachten. Der Korper Q besteht genau aus den
Nullstellen von Polynomen aus Q[z]. Nun gibt es aber nur abzéhlbar viele
solche Polynome und jedes Polynom hat nur endlich viele Nullstellen. Damit
besteht Q aus abzihlbar unendlich vielen Elementen. Da C bekanntermafen
iiberabzéhlbar ist, sind fast alle Elemente aus C transzendent iiber Q. Jedoch
ist es sehr schwierig ein explizites Beispiel einer transzendenten komplexen
Zahl zu geben. Bevor wir uns der Transzendenz von 7 widmen geben wir
zunachst ein einfacheres Beispiel einer tiber Q transzendenten Zahl aus R

al.

A.1. Die Liouvillekonstante

THEOREM A.1.1 (Approximationssatz von Liouville). Sei o € Q mit [Q(«) :

Q] =n > 2. Dann ezistiert eine positive Konstante ¢ € R, so dass |a— §| >
q% fiir alle p,q € Z\ {0} gilt.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein irreduzibles Polynom f(x) € Z[x]
mit grad(f) = n und f(«) = 0. Wir spalten die Nullstelle @ von f ab und
erhalten f(z) = (z — a)g(x) fiir ein g(z) € C[z] \ C. Da g(x), als Funktion
R — C; t — g(t), stetig ist, existieren positive Konstanten € und ¢, so dass

la —t] <e = 0#|g(t)] <.

Hier haben wir neben der Stetigkeit von g auch benutzt, dass g(z) nur
endlich viele (genau n — 1) Nullstellen besitzt. Setze nun ¢ = min{e, 51},
Angenommen es giabe p,q € Z\ {0} mit |o— §| < o=~ Dann ist insbesondere
l9(5)| < 6 und somit

p p p
FEN =la -2l 198y < £ 6 <
FEI =l =2l < = .
Damit ist ¢"f(£) € Z mit [¢"f(Z)| < 1. Dies ist nicht mdglich, da nach
Voraussetzung f (g) # 0 ist. Also war unsere Annahme falsch und somit ist

das Theorem bewiesen. O
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KOROLLAR A.1.2. Die reelle Zahl L =Y 72 107*" st transzendent diber Q.

BEwEIs. Wir setzen s,, = ZZL:1 10~* fiur alle m € N. Dann ist s, eine
rationale Zahl mit Nenner ¢ = 10", Wire nun L algebraisch vom Grand n,

so existiert nach dem Approximationssatz eine Konstante ¢ > 0 mit

c
(78) L= sm| =5
fiir alle m € N. Wihle nun irgendein N € N mit ¢V ~"*! > ¢. Dann folgt
|L - 3N| = Z 107’6! < Z 107}6 = 9.10(NV+1)!-1
k=N-+1 k=(N+1)! '
I 1 1 c
< gN+t1 — gN-ntl qTL < v

Dies ist ein Wiederspruch zu . Also kann L nicht algebraisch iiber Q

sein. O

BEMERKUNG A.1.3. Die reelle Zahl L aus Korrolar [A.1.2] heifit Liouwville-
konstante und war die erste relle Zahl von der man die Transzendenz iiber

Q beweisen konnte.

A.2. Die Kreiszahl «

ABBILDUNG A.1l. Der erste Beweis der Transzen-
denz von 7 stammt von Carl Louis Ferdinand von
Lindemann (1852 - 1939). Sein Beweis basierte auf
Ideen von Charles Hermite. Angeblich soll Linde-
mann, nachdem er den Beweis fand, einen Freund
(Oberst-Lieutenant von dem Busche) getroffen ha-
ben, der ihn mit den Worten ,,Sie sehen ja aus als
hétten Sie die Quadratur des Kreises gelost“ be-
griifit hat. In haben wir gesehen wie treffend
diese Bemerkung war.

Wir werden hier einem Beweis von David Hilbert fiir die Transzendenz von

7 folgen.

LEMMA A.2.1. Sei S O R eine Ringerweiterung und seien a € S und
A0y An € R mit Ay £ 0 und Apa™ + -+ + Mg = 0. Dann ist Apa ganz
tber R.
BEWEIS. Aus A\,a"™ + --- + A\g = 0 folgt sofort
0=A""1xa™ + AN, a4 AT
= (M) + X1 (M) Mo A (M@)o AL

Also ist A\pa ganz iiber R. O
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LEMMA A.2.2. Seien ay,...,a, samtliche Nullstellen eines Polynoms aus
Q[z]. Weiter sei g(z) € Q(au,...,an)[z] symmetrisch in ay,...,an (d.h.:
Schreiben wir g(x) = g(ai,...,an,x), mit § € Q[z1,...,Tn,x], dann ist
9(x) = glagys - - - » Ao, x) fiir alle o € Sy). Dann ist g(x) € Q[z].

BEWEIS. Esist g(2) = fu(ai,...,an)z"+.. .+ folay,... a,) mit fo,..., fr €
Q[z1,...,xy]. Dann ist nach Voraussetzung

filagrys - -5 o)) = fila1, ..., ay) fiir alle o € S, und alle i € {0,...,k}.

Weiter ist Q(aq, . .., a,)/Q als Zerfallungskorper eine Galoiserweiterung (be-

achte char(Q) = 0) und es gilt mit Lemma Gal(Q(a1,...,a,)/Q) C
Sp. Insbesondere ist also jedes f;(ai,...,ay) invariant unter allen Elemen-

ten aus Gal(Q(aq,...,a,)/Q). Theorem liefert nun wie gewiinscht
filar,...,a,) € Q fir allei € {0,1..., k}. O

LEMMA A.2.3. Sei f € R[z] mit grad(f) = m und sei z € C beliebig. Dann
gilt

1 m m
107:2) = [ 200 eupdu = 37 100) = 3 fOe)

j=0 j=0
Weiter gilt |I(f;2)] < |z|el*! supyeo,1] | f(uz)|. Hier und im Folgenden be-
zeichnet fU9) die j-te Ableitung von f.

BEWEIS. Die Betragsabschitzung ist trivial. Die andere Aussage beweisen
wir per Induktion iiber m, wobei fiir f = 0 nichts zu zeigen ist. Fiir den

Induktionsanfang m = grad(f) = 0, also f = ¢ € R* rechnen wir leicht nach

1 1
/ 270 f (zu)du = czez/ e *du = ce® —c.
0 0

Fiir grad(f) > 1 liefert partielle Integration

I(f;2) = [_ez(l—u)f(zu)}(l) + /01 ez(l—u)zf(l)(zu)du
= —f(2) + e f(0) + I(fV;2).

Da grad(f() = m — 1 < m gilt, kénnen wir die Induktionsvoraussetzung

anwenden, woraus die Behauptung folgt. U

LeMMA A.2.4. Ist f € Z[z] ein Polynom und n € N. Dann existiert ein
fi € Z[z) mit f™)(x) = nlfi(x).

BEWEIS. Die Ableitung ist linear. Daher geniigt es die Behauptung fiir Mo-

nome f(x) = ¥, k € Ny, zu beweisen. Fiir n > k ist f™ = 0 und somit
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kénnen wir f; = 0 wahlen. Fir n < k gilt

k! k
(n) — _ L. _ k—n _ k—n __ k—n
fW=kk-1)(k—n+1)x 7(l<:—n)!x =n! (n)x .
€z
Damit hat fi(z) = (Z) 2k~ € Z[z] die gewiinschte Eigenschaft. O

THEOREM A.2.5. Die Kreiszahl w ist transzendent.

BeEwEis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass 7 al-
gebraisch iiber Q ist. Dann ist auch a; := i7 algebraisch tiber Q.

Seien ay,...,as € C samtliche Nullstellen des Minimalpolynoms m,, g(z) €
Q[z]. Mit der Eulergleichung €™ + 1 = 0 erhalten wir

S
0 — H 1 + ea] § E 61a1+ +63as
Jj=1 1=0 €s=0

Bezeichne mit by, ..., b, die von Null verschiedenen Exponenten der rechten

Seite, dann gilt

(79) 0=e" +---+ e’ +¢ mit ce N.
Da mindestens einer der Exponenten gleich Null ist (¢; = --- =€, = 0), ist
c tatsachlich ungleich 0, also insbesondere ¢ > 1. Die Elemente 0,01, ..., b,

sind genau die Nullstellen des Polynoms

1 1
= H H (x — (e1a1 + -+ + €sas)) € Qaq, . .., as,x].
e1=0 s=0

Dieses Polynom ist offensichtlich symmetrisch in ay, ..., as. Somit folgt aus
Lemma g(xz) € Q[z]. Wéhle nun ein d € Z so, dass d - g(x) € Z[z].
(z.B. konnen wir d als ein kgV aller Nenner der Koeffizienten von g(z)
wéhlen). Per Definition ist 0 genau eine c-fache Nullstelle von d - g(z) (siehe
(79). Spalten wir die Nullstelle 0 also c-mal ab, so stellen wir fest, dass die

Elemente by, ...,b, genau die Nullstellen sind von




A.2. DIE KREISZAHL = 203

Es ist grad(f,) = rn +n — 1. Wenden wir nun Lemma an fur f = f,
und z = bg, k € {1,...,r}, so erhalten wir

il(fn; br) = Zr/l bkebk(l_u)fn(bku)du
k=1 k=1 70

rn+n—1 r rn+n—1
b
YU WATE S ol A
k=1 j5=0
rn+n—1 r rn+n—1

(80) =—ch ZZf
k=1

Diese Gleichung wollen wir fur ein geeignet gewahltes n € N auf einen Wi-
derspruch fithren. Untersuchen wir zunéchst die rechte Seite von . Be-
trachten wir die konstanten Terme von den Ableitungen von f,, so erhalten

wir

0 firl € {0,...,n — 2}

FP(0) = cmn—len firl=n-1

.
c;""_lnml firl>n

fiir gewisse m; € Z fir alle [ > n (es ist m; ein ganzzahliges Vielfaches eines
Koeffizientens von h(x)™). Insbesondere ist damit

rn+n—1 rn+n—1

(81) Z F90) = " ey +n Z g
7=0 j=n

=:m€EZ

Weiter ist fél)(bk) =0 firalle ke {l,...,r} und allel € {0,...,n — 1}, da
by, eine n-fache Nullstelle von f,, ist.

Fiir [ > n ist nach Lemma die I-te Ableitung von "~ !(h(z))" durch
I!, also auch durch n!, teilbar. Zu jedem [ > n existiert also ein Polynom
Fos(@) € Z]z) mit £ (z) = n- " iy (2). Wir setzen

rn+n—1
Z fnj € Z]x] mit grad(h,) = nr — 1.

Damit gilt

r rnt+n—1 r rn+n—1

(82) £ Z Z £ (be) —nzcm" ! fou ().

k=1 j=0
Die Summe auf der rechten Seite von ist symmetrisch in by,...,b,,
also insbesondere Gal(Q(by, ..., b,)/ Q)—invariant. Mit Theorem [4.3.4]ist also
S () € Q. Da grad(f,) = rn — 1 ist, ist diese Summe auch ein
Element in Z[cyby, ..., ¢ b;]. Weiter ist jedes by Nullstelle von h(x), und
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¢, war genau der Leitkoeffizient von h(z). Mit Lemma sind somit

crby, ..., c.b. ganziber Z. Insbesondere ist

(83) Zc’” L fulbr) =:

Setzen wir nun die Glelchungen , und . in ein, so erhalten
wir
rn+n—1 r rnt+n—1

Zlfn,bk = —c Z £7(0) Z Z £ (be)

r rn+n—1

(81) — ]

= —cc ey — enm — Z Z £49) (b,
k=1 j=0

B2 -

= e ey —enm —n Z L f (by)

k=1
(83) - -
= _cc™ ey —n(em +m) € Z.
—_———
£0

Fiir jedes n € N\ {1} mit ggT(cc,co,n) =1 ist somit

(84) S 1) = 1.

k=1
Auf der anderen Seite liefert uns die Abschétzung aus Lemma [A:2.3] eine
Konstante M > 0, die nicht von n abhéngt, mit |I(f,;bg)| < M"/(n—1)! fiir
alle k € {1,...,r}. Dies sehen wir in dem wir R = max;<g<, |b|e/*| und
C = sup|,<pflzh(2)[} setzen. Dann gilt die Behauptung fiir M = ¢ CR.
Damit gilt aber

. : rM"™ o
I T I(fns o)l <3 1 (fibi)] < n=o, ),
k=1 k=1

(n—1)!
Wir kénnen also n € N mit ggT(ccrco,n) = 1 geniigend grofl wihlen mit

| > k1 I(fn;be)| < 1. Dies ist ein Widerspruch zu (84). Somit kann im nicht

algebraisch iiber Q sein. Somit ist 7 transzendent iiber Q. O

Mit ganz &hnlichen Argumenten kann man allgemeiner das folgende Theo-
rem beweisen, was unter anderem auch die Transzendenz von e impliziert.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [Ja], Kapitel 4.12.

THEOREM A.2.6 (Lindemann-Weierstral Theorem). Seien ay,...,a, alge-

braisch uber Q und linear unabhdngig tiber Q. Dann sind die Elemente

al

e ,...,e" algebraisch unabhdngig tiber Q.
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ABBILDUNG A.2. Den Beweis von Theorem m skiz-
zierte von Lindemann bereits in seiner Arbeit iiber die
Transzendenz von 7. Er schloss diese Arbeit mit ,,Eine ge-
nauere Darlegung der hier nur angedeuteten Beweise be-
halte ich mir fiir eine spétere Verdffentlichung vor®. Da dies
nicht passierte, vervollstandigte Karl Weierstrafs (1815-
1897) (den alle aus der Analysis kennen) den Beweis.
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