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Vorwort

Dieses Skript entsteht im Laufe der Veranstaltung Mathematik I fiir Studie-
rende der Informatik an der Universitdt Duisburg-Essen im Sommersemester
2022. Es folgt sehr eng dem Skript von Ursula Ludwig zur gleichen Veran-
staltung aus dem Sommersemester 2018, welches mir freundlicherweise von
Frau Ludwig zur Verfiigung gestellt wurde. Sicher ist dieses Skript nicht

fehlerfrei. Wer Fehler entdeckt, kann mich sehr gerne per Mail an
lukas.pottmeyer@uni-due.de

darauf hinweisen.

Mathematisches Vokabelheft

Um Zeit und Nerven zu sparen ist es in der Mathematik notig gewisse Sym-
bole zur Unterstiitzung heranzuziehen. Im Laufe der Vorlesung werden wir
einige dieser Symbole kennenlernen und hier in einem Vokabelheft sammeln.
Verwenden Sie die folgenden Symbole aufischliellich in der angegebenen Be-

deutung!

Symbol | Bedeutung
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deutet an, dass hier eine geeignete Stelle fiir eine Pause ist. Das bedeutet

nicht, dass Sie dort unbedingt eine Pause machen miissen, sondern, dass Sie

an anderen Stellen bitte keine Lernpausen einlegen.



Einleitung

In dieser Vorlesung werden wir einige mathematische Grundlagen lernen. Ei-
niges davon wird Ihnen grob aus der Schule bekannt vorkommen. So werden
die meisten von Thnen die Frage ,, Was ist die Ableitung von 22 + 17“ sofort
beantworten kénnen.! Allerdings geht es in der Mathematik um Prézision.
Daher wird sich der Zugang zu den Themen, den Sie hier kennenlernen,
deutlich von dem Zugang aus Schulzeiten unterscheiden.

Wir werden zunéchst kurz besprechen was ein mathematischer Beweis ist.
Dazu brauchen wir die Moglichkeit, zu entscheiden ob eine Aussage wahr
oder falsch ist, und wie verschiedene Aussagen miteinander verkniipft werden
konnen. Weiter kann es sehr langwierig werden, eine mathematische Aussage
nur mit Hilfe der Alltagssprache (dabei kommt es nicht darauf an, ob wir
auf Deutsch, Englisch oder sonst einer Sprache kommunizieren) prizise zu
beschreiben. Der Persische Gelehrte Abu Ga’far Muhammad b. Misa al-
Hwarazmi verfasste ca 825 ein Werk in dem er erklért, wie man quadratische
Gleichungen l6sen kann. Dieses Verfahen ist aus heutiger Sicht mit der pg-
Formel in einer halben Zeile beschrieben. Da es zu der Zeit jedoch noch
keine mathematische Sprache gab und der Autor keine negativen Zahlen
kannte, musste der Verfasser tatséchlich ein ganzes Buch schreiben um die
Losung zu erkliaren. Es ist also zwingend erforderlich, neue Symbole zu Hilfe
zu nehmen. Diese werden wir ebenfalls kurz einfithren. Wir sind also weit
davon entfernt die Vorlesung mit dem Rechnen zu beginnen.?

Bevor wir rechnen kénnen, miissen wir als néichstes wissen, womit man

denn rechnen kann. Damit ist nicht gemeint, dass Bayern Miinchen auch

1Sollte das bei Thnen nicht der Fall sein, ist das kein Problem — wir werden alles in

Ruhe erarbeiten.
2Die angesprochenen Themen haben die meisten von Thnen schon in der Vorlesung

,»,Diskreten Mathematik“ gesehen. Wir werden sie daher ziemlich schnell abhandeln.
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dieses Jahr wieder die Bundesliga gewinnt, sondern auf welchen Objekten
wir Rechenregeln definieren konnen. Wir fithren also kurz die bekannten
Zahlbereiche N, Z und Q ein. Etwas aufwendiger wird es sein formal zu be-
schreiben was die reellen Zahlen R sind. Von einem Computer (Rechner)
erwarten wir, dass er rechnen kann. Dass es nicht schwierig ist zwei beliebig
grofle natiirliche Zahlen zu addieren, subtrahieren, multiplizieren und divi-
dieren, kénnen wir uns bereits mit dem Schulwissen gut veranschaulichen.
Wir erwarten aber selbst von kleinen Taschenrechnern, dass sie uns halb-
wegs préazise sagen konnen welchen Wert die Zahl V2 hat. Beide Zahlen e
und v/2 haben in der Dezimaldarstellung unendlich viele Nachkommastellen.
Um den Wert ¢V2 dennoch bestimmen zu kénnen (oder einem Computer zu
erklaren, wie das geht) sollten wir also die reellen Zahlen und ihre Eigen-
schaften verstehen.

Wir werden auch noch einen weitern Zahlbereich kennenlernen — die kom-
plexen Zahlen C. Ist das geschafft, dann haben wir unser Grundgeriist auf-
gebaut und wissen nun, wie und womit wir es hier zu tun bekommen.

Das Ziel fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung ist es Funktionen auf den
reellen Zahlen untersuchen zu konnen. Auf dem Weg dahin werden wir Un-
endlichkeiten (tatséchlich mehrere!) kennenlernen und herausfinden, wann
wir unendlich viele reelle Zahlen aufsummieren kénnen und trotzdem ein

Ergebniss erhalten — in endlicher Zeit.



Kapitel 1
Grundlagen

(A= B) <= (-B = —4)

Hier werden wir die wesentlichen Definitionen kennenlernen, auf denen die
ganze Vorlesung aufgebaut ist. Einiges aus diesem Kapitel werden Sie evtl.

bereits aus der Vorlesung Diskrete Mathematik kennen.

1.1 Mengen und Logik

Wenn uns eine Frage gestellt wird, ist es in den meisten Féllen klar welche
Objekte als Antwort moglich sein konnen. Auf die Frage ,,Fiir welches z ist
x4+ 7 =37 ist die Antwort ,,Niirnberg* sicher nicht unter den Elementen,
die als Antwort in Frage kommen. Um die Frage zu prézisieren miissen wir
also von Zusammenschliissen von verschiedenen Elementen sprechen kénnen.
Das gilt auch, wenn wir die Antwort nicht kennen. Die Antwort ,,17¢ ist
sicher keine giiltige Antwort auf die Frage ,,Wer gewinnt 2026 die Abacus
Medaille?“.

Definition 1.1.1. Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung
oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu

einem Ganzen.

Bemerkung 1.1.2. Diese Definition stammt von Georg Cantor. Da es

sich hier um das erste mathematische Objekt handelt, kénnen wir es (hier)

3



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

tatsdchlich nur in unserer Alltagssprache definieren. Das Wort bestimmiten
bedeutet, dass fiir jedes Objekt eindeutig geklart ist, ob es sich in der Men-
ge M befindet oder nicht. Das Wort wohlunterschieden bedeutet, dass ein
Objekt nicht zweimal in einer Menge sein kann. Natiirlich ist es dennoch
moglich eine Menge mit zwei Gitarren zu haben. Dann werden diese aber
auch als zwei verschiedene Gitarren angesehen.

Wir werden am Ende des Abschnittes sehen, dass diese Definition einer
Menge etwas zu kurz greift. Die Mengenlehre, die wir hier betrachten, wird

daher auch naive Mengenlehre genannt.

Definition 1.1.3. Zwei Mengen M und N heiflen gleich, geschrieben M =
N, wenn sie die selben Elemente enthalten. Sind M und N nicht gleich,
dann schreiben wir dafiir M # N.

Notation 1.1.4. e Mengen konnen beschreibend definiert werden. Z.
B. Sei M; die Menge aller kreisfreien Stéadte Deutschlands.

e Sind die Elemente einer Menge explizit gegeben, so schreiben wir diese

Elemente in geschweifte Klammern. So ist z.B.
My = {Berlin, Hamburg, Kéln, Miinchen}

die Menge, die aus genau den Elementen Berlin, Hamburg, Kéln und
Miinchen besteht.

e Ist ein Element m in einer Menge M, so schreiben wir dafiir m € M, ist
das Element m nicht in der Menge M, dann beschreiben wir dies durch
m ¢ M. Es ist also Kéln € M, und Essen ¢ Mj. (Diese Notationen

koénnen wir nun in unser Vokabelheft schreiben.)

e Mengen kénnen auch durch die Eigenschaften ihrer Elemente beschrie-
ben werden. Es ist My die Menge aller deutschen Stédte mit mehr als
1 Mio. Einwohner*innen. Daher kénnen wir die Menge auch schreiben

als
My = {z € M|z hat mehr als 1 Mio. Einwohner*innen}.

Der Strich ,,|“ in geschweiften Klammern, kann also stets als mit der

FEigenschaft tibersetzt werden.
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e Da es in einer Menge keine Reihenfolge gibt und Elemente nicht mehr-

fach vorhanden sein kénnen, gilt auch
M, = {Hamburg, Miinchen, Hamburg, Berlin, Berlin, Kéln}.

1.1.5. Eine der wichtigsten Mengen ist die leere Menge, die keine Elemente
enthilt. Da jede Menge durch ihre Elemente definiert ist, gibt es genau eine
leere Menge, die wir mit () bezeichnen. In der Schreibweise mit geschweiften

Klammern gilt also () = {}.

W

Nun haben wir das erste Werkzeug zur Hand. Wir wollen in dieser Vorlesung
Aussagen treffen und beweisen. Dazu sollten wir uns darauf einigen, was eine

Aussage denn eigentlich ist.

Definition 1.1.6. Eine Aussage ist ein sprachlicher Satz, der seiner inhaltli-
chen Bedeutung nach entweder wahr oder falsch ist. Die Zuordnungen wahr

und falsch nennen wir Wahrheitswerte und kiirzen sie mit W bzw. F' ab.

Bemerkung 1.1.7. Es ist dabei nicht relevant ob man weifl ob die Be-
hauptung wahr oder falsch ist. Der Satz ,Am 19.12.2022 wird es in Duis-
burg regnen.* ist schon heute eine Aussage, auch wenn wir erst in mehreren
Monaten wissen ob sie wahr oder falsch ist. Der Satz ,,Duisburg ist besser

¢

als Essen.” ist nach unserer Definition keine Aussage, da er nicht eindeutig
als wahr oder falsch bezeichnet werden kann. Prézisieren wir in dem Satz
jedoch ist bester durch hat mehr Einwohner*innen, dann wird daraus eine

(falsche) Aussage.
Wir wollen mit Aussagen arbeiten und Aussagen miteinander verkniipfen.
Definition 1.1.8. Seien A und B Aussagen.

(i) Die Negation (Verneinung) der Aussage A ist die Aussage —A, die wahr

ist, wenn A falsch ist und falsch ist, wenn A wahr ist.
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(ii) Die Konjugation von A und B ist die Aussage AA B, die wahr ist, wenn
sowohl A als auch B wahr sind und in allen anderen Féllen falsch ist.

Die Aussage A A B nennen wir kurz A und B.

(iii) Die Disjunktion von A und B ist die Aussage AV B, die falsch ist, wenn
sowohl A als auch B falsch sind und in allen anderen Fillen wahr ist.

Die Aussage AV B nennen wir kurz A oder B.

Den Wahrheitswert dieser neu konstruierten Aussagen kénnen wir iibersicht-

lich in einer Tabelle — einer so genannten Wahrheitstafel — zusammenfassen.

A|B|-A|AANB|AVE

W I W| F W W
WI|F | F F W
F | W| W F W
F|F | W F F

Tabelle 1.1: Eine Wahrheitstafel fiir die Aussagen -A, AA B und AV B.
In den ersten zwei Spalten sind alle Kombinationen der Wahrheitswerte
von A und B gelistet. Die restlichen Eintréige ergeben sich dann durch die
Definition 1.1.8.

Bemerkung 1.1.9. Die Negation einer Aussage darf nicht mit dem um-
gangssprachlichen Gegenteil der Aussage verwechselt werden. Die Negation
von ,,Alle Teilnehmer*innen dieser Veranstaltung sind im Moodle-Kurs an-
gemeldet.* ist NICHT ,Kein*e Teilnehmer*in dieser Veranstaltung ist im
Moodle-Kurs angemeldet.* SONDERN ,,Nicht alle Teilnehmer*innen dieser
Veranstaltung sind im Moodle-Kurs angemeldet.“. Die Negation von einer
Aussage kann man immer dadurch erhalten, dass man die Phrase ,Es ist
nicht richtig, dass“ vor die Aussage schreibt.

Die Disjunktion ist KEIN entweder ... oder, da sie auch wahr ist, wenn beide
Aussagen wahr sind.

An der Wahrheitstafel 1.1 kann man leicht absehen, dass AA B (bzw. AV B)
stets den selben Wahrheitswert hat wie B A A (bzw. BV A).

Beispiel 1.1.10. Wir betrachten die Aussagen

(A) Die Vorlesung Maflnl findet Montags 12-14 Uhr statt.



1.1. MENGEN UND LOGIK 7

(B) Die Vorlesung MafInl findet Mittwochs 08-10 Uhr statt.

(C) Ihre Ubung zur Vorlesung MafInl findet Montags 10-12 Uhr statt.
(D) Thre Ubung zur Vorlesung MafInl findet Mittwochs 12-14 Uhr statt.
(E) Thre Ubung zur Vorlesung MafIn1 findet Donnerstas 10-12 Uhr statt.

Da in jedem Fall A und B wahr sind, sind die Aussagen AA B und AV B
wahr. Die Aussage C'V D V FE ist ebenfalls wahr, da Sie mindestens eine
Ubungsgruppe besuchen. Die Aussage C' A D A E ist hingegen falsch, da Sie

nicht alle drei Ubungstermine besuchen.

1.1.11. Die Aussagen C, D und E im obigen Beispiel sind nur dann Aus-
sagen, wenn klar ist wer mit ,IThre“ gemeint ist. Es wére natiirlich préaziser
an dieser Stelle den Namen einer/eines Teilnehmerin/Teilnehmers stehen
zu haben. Das konnen wir dadurch hinbekommen, dass wir Aussagen und
Mengen miteinander verbinden. Sei dazu S die Menge aller Studierenden,
die in diesem Semester Maflnl studieren. Fiir jedes s € S (also fiir jede*n
von Thnen) kénnen wir nun Aussage C formulieren als ,Die Ubung von s
zur Vorlesung Maflnl findet Montags 10-12 Uhr statt.“. Wir haben hier eine
Aussage, die von einer Variablen abhéingt. Durch die Wahl der Menge M

haben wir festgelegt, welche Elemente wir fiir die Variable einsetzen diirfen.

Definition 1.1.12. Sei M irgendeine Menge und fiir jedes m € M sei A(m)

eine Aussage.

(i) Die Aussage, dass A(m) wahr ist fiir alle m € M, beschreiben wir kurz
durch die Symbole

V. m_€ M : A(m)

fiir alle in gilt A(m)

(ii) Die Aussage, dass A(m) wahr ist fiir mindestens ein m € M, beschrei-

ben wir kurz durch die Symbole

3 m_e€ M : A(m)
~—~ ~— N ,
es existiert ein in fiir das A(m) gilt

Das Symbol V heifit Allquantor und das Symbol 3 wird Ezistenzquantor

genannt.
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Bemerkung 1.1.13. Diese Quantoren kénnen wir natiirlich auch zu neuen
Aussagen verschachteln. Dabei ist allerdings die Reihenfolge entscheidend.
Welche der beiden folgenden Aussagen ist wahr und welche nicht? (Wir set-
zen hier ein wenig Schulmathematik voraus, die wir spéater formal einfithren

werden.)
(1) VeeN : (FyeN 1z <y)
(2) JyeN : VzeN :z<y)

Die erste Aussage kénnen wir lesen als ,, Fiir alle natiirlichen Zahlen x exis-
tiert eine natiirliche Zahl y, so dass = < y gilt.“. Diese Aussage ist wahr,
da es keine grofite natiirliche Zahl gibt — Wir kénnten z.B. stets y als « + 1
wéhlen.

Die zweite Aussage bedeutet ,,Es existiert eine natiirliche Zahl y, so dass fiir
alle natiirlichen Zahlen = die Ungleichung x < y gilt.“. Diese Aussage ist
offensichtlich falsch, da es (wie eben schon benutzt) keine gréfite natiirliche
Zahl gibt.

%

W

Wir werden versuchen aus bekannten Tatsachen neue Erkenntnisse zu schlie-
Ben. Dazu miissen wir in der Lage sein aus einer Aussage eine andere zu

folgern.
Definition 1.1.14. Seien A und B Aussagen.

(i) Die Subjunktion von A und B ist die Aussage A = B, die durch
folgende Wahrheitswerte gegeben ist

A|lB|a=B
wlw| w
W|F| F
F|lw| w
F|F| W

Wir sagen kurz A impliziert B.
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(ii) Die Bijunktion von A und B ist wahr, wenn A und B den selben Wahr-
heitswert haben und falsch, wenn A und B unterschiedliche Wahrheits-

werte haben. Wir sagen auch A und B sind dquivalent.

Bemerkung 1.1.15. Sind A und B zwei Aussagen, dann kann die Aussage
A = B mit ,Aus A folgt B.“ iibersetzt werden. Beachten Sie, dass man
somit aus einer falschen Aussage alles schlieffen kann. Die Aussage ,, Wenn ein
Eichhornchen fliegen kann, dann ist es griin.* ist daher eine wahre Aussage,
da es kein Eichhérnchen gibt und eine Implikation immer whr ist, wenn die
Voraussetzung (die WENN-Aussage) falsch ist.

Fiir die Aussage A < B sagen wir auch ,Es gilt A genau dann, wenn B
gilt.“. Das Zeichen fiir die Bijunktion von A und B sieht aus gutem Grund

aus wie die Zusammensetzung von A = B und B = A. Es gilt namlich
(A<= B) <= ((A= B)A\ (B = A4))

was wir schnell an der folgenden Wahrheitstafel ablesen:

A|B|A&B| A=B|B=A|[(A=B)A(B=4)

W | W W W W W
W| F F F W F
F | W F W F F
F | F W W W W

Beispiel 1.1.16. Sei M eine Menge und A(m) eine Aussage iiber m € M.
Was ist die Negation von Vm € M : A(m)?

Die Antwort ist: ,,Es ist nicht wahr, dass fiir alle m aus M die Aussage A(m)
wahr ist.“. Wenn A(m) aber nicht fiir alle m € M wahr ist, dann ist es fiir

mindestens) eine m € M falsch. Es gilt also
( g
“(YmeM : A(m)) <= (Ime M : -A(m)).

Verindern wir den Wahrheitswert auf beiden Seiten, dann bleibt die Aquivalenz

bestehen. Damit erhalten wir
(VmeM : A(m)) <= —(Ime M : -A(m)).

Ersetzen wir die Aussage A(m) durch die Aussage —A(m) erhalten wir die

beiden Aquivalenzen

“(Ime M : A(m)) <= (VYme M : —A(m))
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und
(FmeM : A(m)) <= ~(Vme M : —A(m)).

Wir wollen (mathematische) Aussagen beweisen. Hier sind einige der Spielre-

geln (die wir alle schnell aus den Wahrheitstafeln von oben ablesen kénnen):
Beweisregeln 1.1.17. Seien A, B und C' Aussagen. Es gilt:

(a) direkter Beweis: Sind die Aussagen A und A = B beide wahr, so ist

auch B wahr.

(b) Kettenschluss: Sind die Aussagen A = B und B = C beide wahr, so
ist auch A = C wahr.

(c) indirekter Beweis: Ist die Aussage B falsch und ist A = B wahr, so ist
A falsch.

(d) Kontraposition: Es gilt (A = B) <= (-B = —-A).

Diese Regeln sollten unserem intuitiven Verstédndnis von Beweisen entspre-

chen.

Beispiel 1.1.18. Inspektor Mafin lag in seinem Bett. Durch einen Schlitz
zwischen den Vorhdngen fielen Sonnenstrahlen in sein Zimmer. Der Wecker
neben ihm zeigte 05:30 Uhr an. ,,Auch das noch!“ dachte Inspektor Mafin.
Wenn es April ist, dann ist um 05:30 Uhr in Duisburg noch nicht die Sonne
aufgegangen. Es war offensichtlich sein Zimmer in dem er lag und sein Zim-
mer war in Duisburg. Wenn also in Duisburg um 05:30 Uhr noch nicht die
Sonne aufgegangen ist, dann ist auch vor seinem Fenster um 05:30 Uhr noch
nicht die Sonne aufgegangen. Mit dem Kettenschluss (b) wusste er sofort,
dass gilt: ,,Wenn es April ist, dann ist um 05:30 Uhr vor meinem Fenster
noch nicht die Sonne aufgegangen.

Es war April - ganz klar! Der direkte Beweis (a) lieferte ihm nun, dass um
05:30 Uhr vor seinem Fenster noch nicht die Sonne aufgegangen ist. Wenn
es also 05:30 Uhr ist, dann scheint keine Sonne in sein Fenster. Es ist aber
falsch, dass keine Sonne in sein Fenster scheint. Der indirekte Beweis (c)
lieferte also, dass es nicht 05:30 Uhr ist.

Inspektor Mafin wsste natirlich, dass die Aussagen ,Wenn mein Wecker

heile ist, dann ist jetzt 05:30 Uhr“ nach Kontraposition (d) dquivalent ist
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zu ,Wenn es jetzt nicht 05:30 Uhr ist, dann ist mein Wecker nicht heile. “.
Da er vorher schon bewiesen hatte, dass es nicht 05:30 Uhr ist, wusste er
nun ganz sicher (wieder durch den direkten Beweis), dass sein Wecker nicht
heile — also kaputt — war. ,,Auch das noch!* dachte Inspektor Mafin schon

wieder.

%

W

Definition 1.1.19. Seien M und N zwei Mengen. Dann hei3t N Teilmenge
von M, wenn jedes Element aus N auch in M liegt. Dies bezeichnen wir mit
N CM.

Formal gilt: (N C M) <= (Vz €N : z € M).

Die Potenzmenge P(M) von M ist die Menge, deren Elemente genau die
Teilmengen von M sind. Es gilt somit P(M) = {N|N C M}.

Wir kommen zuriick zu Mengen.

Lemma 1.1.20. Seien L, M und N drei Mengen.

(a) Die Mengen M wund N sind genau dann gleich, wenn M C N und
N C M gilt.
Formal: (M = N) <= (M C N)AN (N C M)

(b) Ist L C M und M C N, so ist auch L C N.

BEWEIS. Wir zeigen nur Teil (a). Wir wissen, dass M und N gleich sind,
genau dann wenn sie dieselben Elemente enthalten. Sei U irgendeine Menge,
mit M CU und N C U. Dann gilt

M=N<+= NVzecld : xeM<xeN)
— Vzeld : reM=>xeN)AN(zeN=zecM))
— Vzeld : xeM=>xeN)ANNVzecld : (xre N=>xeM))
= (

VeeM : (xeM=>xeN)ANNVNzeN : (zeN=zxeM)

— NVzeM : zeN)AVzeN : zeM)
<~ MCN N NCM.
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Damit ist unser erster Beweis abgeschlossen.! Der erste Aquivalenzpfeil kann
hier als formale Definition der Gleichheit von M und N angesehen werden.
O

Beispiel 1.1.21. (a) Fiir jede Menge M ist () C M. Die Potenzmenge einer
Menge ist daher nie die leere Menge. Es gilt B(0) = {0}.

(b) Die Teilmengen der Menge {a, b, ¢} sind
0, {a}, {0}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}.
Damit besteht die Potenzmenge von {a, b, ¢} aus genau acht Elementen.

Definition 1.1.22. Sei i/ eine Menge und seien M und N Teilmengen von
Uu.

(a) Die Vereinigung von M und N ist die Menge

MUN={zellreM V ze€ N}

(b) Der Schnitt von M und N ist die Menge

MNN={zeclUlreM N ze€ N}

(c) Die Differenz von M und N ist die Menge
M\N={xclU|lreM N z¢ N}
Die Menge M \ N bezeichnen wir kurz mit M ohne N.
(d) Das Komplement von M in U ist die Menge
M% = {z cU|x ¢ M}.

Ist aus dem Kontext heraus klar, was die Menge U ist, so schreiben wir
fir das Komplement schlicht M¢.

Proposition 1.1.23. Seien M, N, L Teilmengen der Menge U. Das Kom-
plement wird im Folgenden stets in U gebildet. Es gilt

!Dieser Beweis ist wirklich nicht besonders schén zu lesen oder aufzuschreiben. Wir
werden sehr bald Beweise etwas anschaulicher fiihren. Es ist allerdings wichtig zu beachten,

dass die Logik aus diesem Kapitel immer im Hintergrund sichtbar ist.
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(a) MUN (b) MNN

() M\ N (d) M€

Abbildung 1.1: In diesen Mengen-Diagrammen ist das Rechteck als die Ober-

menge U zu verstehen. Der graue Bereich beschreibt die jeweilige Menge

(a) M\ M =0 und M\ =M,

(b)) M\ N =M\ (MNN),

(¢) MNM =M und MUM = M,

(d) MAN=NNM und MUN =N UM,

(¢) [MAN=M <= MCN]und [ MUN = M < N C M],

(f) (M NN) =MCUNC und (M UN) =M NN,

(9) (MC)C =M,

(h) M C N = N¢ C MF,

(i) MN(NNL)y=(MNN)NLund MU(NUL)=(MUN)UL,

() MN(NUL) = (MNN)U(MNL) und MU(NNL) = (MUN)N(MUL).

Wie in dieser Proposition gesehen, kénnen wir auch den Schnitt und die
Vereinigung von drei Mengen bilden. Wir erhalten dann wieder eine Menge,
die wir mit einer anderen Menge schneiden oder vereinigen kénnen. Das
konnen wir aufgrund der Assoziativitit der Operationen (Proposition 1.1.23

(i) beliebig erweitern. Dies fiirt uns zu folgender allgemeiner Definition.
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Definition 1.1.24. Sei U eine Menge. Weiter sei I eine nicht-leere Menge
(d.h. I # 0) und sei fiir jedes i € I eine Menge M; C U gegeben. Der
Durchschnitt der Mengen M;, mit i € I ist die Menge

(\Mi={zecUlViel : xcM}.
el
Die Vereinigung der Mengen M;, mit i € I ist die Menge
UMi={zecugicr : xecM}.
el
Die Aussagen aus Proposition 1.1.23 {ibertragen sich auf die Vereinigung

und Schnitte von beliebig vielen Mengen.

Satz 1.1.25. Sei U eine Menge. Weiter sei I eine nicht-leere Menge (d.h.
I # 0) und sei fiir jedes i € I eine Menge M; C U gegeben. Das Komplement

bilden wir stets in U. Dann gilt
C

(a) (UzEI ) = Nier Mzc und
C

(b) (mlel ) - Uze] MC

BEWEIS. Wir beweisen wieder nur Teil (a). Sei x € U, dann gilt

C
T € (UMz) %wGUA$¢UMZ’

il i€l

<:>x€Z/l/\<—| (wezeLJIMZ>>

L rcUN(~(Fiel : ze b))
reUNNMieT . x¢ M)

—Viel : xeUNz ¢ M,
1,1.22

1116

ESViel - ze M
L2 m Mzc

i€l

C

i€l Ml) —
r € (Nier Mc gilt. Das bedeutet gerade, dass die postulierte Gleichung

C
(Uier Mi)™ = Mgy My gilt. O

Wir haben also gezeigt, dass fiir jedes z € U die Aquivalenz z € (U
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Abschlieflend zeigen wir noch eine weitere Moglichkeit um aus zwei gegebe-

nen Mengen, eine neue Menge zu konstruieren.

Definition 1.1.26. Seien M und N Mengen. Das kartesische Produkt von
M und N ist die Menge

M xN={(z,y)lte MANye N}
der geordneten Paare von Elementen aus M und N.

Beispiel 1.1.27. (a) Diese Konstruktion kennen Sie alle bereits von einem
Koordinatensystem. Denn, wenn wir mit R die reellen Zahlen bezeich-

nen, dann ist R? = R x R.

(b) Esist {1,2} x {a,b,c} = {(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}.

1.1.28. Wir haben oft benutzt, dass es eine Menge U gibt, die gewisse andere
Mengen enthélt. Dieses U konnen Sie sich als Universum vorstellen (daher
auch die Bezeichnung), das alles was irgendwie ein Element einer Menge sein
kann, enthélt. Hier stofen wir nun aber an die Grenzen unserer Definition
einer Menge.

Wir haben unsere Theorie so aufgebaut, dass eine Aussage nicht glechzeitig
wahr und falsch sein kann. Wenn nun alles, was wir uns vorstellen kénnen
eine Menge bildet, dann existiert auch die Menge aller Mengen. D.h. eine
Menge, deren Elemente alle Mengen sind. Nennen wir diese Menge E. Da
E selbst eine Menge ist, ist £ € E. Es gibt also (nach unserem jetzigen
Wissen) Mengen, die sich selbst als Element enthalten. Wir betrachten nun
die Menge

P={M e EM¢M}.

Da wir gefordert haben, dass wir von jeder Menge eindeutig bestimmen
konnen, ob ein gegebenes Objekt in dieser Menge liegt oder nicht, ist ,,P €
P eine Aussage. Ist diese Aussage ,P € P“ wahr oder falsch? Wenn sie
wahr ist, dann ist nach Definition von P auch P ¢ P. Wenn sie falsch ist,

dann ist nach Definition von P aber P € P. Damit gilt
PeP<P¢P

Die Aussage P € P ist also wahr genau dann, wenn sie falsch ist. Das wi-

derspricht unserer Definition einer Aussage. Die Annahme, dass eine Menge
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sich selbst als Element enthalten kann, fithrt also zu einem Widerspruch in
der Aussagen-Logik. Der einzige Ausweg ist die folgende Einschriankung an

Mengen:

Eine Menge darf sich nicht selbst als Element enthalten!

%

W

Definition 1.2.1. Seien M und N nichtleere Mengen. Eine Abbildung (auch

Funktion genannt) f von M nach N ordnet jedem Element m € M ein

1.2 Abbildungen

eindeutiges Element n € N zu. Dieses n nennen wir f(m). Formal schreiben

wir eine solche Abbildung
f:M— N ; mw— f(m)

Zwei Abbildungen f: M — N und g : M — N sind genau dann gleich,
wenn fiir alle m € M die Gleichung f(m) = g(m) gilt.

Beispiel 1.2.2. (a) Sei M eine nichtleere Menge. Dann beschreibt die Zu-
ordnung m — m fiir alle m € M eine Abbildung von M nach M. Diese
Abbildung wird auch Identitdtsabbildung id genannt. Es ist also

d:-M—M ; m—m.

(b) Ordnen wir jeder Person aus diesem Kurs ihr Geburtsdatum zu, so er-
halten wir eine Abbildung von der Menge aller Personen aus diesem
Kurs, in die Menge der Daten im Gregorianischen Kalender nach dem
01.01.1900. Denn jede*r von Thnen hat genau ein Geburtsdatum, und

niemand von Thnen ist &lter als 122 Jahre.?
Definition 1.2.3. Sei f: M — N eine Abbildung, m € M und n € N.

(i) Die Menge M hei8t Definitionsbereich von f.

2Laut der Gerontology Research Group wurde der #lteste lebende Mensch am
02.01.1903 geboren [Stand 2022].
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(ii) Die Menge N heifit Wertebereich von f.
(iii) Das Element f(m) € N heifit Bild von m unter f.
(iv) Ein Element z € M, mit f(z) = n heifit Urbild von n unter f.

Wir kénnen natiirlich auch Bilder und Urbilder von Mengen betrachten. Das

geht so:

Definition 1.2.4. Sei f : M — N eine Abbildung, A C M und B C N.
Dann heif3t

f(A) ={f(m)lm € A}
Bild von A unter f und

fH(B) = {m € M|f(m) € B}
heifit Urbild von B unter f.

Beispiel 1.2.5. Sei wieder f die Geburtstagsabbildung aus 1.2.2 (b). Wenn
A die Menge aller Teilnehmer*innen ist, deren Vorname mit A beginnt, dann
ist f(A) genau die Menge aller Geburtsdaten, der Teilnehmer*innen dieses
Kurses deren Vorname mit A beginnt.

Sei nun B = {01.01.1900, 06.04.2002}. Dann ist f~!(B) die Menge aller
Teilnehmer*innen dieses Kurses, deren Geburtstag am 01.01.1900 oder am
06.04.2002 ist. Es ist also gut moglich, dass das Urbild von B die leere Menge
ist (wenn niemand von Ihnen an einem der beiden Tage geboren wurde) oder,
dass das Urbild von B mehr Elemente besitzt als B (wenn mindestens drei

von Thnen am 06.04.2002 geboren wurden).

Definition 1.2.6. Die Abbildung f : M — N heifit
(i) injektiv, falls gilt: my # mo € M = f(m1) # f(ma),
(i) surjektiv, falls f(M) = N,

(iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung 1.2.7. Durch Kontraposition erhalten wir eine alternative De-
finition von injektiv. Namlich ist eine Abbildung f : M — N injektiv, wenn
fiir alle my,mg € M gilt f(my) = f(me) = my1 = mao.
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Beispiel 1.2.8. (a) Die Abbildung aus Beispiel 1.2.2

f : {Teilnehmer*innen dieses Kurses} — {Tage seit dem 01.01.1900}

ist nicht surjektiv, da niemand am 01.01.1900 geboren wurde. Sie ist in-
jektiv, genau dann, wenn keine zwei von Thnen am gleichen Tag geboren

wurden.

Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen mit N; d.h. N =
{1,2,3,4,...}. Die Abbildung

g:N—N ; ne—n?

ist injektiv (verschiedene natiirliche Zahlen haben verschiedene Quadra-

te), aber nicht surjektiv (da z.B. 2 keine Quadratzahl ist).

Die Abbildung

5 falls n gerade
h:N—>N ; n— )
n

#5=  falls n ungerade

ist nicht injektiv (da h(1) = h(2), aber 1 # 2), aber surjektiv (fir jede
natiirliche Zahl n ist f(2n) = n).

%

)

Definition 1.2.9. Seien M, N und L Mengen und f : M — N und

g

N — L Abbildungen. Dann ist die Hintereinanderausfihrung von f

und g die Abbildung

gof:M—L ; mw g(f(m)).

Beispiel 1.2.10. Wir betrachten wieder die Abbildungen

g:N—N ; n—n?

und

falls n gerade
h:N—N : n—
2 falls n ungerade
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aus Beispiel 1.2.8. Beide Abbildungen haben als Definitions- und Wertebe-
reich die Menge N. Wir konnen alsosowohl g o i als auch h o g konstruieren.
Es gilt

4

hog(2) = h(g(2) = h(2?) = h(4) = =2

und

goh(2) = g(h(2)) = 9(3) = g(1) =1 = 1.

Die Reihenfolge ist bei der Hintereinanderausfithrung also entscheident, denn

wir haben gerade gesehen, dass go h # h o g gilt.

Bemerkung 1.2.11. Es gilt stets: Falls f : M — N eine injektive Abbil-
dung ist, so ist f : M — f(M) eine bijektive Abbildung.

Satz 1.2.12. Fine Abbildung f : M — N st genau dann bijektiv, wenn es
eine Abbildung f~': N —s M gibt mit f o f~1(n) = n fiir allen € N und
f~Yo f(m) =m fir allem € M. Wenn eine solche Abbildung f~1 existiert,
heift sie Umkehrabbildung von f.

BEWEIS. Jede Genau-dann-wenn-Aussage beschreibt eine Aquivalenz von

Aussagen. Damit miissen wir zwei Implikationen beweisen.

= Sei also f bijektiv. Dann ist N = f(M) = {f(m)|m € M}. Weiter ist
mit f(m) = f(k) auch m = k. Damit erhalten wir eine Abbildung

fTLeN— M 5 f(m)—m.

Diese erfiillt die geforderten Eigenschaften: Per Konstruktion gilt fiir
alle m € M die Gleichung f~(f(m)) = m. Ist andererseits n € N
beliebig, dann gibt es eine m € M, mit f(m) = n (hier benutzen wir
N = f(M)). Es folgt

fof™Hn)=f(f71(n) = f(fH(f(m))) = f(m) = n.

< Sei also eine Abbildung f~! wie beschrieben gegeben. Da es fiir je-
des n € N ein Element f~1(n) € M mit f(f~'(n)) = n gibt, ist f

surjektiv.

Sei nun f(m) = f(k) fiir m,k € M. Dann folgt

m = 71 (f(m)) = fH(f (k) = k.

Das bedeutet nichts anderes als dass f~! auch injektiv ist.
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O]

Bemerkung 1.2.13. Die Bezeichnung f~! ist uns nun in zwei verschiede-
nen Bedeutungen iiber den Weg gelaufen. Fiir jede Abbildung f und jede
Teilmenge B des Wertebereiches von f ist das Urbild f~!(B) definiert. Be-

achte, dass das B dafiir eine Menge sein muss!

Nur fiir injektive Abbildungen f ist auch die Funktion f~' definiert fiir
die wir auch f~! von einem Element bestimmen kénnen. Diese scheinbare
Doppeldeutigkeit wird dadurch aufgelost, dass im Falle einer bijektiven Ab-
bildung f und einer Teilmenge B des Wertebereiches, das Urbild f~1(B)
dasselbe ist, wie das Bild von B unter der Abbildung f~!.

Als letztes in diesem Abschnitt kliren wir noch wie sich die Mengenopera-

tionen U, N, C unter Abbildungen verhalten.

Satz 1.2.14. Sei f : M — N eine Abbildung. Weiter seien Teilmengen
Ay, Ao C M und B1,Bs C N gegeben. Dann gilt

(a) A1 C Ay = f(A1) C f(A2)
(b) B € By = f~1(B1) C f7!(B).

BEWEIS. Den kurzen Beweis geben wir hier nicht an. Sie kénnen ihn sehr

gerne als Ubung selbst fiihren. O

Satz 1.2.15. Sei wieder f : M — N eine Abbildung. Weiter seien I,.J
beliebige Mengen und fiir jedes i € I sei A; eine Teilmenge von M und fiir

jedes j € J sei B; eine Teilmenge von N. Dann gilt
(@) f(Uier 4i) = Uier £(42)

(0) F (Nicr A1) € Micr F(A)

(¢) £ (Ujes Bi) = Ujes £71(B))

(d) (mjej Bj) = Njes f1(B))
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BEWEIS. Wir beweisen exemplarisch die Aussage (c). Sei dazu x € M be-
liebig. Dann gilt

S f_l U Bj Deig)ild f(a:) € U Bj

JjeJ jeJ
Def. Vereinigung — .
— djeJ : f(x)e€ B
Def, Urbild

=""3jeJ zecf (B

Def. Vereinigung _
S e | ' B)).
Jje€J

Damit ist ein Element aus M genau dann in f~! (UjeJ Bj>, wenn es in
U s | ~1(B,) ist. Die beiden Mengen sind also — wie behauptet — gleich. [

%

W

1.3 Die natiirlichen Zahlen

Wir werden in diesem Abschnitt endlich die Menge der natiirlichen Zahlen
N einfithren. Genauer werden wir N durch Axiome, also die grundlegen-
den Eigenschaften, beschreiben. Die wichtigste Eigenschaft ist die, dass die
natiirlichen Zahlen in regelméfligen Abstéinden auftauchen. Sie sind also ge-
geben durch 1, 1+1,14+141,1+ 141+ 1, usw. Fiir die Definition der
natiirlichen Zahlen ist es allerdings etwas ungliicklich die Addition bereits
vorauszusetzen. Daher sagen wir nur, dass jedes Element aus N einen di-
rekten Nachfolger besitzt. Sagen wir, S(n) ist der direkte Nachfolger von n.
Dann ist S nichts anderes als eine Abbildung von N nach N. Wenn Sie also
die néchste Definition lesen, kénnen Sie stets S(n) durch n + 1 ersetzen um
sofort Thr Wissen aus der Grundschule anwenden zu kénnen. Da wir die Null

ebenfalls brauchen, werden wir die Menge Ny = {0,1,2,3,4,...} definieren.

Definition 1.3.1. Die natirlichen Zahlen mit Null Ny sind dadurch de-
finiert, dass es eine Abbildung S : Ng — Nj gibt, so dass die folgenden

Axiome erfiillt sind.
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(P1) Es gibt ein Element 0 € Ny. (Ng ist nicht die leere Menge.)

(P2) S(n) # n fir alle n € Ng. (Eine natirliche Zahl ist nie der direkte
Nachfolger von sich selbst.)

(P3) S(n) # 0 fiir alle n € Ny. (Keine natirliche Zahl hat die 0 als direkten
Nachfolger.)

(P4) S ist injektiv. ( Verschiedene natiirliche Zahlen haben auch verschiede-
ne direkte Nachfolger.)

(P5) Ist T C No mit
(i) 0 € T und
(i) te T = S(t) € T,
so ist T' = Nj.
Die Eigenschaften (P1)-(P5) heiflen Peano-Aziome.

1.3.2. Das Axiom (P5) werden wir uns noch genauer anschauen. Es sagt uns
gerade, dass Ny genau die Menge {0, 5(0), 5(5(0)), S(S(S(0))), ...} ist. Der
direkte Nachfolger S(n) einer natiirlichen Zahl n ist das Element n + 1. Das
kénnen Sie als Definition der Addition mit 1 betrachten. Den Wert n+ S(1)
definieren wir als S(n+ 1), den Wert n+ S(S(1)) als S(n+S(1)) = S(S(n+
1)),... Auf diese Art kénnen wir die gesamte Addition auf Ny definieren.
Natiirlich erhalten wir dabei genau das, was wir aus der Grundschule kennen.

Nun setzen wir endlich:
e Ng={0,0+1,0+1+1,0+1+1+1,...} ={0,1,2,3,4,...} und
e N=1{1,2,3,...}.

Mit Hilfe von N kann man nun auch die ganzen Zahlen Z und die ratio-
nalen Zahlen Q konstruieren. Das werden wir hier allerdings nicht weiter

ausfiihren.
Das Axiom (P5) liefert uns eine sehr wichtige Beweistechnik.

Prinzip der vollstindigen Induktion (1. Version) 1.3.3. Fiir jedes

n € Ny sei A(n) eine Aussage iber n. Dann gilt

(AO)A (VneNy : A(n) = A(n+1))) = (Y\neNy : A(n)).
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D. h.: Méchte man zeigen, dass A(n) fir alle n € Ng wahr ist, so geniigt es

Zu zeigen:
e A(0) ist wahr (Induktionsanfang oder kurz IA)

e Unter der Annahme, dass A(n) wahr ist fir ein beliebiges aber fest
gewdhltes n € Ny (Induktionsvoraussetzung oder kurz IV) gilt auch,
dass A(n + 1) wahr ist (Induktionsschritt oder kurz IS).

BeEwEIS. Sei T' = {n € Ny|A(n)} C Ny die Menge aller Elemente aus Ny fiir

die A(n) wahr ist. Wir nehmen an, dass
AO)A(YneNy : A(n) = A(n+1))

gilt. Dann ist also 0 € Tund es gilt t € T = t+1 € T. Aus Axiom (P5) folgt
nun 7' = Ny, was nichts anderes bedeutet, als dass A(n) fiir alle n € Ny gilt.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion funktioniert also tatséchlich. O

Beispiel 1.3.4. Wir werden folgende Behauptung per Induktion beweisen.
Wenn sich n Personen untereinander per Fistbump begriifien, dann finden
n(n—1)

insgesamt ———= Begriifungen statt.

Der Ablauf eines Induktionsbeweises ist immer der selbe.

1A: Wenn sich null Personen untereinander begriiflen, dann gibt es
0= w Begriiflungen. Die Aussage ist also wahr fiir n = 0.

1V: Fiir beliebiges aber festes n € Ny gelte folgendes: Wenn sich n Personen

untereinander begriilen, dann finden insgesamt w Begriilungen statt.

1S: Sei n aus der Induktionsvoraussetzung. Seien nun n+ 1 Per-
sonen gegeben, die sich alle untereinander begriilen. Wir wéhlen eine Person
aus, die zunéchst garnichts macht — nennen wir diese P. Nun begriiffen sich
alle Personen, die nicht P sind untereinander. Da das genaun+1—1=mn
Personen sind, gibt es nach der IV genau ”("T_l) Begriifungen. Um nun alle
moglichen Begriifungen zu erhalten, muss noch P jede der anderen n Person
begriissen. Es kommen also noch genau n Begriissungen dazu. Es gibt also

insgesamt

n(n—1)+n:n(n—1)+2n:n2+n (mn+Dn (n+1)(n+1-1)

2 2 2 2 2

Begriissungen. Damit ist die Aussage auch fiir n + 1 korrekt und der Induk-

tionsbeweis abgeschlossen.
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Oft ist es praktisch das Induktionsprinzip nicht bei Null, sondern bei irgend-

einer anderen ganzen Zahl starten zu lassen.

Prinzip der vollstindigen Induktion (2. Version) 1.3.5. Fiir jedes
n € Z sei A(n) eine Aussage iber n. Sei weiter ng € Z eine ganze Zahl und

ZL>ny = {n € Zin > no}. Dann gilt
(Ano) AN(VYn € Z>p, = A(n) = A(n+1))) = (Yn € Z>pn, : An)).

D. h.: Michte man zeigen, dass A(n) fir alle n € Zsy, wahr ist, so gentgt

es zu zeigen:
o A(ng) ist wahr (Induktionsanfang oder kurz IA)

e Unter der Annahme, dass A(n) wahr ist fiir ein beliebiges aber fest
gewdhltes n € Z>y, (Induktionsvoraussetzung oder kurz IV) gilt auch,
dass A(n + 1) wahr ist (Induktionsschritt oder kurz IS).

BEWEIS. Setze einfach nur 7' = {n € Ng|A(n + ng)}. Jetzt ist der Beweis

identisch zum Beweis von 1.3.3. O

%

)

Definition 1.3.6. Sei wieder ng € Z und Zs,, = {n € Z|n > no}. Weiter

sei aj, € R fiir alle k € Z>p,. Dann setzen wir fiir jedes n € Z>,,
° Zzzno Ak = Qpy + Gpg+1 + Ang4+2 + - .. + ap und
° szno Ak = Qg * Ano41 * Apg+2 " - -+ Ap

Fiir n < ng setzen wir 3 ) “ap =0 und [],_, ar = 1.

D.h.: Wir haben

no n+1 n
E ap = ap, und g ar = E ag | + anyq fiir alle n > ng
k:no k:n() kzno

und genau so fiir das Produkt [].
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Lemma 1.3.7. Sein € N und seien ag, . ..,a, € R. Dann gilt

n—1 n n—1 n

Z ar = g ak—1 und H ap = H ap_1-

k=0 k=1 k=0 k=1
Diese Gleichung nennen wir auch Indexshift.

BEWEIS. Wir zeigen nur die Gleichung fiir die Summe. Die Aussage ist voll-
kommen klar, wenn man sich einmal die Miihe macht die Summen aufzu-
schreiben: Zz;é ar = ag+ai+as+...+a,—1. Auf der anderen Seite haben
wir ZZ:l ap—1 = a1—1 + as—1 +az_1 + ...+ a,—1. Damit sind tatséchlich

beide Seiten gleich. Fiir das Produkt argumentiert man ganz genauso. [

Beispiel 1.3.8. Solche Summen und Produkte eignen sich gut fiir Beispiele
von Induktionsbeweisen. Wir méchten folgendes beweisen: Fiir alle n € Ny
gilt Y0 k% = D

IA: Fir n = 0 gilt die Aussage trivialerweise (beide Seiten der
Gleichung sind gleich 0.

IV: Fiir beliebiges aber festes n € Ny gelte ) k3 = ”2(7147“)2.

1S: Sei n das Element aus der IV. Dann gilt

n+1 n
ikfﬂ = (Zk3> +(n+1PE W +(n+1)°
k=0 k=0
_ (1)’ +4(n+1)° _ (n+1)°(n® +4(n+1))
4 4
_ (n+1)2(n? +4n +4)) 1. BF (n+1)2(n +2)?
4 4

Das bedeutet gerade, dass die Behauptung auch fiir n+ 1 gilt. Damit ist der

Induktionsbeweis beendet.

1.3.9. Die Universititsverwaltung ist in heller Aufrequng. Gerade hat ein
tbereifriger Informatikstudent bewiesen, dass alle Studierenden der Uni die-
selbe Matrikelnummer haben. Das kann doch gar micht richtig sein! Oder?
Hier kann nur Inspektor Mafin helfen. Er schaut sich den Brief in Ruhe an:
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Sehr geehrte Damen und Herren,

hiermit weise ich Sie darauf hin, dass alle Studierenden Ihrer Universitit dieselbe Ma-
trikelnummer haben. Dazu geniigt es natirlich zu zeigen, dass n beliebig ausgewdhlte
Studierende stets dieselbe Matrikelnummer haben. Das soll natirlich fir alle n € N
gelten.

Wie in der Vorlesung gelernt fiihre ich einen Induktionsbeweis tiber n.

TA: Haben wir nur eine*n Studierenden ausgewdhit, so haben sicher alle aus-
gewdhlten Studierenden dieselbe Matrikelnummer. Damit ist der Induktionsanfang er-
ledigt.

IV: Fiir beliebiges, aber fest gewdhltes n € N gilt, dass n beliebig ausgewdhlte Studierende
alle dieselbe Matrikelnummer haben.

IS: Seien also n + 1 Studierende ausgewdhlt. Diese nenne ich s1, S2, S3,
ety Snt1. Dann ist die Menge dieser Studierenden gegeben durch S = {si1,...,Sn+1}.
Ich betrachte die Menge S = S\ {sn+1}. In S’ sind genau n Studierende und somit
haben diese nach Induktionsvoraussetzung alle dieselbe Matrikelnummer — sagen wir m.
Insbesondere haben s1 und s2 die Matrikelnummer m.

Betrachte nun S"” = S\ {s1}. Wieder folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass alle
Studierenden in S” dieselbe Matrikelnummer haben — sagen wir k. Da aber so in S” ist
und die Matrikelnummer von sz gleich m ist, muss m = k gelten.

Weiter ist S = S’ U S”. Wir haben also gezeigt, dass alle Studierenden aus S dieselbe
Matrikelnummer haben. Das war zu zeigen. 0
Mit freundlichen Griiflen

U. N. Fug

,Netter Versuch!“ murmelte Inspektor Mafin. Danach versicherte er der
Verwaltung, dass alles so bleiben konnte wie es ist. ,Der Beweis ist tat-
sdachlich fast richtig.“ fing er an zu dozieren, ohne dass es irgendjemand
hdoren wollte. ,Die Argumente sind korrekt fir alle natirlichen Zahlen, bis
auf eine einzige. Das geniigt natiirlich um eine Aussage herzuleiten, die voll-
kommen falsch ist. Das ist das gemeine an Aussagen, die nur wahr oder
falsch seien kionnen: Fast richtig bedeutet im wesentlichen das gleiche wie
vollkommen falsch. “ Damit trottete er wieder zur Tir hinaus und hinterliefs
diesesmal leider mehr Fragen als Antworten.

Konnen Sie etwas besser beschreiben, fiir welche eine natiirliche Zahl n der

Induktionsschritt nicht funktioniert?

%

Notation 1.3.10. Auch das Potenzieren von reellen Zahlen kennen wir
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bereits. Mit Hilfe des Produktzeichens schreiben wir fiir ¢ € R und alle

n € Np:

Insbesondere setzen wir fiir alle ¢ € R
a’ = 1.

Beispiel 1.3.11. Seien wieder n € N und ag,...,a, € R. Da auf R das
Distributivgesetz gilt, folgt fiir jedes b € R:

n n
b~2ak:b-(ao+...+an) :b-a0+...+b-an:Zb'ak. (1.1)
k=0 k=0
Sei weiter b € R beliebig. Dann rechnen wir

(1b)-(zn:bk>:1-<zn:bk>b-(ibk>

k=0 k=0 k=0
(L) =k E NS h NS
= N N A )

n n+1
137Nk S bk
k=0 k=1
P oSt m 1yt (1)
k=1 k=1

Satz 1.3.12. Sei b€ R\ {1} und n € N. Dann gilt
1—pnt!

2V =

BEWEIS. Wenn b # 1 ist, ist 1 —b # 0. Wir kénnen also in (1.2) einfach auf
beiden Seiten durch 1 — b teilen. O

%

W

Wir kommen nun zu einer speziellen Klasse von natiirlichen Zahlen. Wir

alle kennen (das hoffe ich zumindest sehr) die binomische Formel (a 4 b)? =
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a® + 2ab + b?. Dies gilt fiir alle a,b € R. Gibt es so eine Formel auch fiir
(a + b)3? Eine kleine Rechnung liefert uns (a + b)% = a3 + 3a%b + 3ab® + b3,
Wir wollen diese Ausdriicke studieren, wenn wir den Exponenten durch eine

beliebige natiirliche Zahl n ersetzen.

Definition 1.3.13. Wir definieren n! = [[;_, k fiir alle n € Ny. Die Zahl

n! wird Fokultdt von n genannt.

Beispiel 1.3.14. Esist0!=1,11=1,21=2,31=2.3=6,4!=2.3-4 = 24.
Ab jetzt wachsen die Zahlen unglaublich schnell. Es ist z.B. 10! die Anzahl

von Sekunden in sechs Wochen und
25! = 15511210043330985984000000.

Definition 1.3.15. Seien n, k € Ny. Dann definieren wir

(n) — ﬁlk)! falls k <n
: 0 falls k > n.

(gesprochen: n dber k). Diese Zahl heifit Binomialkoeffizient.

Beispiel 1.3.16. Wir sehen, dass wir fiir festes n € Ny nur endlich viele
Werte k < n zur Verfiigung haben um einen Wert ungleich Null fiir (Z) zZu

konstruieren.

s () (e Q) ()

Wir stellen fest, dass jede dieser Zeilen mit einer 1 beginnt und symmetrisch
ist. Das ist natiirlich kein Zufall sondern folgt direkt aus der Definition. Wei-
ter sehen wir, dass die angegebenen Binomialkoeffizienten alles natiirliche
Zahlen sind. Das ist nicht offensichtlich von der Definition, die zunéichst nur

eine rationale Zahl definiert.
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Lemma 1.3.17. Seien n,k € N. Dann gilt

(a) () =1

®) (1) = ()

(¢) (1) = (io1) + (") falls k> 1.

BEWEIS. Die Teile (a) und (b) sind schnell erledigt. Es ist (7') = #Ln), =1

n n! n! n
und (j) = -k — (n—k)(n—(n—R)) (u"5)-
Beweisen wir nun Teil (c). Falls n < k ist, ist die gewiinschte Gleichheit

offensichtlich. Seien also n, k € Np, mit 1 < k < n, gegeben. Wir berechnen

die rechte Seite und erhalten

<Z:i>+<n;1>:(k—lwgtl?xk—nﬂ+lﬂgtlgkﬂ

B (n—1)! (n—1)!
S (k=Dln—k)!  Kl(n—1-k)
1 (n—1)! 1 (n—1)!

Tk =Dk —1) F k=Dlin—1—Fk)

11 (n—1)!
:<n—k+k>'@—1mn—k—ny

B n (n—1)!
(n—k)-k (k—1)!(n—k—1))
n!
" kl(n—k)
n
-(2)
Das wollten wir zeigen! O

Jetzt haben wir genug Informationen zusammengetragen um eine ,,verallge-

meinerte Binomischeformel® zu beweisen.

Theorem 1.3.18. Seien a,b € R und n € Ng. Dann gilt

(a+b)" = Zn: (Z) akpk

k=0

BEWwWEIS. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n.
IA: Fiir n = 0 miissen wir einsehen, dass die Gleichung (a + ) =

22:0 (2) a¥=kp0 = (8) a®b® stimmt. Aber auf beiden Seiten der Gleichung
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steht eine 1, damit stimmt die Gleichung und der Induktionsanfang ist erle-
digt.

IV: Fiir beliebiges aber festes n € Ny gelte die die Aussage (a + b)" =
> ko (g)a" k0.

15: Sei n wie in der Induktionsvoraussetzung. Wir miissen nun

eine Formel fiir (a + b)"*! finden. Wir fangen einfach mal an zu rechnen.

(a+b)" = (a+b)" (a+b) X (Z (Z) ’“b’“) (a+b)

k=0

=a- Ekfjo <Z> a”_kbk> +b- (kf::o (Z) a”‘kbk>
() EB )

Wir stellen fest, dass wir in der ersten Summe schon Ausdriicke der Form
a™t)=kpk haben. Wir scheinen also auf der richtigen Spur zu sein. Wir
berechnen nun in der ersten Summe den den Summanden fiir £ = 0 und in

der zweiten Summe den Summanden fiir £ = n einzeln. Dann erhalten wir

n—1

(a+b)"+ = g™+ 4 (i (Z) an—k+lbk> 4 (Z (Z) an—kbk+1> 4t

k=1 k=0

1.3.7 vt (zn: (Z) ank+1bk> + (Zn: (k; i 1) ankJrlbk) 4 pntl

k=1 k=1

::an+1%_j£:(i<z> +_(kjﬁ-£>> an—k+1bk+_bn+1
k=1

Nach Lemma 1.3.17 wissen wir, dass folgende Gleichungen gelten: a"t! =

(1) 180, 5751 = (a0 und (7) 4 () = (7). Bemut:

zen wir diese Gleichungen in der letzten Formel, erhlaten wir endlich

B £ o A N AU A TSR (T A T e
(a+0) —<0>a b+;<k a b+n+1a b

n+1
S (s
k .

k=0

Das war zu zeigen. O



Kapitel 2

Die reellen Zahlen

(neNgAzERAz>0)= Yz €R

Hier lernen wir nun endlich die reellen Zahlen R kennen. Wir nahern uns

also dem ,,rechnen“.

2.1 Korper

Wir wissen, dass wir in R rechnen kénnen. Wir sollten also kurz kléren,
was rechnen ist und welche Spielregeln dabei gelten. Es gibt verschiede-
ne Rechenoperationen: Addition(+), Subtraktion(—), Multiplikation(-) und
Division(+). Aber was genau ist denn z.B. die Addition auf R? Die Addition
ordnet jedem Paar von reellen Zahlen a und b genau eine reelle Zahl R zu.
Damit ist die Addition eine Abbildung von R x R nach R. Wir fassen die

Addition also auf als
+:RxR—R ; (a,b)—a+b

Gleiches gilt natiirlich fiir die Multiplikation.

Definition 2.1.1. Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Abbildungen
+:KxK—K ; (a,b)—~a+b

und

KxK-—K ; (ab)r—a-b,

die die folgenden Eigenschaften erfiillen:

31
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(A1) Fur alle z,y,z € K gilt (x+y)+ 2 =z + (y + 2z) (Assoziativitét bzgl.
+)

(A2) Fiir alle z,y € K gilt © + y = y + = (Kommutativitidt bzgl. +)

(A3) Es existiert ein Element 0 € K, mit 04z = z fiir alle z € K (Existenz

des neutralen Elementes bzgl. +)

(A4) Fiir alle z € K existiert ein Element —z € K, mit z + (—x) = 0

(Existenz von additiven Inversen)
(M1) Fiir alle z,y,2z € K gilt (z-y) -z =z (y- 2) (Assoziativitat bzgl. -)
(M2) Fiir alle z,y € K gilt x - y = y - « (Kommutativitit bzgl. -)

(M3) Es existiert ein Element 1 € K \ {0}, mit 1 -2 = « fir alle z € K

(Existenz des neutralen Elementes bzgl. -)

(M4) Fiir alle z € K \ {0} existiert ein Element 27! € K, mit z - 27! =1

(Existenz von multiplikativen Inversen)
(D) Fiir alle x,y,z € K gilt z- (y+2) =x -y + x - z) (Distributivgesetz)

Bemerkung 2.1.2. Meistens werden wir einen Koérper nur mit K bezeich-
nen. Etwas préziser ist es auch die Verkniipfungen noch zu erwéhnen. Dann
bezeichnen wir einen Korper mit (K, +,-). Sei so ein Kérper nun gegeben.
Sprechen wir nur vom Inversen eines Elementes = € K \ {0}, so meinen wir
immer das multiplikative Inverse . Manchmal werden wir den Punkt bei
der Multiplikation weglassen und kurz zy fiir den Ausdruck z - y schreiben.
Als letztes bemerken wir noch dass jeder Korper aus mindestens zwei Ele-
menten besteht, da per Definition 1 # 0 gilt.

Beispiel 2.1.3. Die rationalen Zahlen Q mit der iiblichen Addition und

Multiplikation bilden einen Koérper. Zur Erinnerung:
a
Q:{g\anAbeN}.

Beispiel 2.1.4. Wir hatten gerade gesehen, dass ein Korper aus mindes-
tens zwei Elementen bestehen muss. Es gibt auch tatséchlich einen Koérper,
der aus genau zwei Elementen besteht. Nach Definition 2.1.1 miissen diese
Elemente 1 und 0 heiflen.
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Da 0 das neutrale Element bzgl. 4 ist, muss gelten 0+0 =0 und 0+ 1 = 1.
Weiter muss es ein Element —1 geben, mit 14 (—1) = 0. Esist aber 1+0 =1
und wir haben nur die Elemente 0 und 1 zur Verfiigung. Damit muss auch
gelten (—1) =1und 1 +1=0.

Da 1 das neutrale Element bzgl. - ist, muss gelten 1-0 =0 und 1-1 = 1.
Setzen wir zusétzlich noch 0-0 = 0, so haben wir alle moglichen Rechnungen

definiert. Diese kénnen wir in so genannten Verkniipfungstafeln zusammen-

fassen
+ 101 -1 01
001 000
19110 10

Man iiberpriift leicht, das diese Verkniipfungen tatséchlich einen Koérper aus

zwel Elementen definieren. Diesen bezeichnen wir mit Fs.

%

)

Satz 2.1.5. Sei K ein Korper. Dann gilt

(a) Jedes x € K besitzt genau ein additives Inverses.
(b) Jedes x € K \ {0} besitzt genau ein multiplikatives Inverses.
(c) Es gibt genau ein netrales Element bzgl. + in K.

(d) Es gibt genau ein netrales Element bzgl. - in K.

BEWEIS. Wir beweisen nur die Aussagen iiber die Addition. Die Aussagen

zur Multiplikation beweist man ganz genau so.

Zu (a): Sei xz € K beliebig. Dann gilt x4 (—x) = 0. Sei nun y € K ein weiteres
Element mit x + y = 0. Dann ist insbesondere x + (—x) = x + y. Wir
addieren auf beiden Seiten mit (—x) und erhalten

(=2) + (z + (=2)) = (=2) + (z + y)
= ((=2) +2) + (—2) = (=2) + 2) +y
<= 0+ (—2)=0+y

= (-2) =y
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Damit ist tatséchlich —z das einzige additive Inverse von z.

Zu (c): Sei x € K beliebig und y € K, mit z + y = x. Wir werden zeigen,
dass daraus bereits y = 0 folgt. Der Beweis funktioniert genau wie
gerade. Wir addieren beide Seiten der Gleichung = + y = x mit (—x)

und erhalten
(—z)+(z+y)=(-2)+z
— ((—x)+2)+y=0
<~ 04+y=0
— y=0.
Damit ist auch dieser Teil bewiesen.

O]

Wir haben in diesem Beweis zweimal benutzt, dass wir in einem Korper
bei der Gleichung x +y = x + z, das x , wegkiirzen® diirfen. Ahnliches gilt
auch fiir die Multiplikation. Beides sollten wir als eigenstindige Aussage
festhalten:

Proposition 2.1.6. Sei K ein Korper und seien x,y,z € K. Dann gilt
(a) Wenn x +y = x + z ist, dann ist y = z.

(b) Wenn x # 0 ist und -y = x - z, dann folgt y = z.

(¢) ~(-2) =2

(d) Wenn x # 0 ist, dann (z71)~7! = 2.

BEwEIS. Wir beweisen nur die Aussage (d). Sei also x € K \ {0}. Das

Element (z71)~! ist ein Element in K mit =% (271)~! =1 (vgl. (M4)). Es

ist aber auch 1 = -z~ 1 = ¢!

nach Satz 2.1.5, folgt hieraus schon (z71)~! = z. O

-z. Da das Inverse eindeutig bestimmt ist

Die rationalen Zahlen Q kennen wir ganz gut, daher eignen diese sich gut
um ein Gespiir fiir Rechenregeln zu bekommen. Wir wissen zum Beispiel,
dass (—1) - 400 = —400 ist und 0 - 400 = 0 ist. Hier kann die 400 durch jede
andere rationale Zahl « ersetzt werden. Es gilt immer (—1) - o = —« und

0-a = 0. Das gilt genauso auch in beliebigen Kérpern:
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Satz 2.1.7. Sei K ein Kérper. Fir jedes x € K gilt

(a) 0-2=0

() (<1)-a = —
(c) z-y=0= =0 odery=0

BEWEIS. Wir beweisen die Aussagen der Reihe nach. Sei also x € K belie-
big. Es ist
0+0-2=0-2=(0+4+0)-2=0-2+0-x.

Mit Proposition 2.1.6(a) kénnen wir aus dieser Gleichung ein 0 - z auf jeder
Seite kiirzen und wir erhalten 0 = 0 - z. Damit ist Teil (a) bewiesen.

Um Teil (b) zu beweisen, berechnen wir

x+(—1)'$=1'1’+(—1)'$:(1-}-(—1))‘.%:0'13@0.

Da aber das additive Inverse (—z) eindeutig bestimmt ist (siehe Satz 2.1.5),
muss damit bereits —z = (—1) - x folgen.

Als letztes miissen wir noch Teil (c¢) zeigen. Sei daze z -y = 0 fiir z,y € K.
Falls x = 0 ist, sind wir fertig (dann ist sicher z = 0 oder y = 0). Falls
xr # 0 ist, gibt es das multiplikative Inverse z~'. Multiplizieren wir auf
beiden Seiten der Gleichung z - y = 0 mit ™!, so erhalten wir

-w'y:xfl-o(io.

=

y:l-y:wil

Damit ist auch in diesem Fall x = 0 oder y = 0 richtig. Das beweist auch

Teil (c). O

Wir hatten am Anfang gesagt, dass wir in R vier Rechenoperationen ha-
ben. Bisher haben wir aber nur zwei kennengelernt — nédmlich + und -.
Gliicklicherweise geniigt das bereits um auch die Subtraktion und die Divi-

sion zu definieren.

Definition 2.1.8. Sei (K, +-) ein Koérper und z,y € K. Dann definieren

WIr
r—y=a+(-y).

Falls y # 0 ist, definieren wir weiter

Insbesondere setzen wir also i =y~ ! fiir alle y € K\ {0}.
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Bemerkung 2.1.9. Es ist also ,minus y“ zu rechnen genau das gleiche,
wie das additive Inverse von y zu addieren. Genauso ist ,,geteilt durch y* zu
rechnen das gleiche, wie das multiplikative Inverse von y zu multiplizieren.
Da dieses multiplikative Inverse aber nur fiir y # 0 existiert, kénnen wir nie
— wirklich NTE! — durch Null teilen.

Als kleinen Spoiler verraten wir hier, dass die reellen Zahlen R ebenfalls

einen Korper bilden.

%

)

2.2 Geordnete Korper

Die reellen Zahlen, wie wir Sie aus der Schule kennen, haben noch eine
Eigenschaft, die nicht direkt mit dem rechnen zu tun hat. Wenn wir zwei
verschiedene reellen Zahlen gegeben haben, wissen wir, dass eine stets grofier

ist als die andere. Auch dies wollen wir formal (und allgemein) definieren.

Definition 2.2.1. Ein Koérper K heifit geordnet, wenn es eine Teilmenge
P C K\ {0} gibt, so dass gilt

(O1) Fiir jedes z € K \ {0} gilt entweder z € P oder —z € P.

(0O2) Fiir 2,y € P ist auch x +y € P.

(O3) Fiir z,y € Pist auch x -y € P.

Wenn so eine Menge P existiert, dann nennen wir die Elemente aus P positiv.

Beispiel 2.2.2. Der Korper der rationalen Zahlen Q ist geordnet. Die Men-
ge P der positiven Zahlen ist genau das, was Sie sich als positive Zahl vor-

stellen:
P:{% € Qla,b € N}.

Beispiel 2.2.3. Ist auch der Korper Fo mit zwei Elementen geordnet? Da
die Menge P nicht leer sein kann (dies wiirde (O1) verletzen), miisste P =
{1} gelten. Es ist aber 1 +1 = 0 ¢ P, was (0O2) widerspricht. Der Korper

[y ist somit nicht geordnet.
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Definition 2.2.4. Sei K ein geordneter Korper und sei P die Menge der

positiven Elemente in K. Fiir z,y € K schreiben wir
e x>0, falls x € P.

o x <0, falls —x € P.

x >y, falls x —y > 0.

x>y, falls x —y > 0 oder x = 0.
o x <yfallsy > x.
o <y, fallsy > z.

Bemerkung 2.2.5. Das spiegelt alles genau das wieder, was wir schon aus
der Grundschule kennen. Sei nun K ein geordneter Korper. Mit der gerade
kennengelernten Notation iibersetzen sich die Axiome (O1), (02) und (03)

zZu:

(O1) Fiir jedes x € K gilt entweder x > 0 oder —z > 0 oder z = 0.
(02) Fiir 2,y > 0 ist auch z +y > 0.

(0O3) Fiir z,y > 0 ist auch z -y > 0.

Die Ordnung verhélt sich zum Gliick recht brav in Kombination mit Rech-

nungen.

Proposition 2.2.6. Sei K ein geordneter Kiorper und seien x,y,z € K.
Dann gilt:

(a) —x >0 < <0

(b) z>yundy >z = x>z

(c) x>y < z+2z>y+=z

(d) x>yundz>0=z-2>y-2
(e) z>yundz2<0 = z-2<y-z
(f) fiir x # 0 gilt 2> >0

(9) >y>0 = y~1>a271>0.
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BEWEIS. Die Beweise zu den Teilen (d)-(g) haben wir nicht in der Vorlesung

behandelt. Sie sind hier nur fiir Thr personliches Interesse angegeben.

Zu (a):

Zu (b):

Zu (c):

Zu (d):

Zu (e):

Zu (f):

Zu (g):

Es gilt —x >0 TEXT 93>0 25 0> 2. Das wollten wir zeigen.

Wieder beweisen wir die Aussage per direktem Beweis. Es gilt

z>yund y > 2 Defy r—y>0und y—2>0
02
93 —y)+y—2>0 = z—2>0
Def.
— T > Z.

Esist x —y = (x+z) — (y + z). Damit besagt x —y > 0 nichts anderes
als (z + 2) — (y + z) > 0. Wenden wir die Definition von x > y an so
iibersetzt sich diese Aussage dazu, dass x > y nichts anderes bedeutet

alsz+z>y+ 2.

Das folgt sofort aus (O3). Denn:

z>yund z >0 D:egx—y>0undz>0

03
©3 z-(x—y)=zx—z2y >0 = zz > 2v.

Diese Aussage folgt fast genauso:

x>yund 2 <0 D%a)x—y>0und(—z)>0
(O:?Q (=2) (z—y)=—2x4+2y >0 = zy > zz.

Falls z > 0 ist, dann ist > = z - > 0 nach Eigenschaft (O3). Ist
andererseits z < 0, so ist —x > 0 und (—x) - (—z) > 0. Allerdings ist
(—z) - (=z) = (-2)- (1) -z = (1) - (—2) v = —(—2) x =22
Damit ist 22 > 0 auch im Fall z < 0.

Sei also > y > 0. Wir zeigen zunichst, dass 27! > 0 und y~! > 0:
Wir wissen aus Teil (), dass (z7!) - (z71) > 0 gilt. Mit (O3) folgt nun
z-(z7Y) (27! =1-271 > 0. Genauso folgt auch y=! > 0. Nun gilt
(schon wieder mit (O3)), dass 271 -y~ > 0 gilt. Mit Teil (c) folgt nun

aus r >y
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Hier haben wir nur benutzt, dass wir in K das Assoziativ- und das
Kommutativgesetz haben. Dadurch kénnen wir 2 und 2~! (und ge-

nauso y und 1) immer zu einer 1 zusammenfassen.

Da wir immer 1 = 1-1 = 12 haben, erhalten wir aus Teil (f):
Korollar 2.2.7. In jedem geordneten Korper ist 1 > 0.

Wieder erwdhnen wir als Spoiler, dass R ein geordneter Korper ist.

%

W

2.3 Vollstindige Korper

Wir wissen, dass Q ein geordneter Korper ist. Warum brauchen wir denn

dann tiberhaupt die reellen Zahlen R?

Beispiel 2.3.1. Es gibt ein o € Q mit a? < 2. Na klar, wir kénnen einfach
a = 1 wihlen. Es gibt auch ein 8 € Q, mit 82 > 2. Auch das ist klar, da
zum Beispiel f = 2 diese Ungleichung erfiillt. Es gibt aber kein v € Q, mit
4% = 2. Der Korper Q hat also ,Liicken®. Diese Liicken werden von den
reellen Zahlen R geschlossen.

Wir zeigen noch kurz, dass es tatséchlich keine rationale Zahl v gibt, mit
~% = 2. Angenommen es giibe so ein 7. Dann konnten wir das schreiben als
30, mit ag,bp € N. Aus 1 <2 = (a0/by)? < 22 folgt 1 < e < 2. Wir wissen

also, dass gilt by < ag < 2bg. Ziehen wir in allen Teilen by ab erhalten wir
0 < ag—by < by. (2.1)

Wir setzen nun aq = 2bg — ag € N und b; = ag — by € N. Weiter rechnen wir
schnell aus

2

% . p, a
@_Qbo—ao_bg bo ao_ﬁ(ao—bO)_@
b1 ap — bo ag — bo ap — bo bo’
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Es ist also v = ‘g—g = Z—ll, mit 0 < by < by. Jetzt konnen wir aber einfach ag, by

durch a1, b1 ersetzen und wir erhalten natiirliche Zahlen as, by mit v = ‘g—j
und by < by. Weiteres wiederholen dieses Argumentes liefert fiir jedes n € N
natiirliche Zahlen a,,b,, mit v = ‘g—: und b, < b,_1 < ... < by. Das kann
aber nicht richtig sein, da es nur by —1 natiirliche Zahlen gibt, die kleiner sind
als by. Spéatestens fiir n = by kann der letzte Satz also nicht mehr stimmen.
Was sagt uns das nun? Alle Argumente waren in Ordnung und trotzdem
kommt etwas falsches heraus. Dann muss unsere Annahme falsch gewesen
sein! Unsere Annahme war, dass es ein v € Q gibt, mit 4?2 = 2. Da wir
eingesehen haben, dass das falsch ist, wissen wir nun, dass es kein v € Q

gibt mit 2 = 2.
Im folgenden versuchen wir diese ,, Liicken* in Q etwas genauer zu definieren.

Definition 2.3.2. Sei K ein geordneter Kérper und M C K eine Teilmenge.
Falls ein a € K existiert, so dass fiir alle z € M die Ungleichung x < a gilt,
S0 nennen wir a eine obere Schranke von M. In diesem Fall ist die Menge
M nach oben beschrinkt. Existiert ein b € K, so dass fiir alle x € M die
Ungleichung x > b gilt, so nennen wir b eine untere Schranke von M. In

diesem Fall ist die Menge M nach unten beschrinkt.
Beispiel 2.3.3. Wir betrachten Teilmengen des geordneten Korpers Q:

e Die Menge A = {1|n € N} ist nach oben und nach unten beschréinkt.
Eine obere Schranke ist 1 (oder jede rationale Zahl > 1) und eine
untere Schranke ist 0 (oder jede rationale Zahl < 0).

e Die Menge Q ist weder nach oben noch nach unten beschrinkt.

e Die Menge N ist nach unten beschriankt durch jede rationale Zahl < 1,

aber nicht nach oben beschriankt.

e Die Menge B = {a € Q|0 < a A a? < 2} ist ebenfalls nach oben und

unten beschrankt.

Definition 2.3.4. Sei K ein geordneter Kérper und M eine Teilmenge von
K

(a) Falls M ein grofites Element besitzt, so bezeichen wir dieses mit max M
und nennen es das Maximum von M. (Wenn es exisitert ist max M also

ein Element mit: (r € K Az > maxM) = x ¢ M.)
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(b) Falls M ein kleinstes Element besitzt, so bezeichen wir dieses mit min M
und nennen es das Minimum von M. (Wenn es exisitert ist min M also

ein Element mit: (r € KAz <minM) =z ¢ M.)
(c) Falls es existiert ist das Supremum von M gegeben durch

sup M = min{x € K|z ist obere Schranke von M }.

(d) Falls es existiert ist das Infimum von M gegeben durch

inf M = max{zx € K|z ist untere Schranke von M}.

Bemerkung 2.3.5. Eine Menge M kann natiirlich nur dann ein Maximum
(Minimum) haben, wenn M nach oben (unten) beschrinkt ist. Existiert
ein Maximum der Menge M, so existiert auch das Supremum und es ist
max M = sup M. Dies liegt daran, dass das Maximum eine obere Schranke
ist, aber es natiirlich keine kleinere obere Schranke geben kann. Gleiches gilt
fiir das Verhéltnis zwischen dem Minimum und dem Infimum.

Falls ein Supremum (oder ein Infimum) existiert, so kann das in M liegen
oder auch nicht. Betrachten wir nochmal die Menge 4 = {1|n € N} C Q,
soistinfA=0¢ Aund supA =1 € A.

Beispiel 2.3.6. Wir kommen nun zu einem Beispiel in dem eine Menge
zwar nach oben beschrinkt ist, aber kein Maximum existiert. Sei dazu wieder

B = {a € Q|0 < ara? < 2} C Q. Fiir jedes 8 € Q setzen wir ' = —2@3 € Q.

Man rechnet leicht nach, dass gilt

— ;32 2 _
2+% und (ﬁﬁ:2+if+%?. (2.2)

Ist nun 3 € B so folgt aus (2.2), dass gilt § < ' € B. Wir finden also

zu jedem Element aus B ein grofieres Element aus B. Damit kann B kein

p=p8+

Maximum besitzen.

Insbesondere ist jede obere Schranke von B kein Element von B. Ist nun g
eine obere Schranke von B, dann gilt 32 > 2. Daraus folgt nun — wieder mit
(2.2) —dass B > 8 und (3')? > 2 gilt. Damit ist auch 3’ eine obere Schranke
von B. Zu jeder oberen Schranke von B finden wir also eine kleinere obere
Schranke von B. Damit gibt es keine kleinste obere Schranke von B — also

kein Supremum von B.
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Bemerkung 2.3.7. Wir betrachten die Menge B = {a € Q|0 < aAa? < 2}
nun als Teilmenge der reellen Zahlen R. Dann ist das Supremum von B
einfach v/2. Das ist ein Beispiel dafiir, wie R eine ,, Liicke® in Q schlieft.

%
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Definition 2.3.8. Sei K ein geordneter Korper. Dann heifit K wvollstindig,

wenn jede nach oben beschrinkte Teilmenge M C K ein Supremum besitzt.

Wie wir gesehen haben, ist Q zwar ein geordneter Korper aber nicht vollsténdig.

Jetzt kénnen wir endlich verraten, was R denn eigentlich ist.

Theorem 2.3.9. Es gibt genau einen vollstindigen geordneten Kérper der
Q enthdlt. Diesen Korper nennen wir den Korper der reellen Zahlen und

bezeichnen ihn mit R.

BEWEIS. Der Beweis wiirde den Rahmen sprengen (und man wiirde nicht

viel dabei lernen). Daher lassen wir ihn einfach weg. O

Wir sammeln ein paar Folgerungen aus der Vollstdndigkeit von R.

Satz 2.3.10 (Archimedisches Prinzip). Seien x,y € R, mit x > 0. Dann
(a) existiert ein n € N, mit nx > y.

(b) existiert einn € N, mit + < z.

BEwEIS. Wir beweisen zunichst Aussage (a). Wir fithren einen Wider-
spruchsbeweis. Angenommen, es gibt kein n € N, mit nz > y. Dann ist
die Menge {nz|n € N} nach oben beschréinkt durch y. Die Vollstéindigkeit
von R liefert nun, dass die reelle Zahl a = sup{nz|n € N} existiert. Jedes
Element das kleiner ist als a ist keine obere Schranke der Menge {nx|n € N}.
Insbesondere ist a — x keine obere Schranke. Wir finden also ein Element
aus der Menge, sagen wir kx, mit k € N, so dass a —x < kz ist. Daraus folgt
nun aber a < kx +x = (k+ 1) x.
——

eN
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Aber a ist doch eine obere Schranke der Menge {nz|n € N}. Das ist ein
Widerspruch. Unsere Annahme muss also falsch gewesen sein! Daraus folgt
die Behauptung.

Aussage (b) folgt sofort aus (a), wenn wir y = 1 wéhlen. O

Aus Satz 2.3.10 kénnen wir noch eine interessante Aussage folgern. Diese
wird iiblicherweise durch ,,Q liegt dicht in R“ beschrieben.

Proposition 2.3.11. Seien z,y € R, mit x > y. Dann gibt es ein o € Q
mit x> o > y.

BEWEIS. Der Beweis wurde in der Vorlesung nicht gefithrt. Hier finden Sie
die Beweisidee fiir Thr privates Vergniigen: Aus = > y folgern wir x —y > 0. Mit
Satz 2.3.10 wissen wir nun, dass es ein n € N gibt, mit n(z —y) > 1. Da die ganzen Zahlen
nicht beschrinkt sind, gibt es ein kleinstes m € Z, mit m > ny. Es folgt sofort y < 7.

Aufgrund der Minimalitit von m wissen wir m — 1 < ny. Mit n(z — y) > 1 folgt nun

m<ny+1<nzx

und somit z > 7*. Setzen wir a = 7> € Q erhalten wir, wie gewiinscht, z > a > y. ]

Lemma 2.3.12 (Bernoulli Ungleichung). Sei x € R, mit x > —1. Dann gilt
fiir jedes n € Ng die Ungleichung

(14+2x)" > 14 nax.

BEWEIS. Das lisst sich (natiirlich) per Induktion nach n beweisen. Den

einfachen Beweis werden wir aber nicht fiihren. O
Proposition 2.3.13. Sei z > 0 beliebig. Dann gilt:

(a) Fliir jedes b € R, mit b > 1, existiert ein n € N, mit b > x.

(b) Fliir jedes b € R, mit 0 < b < 1, existiert ein n € N, mit b" < x.

Das sagt uns nur, dass die Potenzen von b beliebig grofl werden, wenn b > 1,

und beliebig klein werden, wenn 0 < b < 1.

BEWEIS. Wir beweisen nur (a). Es ist b — 1 > 0. Also existiert nach Satz
2.3.10 ein n € N, mit n(b—1) > z — 1. Zusammen mit der Bernoulli Unglei-
chung 2.3.12 erhalten wir

=14 b-1))">14+nb-1)>14+z—1=z

Das war zu zeigen. ]
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Als letzte Anwendung der Vollsténdigkeit von R erwidhnen wir noch die

Existenz von n-ten Wurzeln in R.

Theorem 2.3.14. Sei x > 0 eine reelle Zahl und sei n € N. Dann existiert
genau eine reelle Zahl {/x > 0, mit ({/x)"™ = x. Das Element {/x nennen

wir n-te Wurzel von .

BEwEIs. Wie man soetwas beweisen kann, ldsst sich aus Bemerkung 2.3.7
erahnen: Die Menge C' = {y € Rly > 0 Ay" < z} C R ist nach oben
beschriankt. Die Vollstindigkeit von R garantiert nun die Existenz des Su-
premums dieser Menge. Falls nun (sup C')" > x ist, so findet man eine obere
Schranke von C, die kleiner ist als sup C'. Falls (sup C)" < z, so ist sup C
keine obere Schranke. (Die Details iiberspringen wir.) Da beides ein Wider-

spruch zur Definition des Supremums ist, folgt

Yo =sup{y e Rly > 0Ay" < z}.

%
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2.4 Betrag und Abstand

In diesem kurzen Abschnitt klaren wir noch wie man den Abstand zwischen

zwel reellen Zahlen beschreiben kann.

Definition 2.4.1. Der Betrag auf den reellen Zahlen ist gegeben durch die

Funktion

T falls . > 0
L|:R—R ; zm|z|=
—x falls x < 0.

Bemerkung 2.4.2. Eine dquivalente Beschreibung des Betrages ist |x| =

max{z, —z} fiir alle z € R.
Proposition 2.4.3. FEs gilt fiir alle z,y € R:

(a) |x| >0, und |z| =0<= 2 =10
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(b) |wyl = [z] - [y
(c) |z +y| < |x]+ ly|.
Die Aussage (c) nennen wir Dreiecksungleichung.

BEWwWEIS. Diese Eigenschaften folgen leicht aus den Kigenschaften von >,
<, > und <. Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung. Es ist z < |z| und
y < |y|. Insbesondere ist also z + y < |z| + |y|. Genauso folgt aus —x < |z
und —y < |y|, dass gilt —(z+y) = (—x)+(—y) < |z|+]|y|. Beides zusammen
liefert

|z +y| =maxz +y, —(z +y) < [z] + [y|.

Das war zu zeigen. ]
Beispiel 2.4.4. Ein paar einfache Beispiele:
o V2| =v2=]2
o B+ (=) =4 =13~ |-7|| und |(=3) + (~7)] =10 = |-3| + | 7]
o [Y(-2)| =Y2=1/p
Das alles verallgemeinert sich fiir beliebige reelle Zahlen.
Lemma 2.4.5. Seien x,y,z € R, mit z > 0, und sei n € N. Dann gilt
(a) |32 = /2,
(b) |z = lyl| < |z —yl,
(c) fiir x # 0 ist |z~ = |z|~1.

Jede Abbildung mit Definitions- und Wertebereich gleich R, kénnen wir

visualisieren.

Definition 2.4.6. Sei f : R — R eine Abbildung. Dann ist der Graph von
f gegeben durch die Menge {(z, f(z))|z € R} CR x R = R2.

Die Elemente eines Graphen kénnen wir nun als Punkte in der Ebene dar-
stellen. Dabei nimmt der erste Eintrag die Rolle der ersten Koordinate und
der zweite Eintrag die Rolle der zweiten Koordinate ein. Zeichnen wir nun

den Graph der Betragsfunktion, so ergibt sich
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Abbildung 2.1: Der Graph der Betragsfunktion = — |z|.

Definition 2.4.7. Der Abstand zwischen reellen Zahlen x und y ist gegeben
durch

d(x,y) = |z —yl.
Proposition 2.4.8. FEs gilt fiir alle x,y,z € R:
(a) d(xz,y) >0, und d(z,y) =0 <= z =1y,
(b) d(z,y) = dl(y,»),
(¢) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Alle diese Aussagen folgen sofort aus den gerade kennengelernten Eigen-
schaften des Betrages.
Wir nutzen die Gelegenheit um wichtige Teilmengen der reellen Zahlen zu

definieren.

Definition 2.4.9. Eine Teilmenge I C R heifit Intervall, wenn fiir alle
x,y,2 € R gilt
(r,yelhz<z<y = ze€l.

Das bedeutet gerade, dass wenn x und ¥ in einem Intervall sind. Dann sind

auch alle reellen Zahlen zwischen x und y in diesem Intervall.

Beispiel 2.4.10. Fiir alle z,y € R sind die folgenden Mengen Intervalle
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o (

o R

(,y) ={a eR|z < a <y}

[z,y) ={a € Rlz < a <y}

(z,y] ={a e Rlx <a <y}

[z,y] ={aeRlz <a<y}
o (x,0) ={a €R|z < a}
o (z,00] ={a€R|z <a}
o (—00,y) ={a eRla <y}
o (—o0,yl ={aeRla<y}

Bemerkung 2.4.11. Die Mengen aus Beispiel 2.4.10 beschreiben bereits
alle Intervalle! Fiir ein Intervall miissen wir nur die Endpunkte festsetzen
und entscheiden, ob diese Endpunkte Teil des Intervalls seien sollen, oder
nicht. Eine runde Klammer bedeutet dabei, dass der entsprechende End-
punkt kein Element des Intervalls ist. Eine eckige Klammer bedeutet, dass

der entsprechende Endpunkt ein Element des Intervalls ist.
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Kapitel 3
Die komplexen Zahlen

Vn €N : (cos (%) +sin (2)-i)" =1

n n

Wir kennen mittlerweile die Teilmengen

In diesem Kapitel werden wir die Fragen kliren, ob man diese Kette noch

ysinnvoll“ um ein Glied verlingern kann.

...Pssst... Die Antwort ist: Jal!

3.1 Neue Zahlen

Wir alle kénnen in R ohne Probleme die Gleichung 22 + 5z + 3 = 0 lésen.

Sie konnen dafiir die pg-Formel benutzen oder — fiir Leute, die sich Formeln

49
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nur sehr schlecht merken kénnen'— quadratische Ergéinzung:

22 +52+3=0
5 5\?  /5\?
2
2 —_— . —_— _ —_— p—
<— z°+ 5 x+(2) (2) +3=0
5\2  /5\?
— =) - (=2 3=0
(=+5) - (3) +
= x+§ 2* §2—3*E
2/ \2 4
5 13 V13
=y = =41
<— x+2 1 5
= x—£—§ oder x——£—§
2 2 2 2

Da wir eingesehen haben, dass v/13 eine reelle Zahl ist, erhalten wir zwei
Losungen der Gleichung. Das sollte doch bitte fiir alle Gleichungen dieser
Form funktionieren. Versuchen wir also die Gleichung z? + 3z + 3 = 0 zu

l6sen. Wir gehen ganz genau so vor wie eben:

224+3x+3=0

3 3\2  /3\?
2 . —_— — JR— — f—
= z*+2 5 x+<2> <2> +3=0
3\2  /3\?
= <x+2> —<2> +3=0
— x+§ 2— §2—3——§
2/ \2 4

Jetzt haben wir auf der linken Seite ein Quadrat stehen und auf der rechten
Seite eine negative Zahl. Es gibt also keine reelle Zahl z, die diese Gleichung
16st (vgl. Proposition 2.2.6(f)). Das ist sehr unbefriedigend! Wir kénnten

uns damit abfinden, oder folgende Frage stellen:
Ist R wielleicht gar nicht so vollstindig?

Bemerkung 3.1.1. Es gibt eine sehr einfache quadratische Gleichung, die

wir in R nicht 16sen kénnen: 22 + 1 = 0.

Wir mochten also neue Zahlen konstruieren, in denen das Verfahren zum
Losen von quadratischen Gleichungen immer funktioniert. Wir stellen eine

Wunschliste zusammen.
1

wie z.B. den Autor dieser Zeilen
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Wunschliste 3.1.2. Von unseren neuen Zahlen wiinschen wir uns:
e dass sie die reellen Zahlen enthalten. (Die kennen wir ja schon)
e dass sie einen Korper bilden. (Wir wollen rechnen diirfen!)

e dass sie ein Element i enthalten, mit 2 = —1. (Wir wollen ja quadra-

tische Gleichungen lésen kénnen — insbesondere x? +1 = 0.)

Wenn diese Wiinsche aber gelten sollen, dann brauchen wir in unseren neuen
Zahlen auch fiir alle b € R das Element b - ¢. Dann brauchen wir aber auch
fiir alle a,b € R das Element a+b-4. Am allerbesten wére es also, wenn sich

die Verkniifungen auf den reellen Zahlen so erweitern lielen, dass die Menge
{a+0b-ila,b e RAI* = —1} (3.1)
einen Korper bildet.

Bemerkung 3.1.3. Wie kénnten diese Verkniipfungen aussehen? Wenn die

Menge aus (3.1) einen Kérper bilden soll, dann muss fiir alle a,b,¢,d € R

gelten:
(i) (a+b-i)+(c+d-i) (Azl)a—i-b-i%—c—kd'i(A:Q) (a+c)+b~i+d-i(2)
(a4+c)+(b+d)-i
(D) . (A2)&(M2)

(i) (a+b-i)-(c+d-i) =a-c+a-d-i+b-i-c+b-i-d-i =
a-ctbd @ 4a-ditbciD(ac—b-d)+(a-dtb-c)-i
=1
Gliicklicherweise kénnen wir diese Gleichnungen tatséchlich als Definition

der neuen Verkniipfungen wéhlen.

Theorem 3.1.4. Mit den folgenden Verkniipfungen bildet die Menge {a +
b-ila,b € RAi% = —1} einen Korper:

Addition: (a+b-i)+ (c+d-i)=(a+c)+ (b+d)-i

Multiplikation: (a +b-i)-(c+d-i)=(a-c—b-d)+(a-d+b-c)-i
Diesen Korper nennen wir Korper der komplexen Zahlen und bezeichnen
thn mit C.

BeEwEIs. Wir miissen die Korpereigenschaften aus Definition 2.1.1 nachwei-
sen. Seien dazu a +b-i,c+d-i € C={a+b-ila,b € RAi* = —1} beliebig

(insbesondere sind also a, b, ¢,d € R).
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Zu (A2): Esgilt (a+b-i)+ (c+d-i) et (a+c)+ (b+d)-i. Da R ein Korper ist,

ista+c=c+aund b+d = d+b. Es folgt also (a+0b-7) + (c+d-i) =
(c+a)+ (d+b)-z'D:ef (c+d-i)+ (a+b-i). Damit ist die Addition

kommutativ.

Zu (A3): Esgilt (a+b-i)+(0+0-7) =(a+0)+ (b+0)-i=a+b-i Damit
ist 0 4+ 0 - ¢ das neutrale Element bzgl. +.

Zu (A4): Da R ein Korper ist, existieren —a und —b € R. Mit diesen Elementen
erhalten wir (a+b-1)+ ((—a)+ (=b) i) = (a+(—a)) + (b+(=b))-i =
0+40-4. Also ist (—a) + (—b) - i das additive Inverse von a + -i.

Zu (M3): Das neutrale Element der Multiplikation in R ist die 1. Wir rechnen
daher (a+b-4)-(1+0-i)=(a-1—-b6-0)+(a-0+b-1)-i=a+b-i.
Es ist also 1+ 0 - ¢ das neutrale Element bzgl. der Multiplikation.

Zu (M4): Fiir die Konstruktion von multiplikativen Inversen wollen wir benut-
zen, dass es multiplikative Inverse von Elementen in R\ {0} gibt. Sei
also a+b-i# 0+0-i (d.h. mindestens eine der Zahlen a und b ist un-
gleich 0). Dann ist a? +b% € R\ {0}. Insbesondere existiert ﬁ eR.

Nun berechnen wir
. a —b .
(a+h”'£ﬁ+w*ﬂﬂ+w'0

_( aa  b-(=D) N a-(fb)_i_ b-a ,
S \a2+b2 a2+ 12 a?+b2  a?2+10b? ‘
_ a24b2 1 _—ab+ab:0

By T a2+4b2

=1+0-1. (3.2)

Die Eigenschaften (A1), (M1), (M2) und (D) zeigt man ganz &hnlich. [

Bemerkung 3.1.5. Wir schreiben kurz a 4+ 0 - i = a fiir alle ¢ € R. Damit
wird R tatséichlich zu einer Teilmenge von C. Weiter ist mit dieser Notation
das neutrale Element bzgl. + gegeben durch 0 und das neutrale Element
bzgl. - durch 1. Das sind also genau die neutralen Elemente in R.

Genau so schreiben wir kurz 0+b-i = b-i fiir alle b € R, und a+(—b)-i = a—b-i
fiir alle a,b € R.

Mit diesen Notationen wird das Inverse eines Elementes a + b -7 € C\ {0}
zu aglﬁ ~(a—"b-1) (vgl. (3.2)).
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Beispiel 3.1.6. Wir rechnen mal mit konkreten Zahlen:
5+7-9)+8+3-9)=5+8)+(7+3)-i=13+10-1.

Es ist also so wie immer: die Addition ist so einfach wie moglich. Sie miissen
nur die ersten Eintridge addieren und die zweiten Eintrige addieren. Die
Multiplikation ist geringfiigig anspruchsvoller. Es gibt aber zwei Wege die
Multiplikation durchzufiihren. Sie konnen die Definition der Multiplikation

benutzen:
5+7-4)-(8+3-9)=(5-8=-7-3)+(5:-3+7-8)-i=19+7114.
Oder das Distributivgesetz:

(547+1)-(843+1) = 5:-845-3-i+T7-8i+7-3-_i> = 40—21+15-i+56+i = 19+71-4.
=—1

%
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Definition 3.1.7. Fiir jedes z = a + b-i € C nennen wir a den Realteil
von z, und b den Imagindrteil von z. Den Realteil von 2z bezeichnen wir mit
Re(z) und den Imaginérteil von z mit Im(z).

Weiter definieren wir die zu z komplex konjugierte Zahl Z =a — b - 1.

Fiir jedes z € C ist somit Re(z),Im(z) € R, z = Re(z) + Im(z) - ¢ und
zZ = Re(z) — Im(z) - 4.

Lemma 3.1.8. Fiir jedes z € C gilt

(a) z-Z = Re(2)? +Im(z)? ist eine nicht-negative reelle Zahl. Ist z # 0, so
ist z -z > 0.

(b) Fiir z#0ist 27 =% (2-2)7L.

BEWEIS. Die erste Gleichung kann man schnell nachrechnen. Die Aussage

aus (b) folgt dann sofort aus Bemerkung 3.1.5. O
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Bemerkung 3.1.9. Wir méchten die komplexen Zahlen geometrisch deu-
ten. Dazu stellen wir fest, dass eine komplexe Zahl z eindeutig durch die zwei
reellen Zahlen Re(z) und Im(z) gegeben ist. Ein Paar von reellen Zahlen ken-
nen wir bereits als Punkte in einem Koordinatensystem. Damit kénnen wir
die komplexen Zahlen durch die (bijektive) Abbildung

C—R? ; 2z~ (Re(z),Im(2))

als Ebene darstellen; wir sprechen auch von der Gauf$’schen Zahlenebene.
Beachten Sie, dass das wunderbar unsere Anschauung der reellen Zahlen als
Zahlengerade erweitert!

Im

Im(z) p----------

Damit koénnen wir nun die komplexen Zahlen auch geometrisch studieren.
Wir kénnen z.B. sinnvoll den Abstand einer komplexen Zahl z zum Null-
punkt definieren. Wenn wir diesen Abstand |z| nennen, dann ist mit dem
Satz von Pythagoras |z|> = Re(2)? + Im(z)? — also ist der Abstand von z
zum Nullpunkt gleich \/Re(2)? + Im(z)2.

Im

Istu=a+b-iund v =c+d-i, dann
ist u+v=_(a+c)+ (b+d)-i Damit
U ist u+wv gegeben durch den Punkt mit
den Koordinaten (a + ¢,b+ d). Dieser

v Punkt entspricht genau dem vierten

u—+v

Punkt des Parallelogramms mit den
Re Punkten (0,0), (a,b), (¢, d).
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Bemerkung 3.1.10. Weiter stellen wir fest, dass Z genau die Zahl ist, die
wir erhalten, wenn wir z an der reellen Achse spiegeln. Auch die Multiplika-
tion mit —1 lésst sich geometrisch deuten. Die Zahl —z erhalten wir, wenn

wir z um 180° um den Nullpunkt drehen.

Definition 3.1.11. Fiir jedes z € C definieren wir den Betrag von z als
2| = \/Re(2)? + Im(z)? L8 oz (das ist genau der Abstand von z zum
Nullpunkt).

Beachten Sie, dass wir fiir eine reelle Zahl a haben: |a| = |[a+0-i] =
va?+ 02 = Va? = max{a, —a}. Damit stimmt dieser Betrag auf R mit
dem bekannten Betrag iiberein. Wir diirfen also ruhigen Gewissens die selbe

Notation fiir beide Betrédge benutzen.

Satz 3.1.12. Fiir alle w, z € C gilt:

(d) z+Z=2-Re(z) und z — 2z =2-Im(z) - .

BeEweis. Das kann man alles schnell nachrechnen, oder sich geometrisch
iiberlegen. Z.B. folgt (a) aus der Tatsache, dass zweimal an der selben Achse

zu spiegeln nichts veréndert. O

Satz 3.1.13. Fir alle w, z € C gilt:
(a) |z2| >0, und |z2| =0 <= 2=0
(b) [z = ||
(c) |w-z| = [w|-|z]
(d) |w+ 2| < fw| +[2]
BEWEIS. Wir zeigen nur die Aussage (c). Es ist
w22 =(w-2) @2 w2 w-z2=(w-w) - (2-2) = |w|]? |2]°.

Wurzelziehen (und beachten, dass der Betrag nie negativ ist) liefert uns
Aussage (c). Alles andere folgt sofort aus der Geometrie der komplexen
Zahlen. O
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%

)

3.2 Reelle quadratische Gleichungen

In diesem kleinen Abschnitt betrachten wir noch einmal quadratische Glei-

chungen in den reellen Zahlen.

Proposition 3.2.1. Seia € R\ {0}. Es gibt genau zwei komplexe Zahlen

z, mit 2% = a.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass a > 0 ist und betrachten die Gleichungen
2?2 —a = 0 und 22+ a = 0. Im ersten Fall liefert die dritte binomische Formel
22 —a = (z—+/a)- (z++/a). Ist nun z € C so, dass 22 — a = 0 ist, so ist

entweder z — v/a =0 oder z + /a = 0 (vgl. Satz 2.1.7(c)). Es folgt
22=a < z=+/a oder z=—va. (3.3)

Als nichstes mochten wir 22 + a = 0 16sen. Wieder mit der dritten binomi-
schen Formel ist 22 +a = 2% —a-i* = (x —\/a-i) - (x ++/a-i). Jetzt kénnen
wir genauso wie eben argumentieren, dass gilt

2=—a < z=+/a-i oder z=—\/a-i. (3.4)

Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Bemerkung 3.2.2. Mit den Gleichungen (3.3) und (3.4) kénnen wir nun
mit Hilfe der komplexen Zahlen tatséchlich alle quadratischen Gleichungen
mit reellen Koeffizienten 16sen. Weiter erhalten wir, dass eine quadratische

Gleichung nicht mehr als zwei verschiedene Losungen besitzt.

Beispiel 3.2.3. Wir betrachten noch einmal die Gleichung 22 + 3z +3 = 0
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vom Anfang dieses Kapitels. Es ist

r“+3x+3=0
3 3\2  /3\?
2
2 — . — — — —
<— r° + 5 m+<2 <2) +3=0
3\2  /3\?2
— ) - (= 3=0
+3 2 3\ 2 5 3
< T — g — — — —
2 2 4
3.4 3 3 V3
7::l: — . :i7.>
x+2 1 1 5 2
3+\/§ - od 3 V3 .
e —— —_ T —_— e — — —_— .
< X 2 2 17 ode X 2 2 2

Mit den komplexen Zahlen liefert uns quadratische Ergénzung (oder die

pg-Formel) also wirklich alle Losungen der Gleichung x? + 3z + 3 = 0.

Es gilt noch viel mehr, was wir aber in dieser Vorlesung nicht beweisen

konnen.

Theorem 3.2.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Seid € N, seien ag, ...,aq-1 €
C und sei x eine Variable. Dann gibt es komplexe Zahlen z1, zo, ..., zq € C,
mit

d—1

tltag -2+ taztao=(x—2) ... (x— zg).

Bemerkung 3.2.5. Wir sagen dazu auch, dass das Polynom z% + a4_; -
291+ ... +ay -z + ag iber C in Linearfaktoren zerfillt.

Beachten Sie, dass die Elemente 21, . . . , 24 nicht alle verschieden sein miissen.
Sind etwa alle a;’s gleich Null, so ist % = (z — 0)¢ und auch alle z;’s sind
gleich Null.

Korollar 3.2.6. Wir benutzen die Notation aus Theorem 3.2.4. Dann gilt
2 tag 2 4 Harta=0 < z€ {z1,..., 24}

Das Polynom 24+ ag_q -2V + ...+ a1z + ao hat also mindestens eine

und hochstens d verschiedene Nullstellen.

BEWEIS. In einem Korper gilt, dass ein Produkt von Elementen nur dann
gleich Null ist, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. Nun folgt die Aussage
sofort aus dem Fundamentalsatz der Algebra 3.2.4. O
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Korollar 3.2.7. Sei w € C und d € N. Dann gibt es hichstens d verschie-

dene kompleze Zahlen z, mit z¢ = w.

Im néchsten Abschnitt werden wir einsehen, dass es fiir jedes w € C\ {0}
genau d verschiedene komplexe Zahlen z gibt, mit 2¢ = w. Dazu miissen wir

die Geometrie der Multiplikation studieren.

W

3.3 Polarkoordinaten

Bemerkung 3.3.1. Jede komplexe Zahl z ldsst sich eindeutig durch die
beiden reellen Zahlen Re(z) und Im(z) beschreiben. Es gibt aber noch ei-
ne andere Moglichkeit komplexe Zahlen zu beschreiben. In der Gauf’schen
Zahlenebene ist jede komplexe Zahl z # 0 eindeutig bestimmt durch Th-
ren Abstand zur Null (den Betrag von z) und dem Winkel, den z mit der

positiven reellen Achse (gegen den Uhrzeigersinn) einschliefit.

Definition 3.3.2. Sei z € C\{0}. Der Winkel den z gegen den Uhrzeigersinn
mit der positiven reellen Achse einschlieit heifit das Argument von z und
wird mit arg(z) bezeichnet. Fiir jeden Winkel o bezeichnen wir mit e(«) die

komplexe z Zahl, mit |z| = 1 und arg(z) = a.

Im Im

Abbildung 3.1: Grafische Definition von arg(z) und e(a).
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Bemerkung 3.3.3. Wir messen Winkel stets im Bogenmaf. D.h. 360° (eine
volle Umdrehung) entsprechen 27 (dem Umfang des Kreises mit Radius 1).
Damit entsprechen 180° dem Bogenmafl 7, 90° entsprechen %77, ... Allgemein
gilt: Ist ein Winkel z in Grad gegeben, dann ist das entsprechende Bogenmafl

: 2
gleich z - 35.

Bemerkung 3.3.4. Sei a ein Winkel (wie immer im Bogenmaf). Da eine
volle Umdrehung nichts verdndert, gilt immer e(a) = e(a + 27). Da auch
zwei, drei, vier, ... volle Umdrehungen nichts verdndern, gilt fiir alle k € Z
die Gleichung

e(a) = e(a + 2km).

Insbesondere diirfen wir fiir jedes z € C stets arg(z) € [0, 27) annehmen.

Beispiel 3.3.5. Da 1 auf der reellen Achse liegt, ist arg(l) = 0. Es folgt
1 = e(0). Eine weitere komplexe Zahl mit Betrag 1 ist 7. Natiirlich schliet

¢ mit der reellen Achse den Winkel 90°... &h ... %7? ein. Also ist ¢ = 6(%7}').
Was ist nun e($7)? Der Winkel 17 entspricht einem 45° Winkel. Damit ist

e(4m) genau so weit von der reellen Achse, wie von der imaginiren Achse

entfernt. Weiter miissen sowohl Real- als auch Imaginérteil positiv sein. Da-

mit ist e(37) = r + - i, mit einer reellen Zahl r > 0, so dass |r +r-i| =1

1

ist. Es muss also 1 = 72 + r2 = 272 gelten. Da r > 0 ist, folgt r = und

somit 6(%71’) = % + % - 1.

S

Bemerkung 3.3.6. Multiplizieren wir eine komplexe Zahl z % 0 mit einer
reellen Zahl r > 0, so entspricht das einer Streckung (falls 7 > 1) bzw. einer

Stauchung (falls » < 1). Insbesondere gilt stets

arg(r - z) = arg(z).
Satz 3.3.7. Fir jedes z € C\ {0} ist z = |z| - e(arg(z)).

BeEweIs. Nach der letzten Bemerkung haben z und |z|-e(arg(z)) das gleiche
Argument. Da |e(arg(z))| = 1 ist, haben z und |z| - e(arg(z)) auch den
gleichen Betrag. Damit stellen Sie die gleiche komplexe Zahl dar. O

Definition 3.3.8. Die Darstellung einer komplexen Zahl z € C\ {0} in der
Form z = r - e(a), fiir ein 0 < r € R und ein «a € [0,27), nennen wir die

Polarkoordinaten von z.
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Die Darstellung von z als z = Re(z) + Im(z) - ¢ nennen wir kartesische

Darstellung.
Es folgt ein Interlude zur Schulmathematik.

Definition 3.3.9. Sei K der Kreis im R? um den Punkt (0,0) mit Radius
1. Fiir jeden Winkel « sind die Werte cos(«) und sin(«) die reellen Zahlen,

mit den Eigenschaften
(i) (cos(a),sin(w)) € K und

(ii) (cos(e),sin(c)) schlieBt mit der positiven ersten Achse den Winkel o

ein (gegen den Uhrzeigersinn).

Der Wert cos(«) heifit Kosinus von o und der Wert sin(«) heifit Sinus von

.

Bemerkung 3.3.10. Aus dieser Definition folgt sofort, dass fiir alle Winkel
a gilt

e cos(a)? +sin(a)? = 1 (wegen (i)), und

e cos(a) = cos(f) Asin(a) =sin(f) < Ik €Z : a=p+ 2nk.

(cos(a), sin(a)) —-4\
RN

Abbildung 3.2: Grafische Definition von Kosinus und Sinus.

Moment mal! Das hab ich doch schonmal gesehen!
Satz 3.3.11. Fiir jeden Winkel « ist e(a) = cos(a) + sin(a) - 7.

BeEWEIS. Die Definitionen von e(«) in der Gaufl’schen Zahlenebene und dem
Punkt (cos(a),sin(a)) im R? sind identisch. Wir miissen also nur den Punkt
(cos(a),sin(a)) als komplexe Zahl identifizieren und schon sind wir fertig.

O
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Als unmittelbare Folgerung erhalten wir.

Korollar 3.3.12. Fiir alle z € C\ {0} gilt

z = |z| - (cos(arg(z)) + sin(arg(z)) - 7).

%

W

Wir kommen nun zur Geometrie der Multiplikation komplexer Zahlen. Mit

elementarer Geometrie lésst sich zeigen, dass folgendes gilt.
Theorem 3.3.13. Fiir alle Winkel o und B gilt e(a) - e(8) = e(a + 3).
Korollar 3.3.14. Fiir alle Winkel o, B gelten die folgenden Rechenregeln:
e cos(a + 3) = cos() - cos(8) — sin() - sin(S)
e sin(a + 3) = cos(a) - sin(B) + sin(a) - cos(B).

BEWEIS. Alles was wir tun miissen, ist zwei komplexe Zahlen zu multipli-

zieren.

cos(a+ ) +sin(a + B) -1 2 e(a+p) 3349 e(a) - e(p)

(cos(a) + sin(a) - i) - (cos(B) + sin(B) - i)
D:f'(cos(oz) -cos(f) — sin(a) - sin(3)) + (cos(a) - sin(B) + sin(«) - cos(f)) - i.

3.3.11

Jetzt vergleichen wir den Realteil und den Imaginérteil auf der linken und

der rechten seite und schon sind wir fertig. O

Bemerkung 3.3.15. Natiirlich wird ein (Taschen)rechner in den Sie cos(0, 2)
eintippen, nicht anfangen Kreise zu zeichnen und Winkel zu messen. Wir
werden die Funktionen Kosinus und Sinus spéter noch formal definieren
und kléren, wie deren Werte berechnet werden. Dabei werden wir eine fan-
tastische Verkniipfung zur Exponentialfunktion e” aufdecken. (Diese wird

auch durch unsere Bezeichnung e(«) schon angedeutet.)

Korollar 3.3.16. Seien z =r-e(a) und w = s-e(f) zwei komplexe Zahlen

in Polarkoordinaten. Dann gilt


https://www.uni-due.de/~adg350u/Skripte/AKdeZ.pdf

62 KAPITEL 3. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN
(a) z-w=(r-s) ela+p)

(b) 27t =r7t.e(—a)=r~1.e(27 — )

(c) 2" =7r"-e(na)

Bewers. Teil (a) folgt sofort aus Theorem 3.3.13. Fiir Teil (b) rechnen wir

einfach

—

a

(r-e(a)) - (7«—1 ce(—a)) = (r- 7‘_1) (a—a)=1-e(0) =" 1.

N

Teil (c) folgt per Induktion iiber n.
IA: Die Aussage ist offensichtlich richtig.

15: Wir nehmen also an, dass die Aussage fiir ein n € N richtig

ist. Dann gilt
= = (1" e(na)) - (r-e(a)) =2 r"Toe(na+a) =r"e((n+1)a).
Das war zu zeigen. O

Bemerkung 3.3.17. Die Geometrie der Multiplikation ergibt sich also
durch folgende Regel: Bei der Multiplikation von komplexen Zahlen wer-
den die Betriige multipliziert und die Argumente (Winkel) addiert!

3.3.18. Das kénnen wir nutzen um Wurzeln in den komplexen Zahlen zu
ziehen. Fangen wir mit den einfachsten und wichtigsten Wurzeln an: Wir
wollen die Gleichung 2® = 1 16sen. Wir stellen fest, dass [28| = |2|® = 1 gelten
muss. Damit ist |z| = 1. Die Losungen der Gleichung 2% = 1 sind also von
der Form e(a). Da 1 = ¢(0) ist, muss also gelten e(0) = 1 = e(a)® = e(8).
Der Winkel 8a muss also eine volle Umdrehung beschreiben. D.h. 8aw = 2kn
fiir ein k € Z. Weiter wissen wir, dass o — als Argument einer komplexen
Zahl — in [0,27) liegt. Es folgt, dass die Losungen der Gleichung 28 = 1
gegeben sind durch

2.0-pi.  2-1-pi

2.2 pi 2.7 pi

. ) T S

).

Weiter sind diese komplexen Zahlen alle verschieden. Ersetzen wir iiberall 8

durch n gelten die Argumente ganz genauso . Damit folgt:
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Satz 3.3.19. Fir alle n € N gibt es genau n verschiedene komplexe Zahlen

z € C, mit 2™ = 1. Diese sind gegeben durch die n-ten Einheitswurzeln

2k 2k 2k
Cnk =€ <W> = cos <7r> + sin (W) -1, firke{0,...,n—1}.
n n n

Als Verallgemeinerung erhalten wir:

Satz 3.3.20. Seiw = s-e(B) € C\ {0} und n € N. Dann gibt es genau n

verschiedene komplexe Zahlen z, mit 2™ = w. Diese sind gegeben durch

C/@e(%)-(n,k, fir ke {0,...,n—1}.

BEwEIs. Dass diese Elemente alle die Gleichung 2" = w erfiillen folgt
schnell aus Korollar 3.3.16. Noch mehr Lésungen kann es nach Korollar
3.2.6 nicht geben. O
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Kapitel 4

Kardinalitiaten

N()?éc

Bevor es nun endlich mit dem Hauptteil der Vorlesung los geht, werden wir in
diesem Kapitel noch klidren wie viele reelle Zahlen es gibt. Die naive Antwort
ist ,unendlich-viele*. Wenn ich fragen wiirde wie viele natiirliche Zahlen
es gibt, wire die Antwort ebenfalls , unendlich-viele“. Das ist auch beides
richtig, aber leider gilt unendlichAunendlich. Das werden wir im folgenden

formalisieren.

4.1 Endliche Mengen

4.1.1. Angenommen ich hétte einen Haufen Bonbons dabei und ich mochte
wissen ob es mehr Bonbons als Teilnehmer*innen der Vorlesung gibt — oh-
ne zu Zahlen. Dann kénnte ich allen anwesenden Personen ein Bonbon in
die Hand driicken: bleiben am Ende Bonbons iibrig, dann hatte ich mehr
Bonbons als es Teilnehmer*innen gibt (die kénnte ich dann irgendwie auf
die Teilnehmer*innen verteilen, wenn ich mochte); bekommen manche kein
Bonbon ab, dann gibt es weniger Bonbons als Teilnehmer*innen; bekommt
jede Person genau ein Bonbon und kein Bonbon bleibt iibrig, dann hatte ich
genau so viele Bonbons, wie es Teilnehmer*innen gab. Klar!

Die Zuordnung der Bonbons auf die Personen kann man als Abbildung be-

trachten. Dann konnen wir das einfache Beispiel oben iibersetzen zu:

e Gibt es eine surjektive Abbildung von der Menge der Bonbons in die

65



66 KAPITEL 4. KARDINALITATEN

Menge der Personen, dann gibt es mindestens so viele Bonbons wie

Personen.

e Gibt es eine injektive Abbildung von der Menge der Bonbons in die
Menge der Personen, dann gibt es hochstens so viele Bonbons wie

Personen.

e Gibt es eine bijektive Abbildung von der Menge der Bonbons in die
Menge der Personen, dann gibt es genau so viele Bonbons wie Perso-

nermn.

Definition 4.1.2. Zwei Mengen M und N heiflen gleichmdchtig, wenn es
eine bijektive Abbildung f : M — N gibt.

Bemerkung 4.1.3. Wir miissen noch kurz {iberpriifen ob diese Definition
gut gewahlt ist. Sprachlich macht es ndmlich keinen unterschied, ob M und
N gleichméchtig sind, oder ob N und M gleichméchtig sind. Daher sollte
beides auch mathematisch keinen unterschied machen. Das ist zum Gliick
der Fall:

Sei f: M — N eine bijektive Abbildung. Dann gibt es eine Umkehrabbil-
dung f~': N — N (vgl. Satz 1.2.12). Damit ist aber f die Umkehrabbil-
dung von f~!. Es muss also (wieder mit Satz 1.2.12) auch die Abbildung
f~': N — M bijektiv sein.

Es ist also ganz egal ob wir fordern, dass es eine bijektive Abbildung von M
nach N gibt, oder dass es eine bijektive Abbildung von N nach M gibt.

Slogan: gleichmiéchtig = gleich viele Elemente

Lemma 4.1.4. Seien M, N,T Mengen. Sind M und N gleichmdchtig, und
N und T gleichmdchtig, dann sind auch M und T gleichmdchtig.

BEWEIS. Seien also bijektive Abbildungen f: M — Nund g: N — T
gegeben. Dann ist go f : M — T eine Abbildung. Da f und g bijektiv sind,
gibt es Umkehrabbildungen f~! : N — M und ¢~' : T — N. Damit
existiert auch die Abbildung f~to g™ : T — M. Fiir jedes t € T gilt nun

(gof)o(fTog H®)=g(f(f g W) =9(g7 () =t.



4.2. ABZAHLBARE MENGEN 67

Genau so sieht man leicht ein, dass fiir jedes m € M die Gleichung

(ftog ) olgo f)(m) =m

gilt. Damit besitzt gof : M — T eine Umkehrabbildung (némlich f~tog™!)
und ist daher bijektiv. Das bedeutet gerade, dass M und T gleichméchtig
sind. ]

Definition 4.1.5. Sein € N. Jede Menge M, die gleichmiichtig zu {1,...,n}
ist, hat Kardinalitit n. Wir bezeichnen das mit |M| = n. Die Kardinalitét
der leeren Menge () setzen wir gleich 0 und bezeichnen das mit || = 0.

Eine Menge heifit endlich, wenn es ein n € Ny gibt, mit |[M| = n. Eine

Menge, die nicht endlich ist nennen wir unendlich.
Slogan: Kardinalitit = Anzahl der Elemente

Beispiel 4.1.6. Fiir jedes n € Nist id : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv.
Damit ist [{1,...,n}| =n.

Die néchste Aussage sollte dank unserer Voriiberlegungen sehr einleuchtend

sein. Daher verzichten wir auf den formalen Beweis.

Lemma 4.1.7. Seien M und N endliche Mengen und sei f : M — N
eine Abbildung. Dann gilt:

(a) f ist injektiv = |M| < |N|
(b) f ist surjektiv = |M| > |N|

(c) f ist bijektiv = |M| = |N|

%

W

4.2 Abziahlbare Mengen

Wir versuchen jetzt einige der Resultate aus dem letzten Abschnitt auf Men-

gen auszuweiten, die unendlich sind.
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Beispiel 4.2.1. Wir wollen ein paar Fragen kléren. Erinnern Sie sich daran,

dass zwei Mengen gleichmdchtig heiflen, wenn es eine bijektive Abbildung

zwischen den Mengen gibt, und dass das nichts anderes aussagt, als dass die

beiden Mengen gleich viele Elemente haben.

(a)

Sind N und Ny gleichméchtig?

Die Antwort ist ,,Ja“! Denn die Abbildung
f N—Nyg ; n—n-1

ist bijektiv. Beachte, dass die Umkehrabbildung gegeben ist durch n —
n+ 1.
Sind die Mengen N und NU {—1,-2,..., -39} gleichméchtig?

Wieder ist die Antwort ,,Ja“! Die bijektive Abbildung kénnen Sie nach

Teil (a) schnell erraten:

fiN—NU{-1,-2,...,-39} ; nr—n—40

Sind N und Z gleichméchtig?

Es ist kaum zu glauben, aber die Antwort ist auch hier ,,Ja*! Wir kénnen
eine bijektive Abbildung konstruieren, in dem wir die negativen Zahlen
auf die geraden natiirlichen Zahlen abbilden und die nicht-negativen

Zahlen auf die ungeraden. Formal:

2n +1 ,falls n >0
2-(—n) Lfallsn <0

f:Z—N ; n—

Wir weisen wieder nach, dass f bijektiv ist. Man kann sich wieder eine
Umkehrabbildung konstruieren, oder aber die Injektivitdt und Surjekti-
vitéit einzeln nachweisen. Wir machen zur Abwechslung mal letzteres.

Zur Injektivitét: Seien n,k € Z, mit f(n) = f(k). Dann sind f(n) und
f (k) entweder beide gerade oder beide ungerade. Die Definition der Ab-
bildung f impliziert nun, dass entweder n,k > 0 oder n,k < 0 gilt.

Damit erhalten wir

fn)=f(k) = 2n+1=2k+1 V2-(—n)=2-(—k) = n=k.
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Die Abbildung f ist also tatséchlich injektiv.

Zur Surjektivitit: Sei n € N beliebig. Falls n gerade ist, ist 0 > (=§) €
Z, und es ist f(—5) = 2 (—(—%5)) = n. Falls n ungerade ist, ist 0 <
"T_l € Z, und es gilt f("T_l) =2- %_1 + 1 = n. Wir finden also fiir jedes
n € N ein Element aus Z, das von f auf n abgebildet wird. Damit ist f

auch surjektiv.

Zusammengenommen erhalten wir, dass f wie behauptet bijektiv ist.

Definition 4.2.2. Eine Menge M heifit abzdhlbar, wenn es eine injektive
Abbildung f : M — N gibt. Eine Menge, die abzihlbar aber nicht endlich

ist, heiflt auch abzdhlbar unendlich.

Beispiel 4.2.3. Sei M irgendeine endliche Menge. Dann gibt es eine bijekti-
ve Abbildung f : M — {1,...,n} C N. Erweitern wir bei dieser Abbildung
den Wertebereich zu N, ist die Abbildung immer noch injektiv (wir fiigen zu
dem Wertebereich nur Elemente hinzu, die kein Urbild besitzen). Es folgt,
dass jede endliche Menge abzéahlbar ist.

Proposition 4.2.4. Jede abzihlbare Menge ist entweder endlich oder gleich-

mdchtig zu N.

BEWEIS. Sei also M abzéhlbar unendlich. Dann gibt es eine injektive Ab-
bildung f : M — N. Damit ist aber die Abbildung f : M — f(M)
bijektiv (vgl. Bemerkung 1.2.11). Damit sind M und f(M) gleichméchtig.
Da f(M) C Nist, konnen wir durch Ersetzen von M durch f(M) annehmen,
dass M eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist.

Nun sortieren wir die Elemente in M. Wir definieren induktiv
m1 = min M und mp+1 = min M \ {mq,...,my} fir alle kK € N.

Da M nicht endlich ist, ist tatséchlich fiir jedes k € N ein my € M definiert
und es gilt
mp <mg <mg<... (4.1)

Weiter gibt es fiir ein beliebiges m € M nur endlich viele Elemente in M,
die kleiner sind als m (da M C N). Es kommt also auch jedes m € M in der
Liste (4.1) vor. Damit gilt M = {my, ma, ms,...}.
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Das ist im wesentlichen alles, was wir zeigen mussten. Denn die Abbildung
f*N—M ; ne—my,

ist nun (offensichtlich) bijektiv.

OK, man sollte nie das Wort offensichtlich benutzen. Also nochmal langsam: Seien n, k €
N, mit f(n) = f(k). Dann ist m,, = mg. Per Konstruktion ist das aber nur méglich, wenn
n = k ist. Damit ist f injektiv. Ist nun m € M belibeig, dann gibt es ein k£ € N, mit

m = mg. Es ist also f(k) = my = m. Damit ist f auch surjektiv. ]

Bemerkung 4.2.5. Betrachten wir den Beweis in Ruhe, sehen wir, dass
eine Menge abzédhlbar ist, wenn wir ihre Elemente in eine Liste eintragen

konnen.

Satz 4.2.6. Fir jedes n € N sei M, eine abzdihlbare Menge. Dann ist auch
Unen Mn abzdihlbar.

BEwEIS. Wir geben nur ein Idee an, wie man alle Elemente aus |J,cy My
auflisten kann. Da alle Mengen M,, abzahlbar sind, konnen wir die Elemente
von M, auflisten als a1, an2, ans, ... Sollte M, endlich sein, dann listen wir
einfach ein Element unendlich oft auf (dadurch veréndert sich die Menge

nicht). Nun betrachten wir folgendes Schema

Dies gibt eine Reihenfolge an, in der wir alle Elemente aus | J,, .y M, auflisten
konnen — wir starten bei a;; und folgen den Pfeilen. Sollten wir auf ein
Element treffen, dass wir schon gelistet haben, dann iiberspringen wir das
einfach. Nach Bemerkung 4.2.5 ist | J,,cy M, abzéhlbar. O

Korollar 4.2.7. Q ist abzdhlbar.
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Bewers. Esist Q = {£|k € Z} = U, en{E|k € Z}. Fiir jedes n € N ist die
Menge {%U{ € Z} gleichméchtig zu Z (finden Sie die bijektive Abbildung?).
Da 7Z abzdhlbar ist, nach Beispiel 4.2.1(c), folgt, dass Q eine abzéhlbare
Vereinigung von abzihlbaren Mengen ist. Mit Satz 4.2.6 folgt nun, dass Q
abzahlbar ist. O

Bemerkung 4.2.8. Manchmal wird gesagt, dass alle abzahlbar unendlichen
Mengen die Kardinalitdt ag (Aleph Null) haben. Dies kénnen wir wieder
durch |N| = Xq abkiirzen.

%

)

4.3 Uberabzihlbare Mengen

Eine Frage, die sich nach dem letzten Abschnitt aufdringt ist nun: Gibt es

auch unendliche Mengen, die nicht abzéhlbar sind? Das kldren wir nun.

Definition 4.3.1. Eine unendliche Menge, die nicht abzéhlbar ist, heif3t

iberabzahlbar.

4.3.2. Wir studieren im folgenden die Menge
C={f:N—{0,1}|f ist Abbildung} (4.2)

C ist also die Menge aller Abbildungen von den natiirlichen Zahlen in die
Menge {0, 1}. Wir iiberlegen uns als erstes, dass diese Menge unendlich ist.

Fiir jedes k € N definieren wir

1 Lfallsn==k
0 ,fallsn#Ek

fe : N—{0,1} ; n—

Das sind alles unterschiedliche Abbildungen und somit unterschiedliche Ele-

mente in C. Damit ist C tatsichlich unendlich.

Satz 4.3.3. Die Menge C aus (4.2) ist Gberabzihlbar.
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BEwWEIS. Wenn C abzihlbar wire, so gibe es eine bijektive Abbildung von
N nach C. Wir wolle nzeigen, dass es so eine Abbildung nicht geben kann.
Sei g : N — C' eine Abbildung. Jedes g(n) ist eine Abbildung von N —
{0,1}. Zur Ubersichtlichkeit setzen wir g(n) = g, : N — {0, 1}.

Wir wollen ein f € C konstruieren, das nicht von der Form g,, n € N ist.

Das ist erstaunlicherweise recht einfach. Wir definieren

0 ,falls gp(n)=1

1, falls gn(n)

f:N—{0,1} ; nw~—
0

Fiir jedes n € N ist damit f(n) # gn(n). Insbesondere ist f # g, fiir alle
n € N. Anders formuliert heifft das nichts anderes, als dass f € C nicht im
Bild ¢g(N) liegt. Die Abbildung ¢ ist also nicht surjektiv.

Da g beliebig gew#hlt war, gibt es keine surjektive Abbildung von N nach
C. Erst recht gibt es also keine bijektive Abbildung von N nach C. Damit
kann C' nicht abzihlbar sein. O

Bemerkung 4.3.4. Sei f: N — {0,1} eine Abbildung. Dann gilt fiir alle
neN

9k
k=1

OSZTL:J;(;I:)S ° i1.3<.121
k=1

Die Menge {>;_, %m € N} ist somit nach oben und nach unten be-
schrinkt. Die Definition der reellen Zahlen garantiert nun, dass diese Menge
ein Supremum ay € R besitzt. Da alle Elemente der Menge in [0,1) liegen,
gilt sogar as € [0, 1]. Die Zuordnung f + ay beschreibt also eine Abbildung
von C' in das Intervall [0, 1].

Umgekehrt kann man auch zeigen, dass es fiir jedes a € [0,1] ein f € C gibt

mit ay = a. Damit kann man (nicht trivial) zeigen:

Satz 4.3.5. Die Menge C aus (4.2) und das Intervall [0, 1] sind gleichmdchtig.

Insbesondere ist [0, 1] diberabzihlbar.
Korollar 4.3.6. R und R\ Q sind tiberabzihlbar.

BEwEIs. Da [0,1] C R, ist R nicht kleiner als [0,1]. Damit kann R nicht
abzdhlbar sein.

Wire R\ Q abzéhlbar, so wire auch die Vereinigung R\QUQ = R abzéhlbar.
Das ist nicht der Falll Damit kann R \ Q nicht abzihlbar sein. O
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Slogan: Es gibt (viel) mehr irrationale reelle Zahlen, als rationale Zahlen.

Bemerkung 4.3.7. Es gilt sogar, dass R und |0, 1] gleichméchtig sind. Das
sieht auf den ersten Blick iiberraschend aus, allerdings haben wir etwas ganz

dhnliches schon eingesehen. Die Abbildung
(R xR)\{(0,0)} — C\ {0} ; (a,b)—~a+b-1

ist bijektiv. Stellen wir komplexe Zahlen in Polarkoordinaten dar, erhalten

wir eine bijektive Abbildung
g:C\{0} — (0,00 x [0,27) =z (]2],arg(z)).

Da auch die Hintereinanderausfithrung go f bijektiv ist, folgt, dass (R x R)\
{(0,0)} und (0,00) x [0,27) gleichméchtig sind. Damit sieht es nun doch

recht plausiebel aus, dass R gleichméchtig zu einem Intervall ist.
Wir beenden das Kapitel mit zwei Bemerkungen.

Bemerkung 4.3.8. Der Beweis von Satz 4.3.3 lisst sich verallgemeinern zu
folgender Aussage: Sei M eine Menge, dann gibt es keine bijektive Abbildung
zwischen M und der Potenzmenge B (M).

Die Potenzmenge ist also immer echt groflier als die Menge selbst. Insbeson-

dere gibt es keien ,,grofite Unendlichkeit*.

Bemerkung 4.3.9. Man sagt auch, dass die Kardinalitidt von R gegeben
ist durch ¢ (das Kontinuum). Da es tatséichlich mehr reelle Zahlen gibt als

es natiirliche Zahlen gibt, ist ,,c > Ng“.
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Kapitel 5

Folgen und Reihen

e =limp_ 00 (1 + %)"

5.1 Folgen
Definition 5.1.1. Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung
N—-M ; n—an

Dies entspricht (wie wir im letzten Kapitel gesehen haben) einer Auflis-
tung der Elemente aj,as,as,... Daher schreiben wir eine Folge auch als
(a1,a2,as,...) und kurz als (a,)nen. Ein Element a,, aus dieser Folge heifit
Folgenglied.

Eine Folge in R heifit reelle Folge, eine Folge in C heifit komplexe Folge.

Bemerkung 5.1.2. Es ist wichtig zwischen der Folge (a;,)nen und der Men-
ge {ap|n € N} zu unterscheiden. In der Folge gibt es eine Reihenfolge der
Elemente (anders als in der Menge); Es ist klar, dass a; der erste Eintrag
ist und age; der 321-te. Weiter konnen in der Folge viele — auch alle — Fol-
genglieder gleich sein.

Wir werden fast nur reelle und komplexe Folgen betrachten. Auf R und C
haben wir ndmlich ein sehr wichtiges Hilfsmittel fiir das Studium von Folgen

zur Hand: den Betrag!

Beispiel 5.1.3. Hier sind ein paar Beispiele von Folgen:

75
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(a) (1)pen ist die konstante Folge (1,1,1,...).

(b) ((—=1)™)pen ist die Folge (—1,1,—1,1,—1,...).

(c) Allgemeiner liefert jedes z € C eine Folge (2™)nen = (2,22, 23,...).
(d) (n)nen ist die Folge (1,2,3,4,...) der natiirlichen Zahlen.

(e) (1/n),e ist die Folge (1,1/2,1/s,...).

(f) (n+4 (=1)" - i)pen ist die Folge (1 —i,2+4,3 —1i,...).

(g) (3,1,4,1,5,9,2,6,...)ist eine Folge, deren Abbildungsvorschrift wir nicht

kennen.

Bei einer reellen Folge (ay,)neny konnen wir die Punkte (n,a,) in ein Ko-
ordinatensystem einzeichnen um die Folge zu untersuchen. Das hilft der
Anschauung, allerdings kénnen so immer nur endlich viele (also fast keine)
Folgenglieder betrachtet werden.

Wir starten mit ein paar Grundlegenden Definitionen.
Definition 5.1.4. Sei (ay,)nen eine reelle Folge. Die Folge heifit
e monoton wachsend, falls fiir alle n € N gilt: ap41 > an.
e streng monoton wachsend, falls fiir alle n € N gilt: ap 11 > ay.
e monoton fallend, falls fiir alle n € N gilt: ap+1 < ay,.
e streng monoton fallend, falls fiir alle n € N gilt: a,11 < ay.
e monoton, falls sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

e streng monoton, falls sie streng monoton wachsend oder streng mono-

ton fallend ist.

Beispiel 5.1.5. Die Folge (n),en ist streng monoton wachsend. Die Folge
(1/n)nen ist streng monotan fallend. Eine konstante reelle Folge ist sowohl

monoton wachsend als auch monoton fallend.

Die Folgen (n)nen, (2n)nen und (n499),cn (das sind die Folgen der natiirlichen
Zahlen, der geraden Zahlen und der natiirlichen Zahlen ab 100) sind nicht
vOllig unabhingig von einander. Jede der beiden letzen Folgen ist ,in der

ersten Folge enthalten®. Dafiir gibt es auch eine Definition.
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Definition 5.1.6. Sei (ay,)nen eine Folge in einer Menge M und sei (ng)ien
eine streng monoton wachsende Folge in N. Dann heiit die Folge (an, )ken
Teilfolge von (an)neN-

Die spezielle Teilfolge (a4 )nen von (ap)nen, die dadurch entsteht, dass wir

die ersten k Folgenglieder weglassen, bezeichnen wir kurz mit (an)p>k-

Bemerkung 5.1.7. Da N C R gilt, ist auch fiir eine Folge in N definiert
wann sie streng monoton heifit. Die strenge Monotonie der Folge (ng)ken
sorgt dafiir, dass in einer Teilfolge die Ordnung/Reihenfolge aus (an)nen
beibehalten wird.

Beispiel 5.1.8. Die Folgen (2n),en und (n + 99),en = (n)n>100 sind Teil-
folgen von (n),en. Die Folge (1,3,2,4,5,7,6,8,9,11,...) besteht zwar aus
lauter verschiedenen natiirlichen Zahlen, ist aber trotzdem keine Teilfolge

von (n),en, da die Reihenfolge aus (n),ecyn nicht beibehalten wird.

%

W

Wir kommen nun zu der wesentlichen Definition von Folgen, die uns noch

lange begleiten wird.

Definition 5.1.9. Sei (a,)nen eine reelle (oder eine komplexe) Folge und

sei a € R (oder a € C). Die Folge (an)nen konvergiert gegen a, falls gilt
Ve>0:3INeN:Vn>N : |a, —a| <e.

D.h.: Die Folge (an)nen konvergiert gegen a, wenn es fiir jedes (noch so
kleine) e > 0 einen Index N € N gibt, so dass alle Folgenglieder a,,, mit
n > N die Ungleichung |a,, — a| < ¢ erfiillen.

Ist dies der Fall, dann heifit a der Grenzwert oder Limes von (a,)nen und
wird mit a = lim,_,« a,, bezeichnet. Die Folge heifit dann konvergent (gegen
a). Existiert kein a mit dieser Eigenschaft, dann heifit die Folge (an)nen

divergent.

Bemerkung 5.1.10. Sie konnen sich vorstellen, dass eine Folge gegen a

konvergiert, wenn es immer mehr Folgenglieder gibt die nah an a liegen, als
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Folgenglieder die nicht nah an a liegen. Dabei muss es egal sein, wie Sie
Néhe definieren (ob 1,5 oder 0,00000001).

Es gilt |a, — a| < € genau dann wenn a,, € (a — £, a + €). Damit konvergiert
die Folge (an)nen gegen a genau dann, wenn fiir jedes € > 0 nur endlich

viele Folgenglieder nicht im Intervall (a — ¢, a + ¢) liegen.

Wieder sollten wir uns fragen, ob der Begriff Grenzwert sinnvoll definiert

ist. Dass dies der Fall ist, wird durch den folgenden Satz bestétigt.

Satz 5.1.11. Sei (ay,)nen eine konvergente reelle oder komplexe Folge. Dann

besizt Sie genau einen Grenzwert.

BEWEIS. Die Definition von konvergent sagt aus, dass es mindestens einen
Grenzwert geben muss. Wir nehmen an, dass es zwei verschiedene Grenzwer-
te gibt und fiithren das auf einen Widerspruch. Seien diese beiden Grenzwerte
von (an)nen die Zahlen a und b. Wir wihlen ¢ = 1|a — b|. Dann gibt es ein
N, € N, so dass |a, — a| < ¢ fur alle n > N, gilt. Genau so gibt es ein
Ny € N, so dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N, gilt. Fiir N = max{N,, Np} gilt
nun

lap, —al <e und |a, —b| <e fiir alle n > N.

Daraus folgt aber, dass fiir alle n > N (uns geniigt tatsichlich ein einziges

solches n) gilt
la—bl =|(a—ap) — (b—ayn)| <la—an|+1b—an| <2e=la—0|

Das ist offensichtlich eine flasche Aussage. Damit muss unsere Annahme
falsch gewesen sein. Es gibt also nicht zwei Grenzwerte der konvergenten

Folge (an)n€N~ O

Bemerkung 5.1.12. Ist eine Folge konvergent gegen a, so ist auch jede
Teilfolge konvergent gegen a: Wenn fiir jedes € > 0 nur endlich viele Folgen-
glieder a,, nicht in (a — ¢, a + ¢) liegen, dann ist das erst recht richtig wenn

wir zu einer Teilfolge iibergehen.

Beispiel 5.1.13. e Fiir a € C konvergiert die konstante Folge (a)nen
gegen ... na klar: a. Jedes Folgenglied a, ist gleich a. Damit ist fiir
jedes n € N und jedes € > 0 die Ungleichung 0 = |a — a| = |a — ay| < ¢
erfiillt.
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e Die Folge ((—1)")nen ist nicht konvergent. Sie hat die konstanten Teil-
folgen (1),en, die gegen 1 konvergiert, und (—1),en, die gegen —1
konvergiert. Mit Bemerkung 5.1.12 folgt sofort, dass ((—1)"),en nicht

konvergent ist.

e Die Folge (n)nen ist ebenfalls nicht konvergent. Sei dazu a € R be-
liebig. Fiir ¢ = 1/2 enthélt das Intervall (a — €,a + €) hochstens eine
natiirliche Zahl. Insbesondere enthélt dieses Intervall nicht alle bis auf
endlich viele natiirliche Zahlen. Es folgt, dass a kein Grenzwert der
Folge ist. Da a € R beliebig gewéhlt war, besitzt die Folge iiberhaupt

keinen Grenzwert in R.

Wir haben im Beispiel gerade zwei verschiedene Griinde kennengelernt,
warum eine Folge nicht konvergiert. Einmal, weil wir Teilfolgen finden, die
gegen unterschiedliche Grenzwerte konvergieren, und einmal, weil jedes In-
tervall nur endlich viele Folgenglieder enthélt. Natiirlich gibt es auch fiir das

eine mathematsche Definition.

Definition 5.1.14. Eine reelle oder komplexe Folge (ay,)nen heifit beschrankt,
wenn es ein K € R gibt, so dass |a,| < K ff alle n € N gilt.

Beachte, dass ((—1)"),en beschrankt ist (und nicht konvergiert) und (n),en

nicht beschrénkt ist (und nicht konvergiert).

Satz 5.1.15. Jede konvergente reelle oder komplexe Folge (an)nen ist be-

schrankt.

BEWEIS. Die Idee ist ganz einfach: Alle bis auf endlich viele Folgenglieder
miissen nah an a = lim, o, a, liegen. Diese kénnen sich also nicht weit von
a entfernen und sind somit beschriankt. Die endlich vielen Folgenglieder die
iibrig bleiben sind natiirlich auch bechrankt. Das machen wir jetzt nochmal
formal:

Es gibt ein N € N, so dass |a — a,| < 1 fiir alle n > N gilt. Insbesondere ist

1> |an — a| > |an| — |a| und somit
lan| <1+ |a fiir alle n € N.

Kombinieren wir das mit den trivialen Ungleichungen |a,| < |ay| fiir alle
n € {l,...,N — 1}, erhalten wir

lan| < max{|ai|,|az],...,|lan—1],1 4+ |a|} fur alle n € N.
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Damit ist (an)nen tatsidchlich beschriankt. d

Bemerkung 5.1.16. Wie wir schon eingesehen haben, gilt die Riickrichtung
der gerade bewiesenen Aussage nicht, da es beschrinkte Folgen gibt, die
nicht konvergieren. Z.B. ((—1)")pen.

Damit die Riickrichtung gilt, miissen wir eine weitere Bedingung an die Folge

(an)nen stellen.
Satz 5.1.17. Jede monotone beschrinkte reelle Folge konvergiert.

BEWEIS. Sei (a,)nen eine relle Folge, die monoton und beschrinkt ist. Wir
nehmen an, dass die Folge monoton wachsend ist. Da auch die Menge {a,|n €
N} beschrénkt ist, existiert a = sup{a,|n € N} € R. Wir behaupten, dass
das der Grenzwert der Folge ist. Sei dazu € > 0 beliebig. Da a die kleinste
obere Schranke von {a,|n € N} ist, ist a — ¢ keine obere Schranke mehr. Es

gibt also ein N € N, mit

a > an > a—¢€
~— ——
obere Schranke keine obere Schranke

Da (an)nen monoton wachsend ist, gilt a > a, > a — ¢ fiir alle n > N.
Umstellen der Gleichung liefert 0 < a — a,, < € und somit |a — a,| < ¢ fur
alle n > N. Damit ist wie gewiinscht a der Grenzwert von (a,)nen-

Falls (an)neny monoton fallend ist zeigt man ganz genauso dass die Folge

gegen inf{a,|n € N} konvergiert. O

Beispiel 5.1.18. Da fiir jedes n € N die Ungleichung 0 < %—‘rl < % gilt, ist

die Folge (%)neN monoton fallend und beschriankt. Es folgt, dass die Folge

konvergiert und es gilt

1 1
lim — =inf{—|n € N} = 0.
n

%

)

Definition 5.1.19. Sei (ay,)nen eine reelle (oder komplexe) Folge. Ein a € R
(oder a € C) heifit Hdaufungspunkt der Folge, wenn es eine Teilfoge von
(an)nen gibt, die gegen a konvergiert.
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Beispiel 5.1.20. Wie wir in Beispiel 5.1.13 gesehen haben, sind die Werte 1
und (—1) Haufungspunkte von ((—1)"),en. Allgemein folgt aus Bemerkung
5.1.12, dass jede konvergente Folge genau einen H&ufungspunkt besitzt —

némlich ihren Grenzwert.
Lemma 5.1.21. Jede reelle Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

BEWEIS. Die Aussage ist nicht besonders iiberraschend. Was iiberraschend
ist, ist dass der Beweis ziemlich lang ist. Wir werden ihn hier (leider) nicht
fithren. O

Satz 5.1.22. Jede beschrinkte reelle Folge besitzt einen Hdufungspunkt.

BEWEIS. Jede beschrinkte reelle Folge besitzt eine monotone Teilfolge nach
Lemma 5.1.21. Diese Teilfolge ist notwendigerweise immer noch beschréankt
und reell. Damit konvergiert sie nach Satz 5.1.17. Der Grenzwert dieser

Teilfolge ist nun der ein Haufungspunkt der Folge. O
Wir kommen zu einigen Beispielen.

Beispiel 5.1.23. Sei z € C beliebig. Falls |z| > 1 ist die reelle Folge
(|2|")nen unbeschrénkt nach Proposition 2.3.13. Aus [z"| = |z|" folgt so-
fort, dass auch die komplexe Folge (z"),cn unbeschrinkt ist. Es folgt:

die Folge (2")nen ist divergent, falls |z| > 1.

Falls |z| < 1, ist die reelle Folge (|2|™)nen monoton fallend und (wieder nach
Proposition 2.3.13) ist inf{|z|"|n € N} = 0. Fiir jedes ¢ > 0 existiert also
ein N € N, mit ||z|" — 0| = |2" — 0| < ¢ fiir alle n > N. Das besagt gerade

die Folge (z"),enkonvergiert gegen 0, falls |z| < 1.

Das ist eine schone Fallunterscheidung. Was passiert nun, wenn |z| = 17 Hier
sind, wie wir schon gesehen haben, beide Félle moglich. Fiir z = 1 haben
wir die konstante Folge (1,1,1,...) die konvergiert. Fiir z = —1 hingegen

haben wir in Beispiel 5.1.13 gesehen, dass die Folge (2"),en divergiert.

Beispiel 5.1.24. Die Folge ((1 + l)n)neN ist beschrinkt (vgl. Ubungsblatt

n

3, Aufgabe 2). Wir zeigen als néchstes, dass die Folge monoton wiichst.
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Es gilt fiir alle n € N

1 n+1 1 n+1 1 n+1
1+ 1= S.EF 1~
n+1 n+1 (n+1)2

2.3.12 1 1

Da 0 < 1 — 1/n+1, folgt fiir alle n € N:

<1+ni1>n+l(m< n—i-l) (
e’

Das besagt nichts anderes, als dass die Folge ((1 + l)n)n cny monoton wichst.

n
Nach Satz 5.1.17 konvergiert diese Folge.

)

Definition 5.1.25. Wir setzen

1 n
e = lim <1 + >
n—oo n

und nennen diese Zahl, die Fuler’sche Zahl e.

%

W

5.2 Rechnen mit Grenzwerten

Bisher haben wir uns fast nur um reelle Folgen gekiimmert. Der néchste

Satz sagt, dass das eigentlich auch reicht.

Satz 5.2.1. Sei (ap)nen ein komplexe Folge. Wir erhalten daraus die bei-
den reellen Folgen (Re(ap))nen und (Im(ay))nen. Es gilt: Die Folge (an)nen
konvergiert genau dann, wenn (Re(ap))neny und (Im(ay))nen konvergieren.

In diesem Fuall gilt
lim a, = ( lim Re(an)> + ( lim Im(an)) 1.
n—o00 n—o00 n—o0

BEWEIS. Wir schreiben a,, = z, + y, - ¢ fiir jedes n € N, wobei z,,y, € R

sind. Wir miissen zwei Richtungen beweisen.
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= Sei also a = limy,, 00 an, = x + 3y -1 € C. Wir miissen zeigen, dass dann

auch z = lim,, , o x,, und y = lim,,_, ¥, gilt.

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein N € N, so fiir alle n > N gilt

e>la—an|=|[(@+y-i)— (@0 +yn )=z —2n)+ Y —yn) il

_\/x*xn y yn)

Damit ist aber auch fiir jedes n > N:
62 > ’33 - xn|2 + |y - yn|2

was sofort

£ > |z — xy| und e> |y —ynl
impliziert. Damit gilt tatsachlich z = lim,, o 2, und y = lim,, o0 Yn.-

< Sei nun z = lim,, o T, und y = lim,, o0 Yn. Jetzt miissen wir zeigen,
dass daraus limy, o a, = x4y - ¢ gilt. Sei wieder € > 0 beliebig. Dann

gibt es ein N € N, so dass
|z — x| <& und lyn —y| < e fiir alle n > N. (5.2)

Es folgt wie oben, dass fiir alle n > N gilt

(@+y-0) —anl = Vg —aal? +ly =l < V22 = V2o, (5.3)

Das ist leider nicht das, was wir haben wollten. Oder doch? Wir nutzen
aus, dass es fiir jedes ¢’ > 0 ein N € N gibt, so dass (5.2) und (5.3)
gelten. Unser ¢ ist fest gewihlt. Wir setzen jetzt & = % > 0. Jetzt
machen wir genau das gleiche nochmal mit e ersetzt durch & und

erhlaten, dass es ein N € N gibt, mit

(@ +y i) — an| = ]z — 20 + |y — yn]?
< V22 =12 =¢ fiir allen > N.

Das ist jetzt tatsdchlich genau das, was wir haben wollten. Denn nun

gilt wie gewiinscht lim,, =« +y - 1.
O

Dieser Satz kann als Spezialfall der folgenden Aussage angesehen werden.
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Satz 5.2.2. Seien (an)nen und (bp)nen konvergente reelle oder kompleze

Folgen mit lim,, o a,, = a und lim,_ o, b, = b. Dann gilt
(a) Die Folge (an + by)nen konvergiert gegen a + b.
(b) Die Folge (ay, - by)nen konvergiert gegen a - b.

(c) Falls b # 0 ist, existiert ein N € N, mit b, # 0 fir alle n > N. Weiter

konvergiert die Folge ({*)n>N gegen ¢.

BEWwEIS. Diesen Beweis haben wir in der Vorlesung nicht gefiihrt. Nur fiir

Ihr privates Interesse kommt hier der Beweis von Teil (b):
Wir beweisen nur Teil (b). Da (an)nen konvergent ist, ist die Folge nach Satz 5.1.15
beschrinkt. Es gibt also ein A € R, mit |an| < A fiir alle n € N. Sei nun € > 0 beliebig.

Dann ist auch e’ = 5 > 0. Es gibt alsoein N € N, sodass |[a — an| < &' und [b— bn| <&

fiir alle n > N gilt. Daraus folgt
|ab — anbn| = |ab — anb + anb — anbn| = |(a — an)b + an(b — by)]
< (@ —an)bl +[an(b = bn)| = |a — an| - [b] + |an] - [b— b
<I|b|l-& +lan| ' < b+ A€
= (bl +A)=¢

fiir alle n > N. Das bedeutet nichts anderes, als dass (anbn) gegen ab konvergiert. ]

Korollar 5.2.3. Ist (a,)nen eine konvergente reelle oder komplexe Folge und

ist X € C beliebig, dann konvergiert die Folge (A-ap)nen gegen A-limy, o0 ap, .

BEWEIS. Wir miissen nur die konstante Folge (\),en betrachten. Diese Fol-

ge konvergiert gegen A. Wenden wir nun Satz 5.2.2(b) an, sind wir fertig. [J

Beispiel 5.2.4. Wir betrachten die Folge (3;22;1131”)%1\]. Wir schreiben die

Folge etwas um. Fiir alle n € N gilt
3n? —13n #(3—3)_3—§

_ n

202 +11  Le+id) 24+ i

Wir wissen bereits, dass lim,, % = 0 ist. Es folgt mit Satz 5.2.2 lim,,_, n% =

lim,, s o0 % . % = 02 = 0. Weiter wissen wir nun

13 1
lim (3— —)=3-13- lim —=3-13-0=3

n—o00 n n—oon

und " )
lim(2+—2):2+11- lim —=24+11-0=2#0.
n

n—o0 n—oo N2
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Damit folgt nun endlich

3n? —13n\  limpoo(3—13) 3
202 +11 ) limpo0(2+ 35) 2

%

W

Proposition 5.2.5. Seien (ap)nen und (by)nen konvergente reelle Folgen

lim
n—oo

mit lim, o an, = a und lim,,—,o0 b, = b. Dann gilt:
(a) Ist an < by, fir alle n € N, dann ist auch a <b.

(b) Ist (cn)nen eine weitere reelle Folge, mit a, < ¢, < b, fir alle n € N,

und ist a = b, so konvergiert (cy)nen ebenfalls gegen a.

BEWEIS. Wir zeigen nur Aussage (b).Sei a = lim,,_,o a, = limy, o0 b, und
sei (¢p)nen eine Folge mit a,, < b, < ¢, fiir alle n € N. Die Folge (¢p)nen
liegt also ,,zwischen* den Folgen (ay)nen und (by,)pen.

Sei nun ¢ > 0 beliebig und N € N so, dass |a, — a| < € und |b, — a| < € fiir
alle n > N. Dann gilt

a—c<ap,<c, <b,<a-+e fir alle n > N.

Das bedeutet aber nichts anderes, als dass |¢, —a| < ¢ fiir alle n > N.

Damit konvergiert (¢, )nen wie behauptet gegen a. O

Bemerkung 5.2.6. Proposition 5.2.5(b) nennen wir Sandwich-Satz. Die
Folge (¢n)nen wird zwischen die beiden Folgen (ap)neny und (by)nen ge-
quetscht. Wenn die Folgen (a,)neny und (by)neny nun beide einem Wert a
beliebig nahe kommen, dann hat die Folge (¢, )nen keine andere Moglichkeit

als ebenfalls dem Wert a nahe zu kommen.

Beispiel 5.2.7. Wir wissen schon, dass limn_mo% = 0 ist. Damit folgt
auch lim,,_oo —% = (-1)- 1imTHOO% = 0. Wir betrachten nun die Folge
(L -sin(n))pen. Da |sin(n)| < 1 ist fiir alle n € N, folgt |1 - sin(n)| < 2 fiir

n

alle n € N. Das bedetet gerade

1 1
—— < —-sin(n) <
n-n

fir alle n € N.

S|

Mit dem Sandwich-Satz 5.2.5 muss nun auch lim,,_, % -sin(n) = 0 gelten.
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Beispiel 5.2.8. Sei a > 0 eine reelle Zahl. Wir wollen untersuchen, ob

(¥/a)nen konvergiert.
1. Fall: Dann ist auch {/a > 1 fiir alle n € N. Damit konnen wir

{/a = 1+ h,, schreiben fiir gewisse reelle Zahlen h,, > 0. Per Definition der n-

2.3.12
ten Wurzel und mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung gilt a = (1 + hy,)" <
1+ n - h,. Umstellen liefert

a—1

0<h, < fir alle n € N.

Weiter ist limp, 060 =0=(a—1)-0= (a — 1) - limy00 1 = limy, 00 =L,
Mit dem Sandwich-Satz 5.2.5 gilt nun lim,,_, o, h, = 0. Endlich folgt
lim {/a= lim (1+h,) = lim 1+ lim h,=1+0=1.

n—oo n—oQ n—o0 n—o0

2. Fall: In diesem Fal ist 2 > 1 und wir wissen, dass ( {/1/a),en gegen
1 konvergiert. Sei nun € > 0 beliebig und N € N so, dass | {/1/a — 1] < € fiir

alle n > N. Dann gilt fiir alle n > N:

Va—1 Ya—1

Va—1|= Va - < =|1—-Yva-1|=|yYa—1] <e.

a1l = Ya ) < 1 = [ Y va) = [/~ 1] <2
<1

Es konvergiert also auch in diesem Fall ({/a),cn gegen 1.

3. Fall: Dann ist {/a = 1 fiir alle n und somit konvergiert auch hier

die Folge gegen 1.

Wir halten fest: Fiir alle a > 0 gilt lim, o ¥/a = 1.

Wir betrachten noch ein Beispiel, wie man Grenzwerte bestimmen kann. Ist
unsere Folge rekursiv gegeben, so ist es oft komplizierter zu zeigen, dass die

Folge konvergiert, als den Grenzwert zu bestimmen.

Beispiel 5.2.9. Wir betrachten die rekursiv definierte Folge (ay,)nen mit

1 2
ap =2 und ap41 = 3 (an—i—) fiir alle n € N.
n

Die ersten Folgenglieder sind also (2, %, %, ...). Man sieht leicht per Induk-
tion, dass fiir alle n € N gilt 1 < a,, < 2.

TIA:Firn=11ist 1 <2 =ay < 2 erfiillt.

IV: Fiir ein beliebiges aber festes n € N gelte 1 < a,, < 2.

IS: Sei n wie in der IV. Dann gilt

1 2\ V1 2
an-&-l:g'(an‘f'a) §§<2+i>:2
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1 2\ V1 2
a7b+1:§'(an+;)27'(1“!‘5):1-

Damit ist die Behauptung bewiesen.

und

Wenn die Folge (a)nen gegen a konvergiert. Dann muss 1 < a < 2 gelten.
Insbesondere wire a # 0. Da (an+1)nen eine Teilfolge ist, wiirde auch dies
gegen a konvergieren. Mit den Rechenoperationen fiir den Grenzwert wiirde

folgen:
2 2 1 2

. .1 1 /..
a= nh—{annH = nh_)n(f)lo 2-<an + CLn) = Q(nh—?go an + w) = 5'(@-%;).
Umstellen der Gleichung fithrt zu a? = 2. Damit miisste a = v/2 sein. Wenn
die Folge (an)nen also konvergiert, dann gegen den Grenzwert /2.
Es bleibt zu zeigen, dass die Folge tatsichlich konvergiert. Wir haben schon
eingesehen, dass die Folge beschriankt ist. Mit etwas mehr Aufwand kann

man zeigen, dass sie auch monoton fallend ist. Damit konvergiert sie tatséichlich
— gegen V2.

%

W

5.2.10. Um die Konvergenz einer Folge mit der Definition herzuleiten, miissen
wir den Grenzwert schon kennen. Das ist aber oft nicht der Fall und manch-
mal auch nicht moglich. Wir werden gleich sehen, dass die Folge (22:1 %)n N
konvergiert. Es ist aber nicht bekannt, wie man den Grenzwert als explizite
reelle Zahl schreiben kann. Der beste Weg um diese reelle Zahl aufzuschrei-
ben ist limy, oo Y 5y 1%3 Das hilft aber iiberhaupt nicht weiter, wenn wir
die Definition der Konvergenz benutzen wollen.

Wir wollen also einen Weg finden Konvergenz zu definieren ohne den Grenz-
wert schon zu benutzen. Die Idee ist recht einfach: Wenn alle Folgenglieder
an, mit n > N, nah an einem Wert a liegen, dann liegen die Folgenglieder

an, mit n > N, auch nah beieinander. Das fiihrt zu folgender Definition.

Definition 5.2.11. Eine reelle oder komplexe Folge (a,)nen heiit Cauchy-
Folge, wenn gilt

Ve>0 : INeN : Vn,k>N : |a, —ag| <e.
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D.h.: Die Folge (an)nen ist eine Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes (noch so
kleine) € > 0 einen Index N € N gibt, so dass fiir alle Folgenglieder a,, a,
mit n, k > N die Ungleichung |a,, — ai| < € gilt.

Theorem 5.2.12. FEine reelle oder komplexe Folge konvergiert genau dann,

wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

BEWEIS. Den Beweis haben wir weggelassen. Fiir Thr privates Interesse

(man weif} ja nie...) finden Sie ihn hier im Kleingedruckten:

Wir miissen zwei Richtungen zeigen.

= Wir nehmen an, dass (an)nen konvergiert und zeigen, dass die Folge auch eine
Cauchy-Folge ist. Den Grenzwert der Folge nennen wir wie immer a. Sei dazu e > 0
beliebig. Dann ist auch ¢’ = £ > 0 und es existiert ein N € N, mit |a, — a| < &’ fiir
alle n > N. Damit folgt fiir alle n,k > N

lan — ak| = |an —a+a—ax| < |an —a| + |a — a| < 26" =¢.

Die Folge (an)nen ist also eine Cauchy-Folge.

< Diese Richtung ist etwas komplizierter. Wir werden den Beweis nur skizzieren.
Sei (an)nen eine Cauchy-Folge. Wir wollen zeigen, dass diese Folge konvergiert.
Als erstes iiberlegt man sich, dass jede Cauchy-Folge beschrénkt ist. Das macht
man exakt so wie im Beweis von Satz 5.1.15. Dann gibt es aber eine konvergente
Teilfolge von (an)nen nach Satz 5.1.17. Sei (an, )ren eine Teilfolge von (an)nen die
gegen einen Wert a konvergiert. Wir miissen noch zeigen, dass dann schon die ganze
Folge (an)nen gegen a konvergiert. Das machen wir jetzt.
Sei € > 0 beliebig und setze ¢’ = £. Es gibt ein N € N, mit |an, —a| < &’ fiir
alle ny > N, da (an, )ren gegen a konvergiert. Es gibt aber auch ein N € N, mit
lan, —an| < € fiir alle n,ng > N, da (an)nen eine Cauchy-Folge ist. Wihlen wir
nun N’ € N so grof}, dass beide Bedingungen erfiillt sind fiir alle n,k > N, so

erhalten wir
|an — a| = |an — @ny + an,, — a| < |an — @ny| + |an, —a| < 28" =¢

fir alle n > N und ein beliebiges k& > N. Damit konvergiert die Cauchy-Folge
tatséchlich.

O
Beispiel 5.2.13. Wir betrachten zwei Beispiele:

(a) Wir zeigen, dass (1/n)nen eine Cauchy-Folge ist. Wir brauchen also den
Abstand von zwei beliebigen Folgengliedern. Seien also n,k € N zwei

verschiedene natiirliche Zahlen. Dann ist die eine Zahl gréfler als die
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Andere. Wir konnen also ohne weiteres n > k annehmen. Dann gilt
|k — 1/n| = |(n=F)/nk| < n/nk = 1/k.

Der Abstand der Folgenglieder hingt also nur noch vom kleineren Index
(in unserem Fall k) ab und wenn dieser sehr grof§ wird, wird der Abstand
sehr klein. Das ist genau das, was wir von einer Cauchy-Folge verlangen.
Denn: ist € > 0 beliebig, dann wihlen wir N € N, so dass N > ¢~ ! gilt.
Nach unseren Voriiberlegungen gilt damit fiir alle natiirlichen Zahlen
n>k>N

’1_3‘<1<i<5
k' n k=N~

Die Folge (1/n)nen ist also tatsdchlich eine Cauchy-Folge.

(b) Fiir jedes n € N ist

1

B (Vn+1-vn)(Vn+1++n) 38r 1
[Vn+1—vn|=| VTt vi) |

Wir wissen auch, dass fiir grofie n € N der Wert 5 f beliebig klein wird.
Ist die Folge (v/n)nen damit eine Cauchy-Folge?

Nein! Es geniigt nicht sich nur zwei benachbarte Folgengleider anzu-
schauen. Es muss der Abstand von beliebigen Folgengliedern betrachtet
werden und der ist bei der Folge (1/n)nen nicht beschrankt.

Beispiel 5.2.14. Wir kommen zuriick zu unserer Folge (ZZZI k‘%)n N Wir

mochten zeigen, dass es sich hierbei um eine Cauchy-Folge handelt. Wir
miissen also den Abstand von zwei Folgengliedern bestimmen. Seien dazu

n, k € N beliebig, mit n < k. Dann gilt
k k
1 1
il 233 E: =D

1 1 1
(tl_t>_n_k<n (54)

Sei nun € > 0 beliebig und sei N € N so gewihlt, dass N > 7! gilt. Dann
gilt nach (5.4) fiir alle n, k > N die Ungleichung

1
’Z Zti”’ mm{n k}*7<€

k 1 n 1 k
Doz zl=I Z
t=1 t=1
k
P

el

NIES RN
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Damit handelt es sich um eine Cauchy-Folge. Nach Theorem 5.2.12 konver-
giert die Folge!

Mit diesen Folgen, die aus Summen gebastelt sind, werden wir uns spéter

noch etwas genauer beschiftigen.

%

W

5.3 Bestimmte Divergenz

Eine Folge heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist. Wir hatten schon
einige Beispiele von divergenten Folgen gesehen. Z.B. ((—1)"),en und (n)pen
sind divergent. Einen Unterschied der beiden Folgen hatten wir schon aus-
gemacht: die erste ist beschréankt, die zweite nicht.

Auch die Folge ((—1)"n)nen ist divergent, da sie nicht beschréinkt ist. Aber
auch diese Folge verhilt sich doch anders als (n),ey. Sie springt immer
zwischen negativen und positiven Zahlen hin und her. Die Folge (n),en hin-
gegen wichst ganz gleichméfBig immer weiter. Wir konnten sie auch dadurch
beschreiben, dass sich die Folgenglieder ,,immer weiter dem Unendlichen

annidhern“. Das wollen wir nun mathematisch beschreiben.
Definition 5.3.1. Sei (ay)nen eine reelle Folge.

(a) Wir sagen, dass die Folge (ay)nen bestimmt divergiert gegen oo, wenn
gilt
VKeR : dNeN : ¥vn>N : a, > K

D.h.: die Folge ist bestimmt divergent gegen oo, wenn fiir jedes (noch
so grofle) K € R ein N € N existiert, so dass alle Folgenglieder a,,, mit
n > N, grofer als K sind. Ist dies der Fall, dann schreiben wir auch

lim,,— 00 @y, = 00.
(b) Wir sagen, dass die Folge (a,)nen bestimmt divergiert gegen —oo, wenn
gilt
VKeR : ANeN : ¥vn>N : a, < K
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D.h.: die Folge ist bestimmt divergent gegen —oo, wenn fiir jedes K € R
ein N € N existiert, so dass alle Folgenglieder a,,, mit n > N, kleiner als

K sind. Ist dies der Fall, dann schreiben wir auch lim,,_, a, = —oc.

(c) Die Folge (an)nen heifit bestimmt divergent, wenn entweder lim,, o a,, =
oo oder limy, 00 @y, = —o0 gilt. Das Symbol oo (bzw. —00) nennen wir

auch den uneigentlichen Grenzwert der Folge.

Bemerkung 5.3.2. Eine Folge ist bestimmt divergent gegen oo, wenn fiir
jedes K > 0 nur endlich viele Folgenglieder nicht im Intervall (K, co) liegen.
Offensichtlich ist jede bestimt divergente Folge unbeschrankt.

Beispiel 5.3.3. Die Folge (n),en divergiert bestimmt gegen oo. Denn fiir
jedes K € R gibt es nur endlich viele natiirliche Zahlen < K. Die Folge
((=1)"n)npen ist dagegen nicht bestimmt divergent. Ist ndmlich K € R be-
liebig, dann gibt es ein N € N, mit |K| < N. Damit gilt nun fiir alle n > N:

< K falls n ungerade
(=1)"n
> K  falls n gerade
Es gibt also immer unendlich viele Folgenglieder, die kleiner als K sind und

unendlich viele Folgenglieder, die grofler als K sind.

Bemerkung 5.3.4. Genau wie bei der Konvergenz iiberlegt man sich schnell,
dass jede Teilmenge einer bestimmt divergenten Folge wieder bestimmt di-

vergent ist und den gleichen uneigentlichen Grenzwert besitzt.

Bestimmt divergente Folgen sind eng verkniipft mit Nullfolgen, also Folgen,

die gegen 0 konvergieren.
Satz 5.3.5. Sei (an)nen eine reelle Folge.

(a) Ist limy, o0 ap, = 0 und a, > 0 (bzw. a, < 0) fiir alle n € N, so ist

. 1 : 1 _
limp, 00 5~ = 00 (bzw. limy, s = —00).

(b) Ist lim, o0 an = 00 (bzw. limy, o0 ay, = —00), so existiert ein N € N,

mit a, # 0 fiir alle n > N und die Folge (i)nzN konvergiert gegen 0.

BEWEIS. Beides folgt schnell aus der Definition. Sei limy, o a, = 0 und
an, > 0 fiir alle n € N. Weiter sei K € R beliebig. Falls K < 0 ist, gilt
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an > K nach Voraussetzung fiir alle n € N. Wir nehmen also K > 0 an.
Dann ist auch e = K~ > 0 und es gibt ein N € N, mit a, = |a, — 0| <
fiir alle n € N. Nehmen wir auf beiden Seiten der Ungleichung die Inversen,
erhalten wir i > ¢7! = K fiir alle n > K. Damit divergiert (i)neN wie
gewiinscht bestimmt gegen co. Wenn a,, < 0 ist, beweist man die Aussage
ganz genau so.

Sei nun lim,, s a, = 0o. Per Definition sind damit alle bis auf endlich viele
Folgenglieder grofler als 0. Sagen wir a,, > 0 fiir alle n > N € N. Sei nun
e > 0 beliebig. Wir setzen K = ¢! > 0. Dann gibt es ein N > N, mit
an > K fiir alle n > N. Wieder nehmen wir Inverse und erhalten |é —-0] =

1

i < K~! = £. Damit konvergiert die Folge (E)"Z N wie gewiinscht gegen

0. Wenn lim,,_, o, a, = —o0 beweist man die Aussage ganz genau so. ]

Bemerkung 5.3.6. Uns ist nun schon ein paar Mal das Symbol oo iiber den
Weg gelaufen. Bei Intervallen: (2, 00), bei der Notation des Limes: lim,,_,«,
und nun bei der betimmten Divergenz. In allen Fillen steht es fiir eine ,,un-
endliche“ Groflie — also fiir etwas was nicht nach oben beschrankt ist. Diese

Unendliche Grofle ist keine reelle Zahl. In allen Fillen ist es lediglich eine

Notation. Nun wissen wir aber, dass wir Folgen addieren und multiplizieren
konnen in dem wir immer die n-ten Folgenglieder addieren bzw. multiplizie-
ren. Diese Operationen iibertragen sich dann auch auf die Grenzwerte (wenn
sie denn existieren). Da nun auch das Symbol co einen Grenzwert darstellt,

konnen wir damit Rechenregeln fiir die ,,unendliche Grosse“ oo aufstellen.

Proposition 5.3.7. Seien (ap)nen, (bn)nen und (cn)nen reelle Folgen mit

limy o0 ap = limy, 00 by, = 00 und lim, oo ¢, = c € R. Es gilt
(a) Die Folge (apn, + cn)nen ist bestimmt divergent gegen oo.
(b) Die Folge (an + byp)nen ist bestimmt divergent gegen oo.

(¢) Die Folge (ay, - ¢p)nen ist bestimmt divergent gegen oo falls ¢ > 0 und
divergent gegen —oo, falls ¢ < 0.

(d) Die Folge (ay - by)nen ist bestimmt divergent gegen oo.

BEWEIS. Die einfachen Beweise lassen wir weg. O
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Warnung 5.3.8. Wenn ¢ = 0 ist konnen wir iiber das Verhalten von
(an - cn)nen keine Aussage treffen! Genauso wenig konnen wir allgemein

bestimmen, wie sich die Folgen (a,, — by)nen und (‘;—:)neN verhalten.

Beispiel 5.3.9. e Es ist lim, oo n? = 00 und lim, o, = = 0. Weiter
2.1

gilt limy, 00 (n” - +) = limy 0o n = 00.
e Esist lim,, oo n = 0o und lim,,_, # = 0. Weiter gilt limn_ﬂn(nﬁ) =

limy o0 + = 0.

e Sei a Ihre Lieblingszahl. Es ist lim, ;oo n = oo und limy, e 5 = 0.

Weiter gilt lim, so0(n - &) = limy, 500 @ = a.

. . . —1)"
e Esist lim,,_ oo n2 = co und lim,,_,o %

= 0. Weiter ist (n?- (_nl)n JneN =

((=1)™ - n)pen weder konvergent noch bestimmt divergent.

Es kénnen bei der Kombination (ay, ¢, )nen, falls ¢ = 0, also alle Moglichkeiten

der Konvergenz/Divergenz auftreten. Gleiches gilt fiir die Folgen (a,—by)nen

und (%)nEN-

Bemerkung 5.3.10. Betrachten wir oo als Grenzwert von Folgen, so er-
geben sich nach Proposition 5.3.7 folgende Rechenregeln: ,,00 4+ oo = oo,
»,00 +a = oo“ fiir alle a € R, ,,00 - 00 = 00, ,,00 - ¢ = 00, falls ¢ > 0 und

,00 ¢ = —o0“, falls ¢ < 0.

%

)

5.4 Reihen

Ein kurzes Gedankenexperiment': Ein Hase und eine Schildkréte machen
ein Wettrennen iiber 100 Meter. Der Hase ist genau 10 Mal so schnell wie
die Schildkrote. Damit es dem Hasen nicht zu langweilig wird, bekommt die

Schildkréte 10 Meter Vorsprung. Wer gewinnt das Rennen?

!Das ist schon sehr alt und eines von den vier Paradoxa des Zenon. Im Original rennt
die Schildkrote gegen Achilles.
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Der Hase ist sich sicher, dass er gewinnt. Denn in der Zeit in der der Hase
die 100 Meter lauft, legt die Schildkréte gerade einmal 10 Meter zuriick. Ist
also noch nicht im Ziel angekommen.

Allerdings ist sich auch die Schildkréte sicher, dass sie gewinnt. Denn wenn
der Hase 10 Meter gelaufen ist, ist sie schon 1 Meter weiter. Wenn der Hase
dann diesen einen Meter gelaufen ist, ist sie schon wieder 10cm weitergelau-
fen. Wenn der Hase diese 10cm gelaufen ist, ist sie schon wieder 1cm weiter.
Auf diese Weise kann der Hase die Schildkréte niemals {iberholen.
Natiirlich hat der Hase Recht. Die Schildkréte iibersieht etwas erstaunliches:
Es ist moglich immer mehr positive Werte zu addieren ohne dabei beliebig
grof} zu werden!

Dieses Phénomen ist uns schon ein paar Mal begegnet. Wir wissen, dass es
Konstanten a und b gibt, so dass fiir jedes n € N gilt > ), 2% < a und
> h—1 75 < b. Es sollte also auch die ,unendliche Summe* Y% 5 kleiner
als a sein. Leider kénnen wir nicht unendlich viele Elemente addieren. Wie
wir die Notation der ,,unendlichen Summe* trotzdem rechtfertigen kénnen

lernen wir in diesem Abschnitt.

Definition 5.4.1. Sei (a,)nen eine reelle oder komplexe Folge. Die n-te

Partialsume von (ap)nen ist gegeben durch

n
Sp — E aj.
k=1

Die Folge der Partialsummen (s;,)nen heilt Reihe und wird mit
oo
>
k=1

bezeichnet. Wenn diese Reihe gegen ein s € C konvergiert, dann schreiben
wir kurz » 72, ap = s. Wenn die Reihe nicht konvergiert, dann heifit sie

divergent.

Bemerkung 5.4.2. Es ist oft praktisch den Laufindex nicht bei 1 starten
zu lassen, sondern bei irgendeiner anderen Zahl aus Ny. Fiir jedes t € Ny be-
zeichnen wir auch ;2 , aj als Reihe. Die zugehérige Folge ist dann (ap)pn>t.

Beispiel 5.4.3. Sei ¢ € C\ {1}. Fiir jedes n € Ny gilt die Gleichung

S odt = 1_1‘1:::1 (vel. Satz 1.3.12). Ist nun |g| < 1, so ist limy, 00 ¢" 1 = 0
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nach Beispiel 5.1.23. Mit den Rechengesetzen fiir Grenzwerte (Satz 5.2.2)
gilt nun fiir |¢| < 1

o0

1—¢g™t 1-0 1
qu = lim 4 =
k=0

noo 1—q  1-q 1-g
Diese Reihe heifit geometrische Reihe.

%

W

Im Folgenden beschreiben wir die Aussagen iiber Folgen fiir Reihen. Beach-
ten Sie, dass Reihen auch Folgen sind. Es geht also mehr darum die Aussagen

zu verstehen, als neue Aussagen kennenzulernen.

Bemerkung 5.4.4. Es gilt sogar noch mehr. Sei (a,)nen eine reelle oder
komplexe Folge. Wir setzen fiir den Moment b1 = a; und b,, = a,, — a,,—1 fiir
alle n > 2. Dann ist auch (by, ),en eine reelle oder komplexe Folge. Betrachten

wir die Partialsummen der Folge (b,)nen, so erhalten wir

n n n

Indexshif
§ bkzbﬁ-g bk=a1+§ (a, — ap_1) "= g,
k=1 k=2 k=2

Damit gilt (an)nen = (X_j—; bk),eny und wir haben (an)nen als Reihe ge-
schrieben. Diese Konstruktion ist nicht sonderlich hilfreich. Sie soll nur ver-
deutlichen, dass wir hier tatséchlich einfach nur nochmal Folgen studieren —

sie sehen in diesem Abschnitt nur anders aus.
Die Rechenregeln fiir Grenzwerte lesen sich fiir Reihen so:

Satz 5.4.5. Seien Y po g ap und Y po by zwei konvergente Reihen und sei
A € C beliebig. Dann gilt

(a) Die Reihe Y 3 (ar + by) konvergiert gegen (35— ar) + (O peo bk)-
(b) Die Rethe > 72 o A - aj, konvergiert gegen X - Y12 ag.

BEWEIS. Beide Aussagen folgen sofort aus Satz 5.2.2. Seien (s,)n>0 und
(tn)n>0 die Folgen der Partialsummen von (ay)n>0 und (by)n>0. Dann gilt
limy, 00 (Sp, + tn) = limy, 00 Sy + limy, o0 t,. Das beweist Aussage (a).

Weiter gilt mit Korollar 5.2.3 limy, o0 A - 55, = A - limy, o . Das beweist
Teil (b). O
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Wir erinnern daran, dass eine Folge genau dann konvergiert, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist. Das hatten wir schon benutzt um zu zeigen, dass Y -, 1%3
konvergiert. Das funktioniert natiirlich auch allgemein. Das Cauchy-Kriterium

fiir Reihen ist also:

Satz 5.4.6. Die Reihe Y .- ay konvergiert genau dann, wenn fir jedes
e >0 ein N € N existiert, mit

n t n
D_ar= al =13 ad<e
k=0 k=0 k=t+1
fir allen >t > N.
BEWEIS. Das ist nichts anderes als die Aussage, dass die Folge (s, )nen der

Partialsummen genau dann konvergiert, wenn sie eine Cauchyfolge ist (vgl.
Theorem 5.2.12). O

Korollar 5.4.7. Sei E,;";O ay, eine konvergente Reihe. Dann ist lim,— o @, =
0.

BEWEIS. Sei ) ;2 ax konvergent. Dann gibt es nach Satz 5.4.6 fiir jedes
e>0ein N € N, mit

n+1 n
> ar =Y a| = lan1 -0 <e
k=0 k=0
fir alle n > N. Das heif3t nichts anderes als dass lim,,_so a,, = 0 ist. O

Wir wissen auch schon, dass jede monotone beschriankte reelle Folge konver-
giert (Satz 5.1.17). Fiir Reihen ergibt sich damit

Satz 5.4.8. Sei (an)nen eine reelle Folge, mit ap > 0 fir alle k € Np.
Dann ist Y ar genau dann konvergent, wenn die Folge der Partialsum-

men (Sp)nen beschrinkt ist.

BEwEIS. Wenn alle a; > 0 sind, dann ist die Folge der Partialsummen
(8n)nen monoton steigend. Wenn wir jetzt noch verlangen, dass die Folge
beschriinkt ist, erhalten wir die Konvergenz von > 77 a.

Andererseits ist natiirlich (s,)nen beschrankt, wenn ZZ’;O ap, konvergiert
(vgl. Satz 5.1.15). O
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Leibniz-Kriterium 5.4.9. Sei (ay)nen, eine reelle Folge mit an, > 0 fiir
alle n € Ny. Ist (an)nen, monoton fallend und gilt limy,_,oc an, = 0, dann
konvergiert die Reihe Y peo(—1)% - ay.

BEwEIs. Wir skizzieren den Beweis nur sehr grob. Da alle a,,’s positiv sind,
wechselt sich das Vorzeichen der Elemente (—1)" - a,, immer ab. Damit be-

schreiben die Partialsummen s, = > "7 (—1)* - a5, einen , ZickZack- Kurs“:

S > 81 < 859 >83<54>55<... (5.5)

Da (an)nen, monoton fillt, ist so—s2 = a1 —az > 0 und $1—s3 = —ag+a3 <
0. Das gilt natiirlich auch allgemein, fiir alle geraden n ist s, > s,42 und
fiir alle ungeraden n ist s, < sp4+2. Damit ist (S2,)nen, monoton fallend und
(S2n+1)neN, monoton wachsend.

Zusammen mit dem ZickZack-Kurs (5.5) erhalten wir, dass sg > so, >
Son41 > s1 ist. Die Folgen (s2p)nen, und (s2n+1)nen, sind also monoton und
beschrankt! Damit konvergieren sie.

Der Abstand von s, und sy ist immer gegeben durch ap41. Da (an)nen,
eine Nullfolge ist, konvergiert auch der Abstand der beiden Folgen (s2p,)nen,
und (s2p4+1)nen, gegen Null. Thre Grenzwerte miissen also {ibereinstimmen
— sagen wir der Grenzwert beider Folgen ist G € R. Da jede Zahl entweder
gerade oder ungerade ist, konvergiert damit auch die Folge (s )nen, gegen
G. Das war zu zeigen.

Beachten Sie, dass wir wirklich alle Voraussetzungen an die Folge (ap)nen,
benutzt haben. O

Beispiel 5.4.10. Die Folge (%)nEN ist reell, besitzt nur positive Folgenglie-
der und konvergiert monoton gegen 0. Damit ist nach dem Leibniz-Kriterium
die Reihe > "7, # konvergent.

Konnen wir das (—1)* auch weglassen? Leider nein! Fiir jedes n € N ist

C 1 1 1
n+l _ ony . _on _ -
k;ﬂ Lk (2 2") on+l 2 on+l — 9°

Es folgt, dass fiir jedes n € N gilt
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Damit sind die Partialsummen der Folge (%)neN nicht beschrinkt. Mit Satz
5.4.8 folgt, dass die Reihe > 77, % nicht konvergiert.
Die divergente Reihe > 72, % heilt harmonische Reihe.

In unserem Beweis davon, dass die Reihe Y ;2 k%, konvergiert, haben wir
ausgenutzt, dass fiir jedes k € N die Ungleichung k;i?’ < k% gilt. Dann haben
wir gezeigt, dass Y oo, k% konvergiert und daraus auf die Konvergenz von

ppay k% geschlossen. Das funktioniert natiirlich auch allgemein.

Definition 5.4.11. Eine Reihe ) 77, ax heiBt absolut konvergent, wenn

> i lak| konvergiert.

Bemerkung 5.4.12. Mit dem Cauchy-Kriterium 5.4.6 sieht man schnell,
dass jede absolut konvergente Reihe auch konvergent ist. Es ist hingegen
nicht richtig, dass jede konvergente Reihe auch absolut konvergent ist, wie
das Beispiel ((—1)" - 1),en zeigt (vgl. Beispiel 5.4.10).

Bemerkung 5.4.13. Wir weisen noch einmal darauf hin, dass wir nicht
tatséchlich unendlich viele Werte aufsummieren kénnen. Wie immer ist im
Umgang mit dem Symbol oo Fingerspitzengefiihl erforderlich. Eine Sache,
die bei Reihen im Allgemeinen verloren geht, ist die Kommutativitat der
yoummanden®. Die Reihenfolge der Folgenglieder ist also im Allgemeinen
entscheidend fiir den Wert der Reihe. Wir haben zum Beispiel gesehen, dass

die Reihe zur Folge ((—1)"1),cn konvergiert. Sortieren wir nun die Folgen-
1 1 11

275 T T4

zwei negative Zahlen hintereinander auftauchen, aber keine zwei positiven

glieder um und betrachten die Folge (—1, —%, ..) in der immer
Zahlen hintereinander stehen. Dann haben wir zwar die gleichen Folgen-
glieder, die Partialsummen der letzten sind aber immer echt kleiner als die
Partialsummen der ersten Folge. Das liegt daran, dass in jeder (endlichen)
Partialsumme ungefdhr doppelt so viele negative Werte, wie positive Werte
stehen. Dadurch verhalten sich auch die zugehtrigen Reihen anders.

Dieses Phénomen, kann nicht bei absolut konvergenten Reihen auftreten.
Hier ist es tatséchlich ganz egal in welcher Reihenfolge wir die Folgenglieder
aufsummieren. Die Beweise zu dieser vagen Bemerkung, lassen wir in dieser

Veranstaltung weg.

Majoranten-Kriterium 5.4.14. Sei t € Ny und sei (by)nen, eine reelle

Folge, mit b, > 0 fiir alle n € Ny, so dass die Reihe Y ;- , b konvergiert.
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Ist nun Y 72 ai eine Reihe, mit |ay| < by, fiir alle k > t, dann konvergiert
k=0
> re o ak absolut.

BEWEIS. Da ) 72, by konvergiert und alle by’s nicht-negativ sind, ist die
Folge der Partialsummen beschriankt (siehe Satz 5.4.8). Ist nun |ax| < by
fiir alle k£ > ¢, so sind auch die Partialsummen von (|ag|)ren, beschriankt.
Wieder aus Satz 5.4.8 folgt, dass Y p- , |ax| konvergiert. O

Beispiel 5.4.15. Sei m > 2 eine natiirliche Zahl. Dann gilt fiir jedes k¥ € N

die Ungleichung 0 < k% < k% Da 72, k;% konvergiert, konvergiert mit dem

1

Majoranten-Kriterium auch ) 72 ) .

Minoranten-Kriterium 5.4.16. Sei (b, )nen, €ine reelle Folge, mit b, > 0
fiir alle n € Ny, so dass die Reihe Ziozt by, divergiert. Ist nun ZZOZO ap eine
Reihe, mit |ag| > by, fir alle k € N, dann divergiert Y oo o |ak].

BEWEIS. Der Beweis funktioniert genau wie der Bewes des Majoranten-

Kriteriums. OJ
Beispiel 5.4.17. Es ist ﬁ > % fir alle £ > N. Da die harmonische Reihe
S0+ divergiert (siehe 5.4.10), divergiert mit dem Minoranten-Kriterium

auch die Folge > 7, ﬁ

%

W

Es fehlt noch ein letztes grofies Konvergenz-Kriterium fiir Reihen.

Quotienten-Kriterium 5.4.18. Sei t € Ny und sei >, jay eine Reihe,
mit ar, # 0 fiir alle k > t. Wenn es eine reelle Zahl q gibt, mit 0 < q < 1, so

dass
Qk+1
Qg

<gq fiir alle k > t.

Dann konvergiert Y o, ap, absolut.
Falls andererseits ‘%’ > 1 fiir alle k >t gilt, dann divergiert y ;2 aj.

BEWEIS. Sei also ) ,- ai eine Reihe, mit ay, # 0 fiir alle k > ¢. Weiter sei
|a’&$] < q fiir alle k > t, wobei ¢ € (0,1) liegt.
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’Wichtig: Fiir alle k gilt die Abschétzung mit dem selben q. ‘

Es folgt sofort, dass |ag+1| < ¢lag| fiir alle & > t. Insbesondere ist |a;y1| <
qla¢|. Damit folgt aber |a;2| < glag1| < ¢%|ay|. Auf diese Weise folgt in-
duktiv?, dass gilt |asy,| < ¢"|ay] fiir alle r € Np.

Die Folge

00 00 543 1
T _ roYE

E q"las| = |aql E q = |at’1 —q

r=0 r=0

konvergiert. Mit dem Majoranten-Kriterium 5.4.14 folgt, dass die Reihe

Yoo latr| =302, |ar| konvergiert. Damit konvergiert aber natiirlich auch

0o t—1 0o
> larl =3 larl+ > larl
r=0 r=0 r=t

N——
eRr

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Nehmen wir nun an, dass

Gk4+1
Qg

>1 firalle k£ > ¢.

Dann ist (an)nen, keine Nullfolge und die Reihe kann nicht konvergieren. [J

Wir kommen nun zu einem wichtigen Beispiel.

Beispiel 5.4.19. Fiir jedes z € C konvergiert die Reihe ) 7 Zk—lf absolut.

Wir benutzen dafiir das Quotienten-Kriterium:

Sh+1

[ S 1 I 1 I
= < —— == fiir alle k > 2|z|.
%’T Frl 2 2 tir alle k > 2|z|

%

)

2Das bedeutet, dass man es per Induktion beweisen kann
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5.5 Produkt von Reihen

Wenn >"77 ) ax und Y 72 b konvergente Reihen sind, dann wissen wir, dass

auch > 77 (ax + bi) eine konvergente Reihe ist, mit

oo o [e.e]
Zak+bk Zak—l-zbk
k=0 k=0 k=0

Es ist also sehr einfach eine Reihe zu konstruieren, die gegen Y ;2 aj +
Y peobr konvergiert. Was ist, wenn wir 4+ durch - ersetzen wollen? Wir

wollen uns in diesem Abschnitt mit folgender Frage beschéftigen.

Frage. Seien Y ;- ja, und Y 2 by konvergente Reihen, gibt es eine Reihe
Y reo Crs die gegen (D77 ak) - (D -pe br) konvergiert?

Beispiel 5.5.1. Die geometrisehen Reihen Y 7% 5 und Y 32 5 konver-

gieren gegen 1_11 7= =2 und 1= L =i = 2 Weiter gilt
(o] o0
1 1 1 1 6 3
Z 2k 3k Z 6k 1-1/6 5 2
k=0 k=0

In Frage 5.5 kénnen wir also nicht einfach nur ¢, = a,, - b,, setzen.

Es ist sogar noch schlimmer: Die Folge (ﬁ) ist eine monoton fallende Nullfolge,
neN

k 1

mit positiven Folgengliedern. Damit konvergiert die Reihe >, _; (71) . Quadrieren wir

aber jeden der Summanden, erhalten wir die divergente harmonische Relhe Die Reihe

> (0 g0 -

divergiert also.

Bemerkung 5.5.2. Seien wieder einmal ) > ;a; und > 77 b konvergente
Reihen. Wir setzen (s, )nen, fiir die Folge der Partialsummen von (ap)nen,
und (ty)nen, fiir die Folge der Partialsummen von (by,)nen,. Dann gilt nach
Satz 5.2.2 und der Definition einer Reihe

lim s, -t, = <iak> . (ibk> .
nee k=0 k=0

Wir sollten also (s, - tn)nen, genauer betrachten. Es ist

n

sn-tn:<2ak>- ij :Z ak-ij :ZZak-bj.
k=0 7=0 7=0

k=0 k=0 j=0
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Die Folge (Zk 0 Zj 00k - bj ) - konvergiert also gegen das Produkt der
Werte der beiden Reihen. Da wir Jede Folge auch als Reihe schreiben kénnen
(sieche Bemerkung 5.4.4), kann damit Frage 5.5 beantwortet werden. Das ist
allerding nicht sehr befriedigend und fiihlt sich etwas nach schummeln an.

Es funktioniert zum Gliick auch noch anders.

Definition 5.5.3. Seien Y7 ar und Y-, by Reihen. Das Cauchy-Produkt
der Reihen ist gegeben durch

[e'e) k

> | 2 b

k=0 \j=0
Bemerkung 5.5.4. Die Glieder des Cauchy-Produktes sind also wieder
(endliche!) Summen. Die ersten Eintrége sind

apbg, agbi + ai1by, agbs + aiby + asby, ...

Fiir den k-ten Eintrag summieren wir also alle Elemente a;b; auf, fiir die
i+ 3 =k gilt.

Unter einer Zusatzanforderung an die Reihen >"77 ) ax und >;7 by koénnen

wir auch mit dem Cauchy-Produkt die Frage 5.5 beantworten.

Theorem 5.5.5. Seien > ;- ar und Y o by absolut(!) konvergente Rei-
hen. Dann erfillt das Cauchy-Produkt der Reihen

Beispiel 5.5.6. Wir betrachten nochmal die Reihen aus Beispiel 5.5.1 .7 ik
und S5 3 35 Das Cauchy-Produkt dieser Reihen ist

o) k 1 1
2\ Xy g
k=0 \ j=0

Wir berechnen als erstes die endlichen Summen:
k i i }
1 1 1 1 ) 1 3\ 7
T = Y A B
v Xy ()
=0 =0 =
1312 11— (3/2)k+1 B gk+1 _ ok+1 3 2
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Damit gilt
ey R I 2 T NN ey
PR =1 DM G DO D B
k=0 \Jj= k=0 k=0 k=0
o o0
1 E::l 5.5.1 3

Es ist also tatsichlich

[%S) k 9] 9]
1 1 1 1 3
> (L) - (T5) (T4 23
k=0 \j=0 k=0 k=0

Bemerkung 5.5.7. Das Wort absolut darf im Theorem 5.5.5 nicht wegge-
lassen werden. Als Gegenbeispiel kann wieder die Reihe Zzozl(—l)kﬁ her-
halten. Diese konvergiert, aber sie ist nicht absolut konvergent. Das Cauchy-

Produkt von dieser Reihe mit sich selbst ergibt jedoch eine divergente Reihe.

%

W

5.6 Die Exponentialfunktion

Wir haben im vorletzten Abschnitt gesehen, dass fiir jedes z € C die Reihe
Yoro %17 absolut konvergiert.

Definition 5.6.1. Fiir alle z € C definieren wir exp(z) = Y-, %IT eC.
Jetzt wird es magisch!

Satz 5.6.2. Es gilt exp(1) = e.

BEWEIS. Zur Erinnerung: Wir hatten den Grenzwert der Folge ((1 + l)”)n N

n
mit e bezeichnet. Wir behaupten hier also, dass die Folgen ((1+ %)n)nEN
und (ZZ:O }C—T)%N gegen den gleichen Wert konvergieren. Dass beide Fol-
gen konvergieren, wissen wir schon. Wir beweisen nun nacheinander, dass
sowohl e < exp(1) als auch exp(1) < e ist. Daraus schlieflen wir dann, dass

e = exp(1l) sein muss.
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Ein wichtiges Argument haben Sie bereits selbst gezeigt. Auf Blatt 2 Auf-
gabe 3 wurde gezeigt, dass fiir n > k£ > 0 die Ungleichung (Z)n—lk < % gilt.

Damit folgt
1\" 1318 o~ (0 1 B2A3 N1
() = ()
Mit Proposition 5.2.5 erhalten wir sofort e < exp(1).
Es fehlt noch die Abschéitzung e > exp(1). Dies ist wenig komplizierter.
Zunichst wird wieder gerechnet. Sei n € N beliebig aber fest. Fiir alle m > n

gilt:

k=0
_mm‘(m—l) m—=(k=1)) 1
=2 - W
k=0
_i@‘m—l m—(k—1) 1
B m m m k!
k=0

mgn 3 1_l 1_E 1
= m/) m k!
k=0

Da n fest ist, gilt mit den iiblichen Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 5.2.2)
N &1
e n}gl(l)o <1—|—m) _kgok!.

Wieder mit Proposition 5.2.5 folgt nun

n
1
e = Jime> lim ) gy = exp(b)
Damit gilt tatséchlich e = exp(1). O

Bemerkung 5.6.3. Jetzt konnen wir endlich sagen, wie ein PC die Zahl

e annéhert: in dem sukzessive y Zr fiir ein grofies n berechnet wird.
n 1] 2 | 3 \ 4 \ 5 6 7

(14+1n)" || 2 | 2,25 | 2,37037... | 2,44140... | 2,48832... | 2,52162... | 2,54649...

S od 2] 2,5 | 2,66666... | 2,70833... | 2,71666... | 2,71805... | 2,71825...
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Bemerkung 5.6.4. Sie ahnen sicher schon, was wir hier nun konstruiert
haben. Fiir jedes z € C erhalten wir genau eine komplexe Zahl exp(z) (der

Grenzwert ist eindeutig!). Damit haben wir eine Abbildung
exp: C—C ; 2z exp(z)

Diese Abbildung nennen wir Ezxponentialfunktion. Beachten Sie, dass fiir
z € R, die Reihe > 77, Zk—lf reell ist. Damit ist auch

exp: R—R ; 2z exp(z)

eine Abbildung, die wir ebenfalls Exponentialfunktion nennen.
Sie kennen diese Funktion wahrscheinlich als e®. Dazu kommen wir gleich
noch genauer. In dieser Form ist es aber nicht ganz klar, was eigentlich eV2

sein soll. Der Wert exp(y/2) ist hingegen wunderbar definiert.

Die entscheidende Eigenschaft der Exponentialfunktion, ist ihre sogenannte

Funktionalgleichung:
Theorem 5.6.5. Fir alle z,w € C gilt exp(z + w) = exp(z) - exp(w)

BeEwEeIS. Wir haben schon gelernt, wie wir exp(z)-exp(w) berechnen kénnen.
Mit dem Cauchy-Produkt! Wir berechnen also das Cauchyprodukt der Rei-

k

hen Y72 ) 4 und > -7, wk—f Die Koeffizienten des Cauchy-Produktes sind

gegeben durch
n—k

" Zk w

Diese berechnen wir mit der Binomischenformel 1.3.18:

n! _ 1
c":an o zk-w"k:E-(z—i—w)k.

Das Cauchy-Produkt der Reihen )7, % und Y7, “’k—f ist also gegeben
durch

1

ZH (24 w)F = exp(z + w).

k=0 """
Das Theorem folgt nun sofort daraus, dass das Cauchy-Produkt von zwei
Reihen gegen das Produkt der Grenzwerte der Reihen (in unserem Fall

exp(z) - exp(w)) konvergiert (vgl Theorem 5.5.5). O
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Bemerkung 5.6.6. Diese Funktionalgleichung haben Sie schonmal gesehen.
Erstens kennen Sie alle die Potenzgesetzt und wissen, dass fiir alle a,b € Z
die Gleichung 2°T% = 22 . 2% gilt. Hier konnen Sie natiirlich auch 2 durch e

at+b _ el . Bb.

ersetzen und Sie erhalten e
Sie haben die Funktionalgleichung aber auch in dieser Vorlesung schon ge-
sehen — bei den Polarkoordinaten der komplexen Zahlen. Dort haben wir
gesehen (Theorem 3.3.13), dass fiir alle Winkel (also fiir alle reellen Zahlen)
a und B gilt: e(a+ f) = e(a) - e(H).

Das alles ist kein Zufall! Wir werden noch einsehen, dass tatsichlich fiir alle

z € R die Gleichungen

exp(z - i) = e” = e(z)

gelten. Genau genommen ist die erste Gleichung die Definition von e** (siehe

5.6.9 weiter unten).

Bemerkung 5.6.7. Aus der Funktionalgleichung fiir exp folgt , dass fiir
jedes z € C gilt

exp(z)-exp(—z) = exp(z+(—z)) = exp(0) = i 1+Z i 1. (5.6)
k=0 k‘:io

Insbesondere ist damit exp(z) # 0 fiir alle z € C. Genauso ist fiir z > 0 aus
R:

exp(x):zﬁzl—l—ZEZl. (5.7)
k=0 k=1
>0

Wenn z € R nun kleiner als 0 ist, ist —x > 0 und es folgt

exp(z) (29 exp(lzv) (557) 0.
Wir halten die wichtigsten Erkenntnisse in der folgenden Proposition fest.
Proposition 5.6.8. FEs gilt
(a) exp(z) # 0 fir alle z € C,
(b) exp(Z) = exp(z) fiir alle z € C,

(c) exp(x) > 0 fir alle v € R,
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(d) exp(n) = e" fir alle n € Z.

BEWEIS. Teile (a) und (c) haben wir gerade in Bemerkung 5.6.7 eingesehen.
Teil (b) folgt sofort aus ¥ = zF (vgl. Satz 3.1.12). Wir beweisen nun noch
Teil (d). Dazu zeigen wir als erstes, dass exp(n) = €™ fiir alle n € Ny gilt.
Das machen wir natiirlich per Induktion.

IA: Es ist €? = 1 und exp(0) = 1 nach (5.6). Das zeigt den Indukti-
onsanfang.

IV: Fiir beliebiges aber festes n € Ny gelte exp(n) = e”.

IS: Sei n wie in der Induktionsvoraussetzung. Dann ist

exp(n+1) bL5 exp(n) - exp(1) VEBE2 on g = entl,

Damit gilt exp(n) = e™ fiir alle n € Ny. Damit gilt aber auch fir jedes
n € Ny:

.\ 56 1 _ (=1 _ _—n
exp(—n) = () (") =e"
Damit ist die Aussage auch fiir alle n € Z \ N gezeigt. O

Notation 5.6.9. Die Funktionalgleichung von exp sagt uns, dass exp die
Potenzgesetze erfiillt. Da auch noch exp(n) = e fiir alle n € Z gilt, setzen
wir

e =exp(z) fiir alle z € C.

Damit sind nun auch Werte wie eV2 definiert.

%

)
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Kapitel 6

Stetige Funktionen

V6 >0 : Jde>
0: (lz—yl<e=|f(z) - f(y)] <)

Bisher haben wir hauptséchlich Abbildungen betrachtet, die eine abzihlbare
Menge als Definitionsbereich hatten. Beachten Sie, dass jede Folge eine Ab-
bildung mit Definitionsbereich N ist. Wir werden in diesem Kapitel (einige)
Abbildungen f: D — R und f: D — C studieren, deren Definitionsbereich
D C R oder D C C aus uiberabzahlbar vielen Elementen besteht.

Notation 6.0.1. Ab jetzt bezeichnet K einen der beiden Kérper R oder C.
Wir haben also stets K € {R,C}. Weiter sei D eine nicht-leere Teilmenge
von K.

Unsere Hauptobjekte fiir dieses Kapitel sind dann Abbildungen
f:D—K ; zw— f(z).

In diesem Kontext werden Abbildungen meistens (auch bei uns) Funktionen

genannt.

6.1 Grundbegriffe

Wir werden in diesem Abschnitt einige der Definitionen von Folgen (also von
Abbildungen mit abzihlbarem Definitionsbereich) fiir unsere Funktionen f :

D — K erweitern.

109
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Beispiel 6.1.1. Ein paar Beispiele von Funktionen:
(a) Fiir jedes ¢ € K erhalten wir die konstante Funktion f: D — K; z — c.

(b) Die Funktion f: D — K; x — 2% — 2 + 3 ist ein Polynom vom Grad

2. Allgemeiner:

(c) Seien ag,...,aq € K, mit ag # 0, dann ist f : D — K; 2 — agz? +

ag_12% Y+ ...+ qg ein Polynom vom Grad d.
(d) Auch die Exponentialfunktion ist eine Funktion.

In allen diesen Beispielen kann mann D = K wéhlen. Das ist natiirlich nicht
immer der Fall. Wenn wir die Funktion f : D — K; z — % betrachten,
muss 0 # D gelten.

Aus gegebenen Funktionen kénnen wir mit Hilfe der Multiplikation und der

Addition, neue Funktionen erzeugen.

Definition 6.1.2. Seien f: D — K und g : D — K Funktionen und sei
A € K. Dann erhalten wir

e Die Summe von f und g:

f+g9:D—K ; aw f(z)+g(2)
e Das Produkt von f und g¢:

fr9:D—K ;5 a— f(z) g(2)

e Das skalare Vielfache von f:

Af:D—K ; z— X f(x).

e Falls g nicht die konstante Funktion ist, die alles auf 0 abbildet, erhal-

ten wir auch den Quaotienten von f und g:

g:{x€D|g(w)#O}—>K ;T ——

Definition 6.1.3. Eine Funktion f: D — R heifit
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e monoton wachsend, falls fir alle z1,z2 € D gilt

r < X9 —> f(l'l) < f(IEQ)

e streng monoton wachsend, falls fiir alle x1,z9 € D gilt

11 < w3 = f(r1) < f(22).

e monoton fallend, falls fiir alle x1,z9 € D gilt

ry < xg = f(x1) > f(x2).

e streng monoton fallend, falls fiir alle xz1,x2 € D gilt

11 < w3 = f(w1) > f(22).

e (streng) monoton, falls f (streng) monoton wichst oder fillt.

Beispiel 6.1.4. Wir betrachten die Funktion f : R — R; 2 +— 2. Die-
se Funktion ist nicht monoton wachsend, da z.B. —2 < 1, aber f(-2) =
(—2)2 = 4 > 12 = f(1) ist. Sie ist auch nicht monoton fallend, da z.B.
—1 <2, aber f(—1) = (-1)? =1 < 2% = f(2) ist.

Betrachten wir dieselbe Funktion auf einem anderen Definitionsbereich, er-
gibt sich ein anderes Bild. Die Funktion f : (—o0,0] — R; z + 2?2 ist streng
monoton fallend. Denn: Fiir 1 < z2 in (—00,0] ist |z1| > |22| und somit
auch f(21) = a3 > 3 = f(z2).

Genauso sieht man, dass die Funktion f : [0,00) — R; x + 22 streng
monoton wichst. Bei der Betrachtung der Monotonie einer Funktion ist es
also entscheidend, den Definitionsbereich zu berticksichtigen.

Um Schreibarbeit zu sparen sagen wir auch, dass die Funktion f : R —
R; z + 22 auf dem Intervall (—oo,0] streng monoton fillt, und auf dem

Intervall [0, 00) streng monoton steigt.

)
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Wir haben gerade gesehen, dass der Definitionsbereich einer Funktion {iber
gewisse Eigenschaften der Funktion bestimmen kann. Er ist also wichtiger

als man moglicherweise meint.

Bemerkung 6.1.5. Was war nochmal ein Hiufungspunkt einer Folge (ay, )nen
in K? Es war ein Element a € K, das der Grenzwert einer Teilfolge von
(an)nen ist. Es miissen also unendlich viele Folgenglieder ,nah an a liegen*.
Dies kénnen wir uns auch so vorstellen:

Wir betrachten die Menge A = {a,|n € N} C K. Elemente, die mehr-
fach als Folgenglieder vorkommen, werden dadurch nur einmal sichtbar. Fiir
die Folge ((—1)"),en erhalten wir so nur die Menge {—1,1}. Diese Fille
wollen wir ab jetzt ausschliefen. Daher nehmen wir an, dass alle Folgen-
glieder verschieden voneinander sind. Das ist zum Beispiel bei der Folge
(1/n)nen der Fall. Um es etwas interessanter zu machen betrachten wir die
Folge (an)nen = ((—1)" + (=1)"™ - 1), cn. Wenn wir nun die Elemente der
zugehorigen Menge A = {a,|n € N} auf der Zahlengeraden einzeichnen,
erhalten wir in etwa folgendes Bild (dort sind natiirlich nicht alle Elemente

eingezeichnet, sondern nur die ersten 140):

-1 1

Die Haufungspunkte der Folge sind 1 (betrachten Sie die Folgenglieder mit
einem geraden Index n) und —1 (betrachten Sie die Folgenglieder mit ei-
nem ungeraden Index n). Diese Haufungspunkte kénnen wir auch der Skizze
entnehmen, da 1 und —1 die Stellen sind, an denen sich die Folgenglieder

y,anhdufen“. Aus diesem Beispiel ergibt sich folgende Definition.

Definition 6.1.6. Sei D C K. Ein Element a € K heif3t Hdufungspunkt von
D, wenn es eine Folge (an)nen in D gibt, die gegen a konvergiert und deren

Folgenglieder paarweise verschieden sind.

Bemerkung 6.1.7. Paarweise verschieden ist die korrekte Beschreibung
davon, dass kein Element mehrfach als Folgenglied vorkommt. Formal be-

deutet es: n £k = a, # ai.
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Lemma 6.1.8. Sei D C K. Fin Element a € K ist genau dann ein Hdufungs-
punkt von D, wenn es eine Folge (an)nen in D\ {a} gibt, die gegen a kon-

vergiert.

BEWEIS. Wenn a ein Haufungspunkt ist, gibt es eine Folge (ay)neny in D
die gegen a konvergiert und in der héchstens ein Folgenglied gleich a ist. Da
einzelne Folgenglieder keinen Einfluss auf die Konvergenz haben, kénnen
wir dieses Folgenglied einfach streichen und wir erhalten eine Teilfolge von
(an)nen die gegen a konvergiert und deren Elemente alle verschieden sind
von a.

Sei nun (a,)pen eine Folge in D \ {a}, die gegen a konvergiert. Da alle
Folgenglieder verschieden von a sind, ist diese Folge nicht konstant und
enthélt auch keine konstante Teilfolge. Streichen wir nun alle a;’s aus der
Folge fiir die a,, = ag, fiir ein m < k, gilt, dann erhalten wir eine Teilfolge
von (ap)nen in der alle Elemente paarweise verschieden sind. Als Teilfolge
von (ay)nen konvergiert diese Folge gegen a. Damit ist a ein Hiufungspunkt

von a. I

Bemerkung 6.1.9. Die Haufungspunkte von D sind also genau die Elemen-
te aus dem Korper K, die durch Elemente aus D beliebig nah angenéhert
werden konnen. Wichtig ist dabei, dass wir zum Anndhern des Elementes a

nur Elemente benutzen diirfen, die nicht gleich a sind.

Beispiel 6.1.10. Das wichtigste Beispiel erhalten wir, wenn K =R und D
ein Intervall ist. Die Haufungspunkte von (—2,1) sind genau die Elemente
aus [—2,1]. Z.B. ist —2 = limy ,00(—2 + 2) und alle Elemente der Folge
(=24 L)pen liegen in (—2,1) (und sind damit insbesondere verschieden von
—-2).

Allerdings ist —2 kein Haufungspunkt von D = {-2} U (—1,1), denn die
Elemente aus D \ {—2} = (—1,1) liegen nicht beliebig nah an —2.

Definition 6.1.11. Sei f: D — K eine Funktion und sei a ein Haufungs-
punkt von D. Wenn es ein p € K gibt, so dass fiir jede Folge (an)nen in
D\ {a}, mit lim,,_, ay,, gilt

lim f(an) = p,

n—oo
dann heifit p Grenzwert von f an der Stelle a. Wir schreiben in diesem Fall

auch p = limg_,, f(z).
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Bemerkung 6.1.12. Es ist wichtig, dass tatséchlich jede Folge die gegen
a konvergiert betrachtet wird. Es gentigt nicht, nur eine einzige zu finden.
Weiter muss der Grenzwert lim,,_,~ f(a,) nicht nur fiir jede dieser Folgen

existieren; der Grenzwert muss auch fiir jede dieser Folgen identisch sein!

Beispiel 6.1.13. Wir betrachten die stickweise definierte Funktion

1 falls z < 0
f:R—R ; z+—
-1 fallsz >0

Der Definitionsbereich ist ganz R und jedes Element aus R ist ein Hiufungs-
punkt von R (klar?). Nehmen wir a = —3 und sei (a,)nen eine reelle Folge,
die gegen —3 konvergiert und a, # —3 fiir alle n € N erfiillt. Es gibt ein
N € N, mit | —3 —a,| < 3 fiir alle n > N. Damit sind alle Folgenglieder a,,,
mit n > N negativ. Es folgt

g fln) = g 1 =1

Der Grenzwert von f an der Stelle —3 ist somit 1 (beachten Sie, dass auch
f(=3) =1 ist).

Wir setzen als néchstes a = 0. Die Folge (%)nEN besteht aus lauter ver-
schiedenen Elementen und konvergiert gegen 0. Weiter gilt lim;, oo f (%) =
lim,, oo —1 = —1. Betrachten wir hingegen die Nullfolge (_%)nEN so gilt
limy, o0 f (—%) = lim, ,oo 1 = 1 # —1. Wir haben also zwei Folgen gefun-
den, die gegen a = 0 konvergieren, deren Bilder unter f aber unterschiedliche

Grenzwerte haben. Damit besitzt f keinen Grenzwert an der Stelle 0.

Bemerkung 6.1.14. Solche stiickweise definierten Funktionen tauchen oft
auf. Wir haben zum Beispiel den Betrag als stiickweise definierte Funktion
eingefithrt. Weiter lassen sich damit auf recht einfache Weise Beispiele und

Gegenbeispiele fiir Grenzwerte von Folgen konstruieren. Betrachten wir etwa

1 fallsz#0
0 fallsxz=0

g:R— R ; x+—

so sehen wir genau wie gerade, dass der Grenzwert von f an der Stelle 0
existiert und gleich 0 ist (beachten Sie, dass 0 # f(0) gilt). Das liegt daran,
dass f(x) fiir x nah an 0 nichts iiber den Wert f(0) aussagen.
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Beispiel 6.1.15. Wir kommen nun zu einem Beispiel wo eine Funktion
einen Grenzwert an einer Stelle besitzt an der sie nicht definiert ist. Wir

betrachten
22 —1

x—1"

f:R\ {1} —R ; z+
Die 1 miissen wir aus dem Definitionsbereich nehmen, da wir nicht durch
1 —1 = 0 teilen diirfen. Natiirlich ist 1 ein Hiufungspunkt von R\ {1}. Wir

zeigen nun, dass lim,_,1 f(z) existiert.

Sei dazu (ay,)pen ein Folge in R\ {1}, mit lim,_,~ a, = 1. Dann gilt

21 —1 1
lim f(a,) = lim I SBF im (an = an+1)
n—o0 n—00 Ay — n—o0 Ay — 1
= lim (ap + 1) = <lim an>+1:1+1:2.
n—oo n—oo

Damit ist limg,_,1 f(z) = 2.

Proposition 6.1.16. Seien f: D — K und g : D — K zwei Funktionen
und sei a ein Hdufungspunkt von D. Wir nehmen an, dass die Grenzwerte

lim,_q f(z) = p und lim,_,, f(z) = q existieren. Dann gilt auch
(a) limga(f +9)(a) =p+q
(b) limga(f - g)(a) =p-q.

(c) Wenn q # 0, dann limmﬁa(g)(a) =

Q3

Insbesondere existieren diese Grenzwerte.

BEwEIs. Das sollte Thnen bekannt vorkommen. Wir benutzen natiirlich die
Rechenregeln fiir die Grenzwerte von Folgen aus Satz 5.2.2. Wir zeigen nur

Teil (a), die anderen Teile folgen ganz genauso.

Sei also (ap)nen irgendeine Folge in D \ {a}, die gegen a konvergiert. Dann

gilt

lim (f+9)(an) = Tim_(F(an) + g(an)) "= (lim f(an) )+ ( lim g(an)) = p+a.

n—oo n—o0 n—oo

Da dies fiir jede solche Folge (an)nen gilt, sind wir fertig. O

%

)
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6.2 Stetigkeit

Meistens sind die Vokabeln in der Mathematik recht passend gewihlt. Wir
konnen uns also erst einmal tiberlegen, was stetig denn eigentlich bedeutet —
es ist ein synonym fiir durchgehend. Wir studieren also durchgehende Funk-
tionen. Dazu geben wir zunéchst eine intuitive Definition von Stetigkeit,
die wir danach Formalisieren wollen: Sei I C R ein Intervall. Dann heifit f
stetig auf I, wenn man den Graphen von f zeichnen kann ohne den Stift
abzusetzen. Der Graph soll also durchgehend gezeichnet werden kénnen.
Das ist die anschauliche Definition (die nur fiir Funktionen auf den rellen
Zahlen funktioniert, deren Wertebereich ein Intervall ist), aber kénnen wir
damit entscheiden ob
sin(Sx)e‘/m —5cos(z) fallsz <0

ffR—R ; x— (6.1)
—e® —4 falls x > 0

stetig ist? Wir brauchen also wiedereinmal etwas Formalismus.

Definition 6.2.1. Sei f : D — K eine Funktion und ¢ € D. Dann sa-
gen wir f ist stetig an der Stelle a, falls fiir jede Folge (an)nen in D, mit

lim, o0 ap = a, gilt:

lim f(a,) = f(a).

n—oo

Wir sagen in diesem Fall auch einfach nur f ist stetig in a. Ist f stetig in
allen a € D, dann heifit f stetig auf D.

Bemerkung 6.2.2. Die Stetigkeit von f in a sagt folgendes aus: Wenn sich
die Werte a,, € D immer weiter ¢ annidhern, dann nihern sich die Werte
f(an) immer weiter dem Wert f(a) an. Beachten Sie, dass das bedeutet,
dass der lim und f vertauscht werden diirfen. Denn es gilt dann

lim f(a,) =f (nh_{glo an> = f(a).

n—o0

Da das fiir jede Folge gelten muss, die gegen a konvergiert, kénnen wir
dies fiir den Fall, dass a € D ein Haufungspunkt von D ist mit Hilfe des
Grenzwertes von f an der Stelle a ausdriicken. Fiir einen Haufungspunkt
a € D gilt dann, dass f genau dann stetig in a ist, wenn lim,_,, f(z) = f(a)

ist.
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Wir hatten gesehen, dass eine reelle Folge (a,)nen genau dann gegen a € R
konvergiert, wenn fiir jedes € > 0 nur endlich viele Folgenglieder nicht im
Intervall a—¢, a+¢) liegen. Dass ein Element x im Intervall a—e, a+¢) liegt,
ist gleichbedeutend damit, dass |a — x| < e gilt. Dies lisst sich aber auch fiir
komplexe Zahlen (in denen wir keine Intervalle definiert haben) anwenden.
Benutzen wir diese Uberlegungen in der Definition von Stetigkeit, erhalten

wir eine alternative Beschreibung von Stetigkeit.

Proposition 6.2.3 (¢d-Kriterium). Sei f : D — K eine Funktion und

a € D. Dann ist f genau dann stetig in a, wenn gilt
Vo>0: 3>0: (la—z|<e=|f(a) — f(z)] <9).
Beispiel 6.2.4. Wir betrachten ein paar Beispiele:

(a) Sei f: D — K ; x — X\ eine konstante Funktion (es ist also A € K).
Dann ist f stetig auf D, denn: Sei a € D beliebig und (ay, )nen eine Folge

in D, die gegen a konvergiert. Dann gilt

lim f(a,) = nli—>Hc}o)\ =\ = f(a)

n—o0

(b) Als néchstes betrachten wir D — K ; 2 — x. Sei wieder a € D beliebig

und (a,)nen eine Folge in D, die gegen a konvergiert. Dann gilt

nhﬁnolo flan) = JLHQOGn =a= f(a)

(c) Wir betrachten mal wieder eine stiickweise definierte Funktion.

¢

0 falls z =0

39,95 falls0<z<6
fil0,00) — R 3 z+ 49,95 falls 6 <z < 12
59,95 falls12 <z <24
84,95 falls x > 25

\

(das sind aktuelle monatliche Handykosten bei der T... fiir die Menge

an verbrauchtem Datenvolumen in GB). Diese Funktion ist nicht stetig,
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denn: Fiir (a,) = (6 + %)neN gilt zwar lim,, s a, = 6, aber

lim f(a,) = lim 49,95 = 49,95 # f(6).

n—o0

Das liegt daran, dass der Graph der Funktion dort springt (wenn Sie
nur einen Hach mehr als 6GB verbrauchen zahlen Sie immer 10€ mehr,

als wenn Sie genau 6GB verbrauchen).

%

W

Im letzten Beispiel haben wir eingesehen, dass die Funktion nicht stetig in 6
ist, in dem wir die 6 einmal durch kleinere und einmal durch groflere Werte
angendhert haben (vgl. auch das Beispiel 6.1.13). Diese Idee beschreiben wir

noch einmal formal.

Definition 6.2.5. Sei f : D — R eine Funktion und a € R ein Hiifungspunkt
von D. Falls ein p_ € R existiert, so dass fiir jede Folge (ay,)nen in D, mit
lim;, o0 a, = a und a, < a fir alle n € N, gilt lim,,,~ f(a,) = p—, dann
heifit p_ der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle a.
Falls ein p4 € R existiert, so dass fiir jede Folge (ay )nen in D, mit lim,, o0 ay, =
a und a, > a fiir alle n € N, gilt lim,,_,o f(an) = p+, dann heifit p; der
rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle a.
Wenn diese Werte existieren schreiben wir fiir diese

p- = lim fl@)  und  py= Jim, f ().
Lemma 6.2.6. Sei f : D — R eine Funktion und a € R ein Haufungspunkt
von D. Es existiert genau dann ein Grenzwert von f an der Stelle a, wenn
der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle a exis-
tieren und beide Werte gleich sind. Der Grenzwert von f an der Stelle a ist

dann

lim f(z) = }g%f(x) = lim f(z).

r—a z\a

Satz 6.2.7. Sei f : D — R eine Funktion und a € R ein Hiifungspunkt von
D. Dann ist f genau dann stetig in a, wenn limg », f(x) und limgq f(2)

existieren und lim, », f(x) = limy\q f(2) gilt.
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BEWwWEIS. Das folgt sofort, wenn wir Bemerkung 6.2.2 und Lemma 6.2.6 zu-

sammensetzen. OJ

Bemerkung 6.2.8. Drehen wir diese Aussage um erhalten wir zwei mogliche
Szenarien, wann eine Funktion nicht stetig in a ist. Entweder existiert (min-
destens) einer der Grenzwerte lim, », f(x) und lim,~\ , f(z) nicht, oder die

Werte existieren beide, sind aber nicht gleich.

’Achtung: Die letzte Aussage gilt nur fiir reelle Funktionen! ‘

Beispiel 6.2.9. Eine Funktion in der sowohl der linksseitige als auch der
rechtsseitige Grenzwert existieren, aber diese Werte nicht gleich sind, haben
wir schon bei den Handykosten in Beispiel 6.2.4(c) gesehen.

Wenn ein Grenzwert nicht existiert, dann gibt es dafiir im wesentlichen zwei
Moglichkeiten. Entweder etwas ist nicht beschrinkt, oder es oszilliert sehr

stark. Betrachten wir

% falls z < 0
fR—R ; z+—
0 fallsxz>0
dann sehen wir sofort, dass lim,\ f(z) = 0 gilt. Fiir den linksseitigen

Grenzwert nehmen wir wie so oft die Folge (—%)neN. Diese konvergiert ,,von
links* gegen Null. Allerdings ist die Folge (f(—%))neN = (—n)pen nicht
konvergent. Damit existiert der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle 0
nicht. Die Funktion ist also nicht stetig in 0.

Betrachten wir nun den Fall einer Funktion die nicht stetig ist aufgrund zu

starker Oszillation (Schwankungen):

sin (l) falls z < 0

T

0 fallsz > 0

g R—R ; x+—

Wenn z durch alle reellen Zahlen aus (—oo, —1] lduft, so lauft 1 durch alle
Zahlen aus dem Intervall [—1,0). Der gesamte unedliche Graph der Sinus
Funktion wird also, wenn wir sin(1/z) betrachten, in das Intervall [—1,0)
gequetscht. Dadurch kann der linksseitige Grenzwert von g an der Stelle 0

nicht existieren. Formal sehen wir das so ein: Fiir alle n € Z gilt

1 1
Sin(iﬂ +2mn) =1 und sin(—§7r +2mn) = —1. (6.2)
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neN und (— nen sind Nullfolgen, deren Fol-

Die Folgen (—m) m)

genglieder alle negativ sind. Mit (6.2) gilt aber

. ] i i 1
I o ) g, 1= A= i 1= i s e

).
Damit kann der linksseitige Grenzwert von g an der Stelle 0 nicht existieren.

%

)

6.3 Einige Beispiele stetiger Funktionen

Ein paar stetige Funktionen kennen wir bereits, wie z.B. die konstanten
Funktionen und die Identitéit. Zum Gliick kann man sich aus stetigen Funk-

tionen schnell weitere stetige Funktionen basteln.

Satz 6.3.1. Seien f : D — K und g : D — K Funktionen, die beide stetig
an der Stelle a € D sind. Dann gilt

(a) f+ g ist stetig in a.

(b) f-g ist stetig in a.

(c) X\ f ist stetig in a, fir jedes A € K.
(d) Ist g(a) # 0, so ist g stetig in a.

BEWEIS. Natiirlich kommen hier wieder die Rechenregeln fiir Grenzwerte
5.2.2 ins Spiel. Wir beweisen nur Teil (b). Sei also (a,)nen irgendeine Folge

in D, mit lim,_~ a,, = a. Dann gilt

lim f(a,) = f(a) und lim g(a,) = g(a).

n—o0 n—oo

Es folgt sofort

lim (£ g)(an) = lim f(an) - gan) "% (lim flan)) - (lim gan)

n—oo n—oo n—o0

= f(a)-g(a) = (f - 9)(a)

und f - g ist stetig in a. O
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Korollar 6.3.2. Jedes Polynom ist stetig auf seinem Definitionsbereich.

BEwEIS. Jedes Polynom lésst sich nur mit 4+ und - aus konstanten Funk-
tionen und der Identitétsabbildung zusammensetzen. Da diese beide stetig

sind nach Beispiel 6.2.4, sind auch alle Polynome stetig. O

Satz 6.3.3. Seien ag < a1 < ... < ay reelle Zahlen und sei fir jedes
i €{0,...,n — 1} eine stetige Funktion g; : [a;,a;+1) — R gegeben. Dann

ist die stiickweise definierte Funktion

go(z) falls ag < x < ay
gi(x falls a1 < x < as
flag,an) —R 5 x+— @)
\gn_l(m) falls an—1 < x < ap
genau dann stetig auf [ag, ay), wenn fir alle i € {0,...,n — 1} gilt

lim gi(z) = gi+1(ai+1)-
T—Ai41

BEWEIS. Wir haben schon eingesehen, dass Stetigkeit lokal fiir einzelne
Punkte definiert ist. Um uns die Schreibarbeit zu erleichtern betrachten
wir nur den Fall n = 2 (den allgemeinen Fall, kann man daraus dann leicht
per Induktion beweisen). Wir haben also eine Funktion f mit Definitions-
bereich [ag, a2). Fiir ein gewisses a; zwischen ag und as gilt f(z) = go(z),
wenn = < aj, und f(z) = g1(z), wenn & > a;. Da go und g; stetig sind,
ist f an jedem Punkt aus [ag, a2) \ {a1} stetig, da sich f in der N#he dieser
Punkte genauso verhilt, wie eine der stetigen Funktionen gg bzw. ¢g;.

Wir miissen also nur die Stetigkeit von f in a; {iberpriifen. Da a; natiirlich
ein Haufungspunkt von [ag,a1) ist, ist f nach Satz 6.2.7 genau dann stetig
in a1, wenn limg\ o, f(z) = lim, »,, f(z) gilt. Es ist aber

Jim f (z) = Jm g1(x) und Jim f (z) = Jm go(z).
Da go und g1 stetig sind, ist aber lim,~\ 4, 91(z) = g1(a1) und lim, ~,, go(x) =

lim, 4, go(z). Damit ist der Satz bewiesen. O
Beispiel 6.3.4. Ist die Funktion

20— 1 fallsx <3
50 —4 fallsxz >3

fllR—>R ;T
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stetig auf ganz R? Da die Funktionen z — 2z — 1 und x — bx — 4 als
Polynome {iiberall stetig sind, miissen wir nur die Stelle x = 3 studieren. Es
ist

lim(2x —1)=2-3—1=5+£11=5-3—4.
;/H;’(x ) 7

Dasselbe Arbument zeigt, dass die Funktion

2z —1 falls z < 3
fg:R—)R ;T =
5z —10 fallsx >3

stetig in 3 — und somit auf ganz R — ist.

Satz 6.3.5. Seien f : D — K und g : E — K Funktionen, mit f(D) C E.
Ist f stetig auf D und ist g stetig auf E, dann ist g o f stetig auf D.

BEWEIS. Zunichst stellen wir fest, dass die Annahme f(D) C E tatséchlich
garantiert, dass die Funktion g o f existiert. Sei nun a € D beliebig und
(an)nen irgendeine Folge in D, die gegen a konvergiert. Da f stetig auf D
ist, ist dann lim,,— f(a,) = f(a).

Da g stetig auf E — und somit insbesondere in f(a) — ist, folgt lim,, o0 g(f(ay)) =
9(f(a)). Damit gilt tatséchlich fiir jede Folge (ap )nen in D, mit lim, o0 ap, =

a, die Gleichung lim,, ;o (g o f)(an) = (g o f)(a). Das heifit nichts anderes,

als dass g o f stetig in a ist fir alle a € D. O

Satz 6.3.6. Die reellen Funktionen exp, sin und cos sind stetig.

BeEwEIs. Dass sin und cos stetig sind sieht man leicht geometrisch ein: Wird
der Winkel nur leicht verdndert, dann verdndern sich auch die Gréfien sin
und cos nur leicht. Das kann man natiirlich auch beweisen, aber das werden
wir hier nicht tun. Konzentrieren wir uns lieber auf die Funktion exp : R —
R.

Fiir jedes z € R ist

exp(:v)zz%=1+x~zxk! :1+x-kz_:(kil)!.

Damit erhalten wir fiir jedes z € R die Ungleichungen

ol ol

1_|$"];)(k+1)! Sexp(rv)élJrIx"%(kH)!‘
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k
Wir nehmen nun an, dass || < 1 ist. Dann ist > ;2 (k‘% <3, m =

exp(1l) —1 = e — 1. Setzen wir dies in obige Ungleichungen ein, erhalten wir
1—Jz|-(e—1) <exp(zx) <1+|z| (e —1). (6.3)

Sei nun (an)nen irgendeine reelle Folge, mit lim,, o @, = 0. Dann sind ab
einem gewissen N € N alle a,,’s in (—1,1). Damit gilt mit (6.3) fiir alle ay,
mit n > N,

I ‘an‘ : (6 - 1) < exp(an) <1+ ’an| : (6 - 1)'

Da limy, yoo(1 £ ]an|-(e—1)) =1+ (e—1)-lim, yo0 jan| =1£(e—1)-0=1
ist, folgt aus dem Sandwichsatz 5.2.5

lim exp(a,) =1 = exp(0).

n—oo
Damit ist exp stetig in 0.
Sei nun a € R beliebig und (a,)nen eine reelle Folge, mit lim, o a, = a.
Dann ist (a — a,)nen eine Nullfolge. Weiter wissen wir, dass exp(z) # 0 fiir
alle z € R ist. Damit folgt

1= lim exp(a —a,) = lim exp(a) - exp(a) '
n—00 n—oo exp(a,)  limy o0 €xp(ay)

Das impliziert sofort exp(a) = lim,, o exp(ay). Damit ist exp stetig in a fiir

alle a € R. Das war zu zeigen. O

Bemerkung 6.3.7. Auch die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C

ist iiberall stetig, aber das zeigen wir hier nicht.
Bemerkung 6.3.8. Mit unserem bisherigen Wissen kénnen wir schon sofort
sagen, dass die Funktion

cos(4x — )

-1,1 R ;
f [ 7]—> ) eXp( $2—2

) — sin(32°® 4+ 22 — 1)

stetig ist. (Sie besteht nur aus Summe, Produkt und Hintereinanderausfithrung

von Stetigen Funktionen und ist auf dem ganzen Intervall definiert.)

%

)
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Definition 6.3.9. Sei f : D — K stetig und sei a € K\ D ein Haufungspunkt

von D. Wenn p = lim,_,, f(x) existiert, dann nennen wir die Funktion

. f(z) fallsxze D
f:DU{a} —K ; z+—
D fallsx = a

die stetige Erweiterung von f auf D U {a}.

Bemerkung 6.3.10. Die stetige Erweiterung einer Funktion ist natiirlich
stetig. Fiir alle Elemente aus D folgt das aus der Stetigkeit von f, und fiir

das Element a folgt es per Definition.

Beispiel 6.3.11. Die Funktion f: R\ {1} — R ; z — ”32_11 ist als Quoti-

r—

ent von stetigen Funktionen stetig auf ganz R\ {1}. Wie in Beispiel 6.1.15
gesehen, ist lim, 1 f(z) = 2. Setzen wir also f(1) = 2 so erhalten wir eine

Funktion, die stetig (und definiert) auf ganz R ist.

Beispiel 6.3.12. Wir hatten in der Vorlesung den Graphen der Funktion
sin(z)
x
sin(x)
x

Formulieren. Die Funktion f: R\ {0} — R ; z — mi{jﬂ ist stetig auf ganz

gesehen. Dieser sah iiberall stetig aus, aber natiirlich ist die Funktion

nicht definiert fiir x = 0. Jetzt konnen wir das gesehene mathematisch

R\ {0}. Setzen wir f(0) = 1 so erhalten wir die stetige Erweiterung von f

auf ganz R.

Es gilt also limg_0 sin(@) _ 1 Wir werden bald schéne Formeln fiir die Sinus Funktion

T

kennen lernen. Mit unserem jetzigen Wissensstand kann man es aber natiirlich auch be-
griinden. Mit einer Skizze sieht man schnell ein, dass fiir alle z € (0, %71') die Ungleichungen

sin(z) <z < %((z)) gelten. Stellen wir diese um erhalten wir, dass fiir alle diese x die Un-
gleichungen 1 > % > cos(x) gelten. Ist nun (an)nen eine Nullfolge, mit a, > 0 fiir alle

n € N, dann liefert der Sandwich-Satz:

1> lim sin(an) > lim cos(an) = cos(0) =1

n— oo Qn n— o0

sin(an)
an

(In der letzten Gleichung haben wir benutzt, dass cos stetig ist.) Es folgt, dass limn— o =
1 ist — also limz~ o W‘Iﬂ = 1. Genauso zeigt man auch lim, »g %(T) =1, was den Beweis

schlief3t.

%
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6.4 Reelle stetige Funktionen

Hier fassen wir einige Aussagen zusammen, die anschaulich vollkommen klar
sein sollten. Wenn Sie aus 2 Metern Hohe einen Ball auf den Boden werfen
(so, dass er tatsichlich auf dem Boden landet, dann war der Ball zu irgend-
einem Zeitpunkt genau einen Meter iiber dem Boden. Das ist unabhéngig
davon richtig, ob Sie den Ball weit werfen, oder einfach fallen lassen. Wenn
Sie das einsehen, dann sind Sie bestens geriistet fiir alles was in diesem
Abschnitt folgt.

Theorem 6.4.1 (Nullstellensatz von Bolzano). Seien a < b reelle Zahlen
und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Falls f(a) > 0 und f(b) <0 (oder
f(a) <0 und f(b) >0), dann gibt es ein xo € (a,b), mit f(xg) = 0.

BEWEIS. Anschaulich ist das vollkommen klar. Wenn wir in einem zwei-
dimensionalen Koordinatensystem einen Punkt oberhalb der ersten Achse
mit einem Punkt unterhalb der ersten Achse verbinden ohne eine Liicke zu
lassen, dann miissen wir zwangsldufig (mindestens einmal) die erste Achse
kreuzen.

Der formale Beweis ist etwas aufwendiger: Wir nehmen an, dass f(a) < 0

und f(b) > 0 ist. Nun definieren wir rekursiv zwei Folgen
(1) Setze a; = a und by = b.

(2) Sind fiir ein n € N die Werte a,, und b,, konstruiert, dann definieren wir

Cni1 = %(bn + ay).
(3) Wir setzen

e Falls f(cnt1) <0: ant1 = cpt1 und byq = by,

e Falls f(chy1) > 0: apt1 = ap und b1 = Cpiq-

Der Wert cp,41 ist stets die Mitte des Intervalls [a,,b,]. Dadurch ist stets
[@n+1,bn+1] C [an+t1,bnr1] C [a,b]. Insbesondere ist f(c,+1) immer definiert,
und wir erhalten tatséchlich zwei Folgen (an)nen und (bn)nen in [a,b]. Da
Cn+1 stets zwischen a,, und by, liegt, ist die Folge (ay,)nen monoton wachsend
und die Folge (b, )nen ist monoton fallend. Da beide Folgen in [a, b] gebildet

werden, sind sie auch beschriankt. Damit existieren die Werte

lim a, und lim b,,.
n—oo n—oo
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Die Léange der Intervalle [a,, b,] halbiert sich in jedem Schritt. D.h.: Es gilt
b, — a, = 2n$_1(b — a) fiir alle n € N. Fiir wachsendes n konvergiert der
Abstand von a,, und b,, also gegen Null. Damit gilt

lim a, = lim b, = xo.
n—oo n—ro0

Wir wissen, dass f stetig ist. Damit gilt auch

lim f(an) = f(xo) = nh—ggo f(bn).

n—oo

Allerdings ist per Konstruktion f(a,) < 0 fiir alle n € N und f(b,) > 0
fiir alle n € N. Damit ist auch f(z9) = lim, 00 f(an) < 0 und f(z9) =
lim;, 00 f(bn) > 0. Damit muss tatséchlich f(zp) = 0 gelten. d

Definition 6.4.2. Sei f : D — K eine Funktion. Ein 2y € D, mit f(xg) =0
heilt Nullstelle von f.

Korollar 6.4.3. Jedes reelle Polynom von ungeradem Grad hat eine Null-
stelle in R.

BEWEIS. Sei d € N ungerade und sei p(z) = agz? + ag_129 " 4+ ... + ag
ein reelles Polynom vom Grad d. (Dann ist agq # 0.) Wir nehmen an, dass

aqg > 0 ist. Es ist

lim p(n) = lim (agn® + ag_1n® ' + ... +ap)

n—oo n—o0
. ad—1 ao
= lim n%( aqg + .o+ =) = +oo.
n— o0 N~~~ n n

0
> —0

Genauso sehen wir

lim p(—n) = lim (aa(~n)" +ag-1(=n)*"" +... + ao)

n—oo
— 1 Y ad—1 a0
_nh_)ngo( n)*( ag + — —i—...—f—(_n)d)— 00.
——pd >0
—0

Hier haben wir benutzt, dass d ungerade ist und daher (—n)? = (—1)%n? =
—n? gilt. Insbesondere existiert ein n € N, mit p(—n) < 0 und p(n) > 0. Da
jedes Polynom stetig ist, muss mit dem Nullstellensatz 6.4.1 ein z¢ € [—n, n|
existieren, mit p(xg) = 0.

Falls a4 < 0, funktioniert der Beweis genauso. O
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Korollar 6.4.4 (Zwischenwertsatz). Seien a < b reelle Zahlen und f :
[a,b] — R stetig. Fiir jedes ¢ zwischen f(a) und f(b) existiert ein xy €
(a7 b)7 mit f(l'o) =c.

BEWEIS. Sei also ¢ eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Ohne Ein-
schrankung nehmen wir wieder an, dass f(a) < ¢ < f(b) gilt. Die Funktion
g :la,b] — R ; 2 — f(x) — c ist stetig und erfiillt g(a) = f(a) —c < 0
und g(b) = f(b) — ¢ > 0. Nach dem Nullstellensatz von Bolzano 6.4.1 gibt
es daher ein zg € (a,b), mit 0 = g(z¢) = f(zo) — c. Damit ist f(zg) = ¢, wie
behauptet. ]

Definition 6.4.5. Sei f : D — R eine Funktion. Falls die Menge { f(x)|z €
D} ein Maximum besitzt, so nennen wir dies das Mazimum von f auf D
und setzen

I;1€al>)<f(x) = max{ f(x)|z € D}.

Genau so definieren das Minimum von f auf D als

min f(z) = min{f(z)|x € D}.

zeD

Theorem 6.4.6 (Satz von Minimum und Maximum). Seien a < b reel-
le Zahlen und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ezistieren das

Minimum und das Mazimum von f auf [a,b].

BEWEIS. Den Beweis lassen wir weg. Die Idee ist folgende: Jedes Element
aus [a,b] wird auf eine reelle Zahl abgebildet. Da diese Abbildung stetig
ist, kann die Funktion an keiner Stelle gegen oo oder —oo streben. Also
ist f([a,b]) beschrankt. Es existiert also auf jeden Fall das Supremum und
das Infimum von {f(z)|z € [a,b]}. Jetzt kann man wieder die Stetigkeit
benutzen um zu zeigen, dass Supremum und Infimum bereits in der Menge

liegen miissen. O

Beispiel 6.4.7. Wir konnen auf die Voraussetzungen an f wirklich nicht

verzichten:

e Wir konnen [a, b] nicht durch (a, b) ersetzen. Die Funktion f : (0,1) —
R;xz— % ist stetig auf ganz (0, 1), aber natiirlich besitzt diese Funk-

tion kein Maximum auf (0, 1).
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e Wir kénnen auch nicht auf die Stetigkeit verzichten — selbst dann nicht,

wenn unsere Funktion beschrankt ist. Fiir die Funktion

0 falls —2<zxz< -1
f:[-2,2] R ; z—=qz falls —1l<a<l1

0 fallsl1<x<2

ist zwar sup{f(z)|x € [-2,2]} = 1, aber es gibt kein = € [—2,2], mit

f(z) = 1. Damit existiert das Maximum von f auf [—2, 2] nicht.

Korollar 6.4.8. Seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — R stetig. Dann
gilt fiir das Bild von [a,b] unter f:

f(la,b]) = Jen[ﬁ} f(x), Jnax f(z)

BEWEIS. Wir haben gerade gesehen, dass die Werte ming e, ) f(z) und
maxX,c(qp f(7) existieren. Jedes Element zwischen diesen Werten liegt eben-

fallsin f([a, b]), nach dem Zwischenwertsatz 6.4.4. Damit gilt die gewiinschte
Gleichheit. O

%

)

6.5 uneigentliche Grenzwerte

Wenn eine Funktion auf ganz R definiert ist, ist es natiirlich interessant
zu untersuchen, wie sich diese Funktion sehr weit weg von der Null verhélt.
Wir méchten also iiberpriifen, ob wir Aussagen iiber das verhalten von f(z),

wenn x gegen unendlich strebt, treffen kénnen.

Definition 6.5.1. Sei f : D — R eine Funktion. Wir nehmen an, dass D
nicht nach oben beschriankt ist. Wenn es ein p € R gibt, so dass fiir jede

Folge (an)nen in D, mit lim,,_, a, = oo, gilt

hm f(a’ﬂ) = pv

n—o0

dann heift p der Grenzwert von f fir x — oo. Wir schreiben dann p =
lim, o0 f().
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Wenn D nicht nach unten beschriankt ist, dann definieren wir genau so

lim,, o f(x) (wir miissen nur iiberall co durch —oo ersetzen).

Beispiel 6.5.2. e Die reelle Sinus-Funktion x +— sin(x) besitzt keinen

Grenzwert fiir x — oo.

e Wir betrachten die Funktion

322 — 2 47

FiR\{=22} 2R ; oo =

Der Definitionsbereich ist weder nach oben noch nach unten beschrankt.
Sei nun (an)nen eine Folge in R\ {—2,2}, mit lim,,_,~ a, = co. Dann
ist limy, oo i = 0 (siehe Satz 5.3.5). Es folgt

1 7
3¢2 — 2 7 3—2=~+ %
lim f(ay) = lim anz—a’”—{': lim “—"4“% — 3.
n—00 n—00 an—4 n—00 -

In der Definition von oben brauchen wir Folgen, die bestimmt divergieren.

Auch das konnen wir fiir Funktionen verallgemeinern.

Bemerkung 6.5.3. Was war nochmal ein Haufungspunkt einer Menge D C
R? Es war ein Element a fiir das eine Folge (a,)nen in D\ existiert, mit
lim, o ap, = a und paarweise verschiedenen Folgengliedern. Ist D nicht
nach oben beschrénkt, so gibt es eine Folge (ay)nen in D, mit limy, o0 a, =
oo und paarweise verschiedenen Folgengliedern. Wir kénnen in diesem Fall
also auch das Symbol oo als Haufungspunkt von D betrachten. Gleiches gilt
flir —oo, wenn D nicht nach unten beschrénkt ist. Da wir eigentlich mit dem
Symbol co sehr behutsam umgehen wollten, benutzen wir diese Sichtweise

ausschliefllich in der folgenden Definition.

Definition 6.5.4. Sei f : D — R eine Funktion und sei a € RU{—00, 0o}
ein Haufungspunkt von D. Falls fiir jede Folge (ay, )nen in D, mit limy, 00 ay =
a, gilt

nh_}m(a)o flap) =00  (bzw. —o0)
dann ist co (bzw. —o0) der uneigentliche Grenzwert von f an der Stelle a.

Beispiel 6.5.5. Wir sammeln ein paar Beispiele:

(a) Esist limy_0 3%2 = oo (vgl. Satz 5.3.5).
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(b) Fiir jedes n € N ist limg_00 ex;)# = 00. Denn: Fiir > 0 ist exp(z) =

Yoo %},C > % Damit ist fiir jedes 2 > 0 auch engbz) > G- Da
x

xSl den uneigentlichen Grenzwert oo an der Stelle oo besitzt, gilt dies

auch fiir die Funktion

exp(z)
AL

Diese Aussage kann so gelesen werden, dass exp(z) schneller gegen un-
endlich strebt als alle Funktionen der Form ™. Das ist das gemeine an
exponentiellem Wachstum, mit dem wir uns ja leider in den letzten zwei

Jahren viel beschéftigen mussten.

(c) Sei p(z) = agz? + ...+ ag ein reelles Polynom vom Grad d. Dann gilt

00 falls ag > 0

lim p(z) =
oo —oo fallsag <0
und
o0 falls ag > 0 und d gerade
) —oo falls ag > 0 und d ungerade
lim p(z) =

T 00 falls ag < 0 und d ungerade ‘

—oo falls ag < 0 und d gerade

Wie man das zeigt haben wir schon in Korollar 6.4.3 gesehen.

Zum Schlufl kiimmern wir uns noch um uneigentliche linksseitige (und rechts-

seitige) Grenzwerte.

Definition 6.5.6. Sei f : D — R eine Funktion und sei a € R ein
Haufungspunkt von D (hier sind co und —oo als Haufungspunkte ausge-
schloflen). Dann hat f den uneigentlichen linksseitigen Grenzwert oo (bzw.
o0) an der Stelle a, wenn gilt: Fiir jede Folge (ap)nen, mit lim, o0 an = a
und a, < a fir alle n € N, ist

nh_}rlgo flap) =00 (bzw. —0)

Wir schreiben dafiir lim, », f(z) = oo (bzw. —00). Ersetzt man in dieser
Definition a,, < a durch a,, > a erhélt man die Definition vom uneigentlichen

rechtsseitigen Grenzwert.

Beispiel 6.5.7. Wie wir mittlerweile sehr gut wissen, ist lim, /0% = —00

und limg o f(2) = oo.



Kapitel 7

Spezielle Funktionen

em+1=0

Die Funktion f : [0,00) — R ; x +> 22 ist streng monoton steigend. Damit
gilt insbesondere, dass fiir 1 # x2 in [0,00) auch f(x1) # f(x2) ist. Das
sollte Thnen bekannt vorkommen! Das bedeutet nichts anderes, als dass f
injektiv ist. Wenn f aber injektiv ist, dann ist f : [0,00) — f([0,00))
bijektiv. Eine bijektive Funktion hat aber auch eine Umkehrfunktion! In
diesem Fall ist die Umkehrfunktion schnell erraten. Es ist =1 : [0,00) —
[0,00) ; &+ /.

Diese Art von Umkehrfunktionen schauen wir uns jetzt genauer an.

7.1 stetige Umkehrfunktionen

Theorem 7.1.1. Sei D ein Intervall und sei f : D — R streng monoton
steigend (bzw. fallend). Dann ist die Funktion f: D — f(D) bijektiv. Die
Umkehrfunktion f=1: f(D) — D won f ist dann ebenfalls streng monoton
steignd (bzw. fallend).

Ist f zusditzlich noch stetig auf D, dann ist auch [~ stetig.

Bemerkung 7.1.2. Wenn D ein Intervall ist und f stetig, dann ist auch
f(D) ein Intervall.

BEWEIS VON THEOREM 7.1.1. Wir nehmen an, dass f streng monoton wéchst.

Der andere Fall funktioniert genau so.

131
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Dass f streng monoton steigt bedeutet, dass fiir alle 1, z9 € D gilt
x1 > w9 <= f(x1) > f(x2). (7.1)

Die Implikation = ist einfach nur die Definition. Wenn aber f(z1) > f(x2),
dann kann nicht z9 > x; sein (wieder mit der Definition der strengen Mo-
notonie). Damit gilt auch die andere Implikation.

Insbesondere folgt, dass f injektiv ist. Schrinken wir nun den Wertebereich
von f auf f(D) ein, so erhalten wir eine bijektive Funktion. Damit existiert
tatsiichlich die Funktion f~!: f(D) — D.

Sind nun y1,y2 € f(D), mit y; > yo. Dann gibt es x1, 22 € D, mit f(z1) = 11
und f(r2) = yo. Genauer gilt 71 = f~1(y1) und 22 = f~!(y2). Nach (7.1)
gilt nun

) =21 > 20 = fHyo)

und f~! ist damit ebenfalls streng monoton steigend.
Den Beweis fiir die Stetigkeit von f~1, wenn f stetig ist, fithren wir in dieser

Vorlesung nicht. O

Beispiel 7.1.3. Sei n € N. Die Funktion f : [0,00) — R ; = — 2" ist
streng monoton steigend. Das folgt leicht per Induktion iiber n. Fir n = 1
ist natiirlich x > y = 2™ > y™. Das ist der Induktionsanfang.

Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir beliebiges aber festes n € N gilt
(das ist die Induktionsvoraussetzung). Sind nun x > y > 0 gegeben, dann
folgt nach IV 2™ > y™. Dann ist aber 2"t = 2" -2 > " - y = y" . Damit
ist auch der Induktionsschritt erledigt.

Fiir jedes x € [0,00) ist auch z™ € [0,00). Weiter existiert zu jedem y €
[0,00) das Element {/y € [0,00). Dieses Element erfiillt f({/y) = (/y)" =
y. Damit ist f([0, 00)) = [000).

Als Polynom ist f natiirlich stetig. Damit gibt es nach Theorem 7.1.1 eine
stetige Umkehrfunktion f~! : [0,00) — [0,00), die streng monoton

steigt. Wie wir gesehen haben, ist dies die n-te Wurzelfunktion
f1]0,00) — [0,00) ; x> .

Beispiel 7.1.4. Wir sammeln Informationen iiber die reelle Exponential-

funktion exp : R — R.

e exp ist stetig (vgl. Satz 6.3.6).
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e exp ist streng monoton steigend, denn: Fiir alle z > 0 ist exp(x) =

Yo ‘%I,C =1+>72, %If > 1. Damit folg nun fiir reelle Zahlen 1 > x3:

exp(z1) = exp(xz + (71 — x2)) = exp(x2) - exp(x1 — x2) > exp(x2).

>1

o Esist exp(R) = (0,00), denn: Fiir alle z € R ist exp(x) > 0. Damit ist
exp(R) C (0, 00). Weiter wissen wir, dass exp(R) als stetiges Bild eines
Intervalls, ein Intervall ist. Aus exp(n) = €" fiir alle n € Z folgt, dass
exp(R) nicht nach oben beschrénkt ist. Weiter folgt, dass es in exp(R)
eine Folge gibt, die gegen 0 konvergiert ((¢™"),ecn). Damit muss wie

behauptet, exp(R) = (0, 00) gelten.

e Es folgt, dass es eine stetige monoton steigende Umkehrfunktion

exp~!:(0,00) — R gibt.

Definition 7.1.5. Die Funktion exp™! : (0,00) — R nennen wir den

1

natirlichen Logarithmus und setzen exp™ " = In.

Proposition 7.1.6. Die Funktionalgleichung des natiirlichen Logarithmus

lautet

In(z - y) = In(z) + In(y)
fir alle x,y € (0,00).

BEWEIS. Dies folgt aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.
Seien z,y € (0, 00) beliebig. Die Zahl In(z-y) ist eindeutig dadurch bestimmt,
dass exp(In(z - y)) = x - y gilt. Nun ist aber

exp(In(z) + In(y)) = exp(in(z)) - exp(in(y)) = - y.
Es muss also In(z) + In(y) = In(x - y) gelten. O

Bemerkung 7.1.7. Da exp(0) = 1, ist In(1) = 0.

Da exp(n) = e fiir alle n € Z, ist In(e") = n fiir alle n € Z.

Allgemein haben wir bisher noch keine Abbildungsvorschrift kennengelernt,
wie wir In(z) tatséchlich berechnen kénnen. Die Zahl In(z) ist schlicht die
reelle Zahl y, fiir die exp(y) = x gilt. Wir miissen also fiir festes z € R die
Gleichung exp(y) — x = 0 16sen. Ein Verfahren, wie wir dies machen kénnen

liefert die Intervallhalbierung aus dem Beweis des Nullstellensatzes 6.4.1.
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Beispiel 7.1.8. Wie kénnten wir den Wert 2V2 definieren? Dazu iiberlegen
wir uns zuniichst, wie wir 22 beschreiben koénnen. Das machen wir etwas
allgemeiner.

Sei @ > 0 und n € N. Dann ist

exp(n-ln(a)) = exp(In(a) + ... +1In(a)) = exp(ln(a)) - ... - exp(In(a)) = exp(In(a))™ = a™.

n-mal n-mal

Es macht also Sinn a® = exp(z - In(a)) fiir alle z € R zu definieren. Insbe-
sondere sollte 2V2 = exp(v/2 - 1n(2)) = 2,665144 . .. gelten.

Definition 7.1.9. Sei a > 0 eine reelle Funktion. Fiir jedes x € R setzen

wir a® = exp(z - In(a)). Die Funktion
., R—R ; zr—a
heilt allgemeine Potenz zur Basis a.
Satz 7.1.10. Sei a > 0 eine reelle Zahl.
(a) Die Funktion , ist stetig auf R.

(b) Fiir a < 1 ist m, streng monoton fallend und fir a > 1 ist m, streng

monoton steigend.
(c) Fira+#1 ist my : R — (0, 00) bijektiv.

BEWwEIS. Da die Exponentialfunktion stetig ist, ist auch 7, stetig. Das zeigt
(a).
Sei nun @ € (0,1). Da In streng monoton steigt und In(1) = 0 ist, muss
In(a) < 0 gelten. Sind nun x1,x2 € R, mit 21 > x9, dann gilt x;1 - In(a) <
x2 - In(z2). Da exp streng monoton steigt, folgt

T2

To(x1) = a™ = exp(x; - In(a)) < exp(z2 - In(a)) = a™ = 7,(x2).

Damit ist m, streng monoton fallend.
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Fiir a € (1, 00) ist In(a) > 0. Das gleiche Argument wie eben zeigt nun, dass
7o in diesem Fall streng monoton steigt. Damit ist (b) gezeigt.

Es bleibt zu zeigen, dass 7, : R — (0, 00) bijektiv ist, fir a # 1. Wir setzen
fiir den Moment

fo :R— R ;2 z-In(a).

Fiir a # 1 ist In(a) # 0. Damit gilt nun f,(R) = R und somit 7,(R) =
exp(fa(R)) = exp(R) = (0,00). Die Funktion 7, : R — (0, 00) ist also
surjektiv. Die strenge Monotonie von 7, liefert die Injektivitdt. Damit ist
auch Teil (c) bewiesen.

Wir haben gerade gesehen, dass 7, in diesem Fall streng monoton ist. Damit

muss 7, injektiv sein. O
Proposition 7.1.11. Seien a,b € R positiv. Dann gilt fiir alle x,y € R:
(a) a® >0

(b) a*¥ =a® - a¥

(c) (a") = a

(d) a=* = (3)"

(e) a® -b* = (a - b)*

(f) a”/* = YxP fir alle p € Z und alle q € N.

BEWEIS. Das folgt alles aus den entsprechenden Eigenschaften der Expo-

nentialfunktion.
Zu (a): Esist a® = m,(z) € (0,00) nach Satz 7.1.10.

Zu (b): Esgilt a®"¥ = exp((x+y)-In(a)) = exp(xIn(a)+yIn(a)) = exp(zIn(a))-
exp(yIn(a)) = a® - a¥.

Zu (c): Esgilt (a*)¥ = exp(y-1In(a”)) = exp(y - In(exp(z -In(a)))) = exp(y - (x -
In(a))) = exp((zy) - In(a)) = a®.

Zu (d): Das folgt nun leicht aus Teil (¢): a=® = a(=1% = (a=1)* = (1/a)".

Zu (e): Es ist a” - b* = exp(xzIn(a)) - exp(zIn(b)) = exp(zln(a) + x1n(b)) =
exp(z(In(a) + In(b))) = exp(zIn(ad)) = (ab)®.
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Zu (f): Es ist a”* > 0 nach Teil (a). Weiter ist (a”/?)9 = a”/49 = aP nach Teil
(e). Damit ist tatsdchlich a”¢ = ¢/aP.

O]

Bemerkung 7.1.12. Wir haben gerade in Satz 7.1.10 gesehen, dass die
allgemeine Potenz zur Basis a > 0, also m, : R — (0, 00), bijektiv ist fiir
a # 1. Damit existiert auch die Umkehrfunktion

-1

g,

:(0,00) — R.

Diese ist streng monoton steigend fiir ¢ > 1 und streng monoton fallend fiir

a < 1. Weiter ist m, ! stetig, da m, stetig ist.
Definition 7.1.13. Fiir a € (0,00)\ {1} heiit die Funktion 7, ! : (0, 00) —
R Logarithmus zur Basis a. Wir setzen m, ! = log,,.

Satz 7.1.14. Fiir a € (0,00) \ {1} und =z € R ist log,(z) = }Eg;

BEWEIS. Da log, die Umkehrfunktion von der allgemeinen Potenz 7, ist,

ist log,(x) eindeutig dadurch bestimmt, dass 7, (log,(z)) = x gilt. Nun ist

T (EEZ;) = exp (EE‘Z? : ln(a)> = exp(In(z)) = .

Damit muss die geforderte Gleichung log,(z) = Egi; gelten. O

%

)

7.2 Trigonometrische Funktionen

aber

Wir kommen nun endlich dazu die Funktionen cos und sin nicht nur geome-

trisch zu betrachten. Wir fangen aber scheinbar ganz woanders an.

Fiir alle z € R gilt e = et = i (7.2)
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Proposition 7.2.1. Die Funktionen
C:R—C ; z+ Re(e")

und
S:R—C ; z+ Im(e"™)

sind stetig.

BEWEIS. Der Realteil einer komplexen Zahl z kann geschrieben werden
durch 3(z+7%) (vgl. Satz 3.1.12). Damit ist die Abbildung C' gegeben durch
die Hintereinanderausfithrung der stetigen Funktionen z +— i -z (Polynom),
z — —i -z (Polynom) und — Dank (7.2) — i -z — 3(e"® + e~%) (Exponen-
tialfunktion).

1

Da S gegeben ist durch x +— Z(e” — e7"), folgt genau so, dass auch S

stetig ist. 0
Bemerkung 7.2.2. Fiir alle z € R ist

A ) . (792) . —— )
1= 0 = giomiw = giw gmiw (12 jia g "2 = C(x)* + S(z)*.

(7.3)

Weiter gilt fiir alle z,y € R:

Cla+y) +S(e+y) - i=e" ) = e = (Cla) + S(2) -4) - (Cly) + S(y) - 1)
= (C(@)C(y) = 5(x)5(y)) + (C(z)S(y) + S(x)C(y)) - i-

Daraus folgt

Clr+y) = C(x)C(y) — S(x)S(y) (7.4)
S(z +y) = C(2)S(y) + S(x)C(y)- (7.5)

Zuletzt wissen wir noch
1=¢"9=C(0)+ 5(0) - i,
also
c0)=1 und S(0) = 0. (7.6)

Diese Eigenschaften sollten Thnen bekannt vorkommen (zumal wir uns im

Abschnitt Trigonometrische Funktionen befinden)!
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Man kann zeigen, dass tatséichlich C(z) = cos(z) und S(z) = sin(z) gilt.
Das werden wir in dieser Vorlesung allerdings nicht tun. Wir halten dieses

wichtige Resultat aber fest:

Theorem 7.2.3. Fiir jedes x € R st
cos(z) = Re(e"®) und sin(z) = Im(e"®).

Hier haben wir eine wundersame Verbindung zwischen der komplexen Ex-
ponentialfunktion und den Funktionen sin und cos aufgedeckt. Diese Ver-

bindung nutzen wir um neue Erkenntnisse iiber beide Seiten zu bekommen.

Wiederholung. Aus der geometrischen Definition von sin und cos aus 3.3.9
kénnen wir — neben den Eigenschaften (7.3)-(7.6) — sofort folgende Tatsachen

ablesen:

(a) cos(5) =0 und sin(3) = 1.

(b) cos(x 4 27m) = cos(z) und sin(x + 27) = sin(x) fiir alle z € R.

(¢) cos(—x) = cos(x) und sin(—z) = — sin(z) fiir alle x € R.

(d) cos(z) > 0 fiir alle x € [~%, ], und cos(z) < 0 fiir alle x € [3, 37].
(e) sin(x) > 0 fiir alle x € [0, 7], und sin(z) < 0 fiir alle = € [, 27].

(f) Die Funktion cos : R — R ist streng monoton steigend auf dem Inter-

vall [, 2] und streng monoton fallend auf dem Intervall [0, 7].

(g) Die Funktion sin : R — R ist streng monoton steigend auf dem Intervall

[ T T

—Z, 7] und streng monoton fallend auf dem Intervall [Z, 3T].

202
Wir kénnen auch noch andere Werte von sin und cos ablesen. Einige fassen

wir in der folgenden Tabelle zusammen:

o Jolg 3]s |s][n]%
cos(x)l@ @g 0[-1]0
sin(m)Og g@ 110 | -1

Dies kénnen wir nun nutzen um um Aussagen iiber die Exponentialfunktion

zu treffen.

Proposition 7.2.4. FEs gilt
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(a) /> =i,
(b) et*+2mi = i fiir glle € R.

BEWEIS. Das folgt sofort aus unserem Wissen iiber sin und cos und aus
Theorem 7.2.3. Denn

e? = cos(g) + sin(g) i =1.

211

Insbesondere folgt €*™ = i* = 1 und somit

ei-a:+27ri — LT 2T i-x

Das wollten wir zeigen. O

Insbesondere gilt die schinste Formel der Welt: '™ +1 = 0.

%

W

Bemerkung 7.2.5. Nun kommen wir dazu aus der Exponentialfunktion

neue Erkenntnisse {iber sin und cos zu treffen. Wir wiederholen nochmal,

dass fiir jedes x € R gilt:
, 1 . ,
cos(xz) = Re(e"™) = 5(6” +e ")

und )
271. (ei-x o e—i-r)

(vgl. den Beweis von Proposition 7.2.1). Die Ausdriicke auf der rechten Seite

sin(x) = Re(e"®) =

sind aber definiert fiir alle komplexen Zahlen! Dies fiihrt uns zur néchsten

Definition.

Definition 7.2.6. Die komplexe Sinus-Funktion ist definiert als

1. ,
sin:C — C ; x'—>§(ez"r—e*l"r).
i

Die komplexe Cosinus-Funktion ist definiert als

1 . 4
cos:C—C ; xn—>§(ez'x+eﬂ'”).
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Bemerkung 7.2.7. Genau wie im Beweis von Proposition 7.2.1 sehen wir,
dass cos(z) und sin(x) stetig auf ganz C sind.

Die Additionstheoreme (7.4) gelten auch fiir komplexe Zahlen z,y. Daraus
folgt sofort

cos(z + m) = — cos(z) und sin(z + 7) = —sin(z) (7.7)
fiir alle z € C.

Korollar 7.2.8. Fir jedes x € C gilt
p2k+1

cos(z) = Z(— und sin(z Z 2k: Ik

k=0 (%)' k=0

BEWEIS. Wir zeigen nur die Formel fiir den Cosinus. Wir stellen fest, dass
(genau wie bei exp(x)) das Quotientenkriterium 5.4.18 die absolute Konver-

genz der Reihe Z,;“;O(—l)k{%! garantiert.

Nun gilt
1, e iy 1 Z (i-x)k Z (—i-x)*
COS(:E) 5(6 € ) 5 <k—0 : k=0 k!

(G- x)E 4 (=i )k
:12( ) 2!( iy (7.8)

Wir unterscheiden nun zwei Félle. Zunéchst nehmen wir an, dass k gerade

ist. Dann gilt k£ = 2n fiir ein n € N. Es folgt
(i - x)¥ 4 (=i - )% = 22 (=1)22n e = 2(4%)"2® = 2. (—1)"2*"
Ist nun k ungerade, dann ist (—1)¥ = —1 und es folgt
Gi-x)" 4+ (=i x)" = (G- 2)" 4+ (=1)F- (i -z)F = 0.

Setzen wir dies in die Gleichung (7.8) ein, erhalten wir

1= (i) zx)k
cos(z 75
k=0

\V)

xQn

= ;(_1)”(%)!.

Die Gleichung fiir die Sinus-Funktion folgt genauso. O
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Beispiel 7.2.9. Endlich kénnen wir nun Werte fiir Sinus und Cosinus be-
rechnen, ohne einen Kreis zeichnen zu miissen. Wollen wir nun eine Ndherung
von cos(1/3) berechnen, dann bestimmen wir die Partialsummen der entspre-
chenden Reihe aus Korollar 7.2.8:

2k
* 22:0(—1>k(}/23}c))! =1

2k

2 k(/3)% _ 1 1T
o S oIS = 1— & + 4 = 0,94495...

Fragen Sie Thren Taschenrechner, ob das bereits eine gute Abschéitzung ist.
Lemma 7.2.10. Es gilt:

o {z€C|cos(z) =0} ={5 +n-7n € Z} und

o {z€Clsin(z) =0} ={n-7w|n € Z}.

BEWEIS. Dass die reellen Nullstellen von cos genau die Elemente aus {5 +
n - mn € Z} sind und die reellen Nullstellen von sin genau die Elemente
aus {nr|n € Z} sind, folgt sofort aus unserem geometrischen Versténdnis
der beiden Funktionen. Das Lemma sagt also nur aus, dass es in C keine
weiteren Nullstellen gibt. Den (nicht besonders schwierigen Beweis) lassen

wir weg. O

Definition 7.2.11. Die komplexe Tangens-Funktion ist gegeben durch

. T ' sin(z)
tan.(C\{2+n tineZ} — C cos(@)
Die komplexe Cotangens-Funktion ist gegeben durch
cot :C\{n-wlneZ} —C ; x}_)(:f)s(:n)‘
sin(x)

Da fiir = € R sowohl sin(x) als auch cos(x) reell sind, erhalten wir die reelle
(Co)Tangens-Funktion dadurch, dass wir in dieser Definition jedes C durch

ein R ersetzen.

Bemerkung 7.2.12. Da sin und cos stetig sind, sind auch tan und cot

stetig tiberall da, wo sie definiert sind.
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Zum Schluss wollen wir uns noch iiberlegen, wie potentielle Umkehrfunktio-

nen von sin, cos, tan und cot aussehen koénnten.

Beispiel 7.2.13. Die Funktion sin : R — R ist stetig und streng monoton
T T
2 5]
Aus 1 = sin(%) = —sin(—7) folgt, sm([ 25D =[-1,1].
Damit gibt es eine Umkehrfunktion sin™" : [-1,1] — [—

wir Arcussinus und setzen sin~! = arcsin.

steigend auf [—

, 3] Diese nennen

w\a

Genau wie sin auf dem betrachteten Intervall, ist arcsin stetig und streng

monoton steigend.

Beispiel 7.2.14. Die Funktion cos : R — R ist stetig und streng monoton
fallend auf [0, 7].

Aus 1 = cos(0) = — cos(m) folgt, cos([0,7]) = [—1,1].

Damit gibt es eine Umkehrfunktion cos™ : [~1,1] — [0, 71]. Diese nennen
wir Arcuscosinus und setzen cos™! = arccos.

Genau wie cos auf dem betrachteten Intervall ist arccos stetig und streng

monoton fallend.

Bemerkung 7.2.15. Sei z € R so, dass cos(z) # 0 # sin(z). Es ist tan(z) =

(S::)r;(é; und cot(z) = Z?rf((i)) = tan(z)~!. Ist dann cot die Umkehrfunktion von

tan?

NEIN! Es ist tan(%) = sin(/s) = /3. Aber,da T 5 < V/3 < 7, muss cot \/3

cos(m/3)

0 sein. Insbesondere ist also cot \/ 3)) # 3.
Es macht also einen grofien unterschied, ob man f(z)~! oder f~!(x) be-
trachtet!

Beispiel 7.2.16. Die Funktion tan : (—5,5) — R ist stetig. Da sin auf

dem Intervall [0, §) streng monoton steigt und cos auf diesem Intervall streng

monoton féllt, ist tan auf dem Intervall [0, 7) streng monoton steigend. Aus
sin(—z) _ —sin(x)
cos(—x) ~  cos(z)

steigt auf dem Intervall (-7, 7).

tan(—z) = = — tan(z) folgt dann, dass tan streng monoton
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Weiter ist
lim .~ _ /s, si _
lim tan(x) = - o\ () = — 1 = —00
eN\—"/2 limg\ /o cos(z)  limg\ s cos(w)

und (das zeigt man genauso)

lim tan(z) = oo.
z /)2
Damit ist tan((—3, 5)) = R.
Es folgt, dass es eine Umkehrfunktion tan™! : R — (=73, ) gibt. Diese ist
stetig und streng monoton steigend. Wir nennen sie den Arcustangens und

setzen tan~! = arctan.
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Kapitel 8

Differentiation

exp’(z) = exp(a)

Endlich kommen wir zu etwas, was Sie schon kennen: Ableitungen!
Fiir das gesamte Kapitel bezeichnet I ein Intervall, das mehr als ein Element

enthélt. Beachten Sie, dass auch R selbst ein Intervall ist.

8.1 Ableitungen

Ganz grob formuliert sagen wir, dass eine Funktion f differenzierbar an einer
Stelle xq ist, wenn der Funktionsgraph in der Ndhe von xg aussieht wie eine
Gerade! Die Steigung dieser Geraden soll dann die Ableitung von f an der

Stelle xqg sein. In Abbildung 8.1 sehen Sie zwei Beispiele.

Lemma 8.1.1. Seien (z1,y1) und (x2,y2) zwei verschiedene Punkte im R?.

Dann gibt es genau eine Gerade durch diese Punkte. Diese hat die Steigung

Y2—y1
T2—x1 "’

BEWEIS. Das konnen Sie als elementares Schulwissen oder als Definition der

Steigung betrachten. O

Die Idee ist nun, dass wir eine Gerade g, durch die Punkte (xo, f(zo)) und
(x, f(x)) legen. Wenn nun x gegen xq lauft, dann sollte die Gerade g, den
Funktionsgraphen von f in unmittelbarer Nihe von x¢ gut annéhern. Damit
im Hinterkopf, ist die folgende formale Definition der Differentierbarkeit

nicht tiberraschend.

145
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Abbildung 8.1: Links ist der Graph von sin im Intervall [0.993,1.007] und
rechts ist der Graph der Betragsfunktion im Intervall [—0.007,0.007] darge-
stellt. Die Funktion sin sollte also an der Stelle 1 differenzierbar sein. Die
Betragsfunktion hat an der Stelle 0 aber einen Knick, der immer gleich aus-
sieht, egal wie nah wir heranzoomen. Die Betragsfunktion sollte also an der

Stelle 0 nicht differenzierbar sein.

Definition 8.1.2. Sei f : I — R eine Funktion. Dann heifit f differenzier-

bar an der Stelle x¢ € I, wenn der Grenzwert

Fon) — tim T@) = F@0)

T—xQ T — X

existiert. In diesem Fall heiit f'(x¢) die Ableitung von f an der Stelle xy.
Ist f differenzierbar an allen Elementen aus I, dann nennen wir f differen-

zierbar.

Bevor wir nun wirklich gleich mit dieser Definition arbeiten werden, geben
wir noch einaml ein anschauliches Beispiel, was die Ableitung in eine kon-
kreten Fall bedeutet.

Beispiel 8.1.3. Sie fahren mit einem Auto auf einer langen Strafle. Jedem
Zeitpunkt ordnen wir den Kilometer zu, auf dem sich das Auto zu diesem
Zeitpunkt befindet. Dann haben wir eine Funktion von der Zeit (gemessen
in Stunden h) in die Position (gemessen in km). Da Sie sich nicht beamen
konnen, ist diese Funktion sicher stetig. Der Graph kénnte zum Beispiel so

aussehen:



8.1. ABLEITUNGEN 147

Dort wo der Graph steigt fahren Sie nach vor-
ne. Dort wo der Graph fallt fahren Sie zuriick.
Ganz am Anfang (beim losfahren) brauchen
Sie eine groflere Zeitspanne um einige Meter
zu fahren, als ganz am Ende. Das bedeutet,
dass Sie am Anfang langsam fahren und am
Ende schnell. An den Stellen, an denen Sie die
Richtung wechseln, fihrt Thr Auto fiir einen

kurzen Moment garnicht. :

Die Ableitung an einem Zeitpunkt xg ist gegeben durch

Fon) — tim S = Folkm () = fwo) dm

T x — x0)h T—ro T — X h

Fiir festes x beschreibt der Ausdruck W genau wie viele Kilo-
meter Sie im Zeitraum von x bis xg gefahren sind. Wenn nun = gegen xg
strebt, dann erhalten wir genau die Geschwindigkeit (gemessen in kTm), die
Ihr Auto zum Zeitpunkt zo fahrt. Das Vorzeichen gibt an, in welche Rich-
tung Sie fahren. Wenn also f(2) = —50 ist, dann sind Sie zum Zeitpunkt
2 (also exakt zwei Stunden nachdem Sie losgefahren sind) genau 50km/h

zuriick gefahren.

Beispiel 8.1.4. Jede konstante Funktion f ist differenzierbar. Es gilt dann
f'(xg) = 0 fiir alle zg € R. Das liegt daran, dass bei einer konstanten

Funktion f(xz) = f(xo) gilt, fiir alle z € R. Insbesondere ist %ﬁ;émo) =0
f@)=f(=0) _

und somit f'(zo) = limy—e, =5

Anschaulich ist das vollkommen klar, da jede konstante Funktion eine Ge-
rade mit Steigng 0 ist. Mit dem Beispiel des Autofahrens: Wenn Thr Auto
immer an der gleichen Stelle steht, fahren Sie die ganze Zeit Null km/h.

Beispiel 8.1.5. Sei f die Betragsfunktion x + |z|. Dann ist

e f nicht differenzierbar an der Stelle 9 = 0. Denn: lim, »g % =
lim,, 2 = —1 und limg o 22 = Tim,< o 20 = 1. Da der linksseitige-

, fiir « gegen 0, unterschied-

und der rechtsseitige Grenzwert von %

|| 0]

r—x0

lich sind, kann f(x¢) = lim, nicht existieren.
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o differenzierbar an allen zp € R\ {0}. Genau wie eben zeigt man

, —1 fallszg <O
fi(wo) =

1 falls zg > 0
%

)

Beispiel 8.1.6. Sein € Nund f: R — R ; z — ™. Sei weiter zg € R
beliebig. Wir wollen zeigen, dass f differenzierbar in z( ist und die Ableitung

f'(x0) berechnen. Uns interessiert also der folgende Grenzwert
" —xf

f/ (xo) = lim .

T—=T0 T — XQ

Nun machen wir etwas, was oft niitzlich ist. Wir setzen h = x — x¢. Dann
ist natiirlich x = xg + h. Weiter konvergiert h gegen 0, wenn x gegen xg
konvergiert. Setzen wir dies in die obige Definition von f’(x) ein, erhalten
wir ( By
/ . (ro + — Zo
x9) = lim ————.
f ( 0) h—0 h

Das berechenn wir natiirlich mit der verallgemeinerten binomischen Formel

1.3.18.

+ h)n _ gn ] an ( )l‘khn_k — xn
/ —1 (o 0 _ k=0 \k/)*0 0
F(wo) hli% h hli% h
n—1(n khnfk n—1
_ i 22k=0 (i)t = lim ") gk k-1
h—0 h h—0 P

n—2
Y n n—1 N\ krn—k—1
i () 5 (i)

n—2
_ n n—1 : n kpn—k—2
= <n_1>m0 +}llli%h-kzo(k>xoh

=0

Damit ist f differenzierbar und es gilt f'(z) = n - 2f ' fiir alle zy € R.

Bisher sind die schonsten Funktionen die wir kennen alle stetig. Der folgende

Satz sagt aus, dass die differenzierbaren Funktionen alle stetig sind.
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Satz 8.1.7. Sei f : I — R differenzierbar in xog € I. Dann ist f auch stetig

m xq.

BEWEIS. Sei also f differenzierbar in xg. Dann existiert der Grenzwert
(o) = limg 4, %{téxo). Um zu zeigen, dass f stetig in x ist, miissen wir

zeigen, dass auch lim,_,4, f(z) = f(xo) gilt. Das sehen wir folgendermafien

ein:
i 1) = fi (PO o) s
= f'(x0) - RS +f(z0) = f'(z0) - 0+ f(z0) = f(0).
Das war zu zeigen. O

Bemerkung 8.1.8. Insbesondere wissen wir nun, dass eine Funktion die

nicht stetig ist, auch nicht differenzierbar ist!

Wir wissen bereits, dass wir Funktionen in die rellen Zahlen addieren und
multiplizieren kénnen. Bei stetigen Funktionen haben wir herausgefunden,
dass die Summe, das Produkt, der Quotient (da wo er definiert ist) und
skalare Vielfache von stetigen Funktionen wieder stetig sind. Der folgen-
de Satz sagt unter anderem aus, dass wir bei dieser Aussage stetig durch

differenzierbar ersetzen diirfen.

Satz 8.1.9. Seien f: I — R und g : I — R differenzierbar in xo € I.
Dann sind auch die Funktionen f + g, f - g, % (falls f(xg) #0) und X - f,

fiir alle X € R, differenzierbar in xo. Genauer gilt:
(a) (f +9)'(x0) = f'(z0) + ¢'(x0)

(b) (f - 9)(@o) = f'(w0) - g(xo) + f(z0) - ¢'(x0)

(¢) (Y (wo) = —J2)

(d) (A~ ) (o) = A (o)

Wie immer gilt also: Die Addition verhélt sich so einfach, wie es nur geht;
bei der Multiplikation muss man etwas genauer hinschauen. Die Formel fiir

(f - g) nennen wir auch Produktformel.
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BEWEIS. Wir beweisen nur Teil (b). Wie man sich die Formel fiir (c¢) jeder-
zeit leicht herleiten kann, werden wir etwas spéter sehen. Daher verzichten
wir auf den Beweis.

Wir berechnen also f - ¢'(z¢). Es ist

(9@ = (f9)an) _ . f@)-g@) = flxo) - gz0)

f-g'(x0) = lim

T—T0 xr — X T—T0 T — o
o ) 0() £ - o(w0) + F(@) - glan)  Flan) -gla)
T—T0 Tr — X
-t (o B 1)~ S
T—T0 T — X T — o
r—To x—To T — Zo x—T T — Zg
=f(z0) =g'(x0) =f'(z0)

Das wollten wir zeigen. Beachten Sie, dass wir nur Dank Satz 8.1.7 wissen,
dass lim, ., f(z) = f(z0) gilt. O

Wie bei der Stetigkeit folgt aus diesem Satz und den einfachen Beispielen,
dass die konstanten Funktionen und die Funktion z + z™ differenzierbar

sind, dass alle Polynome differenzierbar sind!

Korollar 8.1.10. Jedes reelle Polynom p(x) = Zi:o apx® ist differenzier-
bar. Fiir jedes xo € R gilt

d
p(z) = Z k- apzh L,
k=1

Definition 8.1.11. Ist f : I — R differenzierbar, dann nennen wir die
Funktion

ffoI—R ; x-— f(x)
die Ableitung von f.

Beispiel 8.1.12. (a) Die Ableitung von p(x) = 223 —4a? +x—T7ist p/(x) =
2-3z%71 — 2. 42® 1 + 12t = 627 — 8z + 1.

(b) Wir berechnen die Ableitung von f(z) = 3;;2125 (beachten Sie, dass

diese Funktion tatsdchlich iiberall definiert ist, da der Nenner fiir keine

reelle Zahl z Null ergeben kann). Wir schreiben f(z) = (322 +2x)- ﬁ.
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Dann folgt mit Satz 8.1.9 (b)

1 1 !
/ 2 / 2
= 2 * 2 :
f'(x) = (3z* + 2x) B2 + (32° + 22) <5x2 >

8.1.10 1 9 1 !
= 2) . 2) [ ———
(6x +2) 5x2+4+(3x + 2x) <5x2+4)
1.9(c 522 + 4)
1 10
_ (6z 4 2)(5x* +4) — (32 + 2x)(102)  —102” + 24z + 8
B (522 + 4)2  (ha? 4 4)2

%

W

Lemma 8.1.13. Es gilt limy,_,q ehT_l = 1. Dies gilt auch fiir die komplexe

Ezxponentialfunktion.

BEWEIS. Natiirlich miissen wir die Definition der Exponentialfunktion be-

nutzen. Fii jedes z € C gilt:

e .I ad I‘
1=> F-1=) ==
k=0 k=1

8

(8.1)

Es folgt

- ‘“812 _ —1+Z S Z o (82)

Fiir jedes € C, mit |z| < 1ist |z-Y 12, $| < |z-et| =|z|-e. Es folgt

O]

Proposition 8.1.14. Die rellen Funktionen exp, cos, sin und tan sind dif-

ferenzierbar auf threm ganzen Definitionsbereich. Es gilt
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() exp/(z) = exp(a)
(b) cos'(x) = —sin(x)

(c) sin’(x) = cos(x)

(d) tan'(x) = 1+ tan(x)? = Cos%a:)Q.

BEWEIS. Wir berechnen als erstes die Ableitung der Exponentialfunktion.
Sei dazu zg € R beliebig. Dann gilt

. exp(z) — exp(zo
exp’(zg) = xlgrzlo ( a)c— - ( )

Wieder substituieren wir h = = — z (vgl. Beispiel 8.1.6) und erhalten

exp(zo + h) — exp(zo) exp(o) - exp(h) — exp(o)

/ = 1 — 1
X oo) = I h A h
h)—1
= exp(xp) - lim exp(h) — 1 LIS exp(xo).
h—0 h

Da dies fiir alle zo € R gilt, ist tatsiichlich exp’(z) = exp(z).

Gangz dhnlich kénnen wir auch zeigen, dass cos und sin differenzierbar sind.

Dazu konnen wir die Gleichungen cos(z) = 3(e™® + @) und sin(z) =

1

Z(em — e~ ™) benutzen. Den Beweis haben wir in der Vorlesung weggelassen. Fiir Ihr

privates Interesse skizzieren wir den Beweis fiir cos’(z) = — sin(z) ganz grob. Es ist

h) — 1 eiz0+ih _’_efizofih _ 1 eizo _,’_efizo
cos’(xo) = lim cos(@o + h) = cos(zo) = lim 3 )~ 5 )
h—0 h h—0 h
ixg+ih iz

Benutzt man nun die iibliche Rechenregel e = ¢ . ¢ kommt man darauf, dass

cos'(zg) das gleiche ist, wie

1/ . ih _q » —ih _q Co ih _q » —ih _q
= (e”o lim & + e "0 lim ¢ ) _ <e”0 lim & - — e @0 Jjm & . )
h h—0

2 h 2 h—0 1 h—0 —ih

Da ih gegen Null strebt, wenn h gegen Null strebt, sind mit Lemma 8.1.13 beide Grenz-
werte gleich 1. Es folgt, dass cos'(zo) = (€™ —e~"0) ist. Aus & = — L folgt nun endlich

cos’(z0) = —sin(zo). Wir beweisen noch schnell Teil (d). Es gilt

sin(z) ) 1 1

+ sin(z) - (

tan’(x) = ( ).

cos(z)
Mit Teil (b) und (c), sowie den Ableitungsregeln aus Satz 8.1.9, folgt

—(—sin(x sin(x)?
+ sin(x) - (cos(gu)(Q)) =1+ cos((ac;Q =1+ tan(x)”.

tand () = cos(z)

cos(z)
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Wir kénnen auch die Hintereinanderusfithrung von differenzierbaren Funk-

tionen betrachten. Diese sond gliicklicherweise auch wieder differenzierbar.

Satz 8.1.15 (Kettenregel). Seien I und J Intervalle und f : I — R und
g : J — R differenzierbare Funktionen, mit f(I) C J. Dann ist auch
go f: I — R differenzierbar und es gilt

(gof)(z)=f'(z) g'(f(x)).

BEWEIS. Seien also f und g wie beschrieben. Die Voraussetzung f(I) C J
garantiert uns, dass die Funktion g o f tatséchlich existiert. Sei nun x¢ € 1

beliebig. Wir miissen zeigen, dass der folgende Grenzwert existiert

(g0 f)(x) = (g0 f)(xo)

x—)x‘o x—"L‘O
L aU(@) — gl @) | f(a) )
o 20 (@)~ f(xo)
L aU() — gl @) | (z) )
= T )~ fw) p—— (8:3)

Im zweiten Gleichheitszeichen haben wir den Ausdruck einfach mit einer 1
multipliziert, was natiirlich den Wert nicht veréndert. Da f differenzierbar
ist, existiert f’(zg) = limy_ 4, %ﬁéwa) Weiter ist f, nach Satz 8.1.7, auch
stetig. Damit gilt limy_,,, f(x) = f(xo).

Genauso existiert fiir jedes yo € J der Grenzwert ¢’ (yo) = limy_y, %.
Wenn wir y = f(x) und yo = f(x0) setzen, sieht das doch fast so aus, wie
das was wir haben wollen. Wir wissen sogar, dass tatséchlich y — yg strebt,

fiir x — . Damit folgt nun aus (8.3)

o1 ) = g SIED=Ia),(y, S0) = foo

T—rT0 f(x) f( 0) T—x0 r — X

Das wolten wir zeigen. d

) — ¢/ (F(x0))-f' (o).

Bemerkung 8.1.16. Bei der Ableitung von der Hintereinanderausfithrung

von Funktionen gilt also
Innere- mal dufere Ableitung!

Beispiel 8.1.17. Fiir alle x € (0,00) gilt © = exp(In(x)). Diese Gleichheit
gilt also auch als Funktion auf den positiven reellen Zahlen. WENN der
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natiirliche Logarithmus In differenzierbar ist, dann kénnen wir die Ketten-

regel fiir die Ableitung der rechten Seite benutzen. Dann folgt:

1= (z) = (exp(In(z))) = In'(z) - exp’(In(x)) = In’(x) - exp(In(x)) = In(z) - z.

Damit wiirde folgen In’(x) = % Diese Gleichheit gilt auch, was wir gleich

sehen werden.

Beispiel 8.1.18. Genauso kénnen wir auch die Ableitung fiir andere Um-
kehrfunktionen herleiten. Fiir alle z € R gilt # = tan(arctan(x)). Diese
Gleichheit gilt also auch als Funktion auf den positiven reellen Zahlen.
WENN der Arcustangens arctan differenzierbar ist, dann kénnen wir die

Kettenregel fiir die Ableitung der rechten Seite benutzen. Dann folgt:

1 = (x) = (tan(arctan(z))) = arctan’(z) - tan’(arctan(z))

= arctan’(z) - (1 + tan(arctan(z)?) = arctan’(z) - (1 + z2).

Damit wiirde folgen arctan’(z) = Diese Gleichheit gilt auch, was wir

1+:1:2
gleich sehen werden.

Satz 8.1.19. Sei f: I — R stetig, streng monoton und differenzierbar in
xo € I. Dann existiert die Umkehrfunktion f=%: f(I) — I. Wenn f'(xq) #

0 ist, dann ist f~1 differenzierbar in f(xo) und es gilt (f 1) (f(z0)) = m

BEWEIS. Seien also alle Voraussetzungen an f erfiillt. Dass f dann eine
stetige Umkehrfunktion f~! besitzt, haben wir in Theorem 7.1.1 schon fest-

gestellt. Sei nun yo = f(z¢). Weiter setzen wir fiir jedes y € f(I), den Wert
x = f~1(y) fest (beachte: f~!(yo) = z0). Dann gilt

i ' y) — ) lim 1 f (@) — fH(f(20))
" Y — Yo f(x)—>f(wo) f(z) — f( 0)
_ Cwem Hx) = fMwo)\
e 1—>f (xo) f(x) — f(z0) _f(w>1ﬁf(wo)< T — o >
1

:< @t Lo f_l(x‘]))_ (w0) ™.

f(@)=f(zo) T — Zo

Tr — X

Das war zu zeigen. O

Wir wissen also ab sofort, dass wir in Beispielen 8.1.17 und 8.1.18 alles

richtig gemacht haben!
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Korollar 8.1.20. Die Funktionen In und arctan sind differenzierbar und es

gilt:

(a) '(x) = 1

1
(b) arctan’(z) = {75

Beispiel 8.1.21. Fiir jede reelle Zahl a > 0 ist die Funktion 7, (z) = a* =
exp(z-In(z)) auf ganz R definiert. Da exp(z) und das Polynom z — z-In(a)
differenzierbar sind, ist mit der Kettenregel auch 7,(z) differenzierbar und

es gilt

7! (z) = (exp(z - In(a))) 8115 In(a) - exp(x - In(a)) = In(a) - m4(x).

a

Beispiel 8.1.22. Dieses Beispiel ist sehr hilfreich! Wir wissen bereits, dass
fiir jede natiirlcihe Zahl n, die Formel (z") = n - 2"~ ! gilt. Das kennen Sie
bereits aus der Schule und kénnen es sich hoffentlich gut merken. Das schone
ist, dass diese Formel auch dann noch gilt, wenn n irgendeine reelle Zahl ist!
Sei also o € R belibeig. Dann erhalten wir eine Funktion f(z) : (0,00) — R,
mit f(z) = 2® = exp(a - In(x)). Da sowohl exp als auch In differenzierbar

sind, ist auch f differenzierbar. Mit der Kettenregel gilt

8|~

f'(z) = (exp(a-1In(z)) = a-In'(z) - exp(a - In(x)) = « -
Verkiirzt gilt also tatséchlich

(%) = axz®"L. (8.4)
Stellen Sie sicher, dass Sie die Potenzgesetze aus 7.1.11 kennen!

Beispiel 8.1.23. Was ist nun die Ableitung von f(x) = min? Dazu miissen
wir nur feststellen, dass :%n =" gilt. Es folgt mit (8.4):

fe) = (=)t = -l

Insbesondere gilt (1) = —1-%.
Wir kénnen auch ganz einfach Wurzelfunktionen ableiten. Z. B. gilt

(Way =@y =Ltoppn L L1 ]

na"Yn  n B -1
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Proposition 8.1.24. Seien f, g differenzierbare Funktionen auf dem Inter-
vall I und sei xg € I, mit g(xg) # 0. Dann ist auch g(x) differenzierbar in

xo und es gilt

fy f'(x)g(x) — g'(x) f(x)

Iy =

() (@) ()2

Beweis. MERKEN SIE SICH DIESE FORMAL NICHT! Beachten Sie,

dass es bei dieser Formel auf die Reihenfolge der Funktionen f und g an-

kommt. Die Formel kann man sich leicht mithilfe der Kettenregel und der

Produkformel herleiten.

Es ist ﬁ die Hintereinanderausfiihrung der Funktionen g(z) und 2. Die

innere Ableitung bei ﬁ ist also ¢/(z). Die duBere Ableitung ist —ﬁ.

Damit ist (é)’ (x) = — ;’ég% Damit liefert die Produktformel nun
fy / 1 g'(x) _ f(x)g(x) —g'(x)f(z)
Nx)=f(2) ——+ f(z) - (— = .
(=T gy 1@ g e

Hier ist also der Beweis hilfreicher als die Aussage. O

%

)

Definition 8.1.25. Sei f : I — R differenzierbar in z¢y € I. Dann ist
die Tangente von f an der Stelle o gegeben durch die Funktion T'(x) =

f'(wo) - 2+ (f(wo) — f'(w0) - 2o = f(x0) + f'(20) - (2 — 20).

Bemerkung 8.1.26. Wir benutzen die Notation aus der letzten Definition.
Die Tangente T ist gegeben durch eine Geradengleichung. Insbesondere ist
der Graph von T eine Gerade. Die Steigung von T ist gleich f’(xg) — also
gleich der Steigung von f an der Stelle xy. Weiter ist T'(zg) = f(xo). Wir

wissen also

T(x0) = f(zo) und T (x0) = f/(x0).
Die Gerade T imitiert also, so gut es eine Gerade kann, das Verhalten von
f an der Stelle xg. Dadurch wird f in unmittelbarer Ndhe von zg durch die
Funtkion T approzimiert. Wir wissen bereits, dass T und f stetig in z¢ sind.
Es gilt also immer

lim (f(z) —T(x)) = f(xo) — T(xo) =

T—T0
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Es gilt aber noch viel mehr. Der Grenzwert aus der letzten Zeile konvergiert

recht schnell gegen Null, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 8.1.27. Sei T' die Tangente von f an der Stelle xo. Dann gilt

o $@) =T

T—TQ Tr — X0

=0.

BEWEIS. Den Beweis haben wir in der Vorlesung weggelassen. Versuchen

Sie es aber ruhig selbst zu zeigen. Es geht sehr schnell. O

Aufgabe. Fassen Sie alle Ableitungen, die in diesem Abschnitt vorkommen,

in einer Liste zusammen!

8.2 Extremstellen

Wir werden studieren, wo der Graph einer Funktion Hoch- bzw. Tiefpunkte
hat. Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, was das Maximum und das Minimum

einer Funktion ist. Wie immer bezeichnet I ein Intervall in R.

Definition 8.2.1. Sei f : I — R eine Funktion. Dann nimmt f ein globales

Mazimum (bzw. globales Minimum) in ¢ € I an, wenn fiir alle x € I gilt

f(x) < f(e)  (bzw. f(z) = f(c)).

Bemerkung 8.2.2. Diese Definition ist recht einleuchtend, denn f nimmt

ein globales Maximum in ¢ an, wenn

#(e) = max{f ()] € I}

gilt. Wie immer gilt, dass dieses Maximum nicht existieren muss. Fiir f(z) =

z und I = R etwa, existiert weder min{ f(z)|z € R} noch max{f(x)|z € R}.
Oft interessiert uns nur ein (kleiner) Teil eines Funktionsgraphen.

Definition 8.2.3. Sei f : I — R eine Funktion. Dann besitzt f ein lokales

Mazimum (bzw. lokales Minimum) in ¢ € I, wenn gilt
de Ve e(c—e,ct+e)nNl o f(z) < fle) (bzw. f(x) > f(c)).

Besitzt ¢ in ¢ € I ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, dann

nennen wir ¢ Fxtremstelle von f.
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Bemerkung 8.2.4. Wir nutzen die Notation aus Definition 8.2.3. Wenn ¢
weder Start- noch Endpunkt von [ ist, dann kénnen wir immer ein € > 0
finden, so dass (¢ —e,c+¢) C I ist. In diesen Fillen kénnen wir also stets
auf den Zusatz ,,NI“ verzichten.

Die Definition sagt aus, dass f ein lokales Maximum in ¢ annimmt, wenn
f(x) < f(e) ist, fur alle z ,nah an c¢“. Hier bedeutet ,nah an c¢*, dass der
Abstand zwischen ¢ und z kleiner ist als eine gewisse (sehr kleine) Konstante

€.

Satz 8.2.5. Sei f : I — R eine Funktion mit Fxtremstelle c € 1. Wenn

f differenzierbar in c ist und ¢ weder Start- noch Endpunkt von I ist, dann

gilt f'(¢) = 0.

BEWEIS. Sei also f differenzierbar, f'(¢c) = 0 und es sei ¢ weder Start-
noch Endpunkt von I. Wir nehmen an, dass f in ¢ ein lokales Maximum
annimmt. (Den Fall, dass f in ¢ ein lokales Minimum annimmt, beweist man
dann genauso.)
Da f differenzierbar in c ist, existiert der Grenzwert
oy f@) = f(e)

file) = lim —=——"—=.
Nun ist ¢ weder Start- noch Endpunkt von I. D.h. es gibt Elemente in I,
die kleiner als ¢ sind und es gibt Elemente in I, die grofler als ¢ sind. Damit
existieren auch der linksseitige Grenzwert und der rechtsseitige Grenzwert

f@)—f(c)

von === Diese beiden Werte miissen iibereinstimmen, da f'(c) existiert.

Es gilt also

Da f in c ein lokales Maximum annimmt, gibt es ein € > 0, mit
f(x) < f(e) fir alle x € (c—e,c+¢€). (8.6)

Wenn wir ¢ kleingenug wéhlen, dann koénnen wir annehmen, dass dieses
Intervall komplett in I liegt. Fiir die Grenzwerte aus (8.5) geniigt es, nur z
zu betrachten, die nah an c liegen. Insbesondere diirfen wir annehmen, dass

alle z aus (8.5) in (¢ — g,c + ¢) liegen. Fiir alle diese x ist f(z) — f(c) <0
f@)—f(e)

r—cC

nach (8.6). Ist nun auch noch z < ¢, dann ist > 0 und somit gilt
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f(c) = lim, » % > 0. Ist andererseits x > ¢, dann ist w <0
und somit gilt f/(c) = limy . % < 0. Es ist also f’(¢) sowohl > 0 als
auch < 0. Damit bleibt nur f/(¢) = 0 iibrig! Das wollten wir zeigen. O

Beispiel 8.2.6. Was sind die Extremstellen der Funktion

1 2
‘R—R ; z— —2°— 23417
f T % T 37 +
Diese Funktion ist iiberall differenzierbar und der Definitionsbereich (R) be-
sitzt keinen Start- und keinen Endpunkt. Damit kénnen die Extremstellen
nur an den Stellen liegen, an denen f’(x) = 0 ist. Wir sollten also die Ab-
leitung von f bestimmen. Da es sich hier um ein Polynom handelt, ist das

ziemlich einfach:

2= 2% (2® —4) = %x2(az+ 2)(z —2).

Die Nullstellen kénnen wir in dieser Form leicht ablesen: 0, —2, 2.
Wie wir entscheiden, ob diese Werte Extremstellen sind oder nicht, das ler-
nen wir spiter. Fiir den Moment begniigen wir uns damit den Graphen zu

betrachten. Dieser sieht so aus.

Wir sehen, dass f in —2 ein lokales Maximum annimmt und in 2 ein lokales

Minimum annimmt. Die Stelle 0 ist keine Extremstelle!

Warnung 8.2.7. Aus der Gleichung f/(¢) = 0 kénnen wir also nicht schlie-

Ben, dass ¢ eine Extremstelle ist!
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Beispiel 8.2.8. Was sind die Extremstellen von
—8(x+3)? falls —4<z<?2
f:[-44 —R ; z— {23 falls —2<ax <27
8|z — 3| falls 2 <z <4
Wir sammeln wieder zunéichst die moglichen Extremstellen. Diese sind
e Start- und Endpunkt des Definitionsbereiches: —4 und 4

e die ,Klebestellen“: —2 und 2

e die Stellen an denen f nicht differenzierbar ist: 3 (und die Klebestellen,

die wir schon aufgelistet haben)

e die Stellen an denen die Ableitung gleich Null ist: —3 und 0
Zum letzten Punkt: Fiir x € [~4,2) ist f'(x) die Ableitung von —8(z + 3)%. Damit ist
' (z) = —16(z + 3) fiir alle z € [—4,2). Dies verschwindet nur fiir z = —3.
Fiir # € [-2,2) ist f/(z) die Ableitung von x* — also gleich 3z2. Damit ist f'(z) = 0 nur
fir z = 0, wenn x € [—2,2) liegen soll. Ist = € [2,3), dann ist f'(z) die Ableitung von
8|z — 3| — also gleich —8 # 0. Genauso ist fiir x € (3, 4] die Ableitung f'(z) = 8 # 0.
Wieder betrachten wir den Graphen von f:

Wir stellen fest, dass die Extremstellen gegeben sind durch —4, —2, 3 (lokale
Minima) und —3, 2, 4 (lokale Maxima).

%

W
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Satz von Rolle 8.2.9. Seien a < b reelle Zahlen und sei f : [a,b] — R
differenzierbar. Wenn f(a) = f(b) gilt, dann gibt es ein ¢ € (a,b), mit
f'(e) =0.

BEWEIS. Der Beweis ist zum Gliick ganz einfach. Wir benutzen, dass f ins-
besondere stetig ist (vgl. Satz 8.1.7). Dann existieren nach dem Satz vom
Maximum und Minimum 6.4.6 das globale Maximum und das globale Mini-
mum von f.

Wenn f konstant ist, dann ist f’(¢) = 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Insbesondere ist
dann die Aussage des Satzes korrekt.

Wenn f nicht konstant ist, dann gibt es ein y € (a,b), mit f(a) # f(y) #
f(b). Ist nun f(y) > f(a), dann nimmt f nicht das globale Maximum in a
und b an. D.h. das globale Maximum von f wird an einer Stelle ¢ € (a,b)
angenommen. Diese Stelle erfiillt nun f/(¢) = 0 nach Satz 8.2.5. Wenn f(y) <
f(a), dann nimmt f ein globales Minimum in ¢ € (a,b) an und wieder gilt
f'(e) =0. O

Dieser unscheinbare Satz, dessen Aussage vollkommen offensichtlich erscheint,

hat einige wichtige Anwendungen. Die erste lernen wir sofort kennen.

Mittelwertsatz 8.2.10. Seien a < b reelle Zahlen und sei f : [a,b] — R

differenzierbar. Dann gibt es ein ¢ € (a,b), mit f'(c) = W'

BEWEIS. Wir mochten den Satz von Rolle 8.2.9 benutzen. Dazu betrachten

wir die Funktion

F(b) - £(a)
b—a

Da sowohl f als auch das Polynom z +— W(m — a) differenzierbar sind,

g:la,b] —R ; zw f(z)— (x —a).

ist die Funktion g differenzierbar. Weiter gilt
f(0) — f(a)
b—a (a
=0

o g(b) = f(b) — TO=LO (b a) = (1) — f(B) + f(a) = f(a).

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Rolle tatséichlich gegeben

e g(a) = f(a) - —a) = f(a) und

und es existiert ein ¢ € (a, b), mit
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Das bedeutet natiirlich nichts anderes, als dass f'(c) = W gilt, fiir ein
c € (a,b). O
Bemerkung 8.2.11. Der Wert W aus dem Mittelwertsatz ist genau

die Steigung der Geraden zwischen den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)). Im
Bild unten ist dies die hellgrau gestrichelte Gerade. Der Mittelwertsatz sagt
nun aus, dass der Graph der Funktion f an mindestens einer Stelle genau

diese Steigung besitzt.

Wenn wir die Ableitung, wie in Beispiel 8.1.3, als Geschwindigkeit interpre-
tieren, dann besagt der Mittelwertsatz etwas was anschaulich vollkommen
klar ist: Wenn Sie in einer Stunde genau 100km gefahren sind. Dann sind Sie
an mindestens einem Moment ganz genau 100km/h gefahren. Das ist auch
der britischen Polizei bekannt, die so (teilweise) Geschwindigkeitskontrollen
durchfiihrt.

Beispiel 8.2.12. Wir kénnen mit dem Mittelwertsatz ganz einfach zeigen,
dass fiir alle z, y € die Ungleichung |sin(z) — sin(y)| < |z — y| gilt. Wenn z =
y ist, ist diese Aussage trivial. Wenn x # y gilt, dann sagt der Mittelwertsatz,
dass ein ¢ zwischen z und y existiert, mit W = [sin’(¢)| = |cos(c)] <
1. Damit muss in jedem Fall |sin(x) — sin(y)| < |z — y| gelten.

Es gibt auch noch eine allgemeinere Version des Mittelwertsatzes, die wir

hier nur ohne Beweis angeben.
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Verallgemeinerter Mittelwertsatz 8.2.13. Seien a < b reelle Zahlen
und f : [a,b] — R und g : [a,b] — R zwei differenzierbare Funktionen.

Dann gibt es ein c € (a,b), mit

(f(0) = f(a)) - g'(c) = (9(b) — g(a)) - f'(c).

Beachten Sie, dass wir im Fall g(x) = x genau den Mittelwertsatz 8.2.10

erhalten.

%

)

Wir kommen nun zu Anwendungen des Mittelwertsatzes. Die Ableitung ei-
ner Funktion soll ja der Steigung des Funktionsgraphen entsprechen. Ist
fiir einen Funktionsgraphen die Steigung iiberall positiv, so ist der Graph
iiberall echt steigend. Die Funktion ist in diesem Fall also streng monoton
wachsend. Das folgende Theorem ist mit dieser Anschauung nicht sonderlich

iiberraschend.

Theorem 8.2.14. Seien a < b reelle Zahlen und f : (a,b) — R differen-

zierbar. Dann gilt

(a) f'(x) >0 fir alle x € (a,b) < f ist monoton wachsend.

(b) f'(z) <0 fiir alle x € (a,b) <= [ ist monoton fallend.

(c) f'(x) >0 fir alle x € (a,b) <= [ ist streng monoton wachsend.
(d) f'(x) <0 fir alle x € (a,b) < f ist streng monoton fallend.
BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Aussage.

= Sei f: (a,b) — R differenzierbar und sei f’(x) > 0 fiir alle z € (a,b).
Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, f sei nicht mo-
noton wachsend. Dann gibt es z; < z2 in (a,b), mit f(x1) > f(x2).
Insbesondere ist 1 —x2 < 0 und f(z1) — f(xz2) > 0. Mit dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung 8.2.10 gilt dann aber

f(z1) — f(x2)

1 — X2

0>

= f'(c)
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fiir ein ¢ € (z1,22) C (a,b). Das ist ein Widerspruch zur Vorausset-
zung, dass f’(x) > 0 ist fiir alle z € (a,b). Unsere Annahme muss also

falsch gewesen sein. Es folgt, dass f monoton wachsend ist.

< Sei nun f monoton wachsend auf (a, b) und sei o € (a, b) beliebig. Da

f monoton wichst, gilt

<0 firalle z < xg
f(@) = f (o)
>0 fir alle z > xg
Der Wert f(x)— f(zo) hat also stets das selbe Vorzeichen, wie der Wert
x —xg. Das bedeutet, dass %ﬁgmo) > 0 gilt fiir alle z € (a,b) # {x0}.

Damit ist
f'(z0) = lim M > 0.
T—T0 r — X0
>0

Das war zu zeigen.

O

Beispiel 8.2.15. Wir betrachten nochmal das Beispiel f(z) = %x5—%x3+1

aus 8.2.6. Wir wissen bereits
f'(z) = %afl - %:@2 = %:c2(x2 —4) = %xQ(x +2)(z —2).
Es gilt
(i) 222 >0 fiir alle z € R.
(ii) = +2 > 0 genau dann, wenn x > —2.
(iii) = —2 > 0 genau dann, wenn x > 2.

1
Fiir alle x < —2 gilt somit f/(z) = 53:2 (x +2)(x—2) > 0. Damit ist f
—— ——
N =0

monoton wachsend auf (—oo,—2). Fiir alle z € (—2,2) gilt nun f'(z) =
1

—2% (x +2) (x —2) < 0. Damit ist f monoton fallend auf dem Intervall
2t T2

> =0 =0

(—2,2). Wir sehen sogar, dass f streng monoton fillt auf den Interval-

len (—2,0) und (0,2). Damit fillt f streng monoton auf dem Intervall
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(—2,2). Insbesondere kann kein Element (auch nicht Null) aus diesem In-
tervall eine Extremstelle sein. Zu guter letzt stellen wir noch fest, dass
f(z) = 19132 (x+2)(x—2) > 0 fiir alle z € [2,00) gilt. f ist also mono-
%’6’ >0 >0

ton wachsend auf dem Intervall [2, 00).

Bemerkung 8.2.16. Sei f : I — R eine differenzierbare Funktion und
sei ¢ € I weder Start- noch Endpunkt von I. Wenn fiir ein ¢ > 0 gilt,
dass f(x) > 0 fur alle x € (¢ — €, ¢) ist, dann ist f monoton wachsend auf
(¢ — e,¢). Ist zusitzlich noch f/'(x) < 0 fiir alle € (¢,c + €), dann ist f
monoton fallend auf (¢, c+¢). Wenn der Graph von f aber links von c steigt
und rechts von c fillt, dann muss an der Stelle ¢ ein lokales Maximum von

f liegen. Es ergibt sich sofort das folgende Korollar.

Korollar 8.2.17. Seien a < b reelle Zahlen und sei f : (a,b) — R diffe-
renzierbar. Dann nimmt f ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) in ¢ an,

wenn es ein € > 0 ¢ibt, so dass
(i) f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0) fiir alle z € (¢ —€,¢) und
(i1) f'(x) <0 (bzw. f'(x) >0) fiir alle x € (¢,c+ ¢€).

Beispiel 8.2.18. Auf den ersten Blick wird man meinen, dass alle lokalen
Minima die Eigenschaften (i) und (ii) aus Korollar erfiillen. Dies ist aber
nicht der Fall. Wir betrachten die Funktion

22 (sin(1)+2) fallsz #0

ffR—R ; z+— .
0 falls £ =0

Diese ist sicher differenzierbar an allen Stellen zg # 0. Dass f auch differen-
zierbar in xg = 0 ist, sehen wir mit Hilfe der Definition:

1/(0) = lim @) = /(0) = lim x - (sin(%) +2)=0.

z—0 x—0 z—0
beschriankt

1) immer zwischen —1 und 1 liegt, ist sin(2) + 2 positiv fiir alle

z € R\ {0}. Es folgt, dass f(x) > 0 ist fiir alle z € R\ {0} und es gilt per
Definition f(0) = 0. Damit nimmt f an der Stelle 0 das absolute Minumum

an. Allerdings ist f/(x) = 2z (sin(%)+2) —cos(1) fi alle z # 0. Dies wechselt

T T

Da sin(

auf jedem Intervall der Form (0, ¢) unendlich oft das Vorzeichen. Damit ist

f auf keinem Intervall der Form (0, ) monoton wachsend.
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%
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Definition 8.2.19. Sei f : I — R eine differenzierbare Funktion. Wir
sagen, dass f zweimal-differenzierbar ist, wenn auch die Ableitung f’: I —
R differenzierbar ist. Wir setzen in diesem Fall (f/) = f” = f® und nennen
diese Funktion die zweite Ableitung von f.

Ist auch f” differenzierbar, so heifit f dreimal-differenzierbar und (f”) =

" = fG) heiBt dritte Ableitung von f.
Allgemein sagen wir, dass f eine n-mal-differenzierbare Funktion ist, wenn

die Ableitungen

1, f(2)7 f(3)7 o f(nfl)j (f(nfl))/:f(n)
existieren.

Beispiel 8.2.20. Wir rechnen zwei ganz einfache Beispiele.

(a) Da exp/’(z) = exp(z) gilt, ist auch exp”(z) = (exp/(z)) = (exp(x)) =
exp(x). Allgemein ist exp(z) beliebig oft differenzierbar und es gilt

exp(™ (z) = exp(z) fiir alle n € N.

(b) Sei f(x) =22 —x+1. Dannist f'(z) =2z —1, f”(z) = 2 und f"(x) = 0.
Damit folgt auch, dass f(”)(x) die konstante Nullfunktion ist, fiir ale
n > 3. Das gilt natiirlich fiir alle Polynome. Wir halten also fest:

Proposition 8.2.21. Sei f(x) ein Polynom vom Grad d. Dann ist f beliebig-
oft differenzierbar und es gilt £ (z) = 0 fir allen > d + 1.

Satz 8.2.22. Seien a < b reelle Zahlen und sei f : (a,b) — R eine zweimal-
differenzierbare Funktion. Ist ¢ € (a,b), mit f'(¢) = 0 dann gilt:

(i) Wenn f"(c) > 0 ist, dann nimmt f an der Stelle ¢ ein lokales Minimum

an.

(it) Wenn f"(c) < 0 ist, dann nimmt f an der Stelle ¢ ein lokales Maxi-

mum an.
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BEWEIS. Wir beweisen nur Teil (i). Sei dazu ¢ € (a,b), mit f'(¢) = 0 und
f"(c) > 0. Es gilt also
/! ! /
0< f"(c) = (f)(c) = lim f'(@) = f'le) — lim M‘

Tr—cC Tr — C r—c I — C

Insbesondere gilt 0 < lim, . % Da x — ¢ < 0 ist fiir alle x < ¢, muss
ebenfalls f'(z) < 0 gelten fiir alle ¢ in ,,unmittelbarer Nihe links von c*.

D.h.: es gibt ein € > 0, so dass f'(z) < 0 fiir alle z € (¢ — ¢, ¢) gilt.

Genau so folgt aus 0 < limg\ . ];lﬁcc), dass f/(z) > 0 ist fiir alle z € (¢,c+ ¢)
(wieder wissen wir nur, dass so ein ¢ > 0 existiert). Damit ist aber die
Voraussetzung von Korollar 8.2.17 erfiillt und f nimmt an der Stelel ¢ ein

lokales Minimum an. O

Abbildung 8.2: Mit diesen Clownsgesichtern kénnen Sie sich die Aussage von
Satz 8.2.22 merken: Ist die zweite Ableitung positiv (+), sieht der Graph
der Funktion so aus wie ein lachender Mund — besitzt also ein Minimum.
Ist die zweite Ableitung allerdings negativ (—), so sieht die Funktion so aus

wie ein trauriger Mund — besitzt also ein Maximum.

Beispiel 8.2.23. Auch auf die Gefahr hin, dass Sie dieses Beispiel nicht
mehr sehen konnen betrachten wir noch einmal die Funktion f(x) = 11*0955 —
2234+ 1. Es gilt f/(z) = 12% —22% = $22(2—2)(z+2) und f"(z) = 223 — 4.
Die Nullstellen von f’(z) sind 0, —2,2 und es gilt f”(0) =0, f"(-2) = -8 <
0 und f”(2) = 8 > 0. Wir wissen nun, dass f an der Stelle —2 ein lokales
Maximum annimmt und an der Stelle 2 ein lokales Minimum annimmt. Uber
die Stelle x = 0 konnen wir mit dieser Argumentation keine Aussage treffen.

(Wir wissen aber bereits, dass f dort keine Extremstelle besitzt.)
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Bemerkung 8.2.24. Wenn f’(¢) = 0 und f”(c) = 0 gilt, kénnen wir mit
Satz 8.2.22 nicht entscheiden ob f an der Stelle ¢ eine Extremstelle besitzt.
Die einfachsten Beispiele sind f(x) = 2® und g(z) = z. In beiden Féllen
gilt f/(0) = f”(0) = 0 und ¢’(0) = ¢”’(0) = 0. Allerdings besitzt g eine

Extremstelle in © = 0 und f besitzt keine Extremstelle in = 0. (Warum?)

%

)

8.3 Der Satz von Taylor

Wir gehen davon aus, dass ein (Taschen)rechner ohne Probleme + und -
rechnen kann. Das muss ihm natiirlich auch beigebracht werden, aber wir
nehmen an, dass das schon jemand fiir uns erledigt hat. Damit kann der Ta-
schenrechner auch Polynome auswerten, da diese Funktionen nur aus Multi-
plikationen und Additionen zusammengesetzt sind. Beachten Sie dabei, dass
»Minus-Rechnen® nichts anderes ist als eine negative Zahl zu addieren. Wie
konnen wir diesen Rechner nun dazu bringen uns einen moglichst genauen
Wert fiir cos(0.2) oder e/ anzuzeigen? Das wollen wir in diesem Abschnitt

erkldren.

Lemma 8.3.1. Sei zyp € R und n € N beliebig. Fir die Funktion g(z) =
(x — o)™ gilt fir k e N

(n%'k);(iﬁ —z0)" % fallsk <n

0 falls k >n

9" (x) =

BEWEIS. Formal ldsst sich das mit einer Induktion beweisen. Wir begniigen
uns hier allerdings mit einer ausfiihrlichen Erkldrung an Stelle eines Bewei-
ses.

Da die Ableitung von x — xg gleich 1 ist, liefert die Kettenregel:

o g (x)=n-(z—zo)" !

e g'(x)=n-(n—1)(z—20)" 2

e @) =n-(n—1)-(n—2)-(z -z
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e g V)=n-(n—1)-...-2- (z — x0)"
e gM(x)=n-(n—1)-...-2-1 (konstant!)

° g(”+1)(56) =0

Ab jetzt sind alle weiteren Ableitungen von g alle konstant Null. Wir miissen
uns also nur noch iiberlegen, dass die Koeffizienten n-(n—1)-...-(n—(k—1))
tatsdchlich gleich (n%'k), sind. Das folgt aber unmittelbar aus der Definition

der Fakultit, dan!=(n—k)!-(n—k+1)-(n—k+2)-... nist. O
Lemma 8.3.2. Sein € N beliebig. Dann gilt
(a) exp™(z) = exp(x) fiir alle x € R

(b) ™ () = (—1)”“M fiir alle z € (0, 00).

xn

BeEwEISs. Dass die n-te Ableitung von exp(z) wieder exp(z) ist, hatten wir
schon in Beispiel 8.2.20 erwahnt. Der Beweis dieser Aussage ist die einfachste
Induktion der Welt. (Wenn Sie also wiederhoelen wollen, wie ein Indukti-
onsbeweis funktioniert, dann ist das eine nette Ubung.)

Wir beweisen nun die Formel fiir die n-te Ableitung von In. Das machen wir
natiirlcih per Induktion.

IA: Fiir n =1 gilt In'(z) = 2 = (-1)2- (1;11)!. Das war zu zeigen.

IV: Fiir beliebiges aber festes n € N gelte In(™ (2) = (—1)”“(";”1)!.

xz

IS: Sei nun n wie in der IV. Wir zeigen, dass dann die Formel auch fiir n+ 1

gilt. Wir berechnen also

In* 0 (z) = (0 @)y Y (—pr =Dy
= ()™ (= DY = () (D)™ (- D
=(-1)- (_1)n+1 ‘n-(n—1)" $n1+1 = (_1)(n+1)+1 . ((n 27}31 1)!.
Das war zu zeigen. O

%

)
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Definition/Satz 8.3.3. Sein € Ny und f : I — R eine n-mal differen-
zierbare Funktion. Weiter sei xg € I beliebig. Dann gibt es genau ein reelles

Polynom T fr, , vom Grad < n, mit
(l') Tfaco,n(x0> - f(.%()) und
(ii) TP, (zo) = fO (x0) fir alle k € {1,...,n}.

Das Polynom T fy, n(x) heifst Taylor-Polynom der Ordnung n von f und es

gilt
foo,n(w) = / k:(' 0) (37 - xO)k
k=0 ’
"z () (g
= fa0) + 7o) w) + T g T e

Notation 8.3.4. Hier haben wir f(°) = f gesetzt. Dass macht Sinn, da wir
f enthalten, wenn wir f genau 0-mal ableiten. Diese Notation iibernehmen

wir ab jetzt fiir alle Funktionen.

BEWEIS VON SATZ 8.3.3. Wir beweisen nur, dass die Polynome T'f, »(x) =
o 1) (o) -(z —x0)F tatsiichlich die Bedingungen (i) und (ii) erfiillen. Die

%!
Bedingung (i) ist dabei trivialerweise erfiillt, denn
"R (g
T fogm(ao) = fa0) + 30 T g — )t
k=1
") (g
= f(x0) + (0 — 20) [~ (o) (w0 — wo)*

= f(z0).

Sei nun k € {1,...,n}. Die k-te Ableitung von T fy, »(x) ist mit Lemma
8.3.1 schnell berechnet:

0 0 (g

Da (w9 — x0)*~* = 0 ist fiir alle £ > k, erhalten wir sofort

J* ()
Tf, (x0) = = k) (w0 — w0)* 7 = fP) (o).

Das wollten wir zeigen. O
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Bemerkung 8.3.5. Das Taylor-Polynom der Ordnung 1 von f kennen Sie
bereits! Es beschreibt eine Gerade T' (da der Grad < 1ist), die T'(xg) = f (o)
und 7" (x¢) = f'(xo) erfiillt. Das ist die Tangente von f an der Stelle zy (vgl.
Bemerkung 8.1.26). Die Tangente war die Gerade, die die Funktion f an der
Stelle xg bestmoglich imitiert. Die Idee ist nun, dass die Taylor-Polynome der
Ordnung n von f, die Funktion f an der Stelle xyp immer besser nachahmen.
Unsere Hoffnung ist, dass f dadurch auch in der Nédhe von xy durch die

Taylorpolynome approximiert wird.
Beispiel 8.3.6. Sei f(z) = 22 + 3. Weiter setzen wir z¢ = 2. Dann ist
o Thro(x) = f(2) =7
o Thi(x)=f2)+ f(2)(x—2)=T+4(x—2) =4z -1
o T'fao(z) =Tha(z)+ @(9& —22=dzr—1+(z—-2)2=22+3
"(2)

6
~—

=0

o Tfos(x) =Tfro(x)+ (r—2)3=22+3

Das ist nicht verwunderlich, denn das Polynom vom Grad < 2, dass die
Funktion f(z) = 2243 bestmoglich approximiert, ist natiirlich das Polynom
x? + 3 selbst. Das gilt ganz genau so auch allgemein.

Sei p(z) ein reelles Polynom vom Grad d. Dann gilt fiir jedes zp € R
Tpyon(z) =p(x) furallen > d.

Beispiel 8.3.7. Die Taylor-Polynome der Exponentialfunktion an der Stel-
le zg = 0 konnten Thnen bekannt vorkommen. Es gilt fiir alle n € N die

Gleichung

n

exp™(0) k exp(0) Lok
TeXpOmI:ZT(fE—O) :ZTLU = Eﬂ? .

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes. Wir mochten, dass
die Taylorpolynome einer Funktion f, diese Funktion in der Ndhe von xg

gut approximieren. Der Fehlerterm

[f (@) = T fagn(z)]

soll also fiir alle x ,nah an x¢“ sehr klein sein. Beachten Sie beim durchlesen
des folgenden Theorems, dass es uns ziemlich gut verrit, wie der Term f(x)—
T fzo.n(x) aussieht.



172 KAPITEL 8. DIFFERENTIATION

Theorem 8.3.8 (Satz von Taylor). Sei f: I — R eine (n+ 1)-mal diffe-
renzierbare Funktion und sei xo € I. Fir jedes x € I\ {0} existiert ein cyp

zwischen x und xqy, mit

f(n+1) Cen n
(@) = Tfagnlz) + (n+<1)') (@ — )"
— ~ f®) (o) e, SO () n+1
= kzo 7 (x —x0)" + RSN (x — x0)
Bemerkung 8.3.9. Der Ausdruck % (z — xo)"™! im Satz von

Taylor heifit Lagrange-Restglied, oder Restglied nach Lagrange. Je kleiner
dieses Restglied ist, desto besser wird f(z) durch T fy, ,,(z) approximiert.

BEWEIS vOM SATZ VON TAYLOR 8.3.8. Sei also f : I — R mindestens
(n+1)-mal differenzierbar. Weiter seien xg # x aus I festgewdihlte Elemente.

Insbesondere betrachten wir hier das Element z nicht als Variable von f.
(x—x0)" 1

)T # 0. Es gibt also ganz sicher eine reelle

Da x # xg ist, ist sicher
Zahl R € R, mit

(.%' _ l’o)nJrl

(8.7)

(Dieses R ist schlicht (f(x) — T fapn(z))/ o).

Wir miissen zeigen, dass es ein c; , zwischen x und zg gibt,
so dass R = f"t (¢, ) gilt.

Bevor Sie weiterlesen: Stellen Sie sicher, dass Sie mit dem letzten Satz ein-
verstanden sind! Vergleichen Sie dazu einfach die Gleichung, die wir zeigen
wollen, mit der Gleichung (8.7).

Wir betrachten nun die Funktion

T —1 n+1
g: I —R ; tHf(x)_Tft’n(x)_R'((n—i—)l)!
Es ist also
n (k) T — )l
o(0)= 1) -3 Fie -t - r 200
n (k) R
S CRFCED DEe L CRIE TE e e L
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Da jeder einzelne Summand aus (8.8) differenzierbar in ¢ ist, ist auch g
differenzierbar auf I. WICHTIG: Hier ist x eine feste reelle Zahl. Unsere
Variable heifit ¢.

Wir stellen fest:

B n f(k;)(l,) (l’ _ x)n—i—l
g9(x) = f(x) — f(z) - 2 (z —Oﬂf)’c R (n+ 1)1
- =0

und

(z — z0)" ! (8.7)

9(x0) = J(x) = Tfeonlw) = B =25

Damit erfiillt ¢ die Voraussetzungen vom Satz von Rolle 8.2.9 und es gibt

ein ¢; , zwischen x und xg, mit

g'(can) =0. (8.9)

Damit ist der Beweis so gut wie fertig. Wir miissen nur noch die Ab-

leitung von g berechnen. Beachten Sie, dass die Variable der Funktion g

in diesem Fall ¢ heifit — und nicht xz! Weiter werden wir ausnutzen, dass

(f(k))’(t) = f*+D und (z—t)") = (-1) - n(z—t)" ! ist. Die
S~~~ S———r

innere Ableitung #duflere Ableitung
folgende Rechnung sieht scheufllich aus, aber lassen Sie sich davon nicht ab-

schrecken. Das liegt nur daran, dass ich (fast) jeden kleinen Rechenschritt

mit aufgefithrt habe. Im besten Fall berechnen Sie ¢'(¢) einfach selbst und
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kontrolieren dann ihr Ergebnis mit dem folgenden. Es gilt

n (k) T — n+1 !
g(t) = (f(a:) 50 -3 e 0t n M)
k=1

n_ [ k) ' T — 1)
=7~ <f (’”<m—t>’“> SRt Y

P k! (n+1)!
n (k+1) (k) I — )
- (f DO g IO t)“) PN
k=1
o ol P A0 A0 - (z —1)"
——f(t)—k:1( x (:L‘—t)k—(k_1>!'($—t)k 1)+R- -
n o opk+1) ook T — )"
k=1 ’ k=1 ’ '
hift " p(k+1) n—1l e(k+1)
Indeébhlf —f/(t)—;f o ()(l' t)k+k_0f o (t) -(l‘—t)k—FR'
_ - f(n:')(t (r— 1) + f(OJ(r)l‘)(t) (x— 10 R (x ;'t)"
=f'(t)
_ _f(n—::')(t) (.T . t)n +R- (CL‘ n't)n _ (R o f(n+1)(t)) . ($ n't)n

Mit (8.9) wissen wir also, dass ein ¢, zwischen x und x( existiert, mit
n
(T —cam)

n!
N——

£0

0= g/(cm,n) = (R - f(n+1)(cm,n)) )

Fiir dieses ¢, gilt also R = f (”H)(cx,n). Das ist genau das, was wir zeigen

wollten (vgl. (8.7))! Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

%

W

Bemerkung 8.3.10. Um Taylor-Polynome einer Funktion f zu bilden,
brauchen wir eine reelle Zahl xg aus dem Definitionsbereich unserer Funktion
f. Die Koeflizienten der Taylor-Polynome sind dann von der Form %
Wir sollten also im Idealfall g so withlen, dass wir f)(zg) fiir alle k € N

kennen.
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8.3.11. Wir betrachten die Exponentialfunktion exp. Fiir welches xg kennen
wir ale Werte exp(®)(z¢)? Natiirlich fiir z9 = 0. Denn es ist exp®(0) =
exp(0) =1 fiir alle £ € N. Wie wir schon in Beispiel 8.3.7 festgestellt haben,

ist T expy ,(z) = > ro %xk
T expy 1 (z) ist schlicht die Tangente von exp an der Stelle x = 0.

"‘ \\ \‘“ /
J“ \\ \‘“ s'f
/ [/
/ \ /
/ ’ \\ f'{;//
/ \ /
\
(a) TeXPo 1(z) (b) Texpoﬁz(@"')
/‘ |
|
/
i :
/“ 5
\\\,/
(c) (d) TeXpoA(l')

Abbildung 8.3: Der Graph der Exponentialfunktion exp ist stets in griin
dargestellt. Wir sehen, dass die Taylor-Polynome diesen Graphen in der
Néhe der Null immer besser annihern. In Abbildung (d) ist mit bloSem

Auge kein Unterschied der beiden Grphen im Intervall [—1, 1] zu erkennen.

Wie kénnen wir nun die Taylor-Polynome nutzen um gute Approximationen
von e® zu berechnen? Wir veranschaulichen das am Beispiel /3. Es ist
1 s (/s (Y (Ys)!
T -)=14 - = 1.395576. ..
L TR I R
Mit dem Satz von Taylor 8.3.8 wissen wir weiter, dass fiir ein ¢ € (0, ) gilt

1 exp®(c) 1 e’
13 _ Iy = (PO Dys)
‘e TeXp074(3)|—‘ 5 (3) |_5|35
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Da ¢ € (0, %) liegt, wird dieser Wert besonders grofl, wenn wir ¢ = % setzen
(beachten Sie dass die Exponentialfunktion monoton wichst). Benutzen wir
weiter die besonders grobe Abschiitzung e'/? < e! < 3 folgern wir

1/3
c L 1 0000102

1
1/2 . _
e Texp074( )| < 5. 35 < 51.34 9720

3

Die Werte e3 und Texp074(%) unterscheiden sich also nur um einen Fehler,
der kleiner ist als 0.00011. Insbesondere stimmen die beiden Werte auf den
ersten drei Nchkommastellen iiberein. Wir wissen also, dass e/ = 1.395. ..
ist. Das haben wir nur mit Hilfe eines Polynoms — also nur mit den Grund-

rechenarten — herausgefunden.

Beispiel 8.3.12. Das néchste Beispiel machen wir etwas kiirzer. Es ist

cos’(0) ; cos”(0) 5 cos”(0) 4

T cosp 3(x) = cos(0) + T T 30
sin(0) cos(0) sin(0)
= cos(0) — TR z? + 3 3
1
=1- ixQ = T cosp2(x)

Da sin(0) = 0 ist, folgt fiir alle n € N, dass T cosg2n+1(x) = T cosgan ()
ist. Wie unterscheiden sich nun cos(z) und T cosgg(z) auf dem Intervall
[— 3, $7]? Wir nutzen, dass fiir jedes n € N, die n-te Ableitung von cos(z)
eine der Funktionen =+ cos(z) oder *sin(x) ist. Fiir jedes ¢ € R ist somit
lcos™(c)| < 1. Sei nun z € [—37, 17] beliebig. Dann gibt es ein ¢ zwischen
0 und z fiir das gilt

xlO

10!

(1/2m) "

(10)( )
cos c 10
— <5

<
10! -

< 0.00003.

|cos(z) — T cospg(z) | =
———

=T cosp,9(x)

Um also cos(z) fiir ein beliebiges z € [—3m, 37| auf die ersten drei Nach-

kommastellen genau zu berechnen miissen wir lediglich das Polynom 7" cosg g
vom Grad 8 an x auswerten. Wenn wir uns jetzt noch an die Gleichung
cos(x) = — cos(x + 7) erinnern, bemerken wir, dass das ausreichend ist um
fiir alle z € R den Wert cos(x) bis auf drei Nachkommastellen zu bestim-
men. (Z.B.: cos(4) = —cos(4 — ) und 4 — w € [—3m, $7]. Damit ist cos(4)
ungeféhr gleich —7" cospg(4 — ) = —0.65364....)

Bemerkung 8.3.13. Sei f : I — R eine beliebig-oft differenzierbare

Funktion und sei zg € I. Der Satz von Taylor 8.3.8 garantiert fiir jedes
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n € N die Existenz eines ¢, zwischen z und zg, so dass f(z) =T fzon(x) =

(n+1) T, n
iz = o)t

Null konvergiert, d.h. wenn gilt

ist. Wenn diese Differenz mit wachsendem n gegen

gilt, dann kénnen wir f(z) beliebig genau durch Taylor-Polynome annéhern.

Das funktioniert zum Beispiel fiir die Funktionen exp, cos und sin.

%

)

8.3.14. Wir schauen uns den natiirlichen Logarithmus In noch einmal an.
Beachten Sie, dass wir keine Formel zur Berechnung des Logarithmus ken-

nen. Die Zahl y = In(x) ist einfach nur die reelle Zahl, die e¥ = z erfiillt.

Mit Lemma 8.3.2 ist es einfach die Taylor-Polynome von In hinzuschreiben.
Zuniichst {iberlegen wir uns fiir welches x(, wir die Werte In(x), In'(z),
... kennen. Den einzigen Wert des natiirlichen Logarithmus, den wir ganz
explizit kennen, ist In(1) = 0. Wir setzen also zp = 1. Dann gilt fiir alle

n € Ny

Tlya(z) =0+ (z - 1) - (I}m + (m_?,l)g — 4 <—1>”+1($_nl)n.

Schauen wir uns die Graphen der ersten Taylor-Polynome von In an der

Stelle £y = 1 mal an:
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Im Intervall (0,2) scheinen diese Taylor-Polynome den Graphen von In gut
anzunihern. Fiir £ > 2 scheinen die Approximationen mit wachsendem n
immer schlechter zu werden.

Fiir # = 3 gibt es nach dem Satz von Taylor 8.3.8 ein c3, € (1,3), mit

. <2)n+1. (8.10)

In(+1) (c3m)
n+1 \c3n

(n+1)!

n+1

|In(3) — Tlny o (3)] =

Wir miissen im schlimmsten Fall davon ausgehen, dass c3 , nah an der 1 liegt.
In diesem Fall konvergiert |In(3) — T'In; ,,(3)| gegen unendlich. Wir kénnen
also In(3) nicht ohne weiteres beliebig gut mit Hilfe von Taylor-Polynomen

approximieren.
Satz 8.3.15. Fliir jedes x € (1,2] gilt

lim (In(z) — T'lny »(x)) = 0.

n—o0

Fiir alle x € (1,2] kann In(x) daher beliebig gut durch Taylor-Polynome

approximiert werden.

BeEWwEIS. Sei z € (1,2]. Genau wie in (8.10) sehen wir mit dem Satz von
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Taylor 8.3.8, dass es ein ¢1, € (1,z) gibt, mit

In(e) ~ Ty ()| = (1) <
n — n - . _ .
v Lni® (n+1)cft! N |
————  €(0,1]
<
Damit folgt die Behauptung. O

Bemerkung 8.3.16. Ist nun = € (0,00) beliebig, dann gibt es ein k € Z,
mit 2F2 € (1,2]. Weiter ist

In(z) = In((2" - ) - 27%) "% 1n(2%2) + In(27%) "£° In(2F2) — kIn(2).
Der Wert In(2) kann als natiirliche Konstante wie 7 und e angesehen werden,
der mit einer sehr groflen Genauigkeit abgespeichert wird. Damit kann nun
In(z) durch Tlnl,n(&) — k1n(2) abgeschétz werden.

€(1,2]
In der Praxis rechnet Ihr Taschenrechner den Logarithmus etwas anders aus

um Rundungsfehler bei groflen k zu verhindern.

Beispiel 8.3.17. Beachten Sie, dass das Taylor-Polynom von f der Ordnung
n an der Stelle g das Polynom vom Grad < n ist, das f ander Stelle xg
am besten imitiert. Wenn unsere Funktion f sich nun ganz anders als ein
Polynom verhilt, dann liefern Taylor-Polynome (fast) keine Informationen
iiber f.

Wir betrachten die Funktion

e falls #0
0 falls z =0

f:R—R ; z+—

Diese Funktion ist beliebig-oft differenzierbar. Dass dies fiir alle x # 0 gilt
ist offensichtlich, fiir x = 0 kann man es mit der Definition von Differenzier-
barkeit beweisen. Dann stellt man fest, dass fiir alle n € N gilt (™) (0) = 0.
Insbesondere ist T'fy , konstant gleich Null fiir alle n.

%

)



180 KAPITEL 8. DIFFERENTIATION

Wir lernen noch eine Anwendung des Satzes von Taylor 8.3.8 kennen —

némlich einer Verallgemeinerung von Satz 8.2.22.

Korollar 8.3.18. Sei f : I — R eine beliebig-oft differenzierbare Funktion.
Sei c € I, mit f'(¢c) =0. Betrachte (wenn der Wert existiert)

n = min{k € N|f¥)(c) # 0}.
Dann gilt

(a) Ist n gerade und f™(c) > 0, dann besitzt f an der Stelle c ein lokales

Minimum.

(b) Ist n gerade und f(c) < 0, dann besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales

Mazimum.
(c) Ist n ungerade, dann ist ¢ keine Extremstelle von f.

BEWEIS. Wir beweisen nur Teil (a). Sei also ¢ € I und 0 = f/(c) = f"(c¢) =
.= fD(¢) und £ (c) > 0, mit n gerade. Dann ist

n—1 (k) c
Thonr () = £0)+ S LD @ — o = 1),

Mit dem Satz von Taylor wissen wir, dass ein ¢, , zwischen ¢ und x existiert
mit ®)

S (ca,
a) = ey + Lee)
Die Funktion f((z) ist differenzierbar und damit stetig (vgl. Satz 8.1.7.
Da f( (¢) > 0 ist und f als stetige Funktion keine Sprungstellen hat, muss

(z—c)™. (8.11)

f™(z) > 0 auf einem kleinen Intervall um ¢ gelten. Sagen wir f(z) > 0
fir alle x € (¢ —e,z +¢), fir ein € > 0. Da ¢, zwischen x und c liegt, folgt
F (epp) > 0 fiir alle 2 € (¢ — ¢, ¢+ ¢). Weiter ist n gerade und somit gilt
(x —c)™ > 0 fiir alle x € R. Damit folgt aus (8.11), dass f(z) < f(c) ist, fir
alle (¢ —e,c+¢). Das bedeutet nichts anderes, als dass f an der Stelle ¢ ein

lokales Minimum annimmt. O

Beispiel 8.3.19. Wir kommen ein letztes mal zuriick zu Beispiel 8.2.6.

Die Funktion, die wir betrachten ist also f(z) = 2% — 22% + 1. Es ist
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fl(z) = 22t — 222, f"(x) = 22° — 4z und f"(z) = 62% — 4. Insbesondere

wissen wir also

0= f(0)=f"(0) und f®(0)#0.

Da 3 ungerade ist, wissen wir aus Korollar 8.3.18, dass f an der Stelle 0

keine Extremstelle besitzt.

%

)

8.4 Regel von L’Hospital

Die Funktion \/x wichst schneller als die Funktion In(z). Daher vermuten
wir, dass limg;_, o % = oo gilt. Das Wachstum einer Funktion messen
wir mit der Ableitung der Funktion. Das ist der Grundgedanke hinter dem

folgenden Theorem.

Theorem 8.4.1 (Regel von L’Hospital). Seien f,g : I — R differenzier-
bar. Sei a € RU{—o00,00} so, dass die Werte limg_,, f(z) und limg_,, g(z)
im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn definiert sind. Sei weiter g(x') # 0
fir alle x € I. Fulls gilt

(i) limg_yq f(z) = limgy_q g(z) = 0, oder
(71) limg_yq f(z) = lim,_, g(z) = oo, oder
(i4i) limg_,q f(x) = lim,_,4 g(x) = —o00,

dann gilt
- f@) o f(2)
o) 5 ()

sofern der Grenzwert auf der rechten Seite (im eigentlichen oder uneigent-

)

lichen Sinn) existiert.

Bemerkung 8.4.2. Dieses Theorem gilt genauso auch fiir linksseitige- und
rechtsseitige Grenzwerte.

Auf den Beweis verzichten wir in dieser Vorlesung.
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Beispiel 8.4.3. Wir betrachten lim,_. % Die Funktionen in Zahler und
Nenner sind differenzierbar und es gilt lim, o, v/ = lim, o In(z) = oco.

Wir berechnen nun den Grenzwert der Ableitungen:

1
! oz 1
li (\,/E) = lim 2‘1/5 = lim —+v/z = oo.
z—00 In' ({L‘) - T—00
Damit folgt aus der Regel von L’Hospital 8.4.1, dass auch lim,_, 1£) =00

ist.

Beispiel 8.4.4. Wir berechnen nochmal (vgl. Lemma 8.1.13) den Grenzwert

. T __ . . . .
lim, .o % Es ist lim,_,ge® — 1 = lim,_,gz = 0. Wir rechnen

) (e;t _ 1)/ . 63}
lim —— = -
z—0 (1‘)/ x—0 1

Mit der Regel von L’Hospital 8.4.1 folgt, dass auch lim,_,q eszl =1 ist.

Beispiel 8.4.5. Wir betrachten Die Funktion x + sin(z)* auf dem Intervall
(0, %77) Ziel ist es den Grenzwert lim,\ gsin(z)” zu berechnen. Das sieht
auf den ersten Blick nicht nach einem Anwendungsbereich der Regel von

L’Hospital aus. Aber wir betrachten die Funktion etwas genauer. Es gilt
sin(z)® = exp(z - In(sin(x))).
Da exp stetig ist, gilt somit

lim sin(x)* = il{% exp(z - In(sin(x))) = exp(gl:i{%x -In(sin(z))) (8.12)

T

Wir miissen also lim,~ g - In(sin(x)) berechnen. Das sieht schon eher nach

dem Quotienten zweier Funktionen aus, denn

v In(sin(z)) = 200 __ Infeine)) (8.13)

T

8|

Da sin(z) = 0 ist, gilt limg\ o In(sin(z)) = limy\ o In(y) = —oo. Wir wissen
auch, dass limg\ o —% = —oo gilt. Damit sind die Voraussetzungen der Regel

von L’Hospital erfiillt. Wir berechnen also

i / cos(z) - == 2
lim — (In(sin(z))) — _lim M ~ i © cos(z)

- _— .14
\0 (—%)’ \,0 # \,0 sin(x) (8 )
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Diesen Grenzwert kennen wir immer noch nicht. Wir benutzen L’Hospital al-
so einfach nochmal. Dies funktioniert, da lim, o z?cos(z) = lim\ o sin(x) =

0 ist. Wir rechnen also

lim (a:z'ccis(x))’ ~ lim 22 cos(z) — x? sin(x) — lim 9 — x? sin(x) _o
a\O  sin’(x) N0 cos(z) \0 cos(z)
(8.15)
Mit der Regel von L’Hospital gilt nun auch lim,\ o x;?&()x ) = (. Wieder mit

der Regel von L'Hospital und (8.14) folgt, dass auch lim,~ g —M =0

ist. Mit (8.12) folgt lim,~\ o« - In(sin(z)) = 0. Setzen wir das in (8.112) ein,

erhalten wir endlich

ii{‘% sin(x)® = exp(ii{%a: -In(sin(z))) = exp(0) = 1.

Beispiel 8.4.6. Wir wollen den folgenden Grenzwert (wenn es ihn denn

gibt) berechnen
. 2z +sin(x)
lim ——=~
z—00 2 + cos(x)

Es ist limg 00 (22 + sin(z)) = limy—oo(22 + cos(x)) = oco. Wir versuchen

L’Hospital anzuwenden. Dazu betrachten wir

. (2z +sin(z))’ . 2+ cos(z)
lim ——+- = lim ————~.
z—o0 (2 + cos(x))  w—oo 2+ sin(z)

Dieser Grenzwert existiert aber nicht! In diesem Fall sagt die Regel von
2z+sin(x)

L’Hospital nichts aus. Wir diirfen daraus nicht schlieflen, dass auch lim,_, Zarcos(z)

nicht existiert.
Tatséachlich gilt

. 2z + sin(z) (2 + Sin(m)) 24
mlan;o 2r + COS(:C) 2500 1:(2 4 Cos a:)) 200 9 4 CoS )
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Kapitel 9

Integration

29 @) - flg(@))dz = [£2) f(z)dz

Wenn Sie eine Stunde lang konstant 100km/h gefahren sind, dann haben Sie
genau 100km zurckgelegt. Das ist offensichtlich die Definition von ,,100km /h*.
Die triviale Rechnung, die dahinter steckt ist (100km/h)- (1h)=100km. Es
entspricht also dem Flidcheninhalt zwischen dem Graphen der konstanten
Funktion x + 100 und der z-Achse auf dem Intervall [0, 1].

yyyyyyyyyy

Wenn Sie eine halbe Stunde lang konstant 100km/h gefahren sind und eine
halbe Stunde konstant 80km/h, dann haben Sie genau (100km/h) - (0.5h) 4+
(80km/h) - (0.5h) = 90km gefahren. Betrachten wir die Funktion, die jedem
Zeitpunkt Ihre aktuelle Geschwindigkeit zuordnet, so sehen wir, dass diese

90 wieder dem Fldcheninhalt zwischen dem Graphen dieser Funktion und

185
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der x-Achse auf dem Intervall [0, 1] entspricht.

((km)/(h)

150

100

Bemerkung 9.0.1. Das gilt auch ganz allgemein. Ist f die Funktion, die
jedem Zeitpunkt Thre aktuelle Geschwindigkeit zuordnet, so ist die Anzahl
der Kilometer, die Sie nach einer Stunde zuriickgelegt haben gleich dem
Flécheninhalt des Graphen von f und der z-Achse auf dem Intervall [0, 1].
FEin etwas realistischer Graph als die beiden in den letzten Abbildungen wére

zum Beispiel dieser hier:

((km)/(h)

Das Ziel fiir diese Kapitel ist es fiir eine gegebene reelle Funktion f den
Fliacheninhalt zu berechnen, den diese Funktion mit der xz-Achse einschlief3t.
Fléchen die unterhalb der z-Achse liegen solen dabei als negativer Fliacheninhalt

gewertet werden.
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9.1 Treppenfunktionen

Den Flécheninhalt, den eine konstante Funktion f(z) = ¢ mit der z-Achse
auf einem Interval [a, b] einschliet, auszurechnen, ist ganz einfach. Gesucht
ist einfach nur der Flidcheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenléingen ¢ und
b — a — das ist natflich gleich ¢ - (b — a). In diesem Abschnitt studieren wir

die néchst einfacheren Funktionen.

Definition 9.1.1. Sei [a, b] ein Intervall, mit reellen Zahlen a < b. Eine Un-
terteilung von |[a, b] ist gegeben durch endlich viele reelle Zahlen xy, ..., z,,

mit

a=r0<x1<...<xp_1 <z =0

Definition 9.1.2. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion,
falls eine Unterteilung zo < z1 < ... < x, von [a,b] existiert, so dass ¢

konstant ist auf den Intervallen (z;_1, z;), fiir alle i € {1,...,n}. Wir setzen

Tla,b] : {¢ : [a,b] — R|¢p ist eine Treppenfunktion}.

Bemerkung 9.1.3. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R ist also eine Treppen-
funktion, wenn es reelle Zahlen xg = a < 71 < 29 < ... < x, = b und
€1,...,cy gibt, mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle i € {1,...,n} gilt
o(x) = ¢, falls x € (x;_1, ;) ist.

Treppenfunktionen kénnen also als stiickweise konstant beschrieben werden.
Beachten Sie, dass wir nichts iiber die Werte ¢(z;) aussagen. Diese werden

fiir uns keine Rolle spielen.

Bemerkung 9.1.4. Eine Treppenfunktion hat ihren Namen von der Form
igres Graphen. Dieser kann aussehen, wie eine Treppe. Die Stufen miissen
aber keinesfalls gleichgrofl sein. Auch kénnen die einzelnen Stufen riesige

Spriinge machen. Ein Beispiel einer Treppenfunktion sehen Sie hier:
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0.5

-0.5

Den Flidcheninhalt, den dieser Graph mit der z-Achse auf dem Intervall
[0, 3.5] einschlieBt ist schnell berechnet. Wir berechnen einfach die Flidcheninhalte
der einzelnen Rechtecke und addieren diese. Wir rechnen is diesem Beispiel
also

1-05+1.25-054+15-05—-1-024+1.25-08+0.5-1

Dieses einfache Beispiel fithrt uns nun zur wichtigsten Definition des Kapi-
tels.

Definition 9.1.5. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion. D.h. Es gibt
eine Unterteilung 9 < 1 < ... < x, von [a,b] und ¢i,...,¢, € R, mit

o(x) = ¢ fiir alle z € (z;_1,x;). Das Integral von ¢ ber [a,b] ist

b n
/ p(r)de = Zci (wp — xi-1).
a i=1

Beachten Sie, dass das nach unseren Voriiberlegungen exakt der Flacheninhalt
der Flache ist, die zwischen der z-Achse und dem Graphen von ¢ im Intervall
[a, b] liegt.

Lemma 9.1.6. Seien ¢,V € T'[a,b]. Dann sind auch die Funktionen @ + ¥
und ¢ -V Treppenfunktionen in Tla,b].

BEWEIS. Der Beweis folgt im wesentlichen daraus, dass Summe und Pro-
dukt von konstanten Funktionen wieder konstant sind. Sind nun zwei Trep-
penfunktionen gegeben, so gehen wir zu einer gemeinsamen feineren Unter-
teilung von [a, b] iber und miissen nur noch konstante Teile der Funktionen
addieren und multiplizieren. Die Details iiberlassen wir den fleifligen Le-

ser*innen. O
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Proposition 9.1.7. Seien ¢ und ¥ Treppenfunktionen aus Ta,b]. Dann
gilt:

(a)f (z)dz = [Tz d:B+f x)dz fir alle ¢ € (a,b).

(b) f;/\-go( dz = X [P p(x)dz fir alle A € R.

(c) [7¢ U(z)dz = [*p(x)de + [0 0(x)

BEWEIS. Alle Aussagen sind mehr oder weniger offensichtlich’ O

%

W

9.2 Das Riemann-Integral

Wir haben gerade gelernt, wie wir den Flécheninhalt der Fliche zwischen
der x-Achse und dem Graphen einer Treppenfunktion berechnen. Das war
auch nicht besonders schwierig. Die Idee ist nun, dass wir eine gegebene
Funktion f durch Treppenfunktionen approximieren. Dazu betrachten wir
einerseits Treppenfunktionen deren Graph immer unterhalb von f verlauft
und andererseits Treppenfunktionen, deren Graph immer oberhalb von f

verlauft.

Notation 9.2.1. Seien f,g : [a,b] — R zwei Funktionen. Wir schreiben
f < g, falls fiir alle x € [a, b] die Ungleichung f(x) < g(z) gilt. Wir schreiben
entsprechend f > g, falls g < f gilt.

Wir nennen die Funkion f beschrinkt, falls es eine konstante (Funktion) c
gibt, mit —c¢ < f <ec.

Eine Funktion auf dem Intervall [a,b] ist also beschrénkt, wenn wir Ihren

Graphen in ein Rechteck einzeichnen kénnen.

Lemma 9.2.2. Sind f,g,h : [a,b] — R drei Funktionen mit f < g und
g < h, dann gilt auch f < h.

!Man sollte in der Mathematik eigentlich nie das Wort offensichtlich benutzen. Hier

bedeutet es, dass die Aussagen mit der Interpretation des Flicheninhaltes anschaulich
erkldrt werden konnen, die Beweise ganz einfach aus der Definition des Integrals folgen

und dass der Autor keine Lust hat eins von beiden Vorzufiihren.
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BEWwWEIS. Das folgt sofort aus der entsprechenden Eigenschaft des Symbols
»,<“ auf den reellen Zahlen. Denn fiir jedes = € [a,b] gilt f(x) < g(z) und
g(x) < h(z). Dann gilt aber natiirlich auch f(z) < h(z) (vgl. Proposition
2.2.6(b)). O
Bemerkung 9.2.3. Sei f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion. Dann
ist die Menge

b

{ [ etonsloetianng < s}

a
eine nicht-leere nach oben beschriankte Teilmenge von R. Denn: Da f be-
schriankt ist, gibt es ein ¢ € R, mit f(z) < ¢ fiir alle € [a,b]. Ist nun ¢
eine Treppenfunktion auf [a,b], dann ist auch p(x) < ¢ fiir alle z € [a,b].
Die Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen 9.1.5 impliziert sofort
f: p(x)dz < c¢- (b—a). Damit ist ¢- (b — a) eine obere Schranke der ange-
gebenen Menge.

Damit existiert das Supremum dieser Menge in R!

Genauso sehen wir, dass die Menge

b
{/ o(x)dz|p € Tla,b] N > f}
ein Infimum in R besitzt.

Definition 9.2.4. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Das Un-

terintegral von f iber [a,b] ist die reelle Zahl

/:f(x)dx = sup {/ab o(z)dz|p € Tla,b] A p < f} '

Das Oberintegral von f dber [a,b] ist die reelle Zahl

b b
/ f(z)dz = inf {/ p(x)dx|p € Tla,b] A > f} .
Wir haben gerade eingesehen, dass diese Werte tatséchlich existieren.

Definition 9.2.5. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Wenn
das Oberintegral von f gleich dem Unterintegral von f ist, dann heifit f

Riemann-integrierbar. In diesem Fall setzen wir

/ab f(z)dz = /abf(:n)dx - /abf(:v)dx

und nennen diesen Wert das Riemann-Integral von f tber |a,b].
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Bemerkung 9.2.6. Wir nennen eine Riemann-integrierbare Funktion auch
kurz nur integrierbar und den Wert f; f(x)dz nennen wir Integral von f

iiber [a, b].

Beispiel 9.2.7. Man braucht schon etwas Fantasie um eine beschrinkte

Funktion zu konstruieren, die nicht integrierbar ist. Wir betrachten

1 fallsze@
0 fallszeR\Q

f:00,1]] - R ; z~

Da jedes nicht-triviale Intervall sowohl rationale als auch irrationale Zahlen
enthélt, gilt fiir jede Treppenfunktion ¢ € T0,1], mit ¢ < f, die Unglei-
chung ¢ < 0. Jede Treppenfunktion ¢ € T'[0,1], mit ¢ > f, erfiillt stattdes-
sen ¢ > 1. Es folgt

b b
/ f(x)dz =0 und / f(x)dz = 1.
Damit ist f nicht integrierbar.

Satz 9.2.8. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f integrier-

bar.
BEWEIS. Den Beweis lassen wir weg. O

Da Treppenfunktionen stiickweise definiert sind und das Integral einer Funk-

tion mit Hilfe von Treppenfunktionen berechnet wird, folgt sofort:

Korollar 9.2.9. Sei f : [a,b] — R eine stiickweise definierte Funktion,
in der jedes Teilstick stetig ist (solche Funktionen nennen wir stiickweise

stetig). Dann ist [ integrierbar iber [a,b].
Es gibt noch mehr integrierbare Funktionen:

Satz 9.2.10. Sei f : [a,b] — R eine monotone beschrinkte Funktion. Dann

ist f integrierbar iber [a,b].

%

)
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Notation 9.2.11. Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann

setzen wir

/ba f(z)dx = — /abf(x)dx und /aaf(w)dx —0.

Die Rechenregeln fiir Treppenfunktionen aus Proposition 9.1.7 lassen sich
ganz einfach auf beliebige integrierbare Funktionen verallgemeinern. Es er-
gibt sich:

Satz 9.2.12. Seien f, g : [a,b] — R integrierbar. Dann, gilt:
(a) [ f()dz = [© f(x)dz + [° f(z)de fir alle ¢ € (a,b).
() [°A- f(z)de =\ [P f(z)dz fir alle X € R,

(¢) [2 f(@)+g(@)dz = [} f(z)dz + [} g(x)da.

Weiter gilt:

Proposition 9.2.13. Sind f,g : [a,b] — R integrierbar mit f < g, dann

[ e < [ gy

BEeEwEIS. Das ist anschaulich klar, da sich der Flacheninhalt verringert, wenn

gilt

wir den Graphen nach unten schieben. Daher lassen wir den Beweis wieder

einmal weg. O
Wir kommen nun zum ersten wichtigen Resultat zur Integrierbarkeit.

Theorem 9.2.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € (a,b), mit

b
/ f(@)dz = £(c) - (b—a).

Bemerkung 9.2.15. Bevor wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung
beweisen, sollten wir kurz kldren, was er eigentlich aussagt. Er besagt, dass
es iir eine stetige Funktion f auf [a, b] einen Wert ¢ € (a, b) gibt, so dass der
Flécheninhalt, den der Graph von f (auf [a,b]) mit der z-Achse einschlieft,
genau so grof ist, wie das Rechteck mit den Seitenldngen f(c) und b — a.
Beachte, dass b — a genau die Lénge des Intervalls ist, auf dem wir die
Funktion f betrachten.
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Fiir den Autofahrergraphen aus Bemerkung 9.0.1 bedeutet das: Wenn Sie
eine Stunde gefahren sind, dann hatten Sie zu irgendeinem Zeitpunkt ¢ die
durchschnittliche Geschwindigkeit f(¢) Ihrer Reise. D.h.: Wiren Sie die gan-
ze Zeit genau f(t)km/h gefahren, hétten Sie am Ende der Stunde dieselbe
Strecke zuriickgelegt.

BEWEIS VOM MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG. Seialso f : [a,b] —
R stetig. Dann nimmt f nach dem Satz vom Minimum und Maximum 6.4.6

ein globales Maximum M und ein globales Minimum m an. Es gilt also
m < f(z) <M fiir alle x € [a,]].

Integrieren wir die drei Funktionen (wir fassen m und M als konstante Funk-

tionen auf) liefert

b b b
m(b—a)g'zl'5/ mdmg/ f(:c)dxg/ degésM(b—a).

Teilen wir diese Ungleichungskette durch den positiven Wert b — a erhalten
wir
1 b
< dx < M.
m < b—a/a flz)dz <

Da f stetig ist, liefert der Zwischenwertsatz 6.4.4, dass alle Werte zwischen

m und M von f angenommen werden. Insbesondere existiert ein ¢ € (a, b),

mit

b—a

Multiplizieren wir diese Gleichung wieder mit b—a erhalten wir die gewiinschte

b
f(e) = — / f(z)da.

Aussage. O

%

)

9.3 Integrieren und Ableiten

Wir méchten uns langsam daran machen, Integrale tatséchlich zu berechnen.
Dazu werden wir eine wunderbare Verbindung zur Theorie der Differenzier-

barkeit einer Funktion aufdecken.
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Definition 9.3.1. Sei I ein Intervall. Eine Funktion F' : I — R heif3t
Stammfunktion der Funktion f: I — R, wenn F'(z) = f(z) gilt.

Beispiel 9.3.2. e Eine Stammfunktion von f(z) = € ist F(x) = €7,
denn F'(z) = () = e* = f(x). Beachten Sie, dass auch e* 4 1 eine

Stammfunktion von e® ist.

e Wir betrachten nun f(x) = z. Da die Ableitung von %az2 gleich z ist,

ist F'(z) = 322 eine Stammfunktion von f(z) = z.

Sei b > 0 irgendeine positiv reelle Zahl. Wenn wir den Flidcheninhalt
berechnen wollen, den f(x) = x auf dem Intervall [0, b] mit der z-Achse
einschliefft, dann miissen wir nur den Flécheninhalt des rechtwinkligen
Dreiecks mit den Eckpunkten (0, £(0)), (b,0) und (b, (b)) berechnen.
Da f(b) = b gilt, ist das einfach nur die Hilfte des Quadrates mit
Seitenldnge b. Dieses hat natiirlich den Flacheninhalt %bQ. Es folgt

b 1
/ zdx = —b* = F(b).
0 2

Dass das kein Zufall ist, werden wir im folgenden zeigen.

e Eine Stammfunktion von f(z) = 222 — 3z + 4 ist z.B. F(x) = %x3 -
%:1:2 + 4.

Satz 9.3.3. Ist F : I — R eine Stammfunktion von f, so ist die Menge
aller Stammfunktionen von f gegeben durch {F + c|c € R}.

BEWEIS. Sei also F' ein Stammfunktion von f. Dann gilt fiir jedes ¢ € R
(F+c)(2) = F'(a) + (z) = f(2) + 0 = f(a).

Damit ist auch F' + ¢ eine Stammfunktion von f.

Sei nun G irgendeine Stammfunktion von f. Dann ist (F — G)'(z) = f(z) —
f(x) = 0. Die Ableitung der Funktion F'—G besitzt also iiberall die Steigung
Null. Das bedeutet, dass F' — G eine konstante Funktion ist — sagen wir
F(z) — G(x) = —c fiir alle € I. Das bedeutet nichts anderes, als dass

G(z) = F(z) + c ist. Das mussten wir zeigen. O

Dieser Satz sagt uns: Kennen wir eine Stammfunktion, dann kennen wir alle
Stammfunktionen.

Eine unmittelbare Folgerung aus der Tatsache (f+g)' () = f'(z)+¢'(z) ist



9.3. INTEGRIEREN UND ABLEITEN 195

Lemma 9.3.4. Ist F': I — R eine Stammfunktion von f und ist G : I —

R eine Stammfunktion von g, dann ist F +G eine Stammfunktion von f+g.

Ist weiter A € R beliebig, so ist A- F eine Stammfunktion von X - f.

Wir sammeln Beispiele fiir Stammfunktionen.

f() F(2)

%, fira e R\ {—1} Lyott

1 auf (—00,0) U (0, 00) In |z|

e, fur a € R\ {0} Leax
sin(z) —cos(x)

cos(x) sin(z)

L auf (-3, %) tan(x)
m%ﬂ arctan(z)

Tabelle 9.1: Die Funktion F'(x) ist stets eine Stammfunktion von f(z). Wie
wir daraus alle Stammfunktionen erzeugen, wissen wir seit gerade eben (Satz
9.3.3). Alle diese Formeln folgen unmittelbar aus den bekannten Formeln fiir
die Ableitungen der Funktionen F'(z).

Beispiel 9.3.5. Fiir ein reelles Polynom f(z) = ZZ:O apx” ist eine Stamm-

funktion gegeben durch F(x) = Zz:o %xkﬂ.

BeEwEIs. Das folgt sofort aus der Tatsache, dass k%rl:ck*l eine Stammfunk-

tion von z* ist in Verbindung mit Lemma 9.3.4. O

Beispiel 9.3.6. Um eine Stammfunktion von x — /x auf [0, c0) zu finden,
benutzen wir wieder \/z = /2. Dann folgt mit den Formeln aus der Tabelle,

dass
1

_171;
5+1

eine Stammfunktion von /x ist.

+1

o

1
2

F(x) Va3

Wl N

2
= —x
3

Der néchste Satz gibt uns an, wie wir fiir stetige Funktionen eine Stamm-
funktion konstruieren koénnen. Das ist zunédchst nur von theoretischem In-

teresse, wird aber eine wichtige Anwendung haben.

Satz 9.3.7. Sei I ein Intervall und a € I beliebig. Wenn f: I — R stetig

ist, dann ist die Funktion

t
Fo:I—R ; t»—>/f(w)dx
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eine Stammfunktion von f.

BEwWEIS. Wir nehmen f und a aus der Formulierung des Satzes. Sei weiter
xo € I beliebig. Wir miissen zeigen, dass F(z9) = f(xo) ist. Wir rechenn

also einfach drauflos:

F,(z) — Fy(x0) Fu(xo+ h) — Fo(zo)

F! = li =i
alwo) = lim —=="—" lim -
T T zo+h
o M f@)de = [ f@)de g00 | ay f(@)de
A0 h  hs0 h '

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 9.2.14 gibt es ein ¢, zwischen

xo und xzg + h, mit
zo+h
| fa)de = enGoo+ b= w0) = fer) -
o

Setzen wir beide Gleichungen zusammen erhalten wir

f(en)

. -h . f stetig
/ = =
F,(z9) = }llu% . }llll% f(en)

fimen).  (91)

Da ¢p, zwischen zg und xg + h liegt, muss gelten limy,_,g ¢, = xg. Setzen wir
dies in Gleichung (9.1) ein, so erhalten wir wie gewiinscht F(zo) = f(zo).

Da dies fiir alle xg € I gilt, ist F, tatséchlich eine Stammfunktion von f. [

Vorhang auf fiir den

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 9.3.8. Sei F :
I — R eine Stammfunktion von f. Seien weiter a < b € I. Dann ist f

integrierbar tiber [a,b] und es gilt

b
/ F(@)dz = F(b) — Fla).
Wir schreiben auch [F(x)]% = F(b) — F(a).

a

BEWEIS. Wir nehmen an, dass f stetig ist. Fine Stammfunktion von f ist
nach Satz 9.3.7 gegeben durch F,(t) = fcf f(z)dz. Es folgt

b b a
/ f(x)dz = / f(z)dz — / f(z)dx = Fo(b) — Fy(a). (9.2)
a a a ~
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Ist nun F irgendeine Stammfunktion von f, dann gibt es nach Satz 9.3.3 ein
c € R, mit Fy(z) = F(z) + c. Setzen wir dies in (9.2) ein, erhalten wir

b
/ F@)dz = (F(b) + ¢) — (F(a) + ¢) = F(b) — F(a).

Das war zu zeigen. O

%

)

Jetzt haben wir einige Hilfsmittel zur Hand um Integrale tatsédchlich berech-

nen zu koénnen.

Beispiel 9.3.9. Gesucht ist der Wert f37 x? — 1dx.

1. Schritt: Eine Stammfunktion von f(z) = 2% — 1 bilden.

Da wir fiir Polynome eine einfache Formel zur Erzeugung einer Stammfunk-
tion haben (siehe Beispiel 9.3.5), kénnen wir eine Stammfunktion von f
einfach hinschreiben: F(z) = 32° — x.

2. Schritt: Hauptsatz benutzen.

Es ist

7
: 1. 1 4 1
/ 22— 1dz "2 Py~ F3) = (A — 1y — (233 gy =3 g1 4 L
. 3 3 3 3

Beispiel 9.3.10. Gesucht ist der Wert f; ze®dx.

1. Schritt: Eine Stammfunktion von f(z) = xe® bilden.

Hierfiir haben wir noch keine Formel zur Hand. Da wir aber wissen, dass
sich e* beim Ableiten nicht verdndert, probieren wir einfach mal aus, ob das

vielleicht fiir ze® auch gilt.? Es gilt mit der Produktregel
(ze®) = (x) -e*+ax- (") =" +x- " = (v +1)e".

Damit ist ze® keine Stammfunktion von ze®. Sehen wir uns aber die Formel
von eben genauer an, stellen wir schnell fest, was die Stammfunktion ist.

Denn mit der selben Rechnung erhalten wir

(x—1De"=(x—1) e+ (x—1)- (") =" + (z — 1)e” = ze”.

?Wenn man nicht weiter wei, muss man im schlimmsten Fall tatsichlcih einfach rech-

nen.
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Damit ist F'(z) = (z — 1)e” eine Stammfunktion von ze®.
2. Schritt: Hauptsatz benutzen.
Es ist

7
/ ze®dz "% F(7) — F(3) = (7€7) — (3¢%) = 7616, 1754 . ..
3

Im letzten Beispiel haben wir die Produktregel zum ableiten benutzt. Dann
haben wir mit geschicktem raten die Stammfunktion gefunden. Natiirlich
wére es eleganter auch fiir das bilden einer Stammfunktion eine Version
der Produktregel zu haben. Das néichste Theorem kénnen Sie als so eine

Produktregel auffassen.

Theorem 9.3.11 (Partielle Integration). Seien f,g : [a,b] — R differen-
zierbar, so dass [ stetig ist. Sei weiter G eine Stammfunktion von g. Dann
gilt
b b b ,
[ #@) g@de = [5@)- Gl ~ [ @) Gla)da.

BEWEIS. Seien f und g wie in der Voraussetzung. Da f’ stetig ist, ist auch
1’ G stetig, denn G ist als Stammfunktion sogar differenzierbar (und damit

stetig). Sei nun H(x) eine Stammfunktion von f’(x) - G(x). Dann gilt

(f(z) - G(z) — H(x))' = f'(2) - G(x) + f(2) - G'(z) — H ()
= f'(x) G(z) + f(2) - g(z) - f'(z) - G()
= f(x)-g(x)

Es ist also f-G — H eine Stammfunktion von f-g. Mit dem Hauptsatz 9.3.8

gilt nun
b
/ (@) - g(x)de = [f(2)G(x) — H(x)]g = [f(2)G(2)]; - [H(2)];

b
~ [f@)G@)h~ [ @) Gla)da.
Das war zu zeigen. 0

Beispiel 9.3.12. Wir berechnen noch einmal f: re®dz. Die Funktion, die
wir integrieren wollen, ist sicher das Produkt von zwei Funktionen. Ei-
ne dieser Funktionen wird immer ,aufgeleitet”, die andere wird erst nicht

verdndert und dann abgeleitet. Wir miissen also von einer der Funktionen



9.3. INTEGRIEREN UND ABLEITEN 199

eine Stammfunktion bilden konnen und die andere sollte beim ableiten ein-

facher werden. Da sich e” beim ableiten nicht verdndert, setzen wir
fx) =z, g(x) =e", = ['(z) =1, G(z) =¢".
Mit der partiellen Integration 9.3.11 folgt nun
b b
/ ze®dr = [ze*]’ — / 1-e®dz = [ze®]Y — [e*] = [(x — 1)e?]b.
a a

Beispiel 9.3.13. Seien 0 < a < b reelle Zahlen. Dann gilt

b b b
/ln(x)dx: In(z)- 1 dz 2! In(z) - = ]Z—/ 1 r dx
a a —~— —_ a £
—f(z) =9(@) —f(z) =G(=) :\f/,(;) =G(x)

b
— (i) alt ~ [ 1o = i) -alf,  [al}

— [o(ln(z) — ).
Die Stammfunktion von In(z) ist also z(In(z) — 1). Uberpriifen Sie diese
Aussage gerne selbst.

Wir betrachten noch ein letztes Beispiel.

Beispiel 9.3.14. Seien a und b beliebige reelle Zahlen. Wir wollen f: sin(z)%dx
berechnen. Da hier beide Faktoren gleich sind, ist f(x) = g(x) = sin(z). Da-
mit folgt f/(x) = cos(x) und G(z) = — cos(z). Jetzt berechnen wir

b b
/ sin(z)2dz 9311 [sin(z) - (— cos(z))]% — / cos(x) - (— cos(x))dz

b
= [—sin(z) - cos(x)]® +/ cos(z)?dz.

Jetzt konnten wir nochmal partielle Integration benutzen um das hintere
Integral auszurechnen. Wir kénnen aber auch die Gleichung 1 = cos(z)? +

sin(x)? benutzen (beides fithrt zum selben Ergebnis). Dann folgt:
b b
/ sin(z)2dz = [—sin(z) - cos(z)]% + / 1 — sin(z)?dz

— [ sin(z) - cos(z)]} + / e / ' n(a)?ds

a

b
= [ sin(e) - cos()lt + [oft — [ sin(e)*da

b
= [z — sin(x) - cos(z)]? —/ sin(z)2dx
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Wir addieren auf beiden Seiten f: sin(z)2dx und teilen dann durch 2. Damit

erhalten wir

- 2y — : b
/a sin(z)“dx = i[x — sin(z) - cos(z)],-

Wieder erhalten wir als Nebenprodukt, dass 3 (z—sin(z) cos(z)) eine Stamm-

funktion von sin(z)? ist.

%

)

Neben der Produktregel hatten wir zum ableiten auch noch die Kettenregel
8.1.15 kennengelernt. Diese lautet (f(g(x)) = ¢'(x) - f'(g(x)). Auch hierfiir

wollen wir eine Version zum ,aufleiten* haben.

Theorem 9.3.15 (Substitutionsregel I). Sei f : I — R stetig und seien
ayb € R. Sei weiter g : [a,b] — I differenzierbar, so dass g’ stetig ist. Dann
gilt

b g(b)
"(z) - x))dr = x)dz.
/ag<> flg(@)) /M f()

BeEwEIS. Da g([a,b]) C I ist, ist fog: [a,b] — R definiert. Sei nun F eine
Stammfunktion von f (die existiert, da f stetig ist). Dann gilt

(F(g(x)) =g'(z) - F'(g(x)) = ¢'(z) - f(g(2)).

Es ist also F'(g(z)) eine Stammfunktion von ¢'(z)- f(g(z)). Mit dem Haupt-
satz 9.3.8 gilt nun

Beispiel 9.3.16. Fiir a,b € R soll ff x cos(z?)dz berechnet werden.



9.3. INTEGRIEREN UND ABLEITEN 201

Setze g(z) = 2 und f(z) = cos(x). Dann ist f(g(z)) = cos(x?) und ¢'(z) =
2z. Mit der Substitutionsregel I gilt also

b 1 b 1 [90®)
/ zcos(z?)dx = = 2z cos(z?)dx = / cos(z)dx
a 2/, \//H,_/ 2 g
=9'(@) =f(9(x))

b2 1. . 2
= /a2 cos(x)dx = 5[8110(95)]22'

Beispiel 9.3.17. Fiir a,b € R soll f; 27742 berechnet werden.

Setze g(z) = 2° + 1 und f(z) = 1. Dann ist f(g(z)) = mglﬂ und ¢'(x) = 2.

Mit der Substitutionsregel I gilt also

b b b241
. 1 1 1 1 1 ,
P de=:] 2 ——de=- Zdz = = [In(z)]25HL.
/a 221 2/a SR T 2/a2+1 747 = 5@ty

=g'(z)

=f(g(z))

Beispiel 9.3.18. Gesucht ist der Wert fog eVadz.

Hier haben wir auch eine Hintereinanderausfithrung von Funktionen — némlich
vz und e* — aber die Ableitung von /z ist nirgends zu sehen. Wir drehen
die Sichtweise daher um und fiigen eine weitere Funktion hinzu. Wir set-
zen f(x) = eV® und g(z) = 22 Wir wihlen das g so, dass die Funktion
f(g(x)) moglicht einfach wird. In diesem Fall haben wir f(g(x)) = e*. Es ist
¢'(z) = 2z. Mit der Substitutionsregel I erhalten wir

3 32
2x e’ dzx = VT dg =€ .
0 N =~ 02 =~~~
=g'(z) =f(g(=)) =f(z)

Lesen wir diese Gleichung von rechts nach links, erhalten wir
? 3 9.3.12
/ eV = 2/ zedr "= 2[(x — 1)e”]3.
0 0

Im letzten Beispiel haben wir die Substitutionsregel I ,,von rechts nach links*
angewendet. Diese Sichtweise nennen wir Substitutionsregel II. Da es diesel-

be Aussage bleibt, konnen wir auf einen Beweis verzichten.

Theorem 9.3.19 (Substitutionsregel II). Seien I und J Intervalle. Sei f :
I — R stetig und seien a < b € I. Sei weiter g : J — I differenzierbar,
injektiv und g' sei stetig. Ist nun [a,b] C g(J) C I, dann gilt

b 97 (b)
z)dz = z)) - ¢ (v)dz.
[ e [ st o
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Bemerkung 9.3.20. Diese Version der Substitutionsregel haben wir in
Beispiel 9.3.18 benutzt. Beachten Sie, dass wir alle Funktionen nur auf
dem Intervall [0, 9] betrachtet haben. Auf diesem Intervall ist die Funktion
g(z) = x? tatsichlich injektiv, da sie streng monoton steigt. Damit waren
dort alle Voraussetzungen an die Substitutionsregel I erfiillt.

Die Injektivitit brauchen wir, damit die Elemente g~!(a) und g~'(b) ein-

deutig bestimmt sind.

%

W

9.4 uneigentliche Integrale

Bisher haben wir bei Integralen nur beschréankte Funktionen auf beschrinkten
Intervallen betrachtet. Der betrachtete Fldcheninhalt lag also stets in einem
Rechteck. In diesem Abschnitt wollen wir diese Einschrinkungen fallen las-
sen. In vielen Féllen wird der Fldcheninhalt ,unendlich gro“ sein. Insbe-
sondere, wenn wir eine konstante Funktion verschieden von Null auf ganz R
betrachten. Der Flidcheninhalt, den der Graph der Nullfunktion auf R mit
der x-Achse einschliefit, ist hingegen sicher gleich Null — und damit insbe-
sondere definiert.

Wir wollen in diesem Abschnitt insbesondere kléiren, ob der Graph der Expo-
nentialfunktion mit der x-Achse auf dem Intervall (—oo,0) einen endlichen
Fliécheninhalt einschlieft:

In diesem Beispiel ist die Funktion beschrinkt, aber das Intervall ist un-

beschrankt. Wir mochten auch kldren ob die Funktion % auf dem Intervall
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(0,1) einen endlichen Flicheninhalt mit der xz-Achse einschlief3t:

-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Beispiel 9.4.1. Wir ndhern uns vorsichtig einer Antwort auf die erste Frage.
Wir fangen einfach mal an mit dem Symbol co zu rechnen,
als wire es eine reelle Zahl. Das sollten Sie besser nicht nach-

machen!

Gesucht ist der Fldacheninhalt der zwischen negativen -

MU RAREEY Achse und dem Graphen der Exponentialfunktion einge-
A D v I s 0 H Y schlossen wird. Wir suchen also den Wert von [ EOO e*dz. Das
EXPLICIT CONTENT

rechnen wir aus
0 0 0 1 1

/ efde =[]l =€ - =1-——=1-—=1-0=1.
o0 e o0

Der gesuchte Fldcheninhalt ist also gleich 1.
So ganz falsch ist diese Rechnung nicht. Wie immer, wenn man mit co ar-

beitet, muss man aber Grenzwerte ins Spiel bringen.
Notation 9.4.2. Fiir jedes a € R gilt a < co und —o0 < a.

Definition 9.4.3. Seien a € R und b € RU{oo}, mit a < b. Wir betrachten
eine Funktion f : [a,b) — R, so dass f integrierbar ist iiber [a, 3], fiir alle
B € la,b), und so dass f an der Stelle b nicht definiert ist. Wir setzen

b ) B
/a f(;v)dx:[ljl;rz/a f(x)dz.
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Wenn der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, sagen wir, dass das
uneigentliche Integral f f(x)dz konvergiert. Existiert der Grenzwert nicht,

dann sagen wir, dass das uneigentliche Integral fa f(z)dx divergiert.

Das gleiche kénnen wir auch definieren, wenn f an der Stelle a nicht definiert

ist:

Definition 9.4.4. Seien a € RU{—o00} und b € R, mit a < b. Wir betrachten
eine Funktion f : (a,b] — R, so dass f integrierbar ist iiber [«, b], fiir alle

€ (a,b], und so dass f an der Stelle a nicht definiert ist. Wir setzen

/f )do = lim ’ fl)ae.

« aa

Wenn der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, sagen wir, dass das
uneigentliche Integral f; f(x)dz konvergiert. Existiert der Grenzwert nicht,

dann sagen wir, dass das uneigentliche Integral fab f(z)dx divergiert.

Beispiel 9.4.5. Jetzt wissen wir also, was ff’oo e*dx formal bedeutet. Wir
iiberpriifen ob dieses uneigentliche Integral existiert und berechnen gegebe-
nenfalls den Wert.

0 0
/ e’dr = lim / e?dr = lim [e*]%
oo aN—oo J, a\(—oo

= lim € —e*=1— lim e*=1.
a\(—o0 =~~~ a\,—oo
=1 ————
=0

Wir erhalten zum Gliick genau das, was wir uns schon intuitiv in Beispiel
9.4.1 iiberlegt hatten.

Beispiel 9.4.6. Sei s € (0,00) eine positive reelle Zahl. Wir betrachten die

Funktion

1
fs:(0,00) — R ; z+— —.

5
Diese Funktion ist an der Stelle x = 0 nicht definiert. Wir mochten herausfin-
den fiir welche s € (0, 00) das uneigentliche Integral fol fs(z)dx konvergiert.
Wir iiberlegen uns als erstes, was eine Stammfunktion von fgist. Fir s =1
brauchen wir eine Stammfunktion von = L auf (0,00). Diese ist gegeben durch

Fi(x) = In(x). Fiir s # 1 ist es noch elnfacher. Dann ist eine Stammfunktion
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von fs(z) = L = 27 gleich Fy(x) = --2'~5. Es folgt

xs 1—s

1 1 limg o[In(2)]} falls s =1
/ fs(x)dz = lim/ fs(x)dz = ol 1( )
0 a0 Jq limo o[ p175)l falls s # 1

lima01n(1) — In(a) falls s = 1

lima o ﬁ — 1%041*3 falls s # 1

s

Da lima o In(a) = —o0 ist, sehen wir sofort, dass das uneigentliche Integral
fo f1(z)dz divergiert.

Wenn s # 1 ist, miissen wir eine Fallunterscheidung durchfithren. Wir wis-
sen, dass fiir jedes & > 0 die Gleichung lim,~ o af = 0 ist. Damit ist aber

—k = 0o. Damit divergiert das uneigentliche

fir jedes k > 0 auch lim,\ o«
Integral fo fi(z)dz fiir alle s € (0,00), mit 1 — s < 0. Fiir s € (0,00), mit

1 — s > 0 hingegen, erhalten wir

1 1,1
/fl a\o A

Wir fassen nochmal zusammen:

Das uneigentliche Integral fo fi(x)dx konvergiert genau dann, wenn
€ (0,1) ist.

%

)

Was kénnte nun mit dem Ausdruck ffooo e da gemeint sein? Wir benutzen

einfach die Additivitdt devon Flicheninhalten und setzen

o0 2 0 2 o0 2
/ e Tdx :/ e * dx+/ e T dz.
—00 —00 0

Auch das machen wir nochmal formal:

Definition 9.4.7. Seien a € RU {—o00} und b € RU {oo}, mit a < b. Wir
betrachten eine Funktion f : (a,b) — R, so dass f integrierbar ist iiber
[a, f], fur alle « < 8 € (a,b), und so dass f an den Stellen a und b nicht

definiert ist. Fiir ein beliebiges ¢ € (a, b) setzen wir

B
/ f(z)dx = hm f( d;v—l—}ji;r%)/c f(z)dz. (9.3)
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Wenn beide Grenzwerte auf der rechten Seite existiert, sagen wir, dass
das uneigentliche Integral ff f(z)dz konvergiert. Existiert mindestens ein
Grenzwert nicht, dann sagen wir, dass das uneigentliche Integral f; f(z)dz

divergiert.

Bemerkung 9.4.8. Der Ausdruck (9.3) ist unabhinging von der Wahl von
c. Ist ndmlich ¢’ € (a,b) irgendein anderes Element, so gilt 0 = fccl f(z)dz +
[ f(z)dz (siehe 9.2.11). Damit gilt

. ¢ . B
lim [ f(x)dx +}31%/c f(z)dx

aNa Jq
c c B8 c
:g}g}l i f(as)dx+/c f(:z)da:—k/lgi}r})/c f(a:)da:—i—/d f(z)dx

:ii\nb (/:f(x)dx—i— / f(x)dx) + lim (/ﬁ f(:c)dx—ir/c/cf(a:)da:)
hm (/ flx dx>+llm(/ flz dx)

Lemma 9.4.9. Seien a < b € R und sei fabf(x)dm im eigentlichen oder
uneigentlichen Sinne definiert. Dann gilt f; f(=x)dz = f:ba f(z)dz

BEWEIS. Wenn f iiber [a,b] integrierbar ist, dann folgt die Aussage aus
der Substitutionsregel II mit g(x) = —z. Fiir das uneigentliche Integral

ff f(z)dz folgt die Aussage nach Ubergang zum entsprechenden Grenzwert.

Beispiel 9.4.10. Wir kommen zuriick zum Beispiel ffooo e ”

x? ist, folgt aus Lemma 9.4.9

e 2 0 2 o0 2 0 2
/ e ” :/ e * da:+/ e Vdr = 2/ e ¥ dx.
—00 — 00 0 —0o0

Das uneigentliche Integral f_oooo e konvergiert also genau dann, wenn das
2 2

uneigentliche Integral fi)oo e " dx konvergiert. Da e™* < e* ist fiir alle

z € (—o0,0], gilt fo? e dz < fO? edz fiir alle a € (—o0,0]. Weiter ist

lima,— oo fo? e*dz = 1 nach Beispiel 9.4.5. Die Funktion ¢ th e~ dz ist

also monoton steigend und beschrankt. Damit existiert

0 0

. .2 . .2
lim e Vdr= lim e Tdx
t—oo J_y aN—oo Jq
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und das uneigentliche Integral ffooo e’ konvergiert. Es gilt tatsédchlich

aber das konnen wir hier nicht beweisen.

Das Argument aus dem letzten Beispiel sieht sehr nach dem Majoranten-
Kriterium fiir Reihen 5.4.14 aus. Zum Abschluss der Vorlesung schlagen wir

wieder eine Briicke zu den Reihen.

Satz 9.4.11. Sein € Z und f : [n,00) — [0,00) eine monoton fallende
Funktion. Dann gilt konvergiert das uneigentliche Integral f;o f(z)dx genau
dann, wenn die Reihe Y i f(k) konvergiert.

BEWEIS. Wir argumentieren nur anschaulich und lassen den formalen Be-
weis weg. Wir unterteilen das Intervall [n, c0) in Teilintervalle der Lénge 1 —
also (n,n+1), (n+1,n+2), ... Im folgenden sei k € Z, mit k > n. Wir be-
trachten die Treppenfunktionen T, mit T,(x) = f(k) fir alle z € (k,k+ 1),
und 7T, mit T,,(z) = f(k + 1) fiir alle € (k,k+ 1). Da f monoton fallend
ist, gilt

Ty < f<To.

In der folgenden Skizze ist Ty, rot, f blau und 7T, griin dargestellt.

w

N}

Esist [ T,dz = Y32, f(k) der Flicheninhalt zwischen 7T;, und der z-Achse.
Ist die Reihe konvergent, so ist dieser Fldcheninhalt endlich. Dann ist aber
auch der Flidcheninhalt zwischen f und der x-Achse endlich und das unei-

gentliche Integral [ f(z)dz konvergiert.
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Wenn andererseits das uneigentliche Integral f;;o f(z)dx konvergiert, dann
sehen wir genauso, dass die Reihe > 72 | f(k) = f;o T,dz konvergiert.
Dann konvergiert aber auch die Reihe Y ;2 f(k) = f(n)+>_;2,,.1 f(k). O

Bemerkung 9.4.12. Dieser Satz kann zum Beispiel benutzt werden um
recht einfach zu zeigen, dass die Reihe >~ 77 kl—lﬁ fiir jedes € > 0 konvergiert,
oder dass die Reihe Y 77, ﬁ(k) divergiert.

Rechnen Sie das ruhig nach!
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