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Definition (Scholze)
@ Ein perfektoider Kérper ist ein Korper K mit einem

nicht-diskreten vollstandigen nicht-archimedischen Absolutbetrag
mit Restklassencharakteristik p > 0 und Ganzheitsring Oy, so
dass die Abbildung Ox/p — Ok /p, x — XP, surjektiv ist.

@ Eine perfektoide K-Algebra ist eine vollstandige
Banach-K-Algebra R, in der die Menge der potenz-beschrankten
Elemente R° beschrankt ist und deren
Frobenius-Endomorphismus ®@: R°/p — R°/p surjektiv ist.

© Ein perfektoider Raum ist ein adischer Raum, der lokal isomorph
ist zu einem affinoiden Raum Spa(R, R") fiir eine perfektoide
K-Algebra R.



Ziel des Vortrags

Grundideen zum Begriff des perfektoiden Raums:
@ p-adische Zahlen, p-adische Geometrie (“adische Raume"),

o Ziel: Vergleich “Charakteristik 0", “Charakteristik p > 0" (z. B.:
Vergleich von Galois-Gruppen).
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Grundideen zum Begriff des perfektoiden Raums:
@ p-adische Zahlen, p-adische Geometrie (“adische Raume"),

o Ziel: Vergleich “Charakteristik 0", “Charakteristik p > 0" (z. B.:
Vergleich von Galois-Gruppen).

Wo liegt die Innovation von Scholze? /

Was wird vereinfacht/ermoglicht?
@ Zusammenfithrung und Begriffsbildung,

o Geometrisierung (‘“relative Version"), ermoglicht wesentlich

bessere Anwendung als zuvor,

@ Benutzung und Weiterentwicklung der Theorie adischer Raume.
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Wichtiges Ziel in vielen Bereichen der Mathematik:

Wollen die Lésungsmengen von Gleichungen (oder

Gleichungssystemen) verstehen.



Grundproblem: Losen von Gleichungen

Wichtiges Ziel in vielen Bereichen der Mathematik:

Wollen die Lésungsmengen von Gleichungen (oder

Gleichungssystemen) verstehen.

o Existieren Losungen?

@ Gibt es nur endlich viele Losungen? Wie viele? Lassen sie sich
explizit angeben?

@ Sofern es unendlich viele Losungen gibt: Hat die Losungsmenge

eine (geometrische) Struktur?
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Natiirliche Zahlen N={0,1,2,3,...}
Ganze Zahlen

zZ={..,-3-2,-101273, ...}
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Wo suchen wir nach Lésungen?

Natiirliche Zahlen N={0,1,2,3,...}

Ganze Zahlen

zZ={..,-3-2,-101273, ...}

Rationale Zahlen
a
@_{E’ a,beZ,b;AO}.

Reelle Zahlen R, komplexe Zahlen C,

—1, =05, 0, 0.333..., 1, 2, 3.14159265. ..

e R.



Losungen Uber den reellen Zahlen

Offenbar: Eine Gleichung, die keine Losungen tber R hat, hat auch
keine lber Z.

Gutes Verstandnis der Losungsmenge iiber R kann Verstandnis der
Lésungsmenge iiber Z erleichtern.



Losungen Uber den reellen Zahlen

Offenbar: Eine Gleichung, die keine Losungen tber R hat, hat auch
keine lber Z.

Gutes Verstandnis der Losungsmenge iiber R kann Verstandnis der
Lésungsmenge iiber Z erleichtern.

Uber R: analytische Methoden (Differential- und Integralrechnung).
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Analyse der letzten Ziffer ...

Die Gleichung
x* + 17 = 4y?

hat keine Lésungen in ganzen Zahlen x,y € Z,
denn die letzte Ziffer misste sein

auf der linken Seite x* + 17: auf der rechten Seite 4y?:
2,3, 7or8, 0, 4, or 6.

Noch praziser: Betrachte mehrere Ziffern.

Mit anderen Worten: Rest bei Division durch 10, 100, 1000, .., 10t.



Analyse der letzten Ziffer, verbesserte Version

Koénnen alternativ Rest bei Division durch andere naturliche Zahlen
n=2,3,4,... betrachten.
Zum Beispiel betrachte die Gleichung

X' —17 =Ty?

Die Gleichungs ist “l6sbar modulo 10" (z.B. kénnten beide Seiten
letzte Ziffer 3 haben).



Analyse der letzten Ziffer, verbesserte Version

Koénnen alternativ Rest bei Division durch andere naturliche Zahlen
n=2,3,4,... betrachten.
Zum Beispiel betrachte die Gleichung

X' —17 =Ty?

Die Gleichungs ist “l6sbar modulo 10" (z.B. kénnten beide Seiten
letzte Ziffer 3 haben).

Aber der Rest bei Division durch 7 ist 1, 3, 4, oder 5 auf der linken

und 0 auf der rechten Seite.
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Division mit Rest ~ n-adische Darstellung

Binardarstellung

23=164+44+2+1=2%4+22421420=10111,.

23 =1 mod 2,
23 =11, =3 mod 4,
23 =111, =7 mod 16.

7-adische Darstellung:

23=2142=3-7142.7°=32,.
23 =2 mod 7.
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mit Addition und Multiplikation modulo p einen Korper.



Endliche Korper
Fir p Primzahl bildet
Fp =7Z/pZ =10,...,p—1}
mit Addition und Multiplikation modulo p einen Korper.

Der Korper IF,, und jeder Erweiterungskorper K von I, hat
Charakteristik p:
1+---+1=0 inK.
—_——
P Summanden
In K gilt
(x+y)P =xP +yP,

die Abbildung x — xP ist also ein Kérperhomomorphismus

(Frobenius-Homomorphismus).
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Erlaube unendlich viele Ziffern nach links:

ZIO = { ..Qxa1Qg; Qi € {0, 1,..., 9}}

Alle natiirlichen Zahlen sind 10-adische Zahlen. Wir kénnen

10-adische Zahlen addieren und multiplizieren.

Manchmal passieren liberraschende Sachen:

...999+4+1=0, folglich ...999 = —1.



Vervollstandigung: 10-adische Zahlen

10-adische Zahlen Zq:

Erlaube unendlich viele Ziffern nach links:

ZIO = { ..Qxa1Qg; Qi € {0, 1,..., 9}}

Alle natiirlichen Zahlen sind 10-adische Zahlen. Wir kénnen

10-adische Zahlen addieren und multiplizieren.

Eigenschaften

@ alle ganzen Zahlen sind 10-adische Zahlen,
@ 719 hat Rechenoperationen +, —, -.

® Manche Bruchzahlen in Zig: ...6667 -3 =1~ 1 € Zio.



Besser: p-adische Zahlen

Fir p Primzahl haben wir den Ring Z,, der p-adischen Zahlen:

Betrachte p-adische Darstellung, erlaube unendlich viele Ziffern links

vom Komma.



Besser: p-adische Zahlen

Fir p Primzahl haben wir den Ring Z,, der p-adischen Zahlen:
Betrachte p-adische Darstellung, erlaube unendlich viele Ziffern links

vom Komma.

Zo =1{...aza1a9; a; €{0,1}}
Z7; ={...ara;a9; a; €{0,1,..., 6}
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Absolutbetrag auf Z,
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wobei n die Anzahl der Nullen am (rechten) Ende der p-adischen
Darstellung ist.



Geometrie der p-adischen Zahlen

Absolutbetrag auf Z,

1

wobei n die Anzahl der Nullen am (rechten) Ende der p-adischen
Darstellung ist.

Beispiel
@ [48], = |110000,|, = 1/2* = 1/16,
® [23]7 =[32]; = 1.



Geometrie der p-adischen Zahlen

Absolutbetrag auf Z,

1

wobei n die Anzahl der Nullen am (rechten) Ende der p-adischen
Darstellung ist.

Fir Punkte x,y betrachten wir die reelle Zahl [x —yl, als den

Abstand zwischen x und y.

Ungewohnliche Eigenschaften:
@ Jedes Dreieck ist gleichschenklig.

o Je zwei Kreisscheiben sind disjunkt oder konzentrisch.
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Der Korper der p-adischen Zahlen

Der Kérper Q,: Erweitere Zy,, indem endlich viele Stellen hinter dem

Komma erlaubt werden.

Beispiel (p = 2)
0.1,=1/2, 0.01,=1/4, 1111, =—1)2.
Qp ist ein Korper: haben +, —, -, /.

Uber eine nene Begriindung der Theorie der algebraischen
Zahlen.

Von K. Hensel in Berlin.

Die Analogie zwischen den Resultaten der Theorie der alge-
braischen Functionen einer Variabeln und der der algebraischen
Zahlen hat mir schon seit mehreren Jahren den Gedanken nahe ge-




Der Korper der p-adischen Zahlen

Der Kérper Q,: Erweitere Zy,, indem endlich viele Stellen hinter dem

Komma erlaubt werden.

Beispiel (p = 2)
0.1,=1/2, 0.01,=1/4, 1111, =—1)2.
Qp ist ein Korper: haben +, —, -, /.

" Im allgemeinen schreiten alle diese Entwickelungen nach Po-
tenzen von p» mit ganzzahligen Exponenten fort, d. h. sie konnen
folgendermalsen geschrieben werden:

4 Ay
1) X="+ o+ F 4+ Art-

fiir diese Zahlen erhiilt man also genau dieselben Entwickelungen
wie fiir eine algebraische Function in der Umgebung einer regu-
liren Stelle.




Der Korper der p-adischen Zahlen

Der Kérper Q,: Erweitere Zy,, indem endlich viele Stellen hinter dem

Komma erlaubt werden.

Beispiel (p = 2)
0.1,=1/2, 0.01,=1/4, 1111, = —1)2.
Qp ist ein Korper: haben +, —, -, /.

Zp:{Zaipi; aiE{O,l,...,p—l}},

i=0

Qp:{Zaipi; ic€Z, a€{01,..., p—l}}.

i=ig



Das Lokal-Global-Prinzip

Theorem (Hasse-Minkowski)
Sein > 1 und seien a; € Q, 1 <1< n. Dann hat die Gleichung

2 2 2
apxy +axx; + -+ apx;, =1

genau dann eine Lésung (xi); € Q™, wenn iber R und jedem der

Kérper Q,, eine Ldsung existiert.



Das Lokal-Global-Prinzip

Theorem (Hasse-Minkowski)
Sein > 1 und seien a; € Q, 1 <1< n. Dann hat die Gleichung

QX] + ax + -+ anx =1
genau dann eine Lésung (xi); € Q™, wenn iber R und jedem der

Kérper Q,, eine Ldsung existiert.

Beispiel (Hasse-Minkowski fiir n = 1)

ax? =1 lésbar in Q < a ist Quadrat # 0 < a > 0 und jede
Primzahl p tritt mit geradem Exponenten in PFZ von a auf.



Wenn es Losungen gibt ...

..kénnen wir sie hinschreiben?

Linear

2x —6 =0, x=—-=3.



Wenn es Losungen gibt ...

..kénnen wir sie hinschreiben?

Linear

2x —6 =0, x=—-=3.

|
m
=

b
ax—b=0, a#0, x=-



Wenn es Losungen gibt ...

..kénnen wir sie hinschreiben?

Linear
2x—6=0 x—§—3
=0, =5=3
b
ax—b=0, a#0, x:ae(@.
Quadratisch

ax’ +bx+c¢c=0, a#0,

—b + vb? —4ac of x —b —Vb? —
= r

2a 2a
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Formeln fiir Nullstellen von Polynomen vom Grad 3, 4
(del Ferro, Tartaglia, Cardano, Ferrari &~ 1500)

Galois: Keine Formeln in héherem Grad! (=~ 1830)

Genauer: Zum Beispiel konnen die Nullstellen des Polynoms
x5 4+ 5x* — 20x3 — 40%x2 + 5x + 1 nicht in Termen von ganzen Zahlen
und +, —, -, / and {/— ausgedriickt werden.

2,000 }

1,000 |




Formeln fiir Nullstellen von Polynomen vom Grad 3, 4
(del Ferro, Tartaglia, Cardano, Ferrari &~ 1500)

Galois: Keine Formeln in héherem Grad! (=~ 1830)

Genauer: Zum Beispiel konnen die Nullstellen des Polynoms
x5 4+ 5x* — 20x3 — 40%x2 + 5x + 1 nicht in Termen von ganzen Zahlen
und +, —, -, / and {/— ausgedriickt werden.




Losungsformeln und Galoisgruppen

Theorem
Sei f ein Polynom iiber Q, dessen Nullstellen in Termen von +, —, -,

/ und /—, beginnend von rationalen Zahlen, ausgedriickt werden
kénnen. Dann ist die Galoisgruppe von f auflosbar.

Beispiel
Die Galoisgruppe des Polynoms

x® 4+ 5x* —20x3 — 40x%2 +5x + 1

ist die symmetrische Gruppe Ss und insbesondere nicht auflésbar.



Lassen sich Galois-Gruppen verstehen?

Definition (Absolute Galois-Gruppe)

Sei K ein Korper, und sei X ein separabler Abschluss von K. Wir
nennen Gk = Gal(K/K) die absolute Galois-Gruppe von K.
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Lassen sich Galois-Gruppen verstehen?

Definition (Absolute Galois-Gruppe)

Sei K ein Korper, und sei X ein separabler Abschluss von K. Wir
nennen Gk = Gal(K/K) die absolute Galois-Gruppe von K.

Beispiel (K = Q)
Ein gutes Verstandnis der Gruppe Gg ist ein zentrales Ziel der

Zahlentheorie, aber extrem schwierig.

Beispiel (K = Q,)
Die Gruppe Gg, hat man besser verstanden, sie ist aber ebenfalls

sehr kompliziert.
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p-adische Geometrie

Peter Scholze has revolutionized the field
of p-adic geometry.

M. Rapoport, Laudatio for P. Scholze, ICM 2018

Tate (ca. 1962): Rigid-analytische Rdume

Huber (ca. 1990): Adische Raume
~ geeigneter Begriff einer p-adischen Mannigfaltigkeit, eines
p-adischen Raums.



Wie ahnlich /verschieden sind Charakteristik 0, p?

Vergleiche

QP:{Zaipi; i € Z, 016{0,1,...,]3—1}}_

i=ig
und
Fp((t)) = {Z aiti; i €Z, a; € {O, 1,..., p— 1}} .

Die Beschreibungen sehen ahnlich aus (aber die Addition

unterscheidet sich sehr).



Perfektoide Korper und Kippung (“tilting”)

Definition (Scholze)

Ein perfektoider Kérper ist ein Korper K, der mit einem
nicht-diskreten vollstandigen nicht-archimedischen Absolutbetrag
versehen ist, mit Restklassencharakteristik p > 0 und Ganzheitsring

Ok, so dass die Frobenius-Abbildung
Ox/p — Ox/p, x+—xP,
surjektiv ist.

Beispiel

—/\

Q. QPN Qplkp=), Fp(t)(t/P5)N,



Kippung: Wechsel von Char. 0 zu Char. p > 0

Jeder perfektoide Korper K hat eine Kippung

K’ = Quot( lim Ox/p).

x—xP

Der Korper K” hat Charakteristik p: 1+ ---+1=0in K,

Theorem (Fontaine, Wintenberger)

GK = GKb.



Perfektoide Raume

Definition (Scholze)
Sei K ein perfektoider Korper.

© Eine perfektoide K-Algebra ist eine vollstandige
Banach-K-Algebra R, in der die Menge der potenz-beschrankten
Elemente R° beschrankt ist und deren
Frobenius-Endomorphismus ®: R°/p — R°/p surjektiv ist.

@ Ein perfektoider Raum ist ein adischer Raum, der lokal isomorph
ist zu einem affinoiden Raum Spa(R, R") fiir eine perfektoide
K-Algebra R.



Kippung fir perfektoide Raume

Jeder perfektoide Raum X hat eine Kippung X’, und beide haben

“dieselben étalen Uberlagerungen”:

Theorem (Scholze)

m(X) = m(X°)



Zusammenfassung: Perfektoide Raume

Zutaten
@ p-adische Zahlen und zugehdrige rigid-analytische Geometrie,
o perfektoide Korper: “groB”, aber nicht notw. alg. abgeschlossen,

e perfektoide Algebren: groB (in aller Regel nicht noethersch),
aber “kontrollierbar”.

Anwendungen

@ Vergleich von Charakteristik 0 und Charakteristik p-“Objekten”
durch Kippen,

@ Geometrisierung von algebraischen Konzepten durch groBere

Flexibilitat als mit klassischen rigid-analytischen Raumen.
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